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NACH NEUEN MEEREN.

Dorthin— will ich; und ich traue
Mir fortan und meinem Griff.
Offen liegt das Meer, in’s Blaue
Treibt mein Genueser Schiff.

Alles glénzt mir neu und neuer,
Mittag schlift auf Raum und Zeit —:
Nur dein Auge—ungeheuer

Blickt mich’s an, Unendlichkeit!

Friedrich Nietzsche



Zusammenfassung

In dieser Arbeit wird die Abhéngigkeit der Protonspinstrukturfunktion g; von der Kopp-
lung in der Quantenchromodynamik quantitativ beschrieben. Zudem werden die anomale
Unterdriickung in der axialen Flavour—Singulett—-Komponente des ersten Moments I'; der
polarisierten Strukturfunktion des Protons und die Polarisationseigenschaften der star-
ken Wechselwirkung genauer analysiert. Fiir die Beschreibung wird das ,,SU(2) colour
flux tube model “im Formalismus der Diskretisierten Lichtkegelquantisierung (DLCQ)
vorgeschlagen. Die Polarisation und Depolarisation der Gluonmaterie kann iiber Null-
modenstrukturen mit Lichtkegelimpuls pt = 0 erklirt werden. Die sogenannte dyna-
mische Eichnullmode und die Zwangsnullmode liefern die Vakuumstruktur des Modells.
Beide Nullimpulsmoden sind eng verkniipft mit der nichttrivialen Topologie des rei-
nen SU(2)-Yang-Mills—Vakuum sowie der Skalenvarianz der Quantenchromodynamik im
axialen Flavour—Singulett—Kanal. Das Modell hat zwei Grundzusténde von qualitativ un-
terscheidbarer Struktur. Im Hochenergiebereich dominiert das Potential der dynamischen
Eichnullmode die Gluoneigenschaften. Gluonen verhalten sich wie Quasiteilchen mit effek-
tiver Masse und ausgerichtetem Spin. Im Niedrigenergiebereich beherrscht das effektive
Potential der Zwangsnullmode das Verhalten der Gluonen. Das Zwangspotential hat ei-
ne dem doppelten Ostzillatorpotential dhnliche Gestalt. Gluonen werden zu stringartigen
Singulett—Zustdnden mit Spin Null. Alle Ergebnisse folgen aus den Bewegungsgleichun-
gen der reinen Yang-Mills-Theorie in 241 Dimensionen. Es gibt keine Abhéngigkeit von
einem Faktorisationsschema. Die numerischen Ergebnisse sind in Einklang mit den expe-
rimentellen Daten. Die Arbeit liefert einen neuen Beitrag zur Erkldrung des Protonspin-

verteilungsproblems und dem Polarisationsmechanismus der Gluonmaterie.
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Einleitung

Ziel der Arbeit

Im Zusammenhang mit dem Protonspinverteilungsproblem und der anomalen Unter-
driickung der axialen Singulettkomponente in der polarisierten Protonstrukturfunktion
wird die Gluonpolarisation als wesentliches nichtstérungstheoretisches Charakteristikum
im Proton untersucht. Der Polarisationsmechanismus wird in einem SU_(2)-Modell mit
adjungierter Materie vom bosonischen Typ in 241 Dimensionen, dem colour flux tube mo-
del, im Hamiltonschen Formalismus der Diskretisierten Lichtkegelquantisierung (DLCQ)
analysiert. Es wird gezeigt, dafl der nicht erhaltene axiale Singulettstrom auf einem Va-
kuumeffekt beruht und von spezifischen Nullimpulsmoden beeinflufit wird, die mit dem
Fockraum—-Vakuum der Theorie koppeln. Die sogenannte dynamische Eichnullmode des
longitudinalen Gluonfeldes und die Zwangsnullmode des transversalen Gluonfeldes liefern
dabei die Substruktur des QCD-Vakuums, die mit der nichtabelschen Gruppentopologie
verbunden ist und {iber eine Spin—-Masse-Relation den axialen Singulettkanal dominiert.
Auf diese Weise wird eine quantitative Beschreibung der Abhéngigkeit der Protonspin-
strukturfunktion von der Kopplung in der Quantenchromodynamik (QCD) méglich.

Motivation

Wie die Spinsubstruktur des Protons aus der Quantenchromodynamik, der SU(3)—Farb—
Yang-Mills—Theorie mit Quarks und Gluonen als dynamische Freiheitsgrade, erklirt wer-
den kann, ist bisher nicht abschlielend untersucht.

Daten aus polarisierten tiefinelastischen Lepton—Proton—Streuexperimenten zur Analyse
der Substruktur des Protons zeigen, daf§ die polarisierte Strukturfunktion ¢; * als Cha-
rakteristikum fiir die Spinverteilung im Proton eng verkniipft ist mit den nichtstérungs-

!Die Strukturfunktion g; gibt die Dichtezahl und die Spinpolarisation der Quarks zu einem gegebe-
nen Impulsbruchteil des Protongesamtimpulses an. Sie ist einer der Formfaktoren des Protons, der die
Dynamik des tiefinelastischen Streuprozesses unter Beriicksichtigung der Spinpolarisation beschreibt.



theoretischen Aspekten der QCD [1]-[11]. Bindungseffekte und langreichweitige Dynamik
scheinen auch bei Reaktionen von hohen Impulsiibertrigen (@ > 1 GeV') im polarisierten
Fall eine wesentliche Rolle zu spielen, so dafl die in diesem Bereich giiltige Feynman—
Diagrammtechnik zur Beschreibung der Streuprozesse alleine nicht ausreicht. Dies steht
im Gegensatz zu den unpolarisierten Strukturfunktionen des Protons, die iiber ein En-
semble nahezu masseloser freier Quarks interpretiert werden kénnen [10].

Das zur polarisierten Strukturfunktion g; assoziierte erste Moment I'y hat im Intervall klei-
ner Bjgrken—2 bei einem Viererimpulsiibertrag Q% = 10.7 GeV?, d.h. im Bereich tiefinela-
stischer Streuung, einen signifikant kleineren Wert als in der Interpretation des Feynman—
Parton-Modells [12, 13] mit freien nicht wechselwirkenden leichten Quarks erwartet wird
[1, 5]

0.7
[ (z,Q%) = - dz g1 (2, Q%) = 0.126 & 0.010 + 0.015

Die Fehler geben in der Reihenfolge die statistische und die systematische Unsicherheit an.
Im Feynman-Parton-Modell, in welchem die Spinsubstruktur des Protons mit einer punkt-
dhnlichen Konstituentendynamik in Abhéngigkeit des Spins erklédrt werden kann, wird das
erste Moment der polarisierten Protonstrukturfunktion iiber die Quarkspindichtekompo-
nenten definiert. Es ergibt sich fiir I'; ein Wert von 0.185+0.003 bei zu den oben erwiahnten
Messungen vergleichbaren z— und Q?-Werten [11].

Zum Verstdndnis dieser Abweichung kann ein erweitertes Parton—Modell unter Beriick-
sichtigung einer Fermibewegung der einzelnen Quarks im Proton sowie das ph&nomeno-
logische Quarkmodell [14]-[17] und erweiterte Versionen dazu (fiir einen Uberblick siehe
z.B. [18]), in denen das Proton als Bindungszustand dreier effektiver Konstituentenquark—
Freiheitsgrade, d.h. zweier up—Quarks und einem down—Quark (uud), beschrieben wird,
wenig beitragen.

Die Abweichung zwischen dem experimentellen und theoretischen Wert des ersten Mo-
ments wird vielmehr mit der axialen baryonischen Ladung a°(Q?) als Komponente von
I’y in der Operator-Produkt— und Strom—Algebra—Formulierung [19] in Zusammenhang
gebracht. In dieser Formulierung 148t sich I'; ohne Beriicksichtigung héherer stérungs-
theoretischer QCD-Korrekturen wie folgt schreiben:

I = %a0+11—2(a3+%a8) ,

mit a® als Axialladung des Singulettkanals und a® bzw. a® als Axialladungen des Triplett—
bzw. Oktettkanals. Die Axialladungen werden iiber die Vorwértsmatrix der axialen Stréme
Jt, (i =0,3,8) definiert [19]. Im Feynman-Parton-Modell gilt a® = a®, und es ergibt sich
in Einklang mit der Ellis—Jaffe-Summenregel [20] der obige Wert von I'; = 0.185.

Es zeigt sich aber, daB a°(Q?) kein fester Wert im Sinne eines Stromdichteoperators ist



und aufgrund eines anomalen gluonischen Beitrags im Vergleich zur Axialladung a® des
Oktettkanals unterdriickt ist. Die Verletzung, d.h. a®(Q?) # a®, bedingt, dal Gluonen zur
Protonspinverteilung beitragen kénnen. Der Gesamtquarkspin im Proton stimmt daher
nicht mit der axialen baryonischen Ladung im Sinne des Feynman—Parton-Modells iiber-
ein. Mit dem Protonspinverteilungsproblem stellt sich die Frage nach dem Ursprung der
Unterdriickung der Singulettkomponente a’(Q?) und im Zusammenhang damit die Frage
nach den Polarisationseigenschaften der starken Wechselwirkung.

Bisher liegt ein eindeutiger Zusammenhang zwischen den mikroskopischen Variablen, den
Quarks und Gluonen, der QCD-Lagrangedichte und den makroskopischen, beobachtba-
ren Variablen, den Hadronen, hinsichtlich der Spinsubstruktur noch nicht vor.

Im stérungstheoretisch zugénglichen Mechanismus der Photon—Gluon—Fusion ist eine Glu-
onverteilung in I'; vom Faktorisationsschema abhéngig [21]-[25]. Im chiral-invarianten
Faktorisationsschema, in welchem der Ultraviolett—Regulator die chirale Symmetrie erfiillt,
wird die Gluonverteilung durch einen unabhéngigen Anomalieterm beschrieben. Im eichin-
varianten Schema ist die Eichsymmetrie erhalten, die chirale Symmetrie aber durch den
cutoff gebrochen. Die Gluonverteilung ist in den spinabhingigen Quarkverteilungen der
Operatorproduktentwicklung enthalten.

Eine Abhidngigkeit von dem Faktorisationsschema einerseits und dem Photon-Gluon—
Fusionsprozefl andererseits gilt auch fiir das nichtlokal formulierte eichinvariante Schema.
Hier werden Twist—2-Partonverteilungsfunktionen als normierte Fourier-Transformatio-
nen der Nukleonmatrixelemente nichtlokaler QCD-Operatoren verwendet [26]. Die nicht-
lokalen Operatoren werden als eichinvariante Uberlappung zweier Quark— oder Gluonfel-
der konstruiert, die iiber lichtartige Abstdnde getrennt sind. Die ersten Koeffizienten der
Taylor-Entwicklung der nichtlokalen Matrixelemente um den Ursprung werden mit Hilfe
der Matrixelemente der lokalen niedrigdimensionalen Twist—2—Operatoren bestimmt.
Fiir die polarisierte tiefinelastische Streuung, die im Gegensatz zum unpolarisierten Fall
nicht vom Vektorkanal, sondern vom Axialvektorkanal dominiert wird, sind die Ergebnisse
des storungstheoretischen Anomaliemechanismus nicht eindeutig [11]. Der Mechanismus
der Photon-Gluon-Fusion scheint fiir den polarisierten Fall fraglich zu sein [27].

Neue phanomenologische Analyseverfahren zur Untersuchung der Protonspinsubstruktur
basierend auf Summenregeltechniken wurden von Narison, Shore und Veneziano [28]-[30]
sowie Halperin und Zhitnitsky [27, 31] entwickelt. In diesen Ansdtzen wird der expe-
rimentelle Wert des ersten Moments I'; bzw. die Unterdriickung von a°(Q?) aufgrund
eines topologischen Ladungsscreening-Effekts des QCD—-Vakuums unabhingig vom Tar-
get erklirt. Allerdings tauchen hier die Schwierigkeiten auf, dafl die Protonspinverteilung
entweder iiber unbekannte Groflen ausgedriickt werden muf, die nicht direkt mefibar sind,

oder auf Aussagen zur inneren charm-Erzeugung beruht, die aufgrund der nicht ausrei-



chenden Kenntnisse kubischer Kondensate der reinen Gluondynamik mit einer groflen
Unsicherheit behaftet sind. Zudem wird der Mechanismus der Polarisation in der starken
Wechslewirkung nicht geklért.

Signifikante Fortschritte zum Versténdnis der Substruktur im Proton wurden im wesent-
lichen in der euklidischen Formulierung der QCD unter Verwendung von numerischen
Monte—Carlo—Simulationen der Gittereichtheorie [32]-[35] oder iiber die Analyse klassi-
scher Feldkonfigurationen der nichtabelschen Yang—Mills—Theorie, wie Instantonen, Ca-
loronen und Monopolen etc. [36, 37] gewonnen.

Aktuelle Ergebnisse zur Substruktur des Vakuums liefern die Gittereichsimulationen von
Gattringer [38]. Sie zeigen, dafl das QCD—Vakuum von komplexer Substruktur in Einklang
mit den klassischen Kraan-van Baal-Losungen der SU(N)-Yang-Mills-Gleichungen bei
endlicher Temperatur ist [37].

Ein Wechselwirkungs— und Polarisationsmechanismus von Quarks und Gluonen, in dem
die direkte Ubertragung der Helizitdt der Valenzquarks im Proton auf die Gluonen be-
schrieben werden kann, wurde von 't Hooft formuliert [39]. Die Instanton—Wechselwir-
kung ist allerdings trotz zahlreicher in der euklidischen Raum—Zeit formulierter Ergebnisse
fiir eine Vielzahl hadronischer Kaniile, hadronischer Wellenfunktionen und Formfaktoren
nicht in die Minkowskische Raum—Zeit als wesentlicher Schritt zum Verstdndnis hadroni-
scher Hochenergieprozesse iibersetzt [40, 41].

In dieser Arbeit wird daher unter Verwendung der Lichtkegelquantisierung mit Regula-
tor in Form diskreter longitudinaler Impulse, der sogenannten Diskretisierten Lichtkegel-
quantisierung (DLCQ), fiir die Erklirung der Protonspinverteilung ein anderer Zugang
gewihlt.

Die DLCQ ist eine Hamiltonsche Formulierung der Quantenfeldtheorie in Lichtkegelko-
ordinaten mit periodischen Randbedingungen. Sie ermdoglicht die Berechnung von Wel-
lenfunktionen und Spektren hadronischer Teilchen fiir alle Kopplungsstérken. Die kano-
nischen (Anti-) Kommutatorrelationen werden bei gleicher Lichtkegelzeit aufgestellt; alle
relevanten Operatoren konstruiert man in der Impulsraumdarstellung.

Angewandt wurde die DLCQ zum ersten Mal 1985 von Pauli und Brodsky [42, 43] auf die
Quantisierung der Yukawa-Theorie mit skalaren Bosonen als Vermittler in einer Raum-—
und einer Zeitdimension. Sie liefert mit der euklidischen Raum-Zeit-Quantisierung iiber-
einstimmende Losungen. Seitdem wurde die Methode erfolgreich zur Berechnung der Spek-
tren und Wellenfunktionen sowohl fiir die Quantenelektrodynamik und Quantenchromo-
dynamik in einer Raum— und einer Zeitdimension [44]-[47] als auch fiir das Positronium-—
Spektrum fiir groe Kopplungskonstanten in drei Raum- und einer Zeitdimension [48]-[50]
weiterentwickelt und getestet.

Die Entwicklung in Lichtkegelvariablen und die Quantisierung auf dem Lichtkegel griindet



sich darauf, daf sich in relativistischen Theorien der Begriff der Zeit verallgemeinern 1483t.
Nach einem Vorschlag von Dirac 1949 kann die Lichtkegelzeit als Raumzeitentwicklungs-
parameter des Hamiltonoperators verwendet werden [51]. Das physikalische Lichtkegelva-
kuum ist in der von Dirac als front form bezeichneten Darstellung das Fockraum—Vakuum.
Das Vakuum auf dem Lichtkegel ist allerdings nicht so einfach strukturiert wie es er-
scheint. Spezifische Nullmodenanregungen mit Lichtkegelimpuls p* = 0 kénnen mit dem
Lichtkegelvakuum koppeln und die komplexe Struktur des QCD—-Vakuums rekonstruieren.
Die Struktur des Vakuums l48t damit eine konsistente Vereinigung des Konstituenten—
Quarkmodells mit dem Feynman-Parton-Modell und der Quantenchromodynamik erhof-
fen.

Diese Arbeit untersucht Nullimpulsmoden-Kopplungen mit dem Fockraum-Vakuum in
einem Modell, das Gluon-Gluon—-Paare in ausgedehnten longitudinalen Dimensionen und
eingeschrénkten transversalen Dimensionen unter Beibehaltung des Spinfreiheitsgrades
beschreibt, um dem Ursprung der Gluonpolarisation und Spinverteilung im Proton n&her
zu kommen.

Die Vermutung, dafi Vakuumstrukturen und Nullimpulsmoden in engem Zusammenhang
stehen kinnten, griindet sich auf der strukturellen Ahnlichkeit der Vierpunktwechselwir-
kung von Gluonen mit der ®*-Theorie [36]. In dieser Theorie konnten Bender, Pinsky
und van de Sande spontane Symmetriebrechung und Vakuumkondensation durch nicht
dynamische Zwangsnullimpulsmoden in der DLCQ erkliren [52, 53].

Vorgehensweise

In Kapitel 1 wird mit Hilfe der lokalen Operatorproduktentwicklung und den Stromalge-
bramethoden die Nichterhaltung des Singulettstroms im axialen Kanal aufgrund spezifi-
scher Gluoneichfeldkonfigurationen erliutert. Zudem werden die aktuellen Uberlegungen
zur Unterdriickung der axialen Singulettladung von Narison, Shore und Veneziano sowie
Halperin und Zhitnitsky und ihre Problematik dargestellt.

Gegenstand des zweiten Kapitels ist die Verkniipfung topologischer Konfigurationen mit
dem ’t Hooftschen Wechselwirkungsmechanismus zwischen Singulettstrom und Gluonen.
Dabei wird die direkte Ubertragung der Helizitdt der Valenzquarks im Proton auf die
Gluonen und die Bildung von Gluonkondensaten diskutiert und der neue Zugang fiir die
Erklarung der Unterdriickung der axialen Singulettladung aufgezeigt. Der Formalismus
der DLCQ wird in Kapitel 3 vorgestellt.

Der Zusammenhang zwischen euklidischer Formulierung und Lichtkegelquantisierung wird
mit Hilfe der Gaufischen Gleichung in Kapitel 4 hergestellt. Die klassisch euklidischen In-

stantonlosungen werden mit der gluonischen Zwangsnullimpulsmode der Theorie in Ana-



logie gesetzt und die Bewegungsgleichung des die Zwangsnullimpulsmode enthaltenden
Skalarfeldes gelost.

Die polarisierende Eigenschaft der Eichnullimpulsmode auf das reine Gluonspektrum im
schwachen Kopplungslimes und der depolarisierende Einflu} der Zwangsnullimpulsmode
zum starken Kopplungslimes hin werden in Kapitel 5 analysiert. Die Gluonspektren zu un-
terschiedlicher Einflufistirke der Zwangsnullimpulsmode werden iiber die Diagonalisierung
des Lichtkegel-Hamiltonoperators der Gluontheorie gewonnen. Aus der Energiedifferenz,
die zwischen den jeweiligen Grundzustinden des Hoch— und Niedrigenergiebereichs auf-
tritt, wird die Tunnelrate und damit die Gluonpolarisation extrahiert.

Im Resumé werden die Ergebnisse zusammengefafit und ein Ausblick gegeben. Mathema-
tische und technische Details zu den einzelnen Kapiteln sind in den Anhéngen A bis F

festgehalten.



Kapitel 1

Spinstrukturniherung aus ersten

Prinzipien

1.1 Die Operatorproduktentwicklung

Ausgangspunkt der Uberlegungen ist die theoretische Herleitung der polarisierten Struk-
turfunktion g; und des ersten Moments I'; als charakteristische Groflen der Protonspin-
verteilung in der Operatorproduktentwicklung (OPE) nach Wilson [19].

Die OPE ist eine Néherung fiir hochenergetische tiefinelastische Lepton—Nukleon—Streu-
prozesse aus ersten Prinzipien. Annahme dabei ist, daf§ die Momente der Strukturfunk-
tionen und die Vorwértsmatrixelemente lokaler eichinvarianter Operatoren iiber geeignete
Quantenzahlen zueinander in Beziehung stehen [54].

Betrachtet wird zunéchst das Strom-Matrixelement zwischen dem Proton—Anfangszu-

stand und einem beliebigen hadronischen Endzustand X
(X [ Ju(@) | prs) = (X[ Ju(0) | p,s) e @2 (1.1)

im Minkowski-Raum mit der Metrik g,, = diag (1,—-1,—1,—1). p, ist der Viererimpuls,
s, die Spinpolarisation des Protons und pL der Viererimpuls des Endzustandes X.

Erfolgt der Streuproze$ in erster Linie iiber den Austausch eines Photons und ist der des
Z-Bosons vernachléssigbar, so ist die Wechselwirkung elektromagnetisch, und der Strom

J, kann definiert werden als
Ju=Y G Qed;: (1.2)
5,3,4

wobei 7, die Dirac-Matrizen, ¢, ¢’ die Quarkfelder vom Flavour ¢ = u, d, s, ¢, b, ¢ sind und

j (= 1,2,3) der Farbindex ist. Die Ladungsmatrix der Quarks im Flavourraum hat die



Gestalt
20 0 0 0 0
00— 0 0 0 0
0 0 —30 0 0
.= 3 1.3
@ 00 0 2 0 0 (13)
00 0 0 —3 0
00 0 0 0 2

Nach Quadrierung von (1.1), Summation iiber alle hadronischen Endzusténde X, Bertick-

sichtigung der Energie-Impuls-Erhaltung und der Translationsinvarianz ergibt sich
> Ap,s | Ju(0) [ X)(X | Ju(0) [ p,s) (2m)° 8 (' —p— k) (1.4)
X

mit k als Viererimpuls des koppelnden Photons. Dieser Ausdruck entspricht dem inklusi-
ven Hadrontensor W, (k; p, s), der sich aus dem inklusiven differentiellen Streuquerschnitt
des neutralen Stromprozefles [ P — [’ X an einem Proton P, mit [ und !’ als Leptonen und
X als alle moglichen hadronischen Endzustéinde, extrahieren und mit Hilfe von Struktur-

funktionen parametrisieren 14f3t. Unter Verwendung der Integraldarstellung

1 o
5 —p—k) = @ny / d*g e 1P —Pk)e (1.5)

und der Vollstdndigkeitsrelation

DNXNX =1 (1.6)

X

erhdlt man aus (1.4)

Wi, ) = o= [ @06 (pys | 1,@)1,0) [ pys) - (1.7

Da das Proton neben dem Neutron der energetisch niedrigste Zustand mit Baryonzahl 1
ist, gilt fiir den Ausdruck

/d4xeik‘°(p,s|J,,(0)Ju(x)|p,s>=0 , (1.8)

und der Hadrontensor 148t sich als Fourier—Transformation der Proton—Matrixelemente

des Kommutators zweier elektromagnetischer Stréme schreiben als

Wilkip,s) = 5 [ 2™ (55| (@), O] | p.s) (1.9

Zudem kann der Hadrontensor in einen symmetrischen und antisymmetrischen Anteil

aufgespalten werden [10, 55]

W (k;p, s) = W5, +iWs, . (1.10)



qu ist der symmetrische Anteil des Hadrontensors, der sich aus den spinunabhéngigen
Strukturfunktionen zusammensetzt. Wlf}, ist der antisymmetrische Anteil. Aus ihm lassen
sich die spinabhéngige iiber longitudinalpolarisierte Streuprozesse ermittelbare Struktur-
funktion g;(z, @?) und die polarisierte Strukturfunktion gs(z, @?), die man bei transver-
saler Polarisation des Protons erhélt, ableiten (siehe [10, 55]). Fiir die Charakterisierung
der Protonspinverteilung ist in erster Linie der dominante g, (z, Q%) Beitrag entscheidend.
Die Tensoren W3, und W} kénnen nach dem optischen Theorem (siehe [56]) iiber die Dis-
kontinuitdt der symmetrischen und antisymmetrischen Anteile der Vorwirts—Compton—

Streuamplitude gemaf
1
WA = —Tm TSA (1.11)

ermittelt werden. Die Vorwérts—Compton—Streuamplitude, die elektromagnetische Strom—
Korrelatorfunktion, ist definiert als

Ty (ki py5) = TS, +iTA = z/ d'ze® (p, s | TJ,(x)J,(0) | p,s) (1.12)

Fiir das T-Matrixelement der Compton-Streuung eines virtuellen Photons in Vorwérts-
richtung gilt

(p,s;k, X | T | p,s;k, ANy = dmae,(X) T" e, (N) . (1.13)

« ist dabei die Feinstrukturkonstante, €, der Polarisationsvektor, A und )\’ sind die He-
lizitdten des virtuellen Photons mit Viererimpuls &, und fiir den TAfOperator gilt die

Konvention
§=T+i2n)?s' oy —p) T (1.14)

mit S als Streumatrixelement und I als Identitétsoperator. Das Verhalten von T),, bzw.
W, wird im tiefinelastischen Limes unter Annahme der inklusiven Natur der Streureak-
tion durch das singuléire Verhalten des Produkts der Stréme nahe dem Lichtkegel 2% ~ 0
bestimmt und nicht durch z* ~ 0 (siehe [57]). Das singulire Verhalten kann mit Hilfe der
OPE bei lichtartigen Absténden beschrieben werden. Dazu wird das Produkt der beiden
Stromoperatoren aus (1.7) nach Wilson [19, 54, 55] in eine unendliche Reihe normalge-
ordneter lokaler Hermitescher Operatoren auf dem Lichtkegel entwickelt

lim i T(J,(2) 7,(0)) = 32 CI0%) 2y 1, O 47(0) (1.15)
T“—> j,n

mit O%***(0) als Basis spurloser symmetrischer Tensoren bzgl. n Lorentz-Indices und
C}(«?) als ¢ Zahlfunktionen oder Wilson-Koeffizienten. Die Tensoren O%**"(0) sind ir-
reduzible Tensoren von Spin n. Die Gleichung (1.15) hat fiir den tiefinelastischen Streu-
prozef Giiltigkeit, da die Dynamik von dem Lichtkegelverhalten der Feldprodukte domi-

niert wird [58]. Nimmt man die Skaleninvarianz als approximative Symmetrie bei kurzen
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Abstéinden an, so erhélt man das filhrende Verhalten der Koeffizientenfunktionen C? fiir
kleine Werte von x in Termen der Skalendimensionen der Operatoren. Nach der Dimen-
sionsanalyse folgt fiir den Zusammenhang zwischen dem Verhalten bei kurzen Abstdnden

und dem auf dem Lichtkegel
CJ(2?) = (2?)\4—ni=ds=41)/2 | hishere Ordnungen in z° . (1.16)

d;, dy und d; sind die Skalendimensionen der Operatoren O;, J, und J,; n; ist der Spin
des Operators O;. Der Grad der Singularitdt auf dem Lichtkegel ist daher durch

Tj :dj—nj y (117)

den Twist—Operator, bestimmt. Die fithrende Singularitit auf dem Lichtkegel ist die der
Operatoren mit kleinstem Twist.
Die fiihrenden Twistbeitrige des antisymmetrischen Anteils der Fourier—Transformation

des Operatorprodukts aus (1.15) lassen sich in Termen der OPE geméf

t, = i / d*z et T(1(x)J(0))]"
= 3 ek’ <é> K ooy 3 28, CH(Q?, 9) OF 1 #n=1d (1.18)
n=13,... j

entwickeln, mit g als QCD-Kopplungskonstante und ¢; als Ladung und isotopische Spin-
struktur der Stréme. Die Summe 3°; geht iiber alle Quark— und Gluonenoperatoren mit
fiihrendem Twist. Der Index j ist hier 5 = 0, a, G. Die Operatoren mit a = 1, ..., 8 trans-
formieren wie ein SU(3)-Flavour—Oktett und die mit 0 und G wie ein Flavour—Singulett.
Fiir den elektromagnetischen Stromkommutator in (1.9) gilt 6y = dg = %, 03 = %, 0g = ﬁ
und fiir alle anderen d; = 0.
Die obigen Axialvektoroperatoren kénnen in total symmetrische und gemischt symmetri-

sche Anteile zerlegt werden
O;E{il ---Nn—l} — O]{_jl{/«‘l---/«‘n—l} + 0;‘:':1]{/-‘2---/171—1} . (119)

{...} steht fiir eine Symmetriesierung und [...] fiir eine Antisymmetriesierung in den Indi-

ces. Die totalsymmetrischen Anteile sind die Operatoren von Twist 2 (n =1, 3,5, ...)

ag 1 ag P — g ... —
O]{',/;ulmun_l} _ ﬁ [Ojjaxm v fln—1} _i_O;t;l{ U2 e fh—1} +O;'ijm HPn—1} + ] ’ (1‘20)

die gemischt symmetrischen Anteile sind die Operatoren von Twist 3 (n = 3,5, ...)

O[P'gl]{UZ---Un—l} _ l I:Oo"gﬂlll?---un—l} _ Ol_i;l{o'ﬂ2---ﬂn—1}
s s s

+O;;£{$2H1---Unfl} _ O‘?’z{ulg---ﬂnfl} + L ] . (121)
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Die Operatoren aus (1.20) werden als Quark— und Gluonenoperatoren von Twist 2 defi-
niert
1

n—1
(—) gy’ {D" ...D" 1} \gvsq (n>1),

ol = 1 (3

O{Uul bn-1}

N = DN =

s\ n—1
(%) Sp(e¥1Gp, { D" .. DF=2 Gl 1Y) (n > 2). (1.22)

Ar beinhaltet die Gell-Mann—-Matrizen A, und die Nullkomponente )‘2—0 = 1, D* ist die
kovariante Ableitung und G, der Gluonfeldstérketensor.
Die Protonmatrixelemente der Operatoren aus (1.20) und (1.21) werden unter Verwen-

dung der reduzierten Matrixelemente a/ und d? geschrieben als

g .

J

(p,s| 0‘7{70;11#2...1"‘71—1} Ip,s) = Fn (s7p" . ptmt 4 T L pfet L)
di

<p,8 | O][_f:*gﬂ{uz...unfl} |p,8> _ ﬁ [(Sapm . smpa)puz ”.pﬂnfl

+ (5"p“2 - s’“p“)p’“ cephnt 4+ ] . (1.23)

Die Matrixelemente a? und d’, repréisentieren den nichtstérungstheoretischen Aspekt der
Dynamik. Parametrisiert man den antisymmetrischen Anteil T,f,‘, der Compton—-Streuam-
plitude aus (1.12) in Analogie zum antisymmetrischen Anteil Wy} des Hadrontensors
(siehe [10, 55]), so erhilt man

€uvpo kKPs7 M
p-k

€uvpo (D - ks? — s kp?)M
(p-k)?

mit §g; und gy als polarisierte Strukturfunktionen der analytischen Fortsetzung von tlj‘y

T = (p,s|th | ps) =ig(w) + i (w) , (1.24)

in die komplexe Ebene und w = 25—'2'“ ~ 0. Ein Vergleich mit Gleichung (1.18) und unter

Beriicksichtigung von Gleichung (1.23) fiihrt zu

e = ¥ Y250

n=13,. j
B = %Y (=Y es0iaw + () 2500 dwr] . (125)
n=1,3,...
Bringt man die Gleichungen (1.25) auf die Form
—1 .
go(w) = =g (w +/ —91 )+ > <nn )25]-C{Ldﬁlw” (1.26)
n=1,3,...

und verwendet die Dispersionsrelationen, um die Werte von g, » aus dem nicht physikali-

schen Bereich (w ~ 0) mit jenen der Strukturfunktionen g, , des physikalischen Bereichs
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(1 < w < o0) zu verbinden, so fiihrt dies zu den Summenregeln der ungeraden Momente

Mz, Q* = / deaz" g Z 6;Clal, n=1,3, .., (1.27)

I (z,Q*) = / dz 2"t go(x, Q%) = ( )Z(SjC’,{(aZ’L—dﬁ;), n=23,5,...
j

I'; bzw. g; sind iiber das Protonmatrixelement zweier elektromagnetischer Strome be-
stimmbar, die einen grofien rauméhnlichen Impuls tragen. Fiir n = 1 folgt nach (1.22)

1 = ag
Ofa =5 =507 M9 - (1.28)

Nach Ersetzung in (1.23) und unter Beriicksichtigung der §; ergeben sich fir n = 1 die
Vorwirtsmatrixelemente der Axialvektorstrome Jgu, die den antisymmetrischen Anteil des

Hadrontensors bestimmen,

(p,s| Jgu |p,s) = a(l) Sy = a® Su , (1.29)
1

(p,s| Jg’u |p,s) = a? Sy = §a3 Sy (1.30)
1

s | J8 sy = als,=——=a%s, . 1.31

(p.s| By lps) = als,=;a's, (1.31)

Das erste Moment kann somit fiir n = 1 in Termen der reduzierten Matrixelemente a”
bzw. der sogenannten Axialladungen des Protons a* unabhiingig von einer Partonvertei-

lungsformulierung geschrieben werden

I=r, = /01 dz g1 (2, Q%) = 1(SOCOaO-I- 15305’@?-1- %580fa§

= §C' a +%C’ (a3+%a8) : (1.32)
wobei C; = CY als Wilson—Koeffizient fiir den Flavoursingulett—Anteil und C,,, = C} =
C? als Wilson-Koeffizient fiir den nichtsinguletten Anteil bezeichnet wird. Die Wilson—
Koeffizienten C,, =1—g/m + ... konnen stérungstheoretisch berechnet werden [59].
Da die betrachtete Theorie nicht frei und der Limes 9> — oo nicht mit dem Limes g — 0
identisch ist, sind die Matrixelemente aus (1.29)—(1.31) von der Renormierungsskala /i,
abhingig, wenn der jeweilige axiale Stromoperator nicht erhalten ist.
Inwieweit die Axialvektorstrome Jg,,
bzw. erhalten sind, kann iiber die fiir die leichten Flavours (m,,mq < A,,) und den

J3, und J§, von der Renormierungsskala abhéingen

strange Flavour (mgs ~ A approximativ auftretende globale chirale Symmetrie auf

)
QCD
Quantenniveau ermittelt werden. A, steht fiir die Hadronskala, welche die durch Quan-
teneffekte gebrochene Skaleninvarianz der QCD ausdriickt. Zudem ist bei der Erhaltung
bzw. Nichterhaltung der axialen Flavourstrome die Topologie des QCD-Vakuums von
Bedeutung. Die Skalenabhéingigkeit verkniipft mit der Topologie des QCD-Vakuums er-

schwert die Substrukturbeschreibung des Protonspins iiber das Partonbild.
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1.2 Chiralitidt und Gluonanomalie in der QCD

Die chirale Symmetrie kann iiber sogenannte Stromalgebra—Methoden analysiert werden.
Diese gehen, ohne auf phinomenologische Quarkmodelle der Hadronstruktur zuriickgrei-
fen zu miissen, direkt von der Lagrangedichte der QCD mit den Quarks und Gluonen
aus und verbinden diese mit beobachtbaren Gréfien. Eine gemeinsame Symmetrieunter-
suchung wird sowohl in der Quark—Gluon—Phase bei kleinen Absténden sowie der Baryon—
Meson—Phase bei grolen Abstdnden moglich. Der mikroskopische dynamische Mechanis-
mus, durch den beide Phasen ineinander {ibergehen, mufl dabei nicht bekannt sein; allein
die Symmetrieiiberlegungen sind entscheidend.

Ausgangspunkt der Betrachtung ist die volle Lagrangedichte der QCD in chiraler Schreib-
weise ohne Beriicksichtigung der schwachen Wechselwirkung

Locp = Lehiral — ZCYLJ. M g, — ZQ_R], Mg, + Lt - (1.33)
J J

Lchirar 1t die ,ungestorte” Lagrangedichte ohne innere Massenparameter. Die phinomeno-
logische Grofle M ist die diagonale Massenmatrix im Flavourraum mit den nicht beobacht-
baren, aber iiber Stromalgebra—Methoden definierbaren Masseneigenwerten der leichten
Flavours und dem strange Flavour. L.y, ist die Lagrangedichte fiir die schweren Flavours
(mgq > A,ep). Diese lassen sich nach dem Appelquist—Carazzone-Entkopplungstheorem
abspalten [60]. Die Hadronmassen entstehen durch dimensionale Transmutation. Alle Ef-
fekte der schweren Flavourteilchen erscheinen in den Teilchen mit leichtem und strange
Flavour durch Renormierung oder durch Korrekturen proportional einer negativen Potenz

der schweren Flavourmassen. Die chirale Lagrangedichte

Lowira = 3 i, 1 (D, + 3 i, 7 (D, — 550 (GuG™)  (1.34)
4,5:k 0.5,k

ist der idealisierte Limes fiir die chirale Symmetrie, die der ungestorten Theorie ent-
spricht. Die ¢, und ¢, sind die links— und rechtshéndigen Quarkfelder, die als Farbtri-
pletts (j = 1,2,3) in den Flavourzustinden ¢ = u,d,s auftreten. Diese ergeben sich
durch Anwendung der Projektionsoperatoren P, = 1(1£+5) auf die Quarkfelder geméf
P.q =:q. = q,.,- Dy = 0, +[Gy, ...] ist die kovariante Ableitung der vektoriellen
Eichfelder G,. Fiir den Gluontensor gilt

Gu=YT.G% , G =08,G%—09,G°—gf™G G . (1.35)

T, = )‘7“ sind die spurlosen hermitischen Erzeugenden der fundamentalen Darstellung

(To,Ty] =i fweT.  (a,b,c=1,2,3,...,8) (1.36)
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der SU(3)-Symmetriegruppe mit den Strukturkonstanten f,; und den Gell-Mann—Matri-
zen \,, wobei der Index a in diesem Zusammenhang die acht Generatoren der SU,(3)-

Farbsymmetrie symbolisiert.

1.2.1 Die Erhaltung der nichtsinguletten Axialvektorstréme

Geht man von dem masselosen Fall aus, so ist die chirale Lagrangedichte aus (1.34) auf
Quantenniveau invariant unter der globalen linearen SU, (3) x SU,(3) x U(1)-Symmetrie

in der Quark-Gluon-Phase, mit den zwei separaten speziellen unitiren Transformations-

gruppen

SU,(3):q,—U,q, und SU,(3):¢q, > U,q, , (1.37)

wobei U, = ¢ ™2™ und U, = e ™= ™" ist. T bezieht sich hier auf den Flavourraum, und
der Index a ist der Index fiir die acht Generatoren der SU(3)-Flavoursymmetrie. Fiir die

globale Symmetriegruppe hat man

U1):q,, >e g, (1.38)

R

Aus der SU,(3) x SU,(3) x U(1)-Symmetrie kénnen 17 Noether-Stréme konstruiert
werden. Dazu wird die chirale Schreibweise der zweikomponentigen Weyl-Spinore in die
vektorielle und axiale Kombination der vollen vierkomponentigen Dirac-Spinore geméf
V =L+ R und A = L — R umgeschrieben. In dieser Schreibweise erhélt man die Trans-

formationen
g—oevTg | goem Ty | g e g (1.39)
mit den assoziierten Noether-Stromen
Jo=aqnT% , Js,=aqvwsTe , Ju=qng - (1.40)
Fiir die Strome gilt im chiralen Limes
o“J; =0 , 0J5, =0 , 0, =0 , (1.41)
und es konnen die Ladungen
Q" = /d% Joo, Qo= /d% J5 Qo= /d3ac o (1.42)

definiert werden. Jj und Jg, sind die im chiralen Limes erhaltenen Flavourstréme bzw.

chiralen Flavourstréme. J, ist der Baryonstrom, der in der vollen Theorie erhalten ist.



15

Da im hadronischen Spektrum der Quarkbindungszustinde keine chiral entarteten Pa-
ritdts-Dubletts existieren, kann die chirale SU, (3) x SU, (3)-Symmetrie der QCD-La-
grangedichte keine Symmetrie des QCD—-Grundzustandes sein. Die chirale Symmetrie ist
nicht im Wigner—-Weyl-Modus realisiert (siche Anhang A.1).

In Unkenntnis der Hintergriinde wird angenommen, daf} die chirale Symmetrie der Quark—
Gluon—Phase aufgrund spezifischer Quark—Antiquark—Kondensate, deren Entstehungsme-
chanismus sich auf den Austausch transversaler virtueller Gluonen griindet, in der Baryon—
Meson—Phase im nichtlinearen Nambu-Goldstone-Modus realisiert ist [61]. Dies bestitigt
zudem die Konsistenzbedingung von ’t Hooft [62] (siehe Anhang A.1).

Da im Nambu-Goldstone-Modus Q¢|0) # 0 gilt, ist das physikalische Vakuum kein chira-
les Singulett, wie es sich aufgrund der Wick—geordneten Produkte der symmetrischen Er-
zeuger in allen Ordnungen der Storungstheorie ergibt, sondern unterscheidet sich von dem
der storungstheoretischen Theorie im chiralen Limes. Es besitzt, ohne die Lorentz— und
Farbsymmetrie der Theorie zu beeinflussen, einen Satz von Quark—Antiquark—Konden-
saten (0| gq|0) # 0. Aufgrund dieser quantisierten Anregungen um den Grundzustand,
die fiir jeden Quarkflavour gelten, wird die chirale Symmetrie dynamisch zu ihrer diago-

nalen vektoriellen Untergruppe, der Flavour-Symmetrie,
SU,(3) x SU,(3) = SU,,(3) (1.43)

gebrochen. Zu den acht Erzeugern der gebrochenen Symmetrie gehort nach dem Goldstone—
Theorem ein Oktett masseloser Goldstone-Bosonen, das iiber die partiell erhaltene Axial-

vektorstrom—Approximation (PCAC) mit dem Oktett der pseudoskalaren Mesonen (7, K,

n) identifiziert werden kann. Aus m,,, mg, ms — 0 folgt m., mg, m,, — 0.

Dies wird im folgenden iiber die PCAC-Relationen gezeigt, welche die pseudoskalaren Me-

sonfelder mit der Ableitung der Axialvektorstrome verkniipfen. Der Operator Jg, kann

Zustinde derselben Quantenzahl wie die des Oktetts der pseudoskalaren Mesonen an-

nihilieren und verbindet die Zustinde der pseudoskalaren Mesonen mit dem Vakuum.

Beriicksichtigt man die Lorentz—Invarianz und die Flavour—Erhaltung, so ergibt sich

(0] Je(2) | ¢°) = iba fopue ™. (1.44)

|¢®) sind die Zusténde der pseudoskalaren Mesonen, p, der Meson—Viererimpuls und f,
die Kopplungsstirke des Nambu—Goldstone—Feldes an den Strom (verallgemeinerte Pion—

Zerfallskonstante). Fiir die Divergenz des obigen Ausdrucks gilt weiter
<0 ‘ 3“Jgu ‘ ¢b> = 5ab ¢m?¢ y (145)
mit p? = mj. Nimmt man die Identifikation

P, = fyml® (0] D] ") = 5 (1.46)
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vor, mit ®* als pseudoskalaren Mesonfeldoperator, so beinhaltet, (1.45) fiir den Fall m3 = 0
das Goldstone-Theorem und 9*Jg, = 0.
Bezogen auf die Strommatrixelemente aus (1.30) und (1.31) folgt nach der Goldberger—
Treiman—Relation eine Stromerhaltung und Renormierungsskalenunabhéngigkeit fiir die
Strome J2, und J§,. Nach (1.46) gilt
(ps | 0" T3, | pys) = fami (p,s|®°|p,s) "= 0, (1.47)
Mpg—0

(p,s|8“J58u\p,s) = f,,smgs(p,s“bs\p,s) £E0 . (1.48)

Demnach sind die nichtrenormierten gleich den renormierten Axialvektorstromen

Jg/.t = (Jgu)ren ) Jgu = (Jgu)ren ) (1.49)
und die zu den nichtsinguletten Axialladungen assoziierten anomalen Dimensionen ver-
schwinden

d 2

—a*®*=0 , mit t=1In ? (1.50)

dt AQCD

Die Stromerhaltung folgt ebenso fiir den Fall einer exakten SU,(2)— bzw. SU,(3)-Sym-
metrie. Fiir den hochenergetischen Streuprozef sind die obigen Stréme aufgrund der leicht
gebrochenen SU, (3)-Symmetrie partiell erhalten. Die Abhiingigkeiten von der Renormie-
rungsskala sowie die anomalen Dimensionen, die das Hochenergieverhalten der Greenschen
Funktionen bestimmt, verschwinden in guter Naherung.

Die Parameter a® und a® konnen iiber das Verhiltnis der Axialvektor— zur Vektorkopp-
lungskonstanten g, /g,, aus polarisierten Neutron— und Hyperon-Beta—Zerfillen extrahiert

werden [63]. Die Verhiltnisse weisen nichttriviale Baryonstrukturen auf und ergeben

JA(N = P) = (1.2670 £ 0.0035)0sy , 22(ZE— A)=(0.25£0.05),, . (1.51)

gv gV
N symbolisiert an dieser Stelle das Neutron, P das Proton, = und A die =— und A-

Baryonen. Geht man von der SU,(3)-Symmetrie aus, so konnen die nichtsinguletten
Axialladungen a® und ¢® im Sinne der Cabibbo—Beschreibung mit den Parametern F und

D gemif
IA(N = P) = F+D=d®=12670+0.0035
9y
3
jQE%A):BF—D:&:O%QiQm5 (1.52)
%4

verkniipft werden. Diese Annahme ist berechtigt, da das Muster der existierenden semi-

leptonischen Hadrondaten nur eine kleine Verletzung der SU,(3)-Symmetrie aufweist.
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Die SU, (3)-Symmetriebrechung ist der Massendifferenz zwischen den strange und nicht—
strange Quarks proportional. Das Verhiltnis F//D hingt dabei nicht wesentlich von der
Art der Symmetriebrechung ab [64, 65]. Ein neuerer Fit [66]

F
5= 0.573 + 0.005 (1.53)

liegt nahe dem Wert, der fiir die Analyse der tiefinelastischen Streuung an polarisier-
ten Nukleonen verwendet wurde [67]. Durch die leichte SU(3)-Flavour-Brechung ist der

strange See unpolarisiert [68].

1.2.2 Die Nichterhaltung des axialen Singulettstromes

Ein anderes Bild ergibt sich fiir das Matrixelement aus (1.29). Die auf klassischem Niveau

gegebene Flavour-blinde chirale U, (1)-Phasentransformation mit der Vorschrift
q, —€e%q, , q,—e g, (1.54)

und dem zugehorigen axialen Singulettstrom Jgu kann auf Quantenniveau nicht in den
obigen Nambu-Goldstone-Modus mit eingeschlossen werden. Das Erhaltungsgesetz der
Flavour-blinden chiralen Symmetrie fiihrt nach Quantisierung der klassischen Quarkfel-
der zu einem anomalen Zusatzterm in der entsprechenden ,anomalen Ward-Identitat“ fiir
die Greenschen Funktionen. Im Gegensatz zu den Ward—Slavnov—Taylor-Identitéiten fiir
die inneren Symmetrien, die aus der exakten Becchi-Rouet-Stora-Invarianz folgen, be-
ruhen die anomalen Ward-Identitéiten der externen Symmetrien auf den Veltman- bzw.
Bell-Treiman—Transformationen, die eine Unterklasse der Dysen—Schwinger—Gleichungen

bilden [69]. Fiir die Divergenz des axialen Singulettstromes ergibt sich

N;g? - m?
0 _ o, ~ 9 a a pv
0" Js, = 2imgqysq — 62 G, G- f <_k2q> : (1.55)
wobei
~a 1 ao
Guy = 5 €uvap G g (156)

der duale Tensor zu G, Ny die Anzahl der Flavours, k* # 0 die Gluonvirtualitit und

uvs
= n .
K21+ 1+ 2

eine nicht uniforme Funktion ist. Die wichtigen Grenzwerte fiir f sind

k2

2
mq

k2

m? )
q »

79 ) () s 1ot . .

2 0 f—=0 fir memp,mg >k (1.59)

- 0 , f—=1 fir my,mgm, < k2 (1.58)
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Damit folgt fiir den Limes nach (1.58)

2

; = 3 a apy
8“Jgu =2imyqvsq — Fgr?G’“’G e (1.60)

Die obige Gleichung kann einerseits storungstheoretisch nach Regularisierung der Diver-
genzen in den sogenannten Adler—Bell-Jackiw—Dreiecksdiagrammen [70]—[76] hergeleitet
werden. Hohere Ordnungskorrekturen auf Zwei—Schleifen—Niveau beeinflussen die Anoma-
lie nicht [70]. Andererseits ist die Gleichung (1.60) {iber den stérungstheoretischen Bereich
hinaus giiltig und kann nichtstérungstheoretisch iiber die Nichterhaltung des Pfadintegral-
mafles bei chiraler Transformation der Fermionfelder in der QCD nach Fujikawa oder iiber
das Indextheorem nach Atiyah und Singer gewonnen werden [77]-[85].

Die Nichterhaltung des Jg,~Stromes im chiralen Limes widerspricht nicht dem Noether—
Theorem. Es ist mdoglich, einen neuen Axialvektorstrom jgu zu definieren, der im chiralen
Limes erhalten ist

392 a /yapv
GGt =0 (1.61)

Dieser ist allerdings nicht eichinvariant und kann nicht an physikalische Felder koppeln.

o Js, = 0"y, +

Ein neuntes Goldstone—Boson kann nicht entstehen

My 70
(p,s | B“Jg“ |p,s)= f,,omf70 (p,s|®°|p,s) # 0 . (1.62)

Die axiale Anomalie spiegelt formal den Konflikt zwischen Eichinvarianz und chiraler Inva-
rianz aufgrund des singuldren Verhaltens der Operatoren J,, = W Yup und Js, = W YuYs Y
wider. Das Fermionfeld 1 ist an seine kanonisch Konjugierte 1/f am selben Raumzeit—
Punkt gekoppelt und die Stromausdriicke werden zu unbestimmten Gréfen. Um die Theo-
rie eindeutig zu definieren, miissen die singulidren Operatoren zusdtzlichen Bedingungen
gehorchen. Es gibt keine Bedingung, die sowohl 0*J, = 0 und 0*J5, = 0 gleichzeitig
erfiillt. Die Eichinvarianz muf} erhalten bleiben. Sie ist die Zwangsbedingung dafiir, daf}
sich die internen Anomalien wegkiirzen und die Renormierbarkeit und konsistente Quan-
tisierbarkeit der QCD gewéhrleistet ist. Nach Regularisierung der singuléren Operatoren
unter der Eichinvarianzbedingung verhalten sich die positiven und negativen Energieei-
genwerte der chiralen Zustinde aufgrund der anwesenden Eichfelder asymmetrisch und
die Chiralitat ist keine Symmetrie des Vakuums mehr. Die chiralen Zustinde koppeln
auch im masselosen Limes miteinander, d.h. die masselose Theorie muf} als Limes einer
massiven Theorie definiert werden.

In der QCD wird demnach im axialen Singulettkanal der Term G, G* aus (1.60) erzeugt.
Im Gegensatz zur abelschen Theorie stehen hinter dem Oberflichenterm Gluoneichfeld-

konfigurationen. Diese fiihren zu einer nicht eichinvarianten Ladung
2

0, :/df‘xjgo , j§05J§0+3%K0 . (1.63)
m
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Die U, (1)-Transformation ist in einer nichtabelschen Theorie keine Symmetrieoperation
in der Minkowski-Raumzeit. K, ist der nichteichinvariante axiale Gluonstrom (siehe Ka-
pitel 2).

Die axiale Anomalie induziert eine spezifische Wechselwirkung zwischen J9, und den Gluo-
nen. Jg, enthilt damit nicht nur Quarkfeldoperatoren. Dies ist von wesentlicher Bedeu-
tung fiir die Polarisationseigenschaften der starken Wechselwirkung im allgemeinen und
im speziellen fiir die Spinverteilung im Proton. Quarkdynamik und Gluontopologie sind
eng miteinander verkniipft.

Aufgrund der induzierten axialen Anomalie folgt fiir den renormierten Operator

(Jg“)m = ZJgu , (1.64)

mit Z als divergente multiplikative Renormierungskonstante. Bezeichnet man die assozi-
ierte anomale Dimension mit v, so gilt
d o2 0()2 Q°
EG(Q):’YG(Q) ) t:1HA2

QCD

(1.65)

Jgﬂ ist aufgrund der Anomalie skalenabhiingig und kein fester Wert im Sinne eines phy-
sikalischen Quarkspindichteoperators (Q* — oo, g(Q?) /4 0). Die Q*-Entwicklung von
a’(Q?) kann im stérungstheoretischen Bereich durch die spinabhingigen Altarelli-Parisi—
Gleichungen genihert werden [86].

1.3 Das Interpretationsproblem der Singulettladung

Hinter der Problematik, das erste Moment von g; aus der polarisierten tief inelastischen

Streuung experimentell wie theoretisch zu bestimmen, steht somit die Bestimmung der

axialen Singulettladung a®(Q?) iiber den stérungstheoretischen Rahmen hinaus. Da die
Gleichung (1.32)

1 0/)2 1 3, 1 g

Fll): §C’Sa (Q )+ECNS(G +§a)

gilt, muf nach den experimentellen Daten von I'j, a® und a® die axiale Singulettladung a®

relativ zu a® unterdriickt sein. Geht man von einer glatten Extrapolation der Daten von

g1 fiir £ — 0 aus [87], so ergibt sich
ao = 0.28 £ 0.07 . (1.66)

Der Spinanteil der Quarks im Proton stimmt nicht mit der axialen baryonischen La-

dung a° iiberein und kann nicht im Sinne des Partonmodells (a° = AY. = 1) oder des



20

relativistischen Quarkmodells (a° = AY = 0.58) interpretiert werden. Mit dem Proton-
spinverteilungsproblem stellt sich deshalb die Frage nach dem Ursprung der Verletzung
der Okubo-Zweig-Tzuka-Regel (OZI-Regel) [88]-[90], d.h. a®(Q?) < a®, die dazu fiihrt,
dal Gluonen zur Spinverteilung beitragen kénnen.

Aktuelle auf partonischer Sprache basierende Argumente sind von Narison, Shore und
Veneziano dargelegt worden. Sie diskutieren das Protonspinproblem und den Ursprung
der OZI-Verletzung in Form der anomal unterdriickten Flavoursingulett—Komponente im
ersten Moment der polarisierten Strukturfunktion im chiralinvarianten Schema als topolo-
gischen Ladungsscreening—Effekt des QCD—Vakuums [28]-[30]. Annahme ist, da8 das La-
dungsscreening nur schwach von den Quarks abhéngt. Sie zeigen dies iiber die sogenannte
,Composite-Propagator—Vertex-Methode“, kurz CPV-Methode. Dabei wird das Matrix-
element aus (1.27) in ein Produkt aus physikalisch geeigneten zusammengesetzten Opera-
torpropagatoren und ihren assoziierten ersten Pfadintegral-Vertex—Funktionalen zerlegt.
Nach der Zerlegung spaltet sich das Moment der Strukturfunktion g; in drei Anteile auf,
in die Wilson-Koeffizienten C?(Q?), in die vom Target unabhiingigen nichtstérungstheo-
retischen QCD-Korrelatorfunktionen (0|7 OF@;|0) und in die vom Target abhingigen

nichtstérungstheoretischen Vertexfunktionen I'j . O ist der Operatorsatz mit tief-
J

stem Twist, @j der physikalisch geeignete Satz zusammengesetzter Operatoren. Der Index
@jPP steht fiir die Kopplung des Targetprotons an die beriicksichtigten zusammengesetz-
ten Operatoren. Auf dieser Grundlage erhélt man den Ansatz

[ @ @) = X CU@) (01T 0/0) 6] 0) T,

J

= XY GPRY; (1.67)
t

und es kénnen verallgemeinerte Goldberger—Treiman—Relationen konstruiert werden. Die-
se sind Erweiterungen der bekannten PCAC—Formen, die als Approximationen in den neu-
en Gleichungen enthalten sind. Hauptannahme dabei ist, dafl die vom Target unabhéngi-
ge iiber spektrale Summenregeln berechenbare QCD-Korrelatorfunktion zur OZI-Verlet-
zung fiithrt. Die Ellis-Jaffe-Summenregel ist dann der OZI-Approximation des Vorwérts—
Protonmatrixelements des Flavour-Singulettstromes dquivalent.

Alternativ zur CPV-Methode stehen die im eichinvarianten Schema formulierten Arbei-
ten von Halperin und Zhitnitsky. Unter Verwendung des exakt giiltigen Kiihn—Zakharov-
Theorems bei niedrigen Energien wird eine nichtstorungstheoretische innere charm—Kom-
ponente des Protons zur Deutung des Protonspinproblems herangezogen [27, 31]. Die
Vorzeichenproblematik des Theorems relativ zu den Daten wird mit Hilfe der speziel-
len Rolle der inneren charm—Komponente behoben. Der Flavoursingulettanteil aus (1.29)

wird unter Beriicksichtigung der charm—Komponente des elektromagnetischen Stromes
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des virtuellen Photons im Sinne der Standardbehandlung diskutiert. Das erste Moment
I'y hat hier die Gestalt

D@ = § (& AuQ?) + | Ad(Q?) + | As(@) + & ae(@?) (1 -

9(Q*)
9 9 E— + ) . (1.68)

Ag steht wie {iblich fiir die Spinkomponente des Protons zum Quarkflavour ¢(= u, d, s, ¢)

suAq(Q%) =(p|anrsalp) - (1.69)
Die unbekannte SU, (3)-Singulettkombination geniigt dann dem Zwang
a® =AY +2Ac (1.70)
mit der partonischen Schreibweise

AX(Q%) = Au(Q?) + Ad(Q%) + As(Q) . (1.71)

Geht man von den Ableitungen 0,(¢7,7s ¢) aus und arbeitet im chiralen Limes, so folgt

fiir die drei leichten Flavours

1 3
CLO: < |_GaGa_

“ch” Gt Gou . 1.72
T b~ i f ) (1.72)

M, und m, sind die Massen des Protons und des charm—Quark. Der erste Term der obigen

Gleichung kann iiber das Kiihn—Zakharov—Theorem

g ~ 2
<p | 8_7TG;UJGW/ ‘p> = _%M p175p ) (173)

mit negativem Vorzeichen bestimmt werden, wobei b = LN, — 2N, die Gell-Mann-Low-
B—Funktion ist. Das Minuszeichen entsteht, da ein Fermionfeld einen negativen Beitrag
zur Nukleonmasse hinsichtlich des Gluonhauptterms liefert. Der zweite, iiber die charm—
Komponente induzierte Term aus (1.72) fithrt den Experimentaldaten gemifl zu einem
Endergebnis mit positivem Vorzeichen fiir a°. Er kann unabhiingig von der topologischen
Dichte im ersten Term aus (1.72) mit Hilfe der Ergebnisse der (B — n')—Zerfélle experi-
mentell wie theoretisch abgeschétzt werden. Beschreibt man die Zerfille iiber den Cabibbo
begiinstigten (b — c¢s)-Prozef, dem ein Ubergang von ¢ nach 7' folgt, so ist die inne-
re charm-Komponente (p|¢y,vsc|p) des Protonspins mit der inneren charm-Komponente
(0léyuyscln'y des n'~Mesons verbunden. Das n'~Matrixelement verschwindet aufgrund der

(cc — Gluonen)beergétnge nicht und kann quantitativ als

(0] evuvse | M(Q)) =ify au (1.74)
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angegeben werden. [y ist das charm-Strom-Residuum, das numerisch im wesentlichen

iiber eine nichtstérungstheoretische Analyse der reinen Yang-Mills-Theorie zu

fc’ ~ 3 <0 ‘ 93 fachZuégaGgu ‘ 77,>YM
n

~ = ~ (50 — 180) MeV 1.75
Tr2mE (0] GG | 1) (50~ 180) (1.75)

berechnet werden kann, da n’ stark an Gluonen koppelt. Das n’~Meson wird zum Boten
zwischen der Welt der leichten Hadronen und jener der Gluonen. Die Gréfle der charm—
Komponente wird iiber die 7'~Erzeugung in B—Zerféllen extrahiert [91].

Beide Ansitze, die den nichtstorungstheoretischen wie stérungstheoretischen Aspekt der
axialen Anomalie integrieren, beruhen im wesentlichen auf einer Interpretation der polari-
sierten Strukturfunktion g, in partonischer Sprache unter Verwendung des Faktorisations-
theorems, wobei die partonischen Subprozesse durch die Ein—Photonabsorption dominiert
werden.

Im Narison—Shore—Veneziano—Ansatz taucht die Schwierigkeit auf, dafl die Protonspinver-
teilung iiber zwei unbekannte Groflen ausgedriickt werden muf, die nicht direkt mefibar
sind. Im Halperin—Zhitnitsky—Ansatz ist die Bestimmung des Residuums f; aufgrund der
nicht ausreichenden Kenntnisse der kubischen Kondensate der reinen Gluondynamik mit
einer groflen Unsicherheit behaftet. Zudem ist der Mechanismus der Polarisation und je-
ner der inneren charm-Erzeugung nicht erklart.

Unter Verwendung der Lichtkegelquantisierung mit Regulator in Form diskreter longi-
tudinaler Impulse (DLCQ) wird in dieser Arbeit daher ein anderer Zugang gewéhlt. Der
Instanton-sensitive Mechanismus, der sich hinter dem Oberfléichenterm G ,,G* aus (1.60)
verbirgt und die Polarisationseigenschaft der starken Wechselwirkung bestimmt, wird mit
Hilfe einer spezifischen Eich— bzw. Zwangsimpulsnullmode in einem (2+ 1)-dimensionalen
,colour flux tube model“ der DLCQ formuliert. Die Auswirkung dieser Nullmoden wird
iiber die Berechnung des zugehorigen Gluonspektrums sichtbar gemacht.

Die Entwicklung in Lichtkegelvariablen und die Quantisierung auf dem Lichtkegel griindet
sich darauf, dafi die Strukturfunktion g; im Bjgrken—Limes als Fourier—Transformation ei-
ner Korrelatorfunktion entlang des Lichtkegels geschrieben werden kann. Zunéchst ist es
allerdings wichtig, den anomalen gluonischen Beitrag und seine Entstehung im Vakuum
in der euklidischen Raumzeit semiklassisch herzuleiten.



Kapitel 2

Das Yang—Mills—Vakuum

2.1 Die groflen Eichtransformationen

Das reine Yang-Mills—Vakuum im Feynmanschen Pfadintegralformalismus wird mit Hilfe
des erzeugenden Funktionals

Z]G%) = IO = (|0) (2.1)

beschrieben [92]. W[GY] ist die zusammenhéngende Greensche Funktionen erzeugende
Quantenwirkung. Z[G¢] gibt die Ubergangsamplituden (€'|Q2) von einem reinen Gluon-
vakuumzustand |Q2) bei einer Zeit ¢ — —oo in einen anderen Zustand |Q)') bei einer Zeit
t — 400 an. Das erzeugende Funktional ist bekanntlich aufgrund seines oszillatorischen

Charakters nur in der euklidischen Raumzeit
:CHE = (lxo,f) 5 8NE = (—iao,(?,-) y GHE = (—iGo,Gi) (22)

mit der Metrik g,, = diag (—1,—1,—1,—1) wohl definiert. Die Transformation z, —
—1iz4 erfolgt iiber eine analytische Fortsetzung der Minkowski—Wirkung in die imaginére
Zeit, d.h. iiber eine Wick—Rotation in die euklidische Raumzeit. Man erhalt

7,16y, 1 = ¢ "o = [y e %] (2.3)

wobei der Faddeev—Popov—Geistanteil fiir die Fichfixierung ausschliellich eichindquiva-
lenter Konfigurationen im Integrationsmafl D [GZE] absorbiert wurde [93]. S, ist die eu-
klidische Wirkung der Form

1 4 “ a 1 4
Sp = Z/ d'z, Gqu (T5) GWE (zp) = 5/ d'zy SP(G’“’E (25) G“”E (:UE)) ' (2:4)

Gy, und G, symbolisieren die Gluonfelder und den Gluontensor in der euklidischen

Formulierung in Analogie zu (1.35).

23
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Fiir das Pfadintegral aus Gleichung (2.3) miissen spezielle Randbedingungen festgesetzt
werden, damit nach dem Prinzip der kleinsten Wirkung die Losungen der klassischen

Feldgleichungen
ab Ma _ a abc b c _
D Gy, =0u,Gp, +9> f*G, G, =0 (2.5)

mit endlicher Wirkung ermittelt werden kénnen. Die reine euklidische Yang-Mills—Wir-
kung S, bleibt endlich, falls die Randbedingung

4 1
Jim o P Gy () =0, mit o] = (X 4 )7 (2.6)
“Ezl

als euklidischer Lénge, erfiillt ist [94]. Die Felder G, miissen dabei in der riumlichen
Unendlichkeit schnell genug abfallen, d.h. schneller als |z, |~*. Der Feldstirketensor G,
ist dann innerhalb des euklidischen Raumzeitvolumens E*, das mit einer vierdimensio-
nalen Sphire S* kompaktifiziert werden kann, ungleich Null. Auf der dreidimensionalen
Oberfliche 0S% = S3  der vierdimensionalen Sphire S% mit unendlichem Radius ver-
schwindet die Feldstérke. Dies ist erfiillt, wenn das Eichpotential G, (z,) zu einer reinen

Eichung wird. Die Gluonfelder sind invariant unter grofien Eichtransformationen

?

G, (@) = Gy (2) = U (2,) Gy Ulg) — QU_I(%) Op, Uly) - (2.7)
Fiir die reinen Eichkonfigurationen im Unendlichen, mit z, — co und G, — 0, folgt die
Randbedingung
Gy (25) = Gy (0,) = = U™ (2,)0,, Ulay) 2.9
Der Gluontensor verschwindet gemaf
G, = g{ U9, U)U0,, U -~ U"(0,,U)U'3,,U }
- é[UlauEU, U9,,U] =0 . (2.9)

U(z,) ist ein Gruppenelement, das kontinuierlich mit der Identitét verkniipft werden
kann. Die vierdimensionale euklidische Raumzeit koppelt aufgrund der isomorphen Lie-
Algebren mit den Farbindices. Es folgt die Definition der SU, (3)-Farbgruppenoperation

in der euklidischen Raumzeit

Ulz,) = exp(iw“(xE) ;) . (2.10)

Jede Konfiguration entspricht einer speziellen Abbildung w®(z,) der euklidischen Raum-
zeit in die achtdimensionale Farbgruppenmannigfaltigkeit der SU,,(3). Diese Abbildungen
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sind dquivalente Klassen und bedingen eine unendlichfache Entartung des semiklassischen
Vakuums der QCD [95].

Geht man von einer eindeutig definierten Matrix U aus und betrachtet die méglichen Va-
kuumkonfigurationen ohne Beschréinkung der Allgemeinheit in der Weyl-Eichung G4 = 0,
d.h. unter der Annahme, daf} die unitédren Abbildungen nur Funktionen des Raumes sind
und die Matrix U sowohl am Ursprung als auch im Unendlichen eindeutig definiert ist,
so sind die Abbildungen von einer Vakuumkonfiguration zu einer anderen lokal im Raum
und geniigen den Randbedingungen

lim U@F) =Us=1 . (2.11)

|Z| =00

U ist eine globale Eichtransformation. Die Randbedingungen héngen nicht von der Rich-
tung des unendlich groflen & ab. Damit lassen sich alle Abbildungen w®(Z) auf einer dreidi-
mensionalen Oberfliche S2 im Unendlichen definieren. Diese ist eine kompakte Mannig-
faltigkeit und topologisch dquivalent zur Oberfliche der vierdimensionalen euklidischen
Sphiire S3, die durch drei Raumwinkel definiert ist. Die Abbildungen w*(Z) kénnen daher
als eine Abbildung der S*-Sphiire in die isomorphe Lie—Algebra der Untergruppenman-
nigfaltigkeit SU_(2) der SU_(3) betrachtet werden

s3 U9 su () . (2.12)

Nach dem Theorem von Bott [96], welches zeigt, daf8 jede kontinuierliche Abbildung von
S? nach SU(N) kontinuierlich in eine Abbildung nach SU(2) deformiert werden kann, gilt

zudem
s3 <9 U 3) . (2.13)

Bezeichnet man diese Abbildung mit II3[SU,(3)] und geht davon aus, da§ die SU_(3)
ohne Beschrinkung der Allgemeinheit isomorph zur S® x S°~Gruppenmannigfaltigkeit ist,
mit S% bzw. S° als Einheitssphire des drei- bzw. fiinfdimensionalen Farbraumes, so ergibt

sich

I3[SU,(3)] = I3[S*x S°]=1M3[S%] x 3] S°]
= I[S*]=13[SU,(2)]=Z . (2.14)

Z steht fiir die additive Gruppe der ganzen Zahlen. Dies fiihrt zu verschiedenen Eichtrans-
formationen, die sich aufgrund der Topologie der SU_(2) unterscheiden und damit nicht
glatt ineinander iiberfiihrt werden koénnen.

Definiert man eine Transformation U’, die sich im Unendlichen wie U verhilt, so ist es

nicht immer moglich U’ in U zu transformieren, da U’ zu einer anderen Homotopieklasse
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als U gehoren kann [97]. U’ wird aufgrund der Phasenabhiingigkeit als ein anderer topo-
logischer Raum mit einer von U verschiedenen topologischen Invarianten charakterisiert.

Diese ist eindeutig durch eine Windungszahl

N = _2417r2 / d5 €iji Sp [(UlaiU) (U av) (UlakU)] , (2.15)

d.h. durch eine topologische Invariante, die sich nicht stetig dndern kann, bestimmt, wobei
das Oberflachenintegral dS im unendlich Fernen liegt und ¢;; das Levi-Civita—Symbol
bezeichnet, mit ¢ = 1, 2, 3. Die Windungszahl IV, spiegelt eine spezifische Eigenschaft der
Abbildung von S? nach SU,(3) bzw. nach der Untergruppe SU,(2) wider. Der Integrand
in (2.15) ist die Jacobi-Determinante fiir die Transformation der Parameter von S® in die
Parameter, welche die SU,_(3)-Eichrotationen beschreiben. Aufgrund der Tatsache, da8
II3[SU,(3)] = Z gilt, durchliuft N,, ganzzahlige Werte von —oo bis co. Die Windungszahl
N,, gibt an, wievielmal die Gruppenmannigfaltigkeit S® auf die Gruppenmannigfaltigkeit
SU,(3) abgebildet wurde. Damit existiert eine unendliche Anzahl von Eichkonfiguratio-
nen mit Windungszahl N, auf der Eichgruppe. Das semiklassische Vakuum besteht aus
unendlich vielen diskreten Sektoren. Jeder Sektor wird durch eine gegebene Homotopie-

klasse IV, des entsprechenden Eichgruppenelements U charakterisiert.

2.2 Lokalisierte Quasiteilchen und Tunnelprozesse

Die nichttriviale Homotopie der Abbildung fiihrt zu speziellen Konfigurationen des Yang-
Mills—Potentials GzE, den von 't Hooft als Instantonen bezeichneten Lésungen der Bewe-
gungsgleichungen (2.5). Diese speziellen Losungen kdnnen einerseits als lokalisierte Pseu-
doteilchen in der vierdimensionalen euklidischen Raumzeit [98, 99|, andererseits als Tun-
nelvorgang in der imaginéren Zeit [100] interpretiert werden. Sie existieren nicht fiir die
Gruppenmannigfaltigkeit S der abelschen U(1), da II3(S*) = 0. Jede Abbildung von S®
nach U(1) ist kontinuierlich in eine konstante Abbildung, mit N,, = 0, deformierbar.
Um zu zeigen, dafl das reine Yang—Mills-Vakuum instantonische Losungen besitzt, wird
die Gleichung (2.4) geméif

1 4 a ~a 1 a ~a 2
S, = [ d'a, [:F Gs,, G+ (Go, +G2,) ] (2.16)

umgeschrieben und die minimale Wirkung ermittelt. Aufgrund der topologischen Inva-
rianz des ersten Terms in der obigen Gleichung (2.16) und der positiven Definitheit des

zweiten Terms, ist die Wirkung minimal, wenn das Eichfeld (anti-)selbstdual ist

G, ==+Gi, . (2.17)
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Jede Losung dieser Gleichung ist eine Losung der reinen Yang—Mills-Bewegungsgleichun-

gen aus (2.5). Da im euklidischen Fall, d.h. in der imaginiren Zeit,
Gy = Gy (2.18)

gilt, im Gegensatz zur Minkowski—Vorschrift

Gd = —gamw (2.19)
konnen neben den Nullfeldkonfigurationen nichttriviale (anti-)selbstduale Konfiguratio-
nen, die Instantonlésungen, fiir den reellen Gluontensor G, angegeben werden. Diese
wurden erstmals von Belavin, Polyakov, Schvarts und Tyupkin fiir die Windungszahl
N,, =1 konstruiert (siche Anhang A.2.1).
Die Instantonldsungen stellen lokalisierte nichttriviale Vakuumzusténde in der vierdimen-

sionalen euklidischen Raumzeit dar, denn der Energie-Impuls—Tensor

1 ~ ~
O, = 5{Gia, Gun, = Gir,, Gia, } (2.20)

verschwindet nach (2.18). Durch eine Fortsetzung in den Minkowski—Bereich werden das
Eichpotential und der Feldstéirketensor aus (A.5) und (A.6) sowie jene Potentiale und
Tensoren fiir beliebige Windungszahlen N, singulér und komplex und fithren zu Tunnel-
situationen.

Der Tunnelprozefl entsteht allgemein dadurch, dafl die mit den Instanton-Ldsungen ver-

kniipfte zeitunabhingige topologische Ladung des euklidischen Raumes

o— g;/d%E 3D (G G, ) (2.21)

16

auch Pontryagin-Index genannt, aufgrund der inégivalenten Homotopiesektoren zu ei-
ner Barriere zwischen den verschiedenen Vakuumzustinden fiihrt. Im Falle der Instan-
tonlésung zur Windungszahl N, = 1 laft sich das Eichpotential so umschreiben, daf die
Yang-Mills-Wirkung zur Wirkung eines doppelten Oszillatorpotentials wird (sieche An-
hang A.2.2).

Nach Ersetzung des Gluontensors durch die euklidischen Eichfelder gem#fi Gleichung
(1.35) und unter Beriicksichtigung des dualen Tensors aus (2.18) ergibt sich fiir die als

pseudoskalare Dichte bezeichnete eichinvariante Grofle
~ 9 rab b
Gy Gy = 2 €upa, Ou, (G, 0, G5 + 5 [ Gy G, G ) (2:22)
oder geschrieben als Spur

SP(Gw, Gy ) = 2 €uvpo,, O, SP(Go, 85, G, — gig Gy, G, Go) ,  (223)
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mit den Ersetzungen

1

Sp(T*T") = 56 . Go 0,,Gs = 2 Sp(G,0,,Gs,) , (2.24)
Sp(TaTch) — i Z-fabc ’ %fabc GZEGZEGEE = —%'Lg SP(GVEGPEG”E) .

Die selbstduale Eichfeldkonfiguration kann damit als eine reine Divergenz

/d4xE Sp(GWECNJWE) = /d4xE Oup Ky, (2.25)

geschrieben werden, wobei

2
Ky, = 26up, SP(Gu, 0y, Go, = 519Gy, G, G, ) (2.26)

der Vierervektor in der euklidischen Raumzeit ist. Nach dem Stokesschen Theorem gilt

weiter

[t 5, = | L 08K, (2.27)

dS,, ist das dreidimensionale Oberflichenelement in 9S,. Fiir die Oberfliche 95y, im
unendlich Fernen, auf der die Feldstdrke gleich Null ist, ergibt sich aufgrund der reinen
Eichkonfigurationen nach (2.15)

2

/a oo B0 Fuy = 55 /a o DS Sp((U18,,U) (U0, U)(U 3, U)) . (2.28)

Verwendet man die Definition der topologischen Ladung Q aus (2.21), so folgt

1

Q=  24n2

/a . Sy e, SP(UT0, D)0 19, 1)U 0, 1)) . (2:29)

Fiir das Minimum der euklidischen Wirkung erhélt man

872
(SE)Mm =9

e | Q] . (2.30)

Nimmt man an, dafl G4 = 0 fiir , — +o00, so kann (2.27) nach
4 d [
/ d'z, 04, Ky, = [ doig- / 7 K, (2.31)

umgeformt werden, wobei d¥ = dridxsdxs. Dies fiihrt zur Identitét

e
1672

2
) Pl 2
/ A7 Ky = 2 / i €ijn Sp(GidiGr = 519 GiGyGE) = Nos (2.32)
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N, ist die Chern-Simons-Zahl, welche die Felder bei 4 — fo00 charakterisiert [101]. Die

Chern—Simon-Zahl transformiert daher unter groflen Eichtransformationen gemé&f
N,,—+ N, +N, . (2.33)

Da die euklidische Wirkung endlich bleiben mufl und die Eichfelder im Unendlichen reine
Eichkonfigurationen sind, kann die topologische Invariante Q als Differenz der Windungs-
zahlen geschrieben werden

Q= [dF Ky 1%, = Noy (+00) = Noy (~00) = Ny (+00) = Ny (~00) ,  (2:34)

w

welche die Felder bei 2, = +00 beschreiben. Setzt man N, (—oo) = 0 aufgrund der ver-
bleibenden Eichfreiheit, so kann die topologische Ladung Q als Windungszahl der reinen
Eichkonfiguration der Eichpotentiale G; interpretiert werden. Der in der Weyl-Eichung
mit der topologischen Ladung assoziierte Chern—Simons-Strom K, im euklidischen Raum
ist mit einem Chern—Simons-Strom K, im Minkowski-Raum identifizierbar; denn nur die

Raumkoordinaten gehen in die Stréme ein. Definiert man die Noether-Ladung

2
9 3 ~
Q,(t) = 12 / P Ko(T,1) (2.35)
zu einer Zeit o = t im Minkowski-Raum, so gilt im Falle, daf§ die Eichfelder reine
Eichungen sind
Q. (t =+00) = N, (+o0) . (2.36)

Q,.(t) ist die Homotopieklasse, die durch die lokale Eichtransformation gekennzeichnet
ist. Fiir ein beliebiges Eichfeld ist Q.. (t) keine ganze Zahl und hat keine topologische
Bedeutung.

Die euklidische Losung G, (x4, 7) interpoliert zwischen den Potentialen G ,(t = +-o0, T)
bei den reellen Zeiten ¢ = —oo und ¢t = +o00. Die imaginédre Zeit x4 spielt dabei die Rolle

eines Interpolationsparameters
Q=09,(t=400)—Q,(t=-0c0) . (2.37)

Im speziellen Fall der reinen Eichfeldkonfigurationen haben die Anfangs— und Endzusténde
die Energie Null und sind homotopisch indquivalent fiir @ # 0, so daf} eine Barriere beide
Zustande trennen muf. Dies entspricht einer Tunnelsituation, die fiir den allgemeinen Fall
eines beliebigen Eichfeldes nicht gegeben ist, da keine Barriere die Anfangs— und Endzu-
standsfeldkonfiguration trennt.

Aufgrund der moglichen Tunneliibergéinge ist die Unitaritdt der Theorie nur dann gewahr-

leistet, wenn alle Hilbert-R&ume zu verschiedenen Windungszahlen N, als Gesamtheit
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in einem erweiterten Hilbert-Raum mit eingeschlossen werden. Der Vakuumzustand ist
dann eine lineare Superposition aller Zustdnde mit Energie Null und unterscheidbarer
Windungszahl. Es ergeben sich nicht nur topologisch stabile Objekte in vier Dimensio-
nen, die zu verschiedenen Windungszahlen gehéren und verschiedene Vakuumzustinde
beschreiben, sondern das Vakuum besteht aus einem unendlichen Satz klassischer Vakua,
die {iber Tunnelprozesse miteinander verbunden sind. Keines dieser klassischen Vakua ist
der physikalische Vakuumzustand. Stationéire Zustinde werden wie die Blochzustéinde in

einem Festkorper iiber die Superpositionen

i eNw N ) = 16) (2.38)

NW:—oo

gebildet, mit 0 < # < 27 und |N,,) Vektoren in einem Hilbert-Raum. In dem Raum der
Eichtransformationen U; (z), der die topologische Ladung um eine Einheit #ndert, kénnen

die Eichtransformationen iiber einen Operator
TiN,) = Ny +1) N, =T [0) (2.39)
dargestellt werden. Der topologische Ladungsoperator Q,. hat dann die Eigenschaft
Q,|N,)=N,|N,) , [Q.Ti=T . (2.40)
Mit der Bedingung (2.38) ist das #—Vakuum bis auf eine Phase invariant unter 73
Ti|0) = e ?|9) . (2.41)

Damit ergibt sich ein Kontinuum der #-Vakua, und jedes ist ein geeigneter Grundzustand
fiir die SU(2)-Theorie. Alle moglichen #—Vakua unterscheiden sich voneinander und sind

zueinander orthogonal

@10y =Y MNwMyIYN M) =S e w0 = ons(0—0') . (2.42)
Ny My, Ny,

Die isolierten Instantonen heben die Vakuumentartung in der Energie ENW = 0 auf. Dazu
wird die Ubergangsamplitude

_ (My;, —Nyir )
lim (M, |e™"|N, ) = / DG T g=Sule ) (2.43)

T4—00

zwischen den topologisch verschiedenen Vakua untersucht. Die Eichfixierung und die Gei-
sterterme sind im Integrationsmafl absorbiert. Die funktionale Integration wird auf die
Vakuumfelder in der (N, — M,, )-Homotopieklasse im Unendlichen beschrinkt. Nur die
euklidischen Eichfelder konnen zwischen den Vakua |N,,) und |M,,) vermitteln. Geht
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man zuriick zu Gleichung (2.3) und bildet die Ubergangsamplitude von einem Vakuum
zu einem anderen mit unterschiedlicher Windungszahl, so folgt die Ubergangsamplitude

mit dem die Paritat— und Zeitumkehr—Invarianz verletzenden eichinvarianten Term

(B(+00)|0/(—0)) = 66 —0) Y e Nw? / DG 55 (G (2.44)

—’iGG“ G

- s0-0)Y [patw) e #a(Cotighr 0 Gy Gy )
NW

Dabei wurden die Gleichungen (2.21) und (2.34) mit der topologisch nichttrivialen Vierer—
Divergenz beriicksichtigt.

Instantonen sind somit lokalisierte Gebiete sowohl im Raum als auch in der Zeit mit gluo-
nischen Feldern, die zu einer besonderen Art der Vakuumschwingungen fiihren, allerdings
keine entsprechende Teilchenlésung fiir ¢ — +o00 besitzen. Sie stehen nicht im Widerspruch
zur Energie-Unschirferelation. Da sie die Vakua mischen und die zugehérigen Zustinde
auffiachern, senken sie die Energie des QCD—-Grundzustandes. Die Energiedifferenz und
die assoziierte Tunnelrate kann iiber das Gluonspektrum — berechnet im tube model mit
Hilfe der DLCQ — direkt ermittelt werden (siehe Kapitel 5).

2.3 Instantonen und die Stromquarks des Protons

Die Tunnelprozesse im gluonischen Vakuum beeinflussen die drei fast masselosen Strom-
quarks im Proton. Bei Wiederherstellung der Paritéit- und Zeitumkehr-Invarianz werden
die Tunnelprozesse unterdriickt und kénnen nur dann stattfinden, wenn sowohl ein up— als
auch ein down—Quark den Tunnelvorgang begleitet [39]. Aufgrund der Dreiecks—Anomalie
fiilhrt der topologische Zusatzterm aus (1.60) dazu, dafi sich die gewdhnliche chirale La-

dung
Qs = / &z J2, (2.45)
dndert, wenn sich der topologische Index &ndert. Dies folgt iiber die Gleichung
Qs = Qs +2N,Q, (2.46)

die sich fiir den chiralen Limes aus (1.63) und (2.35) ableiten 1a8}t. NV, (= 3) ist die Fla-
vourzahl. Da die erhaltene axiale Ladung nicht eichinvariant ist, erhélt man

[QS; Tl] = 2Nf [QTa Tl] = 2NfT1 ) (247)

mit 7} aus Gleichung (2.39). Setzt man Qs/0) = 0, so ist |N,,) ein Eigenvektor zu Qs,
d.h.

Qs|N,) = 2N, N,IN,) (2.48)
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und es folgt
<NW|€_$4H|MW> = 5MWNW <NW|€_$4H|NW> : (249)

Das Tunneln zwischen den Vakua verschiedener topologischer Ladungen ist damit un-
terdriickt. Die Anderung der topologischen Ladung hat die Anderung der Chiralitit der
Quarks zur Folge

AQs = AQs +2N,AQ, =0 . (2.50)

Die Tunnelvorginge im gluonischen Vakuum koppeln die links- und rechtshindigen Zustéan-
de des jeweiligen Quarks miteinander und bedingen, daf ein farbiges Quark mit gegebener
Chiralitit einen Ubergang in einen virtuellen Zustand mit entgegengesetzter Chiralitiit
machen kann. Ein Instanton wechselwirkt in dieser Weise effektiv mit 2V, Quarks und
polarisiert das Vakuum. Die Bewegung der Quarks wird dabei nur schwach beeinflufit
[102].

Alle #—Vakua sind im masselosen Fall physikalisch dquivalent und der Operator Q5 rotiert
0 gemif

%10y = 3 Ml |N, ) = 3 eMwlelNw Ny N Yy = 10+ 20N,) . (2.51)

Ny, Ny

Da (#'|0) = 0 fiir 8" # 6 gilt, erhilt man fiir die Ubergangsamplitude

1
— lim (#'le ®H|9) = 6@ —0) lim Y (N, |e “F|N,)

Qmr T4—00 T4—00 NW
) / DG, e Se . (2.52)

Die Stromquarkmassen in der Quantenzahlkonfiguration des Protons gewinnen dadurch,
daf sich ihre Chiralitét verdndert, an Masse. Dies folgt aus dem Dirac-Massenterm und
der Chiralitats—Amplitude [40, 103]. Instantonen sind mit der Massenerzeugung und der
chiralen Symmetriebrechung verkniipft. Dies zeigen auch die zahlreichen Uberlegungen
zum 7—1'-Meson—System [104]-[113]. Da die Stromquarks fast masselos sind, entsprechen
die rechts— und linkshéndigen Zustdnde in guter Ndherung Quarks mit positiver und
negativer Helizitdt, der Projektion des Spins auf die Bewegungsrichtung, und Instanton—
Tunnelprozesse haben damit Auswirkung auf die Polarisation im Proton.

Besitzen Fermionen eine nicht verschwindende Masse, so ist Qs nicht erhalten und der
Tunnelvorgang zwischen den verschiedenen #—Vakua existiert, Instantonen sowie Antiin-
stantonen sind frei. Bindungspaare von Instantonen und Antiinstantonen werden aller-

dings sowohl im masselosen wie massiven Fall nicht unterdriickt.
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Dadurch, dafl Instantonen die Eichsymmetrie des Yang—Mills-Vakuums wieder herstel-
len, sind sie verantwortlich fiir einen Phaseniibergang von der anndhernd masselosen (non
confining) zur massiven (confining) Phase der Yang-Mills-Theorie, in dem auch die Spin-
umverteilung stattfindet. Nach semiquantitativen Abschédtzungen sind Instanton-Effekte
aber nicht stark genug, Quarks im Sinne des Confinements zu binden [114]. Nach Callan,
Dashen und Gross kénnen Instantonen aus zwei Meronen bestehen, zwei punktdhnlichen
Konzentrationen mit halbzahliger topologischer Ladung [115]. Meronen—Losungen haben
eine ,,unendliche Wirkung® und sind nicht selbst—dual. Sie entsprechen einer noch nicht
verstandenen Form von Tunnelprozessen zwischen zwei verschiedenen Vakua in der reellen
Zeit. Die Vakua haben die topologischen Ladungen n = 0 und n = 3.

Ein Instanton—Zerfall in zwei Meron—Paare signalisiert einen Phaseniibergang der Yang—
Mills—Theorie in die Confinement—Phase. Ein Plasma von logarithmisch wechselwirkenden
Meronen kann Quarks im Sinne des Confinements binden. Ein derartiges Plasma erzeugt
eine lineare Kraft zwischen den Quarks. Es ist allerdings nicht erwiesen, dafl Instantonen
in Meronen aufspalten.

Neuere Erkenntnisse hinsichtlich der Instantonen als zusammengesetzte Objekte wurden
von Gattringer gewonnen [38]. Es wurde die Beziehung periodischer Instantonen, soge-
nannter Caloronen, zu Konstituenten-Monopolen in der SU(3)-Gittereichtheorie unter-
sucht. Die Ergebnisse zeigen, dafi die topologischen Anregungen des QCD—Vakuums kom-
plizierter sind als einfache instantonéhnliche ,, Klumpen“ (lumps) und konsistent sind mit
einer Substruktur, die nach den Kraan—van Baal-Losungen fiir die klassischen SU(N)-
Yang-Mills—Gleichungen bei kompaktifizierter Zeit (d.h. bei endlicher Temperatur) er-
wartet wird.

Nach Kraan und van Baal besteht ein Klumpen der SU(N) mit topologischer Ladung 1
aus N Konstituenten—Monopolen, die fiir sich alleine keine unabhéngigen Objekte sind.
Die Klumpen kénnen verschiedene Hohen und Breiten haben (mehr dazu siehe [37]).
Gegenstand der weiteren Untersuchungen ist allerdings nicht die Instanton-Substruktur,
sondern die iiber die 't Hooftsche Wechselwirkung durch Instantonen erzeugte Polarisa-
tion. Uber die GauBsche Bewegungsgleichung 148t sich eine Verbindung der euklidischen
Instantonphysik mit dem SU(2) colour flux tube model im Formalismus der DLCQ ge-
winnen. Es wird dabei auf dem Zusammenhang zwischen funktionaler Formulierung der
nichtabelschen Yang-Mills-Theorie und den lokalen Gleichungen zweidimensionaler inte-
grierbarer Modelle nach Polyakov aufgebaut [116, 117].
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2.4 Die Gauflsche Bewegungsgleichung

Entscheidend bei der Instantonphysik ist, dafl der topologisch erweiterte Hilbert-Raum
ein Konstrukt ist, das iiber die Weyl-Eichung ins Spiel kommt. Die topologische Struktur
ist eichabhéngig [97]. Die 6—Struktur entsteht, da die Gaufische Bewegungsgleichung

DGh. =0 (2.53)

nur dann zu einer Eichdquivalenz der Zustéinde fiihrt, wenn diese iiber kleine Eichtrans-
formationen mit N, = 0 verbunden sind. Fiir grofle Eichtransformationen bedingt die
Bewegungsgleichung keine Eichdquivalenz der verschiedenen Homotopiesektoren.

In der DLCQ ist die Vakuumstruktur aufgrund der Infrarot-Regulator-Behandlung des
Lichtkegel-Anfangswertproblems mit Vakuum—Freiheitsgraden der Felder, den sogenann-
ten Nullimpulsmoden, verbunden. Aufgrund der Infrarot-Regularisierung sind einige Null-
impulsmoden—Feldoperatoren keine dynamischen Feldgréflen, sondern geniigen spezifi-
schen Zwangsgbedingungen zweiter Klasse. Die §—Vakuumstruktur kann daher {iber die
Behandlung dieser Zwangsnullimpulsmoden der Felder reproduziert werden. Die Felder
miissen auf einem kompakten Raum definiert werden. Dabei ergibt sich eine Eichabhéngig-
keit.

Der erweiterte Hilbert—Raum kann in der DLCQ iiber die Coulomb-Eichung auf den rein
physikalischen Hilbert—-Raum beschrinkt werden. Dazu muf} die Eichfreiheit auf klassi-
schem Niveau behoben werden. Dies kann auf eine Weise geschehen, in der man sich auf
den ,, fundamental modular domain“ fiir die Eichfeld-Nullimpulsmode beschrankt. 6 tritt
dann als Freiheitsgrad in der Randbedingung auf, die von der Nullimpulsmodenwellen-
funktion auf dem fundamental modular domain erfiillt wird.

Die Vakuumstruktur der in Kapitel 5 betrachteten reinen Yang-Mills-Theorie in 241 Di-
mensionen auf dem Lichtkegel ist in der dynamischen Eichnullimpulsmode des Gluonfeldes
und einer Zwangsnullimpulsmode des Skalarfeldes enthalten. Die Zwangsnullimpulsmode
geniigt einer linearen Zwangsgleichung. Zusammen mit der Eichnullimpulsmode beeinflufit
sie die Tunnelprozesse in der DLCQ im fundamental modular domain und fiihrt zur Spin-
umverteilung im Proton. Um dies zu entwickeln, wird zunéchst der DLCQ-Formalismus

vorgestellt, bevor anschlieend auf das Gluonmodell eingegangen wird.



Kapitel 3

Die Lichtkegelquantisierung

3.1 Das Spinproblem aus der Sicht der DLCQ

Die Lichtkegelquantisierung mit Infrarot—Regulator in Form diskreter longitudinaler Im-
pulse, kurz DLCQ (Discretized Light-Cone Quantization), verkniipft die urspriingliche
Formulierung der QCD auf dem Lichtkegel [118] mit Fock—Zustandsmethoden. Diese
nichtstorungstheoretische Methode zur Lésung relativistischer Quantenfeldtheorien wur-
de erstmals 1985 von Pauli und Brodsky vorgeschlagen [43, 119, 120]. Sie ermdglicht eine
konsistente Behandlung relativistischer Vielteilchensysteme und hebt die Problematik der
Unvereinbarkeit des Konstituentenquarkmodells mit dem Partonmodell und der QCD auf.
Der auf der Hamiltonschen Formulierung einer Feldtheorie in Lichtkegelkoordinaten ba-
sierende Formalismus verwendet eine kanonische Quantisierung in der Impulsraumdarstel-
lung. Komplementér zur Gittereichtheorie werden der Lichtkegelimpuls diskretisiert und
die Felder zur gleichen Lichtkegelzeit quantisiert. Verwendet werden periodische Rand-
bedingungen, die zu einer diskreten Basis ebener Wellen im Hilbertraum fiihren und als
Infrarot-Regulator dienen. Das Fockraum—Vakuum ist dann das physikalische Lichtkegel-
vakuum. Der entsprechende Impulsoperator ist positiv definit. Dies fiihrt zur Definition
von Quasiteilchen als elementare Anregungen auf dem Vakuum. Damit wird der Ant-
wort auf die Frage nidhergekommen, wie Hadronen nichtrelativistische einfache Quark—
Antiquark— oder Drei-Quark-Bindungszusténde sein konnen, wenn sie Anregungen iiber
einem komplizierten Vakuum-Zustand sind. Die Protonspinverteilung und die Polarisati-
onseigenschaft der starken Wechselwirkung werden genauer strukturierbar.

Es ist moglich, die Wellenfunktionen und Spektren hadronischer Teilchen fiir alle Kopp-
lungsstirken zu berechnen. Das Hadronspektrum ergibt sich iiber die Diagonalisierung
des Lichtkegel-Hamiltonoperators. Jeder Eigenzustand kann als eine Summe reiner Fock-
zustinde von beliebiger Teilchenzahl dargestellt werden. Die Lichtkegel-Wellenfunktionen

35
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sind dabei die Koeffizienten der Entwicklung. Die Einfachheit des Lichtkegel-Vakuums
wird allerdings durch Vakuum-—Freiheitsgrade, sogenannte Nullimpulsmodenanregungen,
aufgehoben, die mit dem Fockraum—-Vakuum koppeln konnen, die Quasiteilcheninterpre-
tation der Feld-Fockmoden aber nicht zerstoren, da sie keine transversale Impulsabhéngig-
keit besitzen.

Nullimpulsmoden sind komplizierte operatorwertige Funktionen aller Moden in der Theo-
rie. Sie tragen einen Nullimpuls und kénnen daher langreichweitige Physik beschreiben.
In der Infrarot—Regularisierung der DLCQ) einer gegebenen Feldtheorie sind einige Nullim-
pulsmoden—Feldoperatoren keine dynamischen Feldgrofien. Diese erhalten die Einfachheit
des Vakuums, geniigen aber gewissen Zwangsbedingungsgleichungen. Vakuumkopplungen,
die iiber sogenannte Zwangsimpulsnullmoden entstehen, werden im weiteren zur Beschrei-
bung der anomalen gluonischen Beitrige als spezifische Vakuumeffekte der nichtabelschen
Gruppentopologie der QCD hinsichtlich der Protonspinverteilung untersucht.

Der 1991 von Brodsky und Pauli fiir die QCD in (3+ 1) Dimensionen aufgestellte Lichtke-
gel-Hamiltonoperator [121] konnte allerdings aufgrund transversaler Freiheitsgrade com-
putertechnisch bisher nicht diagonalisiert werden. Daher wird im Zusammenhang mit der
Diskussion der Protonspinverteilung als Vakuumeffekt der Yang-Mills-Anteil der soge-
nannten kollinearen Version der QCD in (3 + 1) Dimensionen betrachtet [122]-[124].
Ausgangspunkt ist ein dynamisches Gluonmodell auf dem DLCQ-Impulsgitter mit Spin-
freiheitsgraden, das Gluon—Gluon—Paare in ausgedehnten longitudinalen und eingeschréank-
ten transversalen Dimensionen beschreibt. Die Vakuumstruktur dieser Theorie ist in ei-
ner dynamischen Eichnullimpulsmode und einer Zwangsnullimpulsmode enthalten. Die
Zwangsnullimpulsmode geniigt einer linearen Gleichung, die bedingt, dafl das Vakuum
nichttrivial ist und es zu einer Symmetriebrechung auf dem Lichtkegel kommt. Auf diese
Weise konnen die spezifischen Tunnelvorgéinge im gluonischen Vakuum analysiert werden,
die sich auf die Chiralitdt der Quarks und auf die Spinverteilung im Proton auswirken.
Ein Zusammenhang zwischen Vakuumstrukturen und Nullimpulsmoden wurde bereits
fiir die ¢*~Theorie untersucht, die strukturell der Vierpunktwechselwirkung von Gluonen
ghnlich ist. Spontane Symmetriebrechung und Vakuumkondensation konnte durch nicht

dynamische sogenannte Zwangsnullimpulsmoden erkléirt werden [52, 53].
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3.2 Die Koordinaten und die Impulse

In relativistischen Theorien 148t sich der Begriff der Zeit im Gegensatz zur nichtrelati-
vistischen Quantenmechanik verallgemeinern. Der verallgemeinerte Hamiltonoperator P

propagiert das relativistische System in dem Raumzeitentwicklungsparameter 7 geméafl

.0
i [0) =P |0) . (3)

Fiir diesen verallgemeinerten Entwicklungsparameter gibt es nach Dirac allerdings nicht
mehr als drei indquivalente Standardformen, die im nichtrelativistischen Limes gleich sind
[51]. Dies sind die instant form, die point form und die front form. Alle anderen Parame-
trisierungen des Minkowski-Raumes konnen iiber eine Lorentz—Transformation auf eine

der drei Formen zuriickgefiihrt werden. In der instant form ist 7 die aus der nichtrelativi-

stischen Quantenmechanik bekannte Zeit 2° = ¢. In der point form gilt 7 = |/(z°)2 — (7)2.
Die DLCQ geht von der dritten Standardform, der front—form-Definition,
1 1
+_— _* (.0, .3 -_ 1 (o0 .3 S (1 2
T = 2(3:+x) , T = 2($ 33) , L_(aj,x) (3.2)

aus. Als verallgemeinerter Zeitentwicklungsparameter wird 7 = z+ definiert. Die Auswahl
der z3-Richtung ist frei, ebenso die Wahl zwischen z* und 2~ zum Zeitentwicklungspa-
rameter, da durch die Drehung des Koordinatensystems im Minkowski-Raum mit zwei
Koordinaten auf dem Lichtkegel Raum und Zeit neu zu definieren sind. Die kanonische
Quantisierung der Theorie wird bei gleicher Lichtkegelzeit in einer Impulsraumformulie-
rung vorgenommen. Als Anfangswertfliche wird die Hyperebene tangential zum Lichtke-
gel, zt = 0, gewihlt. Der metrische Lichtkegeltensor hat die Gestalt

0 0 0

, |10 0 o
gN = 00 —1 0 ) :LL’V:(+’_;]-’2) . (33)

00 0 -1

Die partiellen Ableitungen sind entweder eine Zeit— oder eine Raumableitung abhéngig

von der Stellung des Lorentz—Index

0 0
=—=0" 0 =—=0" . 3.4
T fat ’ 0z~ (3:4)
Die konjugierten Impulse zu ™ und z~ sind
1 . 1
=7 0"-0") . (pt.5)=(5 ("+5'). 0" 1" . (3.5)

V2 V2

p~ wird als Lichtkegelenergie und (p™, p') als Lichtkegelimpuls eines Teilchens definiert.
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3.3 Die Dispersionsrelation

Fiir ein freies Teilchen mit der Masse m 148t sich aufgrund der Energie-Impuls-Relation

p'p, = 2pTp~ — p? =m? die Dispersionsrelation

_ . mP+p]

e (3.6)

aufstellen, denn massive Teilchen besitzen keinen verschwindenden longitudinalen Impuls
pt = 0. Teilchen nehmen ausschliellich positive, die zugehorigen Antiteilchen negative
Werte von p; und p;” an. Bezogen auf das Fockraum—Vakuum, den Referenzzustand mit
Energie und Longitudinalimpuls Null, erhélt man nach Renormierung Teilchen und Anti-
teilchen mit positiven Energien und Longitudinalimpulsen im Gegensatz zur instant form,
in der nur die Energie positiv sein mu8f.

Die positive Definitheit der Einteilchenimpulse bedingt, dafl in der Theorie der wechsel-
wirkenden Felder alle angeregten Zustinde den positiv definiten longitudinalen Impuls
Pt = ¥ p haben und nicht mit dem Vakuum der freien Theorie koppeln. Der Grund-
zustand der freien Theorie ist mit dem der wechselwirkenden Theorie identisch. Dies
bedeutet, dafl alle Konstituenten in einem physikalischen Eigenzustand direkt mit dem
Lichtkegel-Vakuum verbunden sind und nicht aus abgetrennten Vakuumfluktuationen
bestehen. Damit werden die Strukturfunktionen Wahrscheinlichkeitsgrofien der Lichtke-
gelwellenfunktionen.

Allerdings konnen die Nullimpulsmodenanregungen mit dem Lichtkegelvakuum koppeln.
Fiir die Nullimpulsmodenanregungszustinde, die Fourier-Moden masseloser Teilchen mit
p; = 0, hat die Dispersionsrelation (3.6) keine Giiltigkeit.

3.4 Die Lichtkegeloperatoren

Die (Anti-)Kommutatorrelationen werden bei gleicher Lichtkegelzeit aufgestellt, d.h. zwi-
schen zwei Raumzeit—Punkten, die iiber einen lichtartigen Abstand miteinander verbun-
den sind. Alle relevanten Operatoren konstruiert man in der Impulsraumdarstellung. Die
Quantisierungsvorschrift erfolgt nach dem Dirac-Bergmann—Formalismus [125]. Es wird
kanonisch in Anwesenheit spezifischer Zwangsbedingungen quantisiert. Die zehn die Dy-
namik des Systems beschreibenden Generatoren der Poincaré—Gruppe auf dem Lichtke-
gel sind explizit: die Lichtkegelenergie P~ die drei Komponenten des Lichtkegelimpulses
P+, Pt P? die Lichtkegeldrehimpulsoperatoren M*~, M?~, die longitudinale Rotation um
die z3-Achse M*'2, die Lichtkegel-Boost—Operatoren M'*, M?T sowie der longitudinale
Boost in z3-Richtung M~ [51]. Sie erfiillen die Poincaré-Algebra [126]:
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[P*, P"] =0
MM, PY] = i (g P> — g™ P) (3.7)

[M™ | MP7] = —i(gh? MY — g"P M + g*° M* — gh? M*P)

Die Lichtkegelimpulsoperatoren, der longitudinale Rotationsoperator und die Boost-Ope-
ratoren sind kinematische Operatoren, die mit der Lichtkegelenergie kommutieren, und
unabhéingig von jeder Wechselwirkung die Anfangswertoberfliche invariant lassen.

Diese einfachen Felddarstellungen erlauben eine Quantisierung auf dem Lichtkegel un-
abhingig von einem speziellen Bezugssystem. Die berechneten Wellenfunktionen hingen
nur von den inneren relativen Impulskoordinaten z; = i, mit 0 < z; < 1, und &k, ,, mit
pi, = ;P + k,,, ab. Sie haben in jedem Lorentz—Bezugssystem Giiltigkeit, und es gilt
die Impulserhaltung >, z; = 1 und Y, k,, = 0 [120].

Die dynamischen Generatoren P~, M'~ und M?" enthalten die Wechselwirkung zwischen
den Feldern, erzeugen eine Bewegung in der Lichtkegelzeit 27 und kommutieren nicht mit
P~. Die Casimir-Operatoren der Poincaré-Gruppe sind das Massenquadrat M? und das

Quadrat des vierdimensionalen axialen Pauli-Lubanski—Vektors w. Es gilt

M?=P,Pt=2P*P —P? | (3.8)
1
w? = M" M,, P, P’ — §M,WMWM2 , (3.9)
1 A v
w, = §6>\WPP M* (3.10)

€uwpo 15t der total antisymmetrische Levi-Civita-Tensor in vier Dimensionen, mit
€1231/€5+_12 = 1. Uber das Massenquadrat M? wird eine zum HeisenbergProblem des
Zeitentwicklungsoperators dquivalente Eigenwertgleichung

Hic |U)= M*| V) (3.11)

aufgestellt. Hyc = P*P, ist der Lichtkegel-Hamiltonoperator. Dieser beinhaltet alle In-
formationen iiber die gesuchten Masseneigenwerte und Wellenfunktionen sowie in bezug
auf den axialen Vektor w wesentliche Aussagen {iber die Spinverteilung eines zusammen-
gesetzten Teilchens. Die Verbindung zwischen dem Spin eines Teilchens in der instant

form und der Helizitét in der front form wird iiber eine Melosh-Rotation hergestellt [127].
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Die Vektoren |¥) sind aufgrund der Diagonalitit der Boost—Operatoren in der Lichtke-
gel-Fockraum-Darstellung fiir jedes Bezugssystem gleich. Jeder hadronische Eigenzustand
|W) des Lichtkegel-Hamiltonoperators kann in einen vollstéindigen Satz der Eigenzustéinde
{|n)} des freien Hamiltonoperators entwickelt werden [120], der dieselben globalen Quan-
tenzahlen hat

Jedes Hadron kann in zweitquantisierte Summen iiber die Fluktuationen der Farbsingulett—
Zustinde verschiedener Impulse und Quantenzahlen entwickelt werden, da die Eigen-

zustédnde des Lichtkegel-Hamiltonoperators nach (3.11) das Spektrum der Hadronen re-

produzieren und sich als Summe der Fockzusténde beliebiger Teilchenzahl darstellen las-

sen. Die Koeffizienten der Fluktuationen sind die Wellenfunktionen ¢, (z;, k1, A;) aus

(3.12) auf dem Lichtkegel.

Im Falle des Protons beginnt die Fock—Entwicklung mit dem Farbsingulettzustand |uud)

der freien Quarks und setzt sich mit |uudg) sowie anderen Quark—Antiquark— und Gluonen—
Zusténden fort, welche die Freiheitsgrade des Protons in der QCD aufspannen. Die Fock-

zustande {|n)} werden auf dem freien Vakuum gebildet, indem man die freien Lichtkegel—

Erzeugungsoperatoren auf das freie Vakuum anwendet. Die Summation geht iiber alle

Impulse (z;, k1) und Helizitdten JA;, die der Impulserhaltung >?z; = 1 und Y7 k;, =0

sowie der Erhaltung der Projektion J2 des Drehimpulses geniigen.

3.5 Die Kompaktifizierung der Lichtkegeltheorie

In der DLCQ wird komplementir zur Gittereichtheorie der Lichtkegelimpuls diskretisiert
und ein unendliches Gitter mit endlichen Gitterabstinden im Impulsraum betrachtet.
Das Gitter erhélt man, indem die freien Felder auf dem endlichen Intervall [-L, L] in
der Lichtkegelraumrichtung = bzw. dem Intervall [-L, , L, ] in den transversalen Rich-
tungen x1,zo quantisiert werden. Zudem miissen ebene Wellen mit periodischen oder
antiperiodischen Randbedingungen gefordert werden. Die Kompaktifizierung [139] der
Feldtheorie fiihrt zu abzdhlbaren Impulszustdnden. Die Longitudinalimpulse sind
nm

Pn=T - (3.13)
Fiir die periodischen Randbedingungen nimmt n die Werte 0, 2, 4, ..., fiir die antiperiodi-
schen die Werte 1, 3,5, ... an. Periodische Randbedingungen werden gewohnlich fiir die
Bosonfelder, antiperiodische fiir die Fermionfelder gew&hlt.
Durch die Einfiihrung eines Impulsabschneideparameters A wird das Gitter endlich und
der Impulsraum abzihlbar endlich. Die Hamilton—Matrix der Eigenwertgleichung (3.11)
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kann damit auf eine endliche Matrix reduziert und numerisch diagonalisiert werden.
Wegen der Lingen L, L, und des Infrarot—Abschneideparameters A ist die Lorentz—
Invarianz gebrochen. Diese kann durch den Ubergang in den Kontinuumslimes A — 0o
und L, L; — oo wiedergewonnen werden. Die diskreten Impulse werden in diesem Limes
wieder kontinuierlich.



Kapitel 4

Das Gluonmodell

Im folgenden wird die Gluonpolarisation genauer untersucht, da eine signifikante Polarisa-
tion der strange Seequarks im Experiment nicht bestéitigt wurde und theoretisch aufgrund
der SU(3)-Flavour-Symmetriebrechung nicht notwendig folgt und hshere Twist-Effekte
nur eine kleine Korrektur zu Gleichung (1.66) beisteuern. Der Beitrag eines orbitalen
Drehimpulses wird aufler acht gelassen.

Fiir die Untersuchung des Protonspinverteilungsproblems unter dem Aspekt der Null-
impulsmoden—Vakuumstruktur auf dem Lichtkegel wird das sogenannte ,,colour flux tube
model “ vorgestellt [122]-[124]. QCD—-Effekte wie die Paarerzeugung von Partonen werden
iiber eine colour flux tube dhnliche Gluon—Wechselwirkung erkliart. Motiviert wird dieses
Bild einerseits durch die strukturell &hnliche Symmetrie-Algebra der Instantonen in zwei
Dimensionen und der in den vierdimensionalen selbst-dualen Yang-Mills-Gleichungen
[128]. Andererseits existieren experimentelle Hinweise auf FluBréhren in Baryonen und
Mesonen aus Streuexperimenten [129].

Der colour flux tube wird iiber eine (1 + 1)-dimensionale reine Gluontheorie mit adjun-
gierter Materie von bosonischer Natur formuliert. Die Eichnullimpulsmode des longitu-
dinalen Gluonfeldes tritt dabei als dynamischer Freiheitsgrad auf. Die Nullimpulsmode
des transversalen Gluonfeldes gehorcht einer spezifischen Zwangsgleichung. Eich— und
Zwangsnullimpulsmode bilden die Grundlage fiir eine nichttriviale Vakuumstruktur, die
mit der nichtabelschen Gruppentopologie verkniipft ist. Helizitdts— bzw. Spinfreiheitsgra-
de bleiben trotz dimensionaler Reduktion erhalten.

Der Gedanke, dafl die Gluonpolarisation auf eine colour flux tube dhnliche Wechselwirkung
zuriickgefiihrt werden kann, wurde bereits in [130]-[132] mit Hilfe des Matrixelements ei-
nes eichinvarianten nichtlokalen ,, Gluonstring“—Operator diskutiert. A priori ist allerdings

nicht bekannt, wie ein nichtlokaler Operator praktisch zu handhaben ist.

42
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4.1 Die Lagrangedichte

Ausgangspunkt der Betrachtungen ist hier die reine Yang-Mills-Lagrangedichte in zwei

Raum-Dimensionen und einer Zeit—Dimension
1 uv 1 af al
Leey = =5 Sp (F*Fu) =~ Sp (F*Fap + 2F*Fay) (4.1)
mit
F¥ = o' AY — 0"AF +ig[AF AV = 0" AY — DVAF . (4.2)

F# ist der Gluonfeldstirketensor, bei dem die Lorentz—Indices p (bzw. v) in longitudinale
a (bzw. ) = 4, — und transversale 1 Anteile zerlegt wurden, und g ist die Kopplungs-
konstante. Das dreidimensionale Eichfeld A* = A+ A~ Al setzt sich aus den SU,(2)-

Vektorpotentialen der drei Gluonen zusammen, D" bezeichnet die kovariante Ableitung
D" =0"+ig[AY, %] . (4.3)

Nimmt man an, daf8 die transversale Raumkoordinate z, = z! kompakt und klein ist,
wie dies beispielsweise fiir hohe Temperaturen in der euklidischen Version der Fall ist, so

kénnen die transversalen Impulsanregungen fiir A*, A~ und A+ gem#8
0,A* =0 (4.4)

eingeschrinkt werden. Man 148t nur die Nullimpulsmoden transversaler Gluonanregun-
gen zu. Die transversalen Normalimpulsmoden sind dann hochenergetische Moden, wobei
der Impuls der niedrigsten Normalimpulsmode ~ 1/L ist. Diese konnen herausintegriert
werden, so dafl man einen effektiven Hamiltonoperator fiir die verbleibenden transversa-
len Nullimpulsmoden erhélt. Hinsichtlich der longitudinalen Gluonanregungen werden die
Null- und die Normalimpulsmoden beriicksichtigt.

Mit dieser Einschrankung kann die Theorie in einem kleinen transversalen Volumen, in
einem sogenannten colour flux tube, formuliert werden. Die als Lichtkegel-Analogon zum
equal time Femto—Universum [133]-[135] definierte Theorie ist fiir die Untersuchung der
Gluoneffekte der nichtabelschen SU,(2)-Gruppentopologie und fiir die Polarisation der
Materie wesentlich. Es ergibt sich eine auf 1 + 1 Dimensionen reduzierte SU,(2)-Eich-
theorie, in der die urspriingliche (2+1)-dimensionale Struktur in der transversalen Gluon-
komponente Al erhalten bleibt. At kann als spurloses 2 x 2 hermitesches Skalarfeld
® definiert werden [136, 137], das sich unter der adjungierten Darstellung der SU,(2)—
Farbgruppe transformiert.

Da die transversale Linge nur als Vorfaktor der Fourier-Entwicklung der Felder auftritt,



44

konnen die Einheiten fiir A#, g und F*? nach

AP AM = AM (2L))7
g » g =g (2L1)® ,
Fof  Fof = FoB (2L,)3 (4.5)

=

umskaliert werden. Geméfl der Einschrinkung aus (4.4) ergibt sich die neue Lagrange-
dichte

L = Sp (-% FPF3+ D® D, ® — 12 ® <1>) : (4.6)
wobei
AP = (A+, A, Ai) = (V, A, <1>) . D°® = 0°® +ig[A%, @] = F** (4.7)

beriicksichtigt wurde. Der Massenterm o des Skalarfeldes ® dient der Absorption der
logarithmisch divergenten Massenrenormierung und zerstort nicht die (14-1)-dimensionale
Eichinvarianz der Theorie. Die Lagrangedichte hat die Struktur einer nichtabelschen Eich-
theorie in 1 + 1 Dimensionen, die an Materie von bosonischer Natur in der adjungierten
Darstellung der SU_ (2)-Farbgruppe koppelt. Die adjungierte Materie imitiert transver-
sale Gluoneffekte im Gegensatz zum SU_(N) ’t Hooft-Modell in 1 + 1 Dimensionen.
Das Modell von 't Hooft koppelt an Materie in der fundamentalen Darstellung, und es
treten ausschliefilich Quark-Antiquark-Bindungszustinde auf, da es keine transversalen
Gluonen gibt [138]. Als Eichung wird die Lichtkegel-Coulomb—Eichung

O_V(z—,z7)=0 (4.8)

verwendet. Die Randbedingungen werden periodisch gewéhlt und der topologisch erwei-
terter Hilbert-Raum eingeschrinkt. Die physikalischen Freiheitsgrade sind dabei nicht be-
schriinkt, wie dies bei der Lichtkegel-Eichung V' = 0 der Fall ist. In der Lichtkegel-Eichung
wird die eichinvariante Nullimpulsmode des Eichfeldes V' als physikalischer Freiheitsgrad
eliminiert [139].
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4.2 Die Nullimpulsmoden

Um die Nullimpulsmoden im Farbraum behandeln zu koénnen, wird fiir die Felder die

Helizitatsbasis
Azt z7) =2 A (at, 27) + 7T AR (2t 27) + 7 AR (2t 27) (4.9)

eingefiihrt [140]. Hierbei mu8 fiir die Indices + und — der Felder die untere Schreibweise
beachtet werden im Gegensatz zur oberen Indexschreibweise fiir die longitudinalen Fel-
der. Der untere Index der Felder steht immer fiir die Helizitdtsbasis. Fiir die adjungierte
Darstellung wéhlt man die spurlosen hermiteschen 2 x 2 Farbmatrizen 7¢ als Erzeugende
der SU,(2)-Gruppe

+—L01 io? :L 01
= 2\/5( +io?) \/5(0 0) , (4.10)

1, ., 1 {00
T:ﬁ(U—ZO’)— 2<10) (4.11)

1 1 1 0
3_ 1t 3_ 1
N 2(0-1)

o' sind die bekannten Pauli-Matrizen. Die Farbmatrizen 7¢ geniigen den Vertauschungs-

und

relationen
[, 7t =7 , [P r]=—-7 , [tF,77]=7 . (4.12)
Fiir die Spuren gilt
1
3,3\ _ * +-) = =
Sp(TT)—2 , Sp(TT)—2 . (4.13)

Alle anderen Spurkombinationen verschwinden.

In der Lichtkegel-Coulomb-Eichung ist die Nullimpulsmode von V(z), die sogenannte

Eichnullmode
1 L
_ - + - 4.14
Vyo=57 [ doV(a*a) (4.14)

eine von der Lichtkegelzeit abhéngige Funktion [139]. Uber eine Rotation im Farbraum,

in dem keine Richtung ausgezeichnet ist, kann diese diagonalisiert werden

V(zh) = ( v(@) 0 ) =r(zt) . (4.15)
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v(x™) ist eine Konstante in longitudinaler und transversaler Richtung. Sie wird als quan-
tenmechanischer Freiheitsgrad behandelt [141].

Die Nullimpulsmode von A(z") wéhlt man in der Farbebene von 7 und 7~

34\ 0 {Ai)o
(T°A)o = ( A% 0 ) : (4.16)

Sie kann zu der festgesetzten Lichtkegelzeit 2§ = 0 weggeeicht werden. Die entscheidende
Nullimpulsmode des Skalarfeldes ® ist die des Feldes 3, die sogenannte Zwangsnullmode.
Diese hat einen entscheidenden Effekt auf die Spinverteilung im Proton und steht mit
der Infrarot-Regularisierung in der DLCQ im engen Zusammenhang. Sie geniigt einer
Zwangsbedingungsgleichung (sieche Gleichung (4.19) und Anhang C). Ihr Effekt wird in
Kapitel 5 diskutiert. Die Nullimpulsmoden von ¢, und ¢_ sind dynamisch unabhéngig.

4.3 Die Farb—Maxwell-Gleichungen

Die Bewegungsgleichungen, auch die Farb—Maxwell-Gleichungen genannt [140], ergeben

sich durch Variation der Lagrangedichte nach den Gluonenfeldern zu

J&=gJ% —iglF*, Ay, JS =—i[® D®] (4.17)
OpFP* = gJ% , DgFP*=gJ% (4.18)
(DD + p3) @ =0 . (4.19)

Sie definieren den Farb-Maxwell-Strom J2(z) und in kovarianter Schreibweise den Ma-
teriestrom J& (x). Nach dem Noether-Theorem ist der Farb-Maxwell-Gluonenstrom der
erhaltene Strom 0, J¢ = 0, wobei als erhaltene Ladung das zeitunabhéngige, rdumliche

Integral iiber die Lichtkegelzeitkomponente des Gluonenstromes

d

L
Q.(r) = [L de=JF(z7,2%) , ——Q,=0 |, (4.20)

definiert wird. Dies folgt aus der Divergenzfreiheit des Gluonenstromes und der Annahme
der Periodizitdt der Felder. Der Materiestrom ist nicht erhalten, es gilt aber D,J7 = 0.

4.3.1 Die longitudinalen Gluonfelder
Die Bewegungsgleichung des Gluonfeldes V' schreibt sich kovariant als

gJ. = 0,0_A-0\V —g*[A4,]V,A]]
— ig(2[A4,0,V]—-[A0-A]|—[V,0:A]) . (4.21)
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In kovarianter Notation lautet die Bewegungsgleichung des Gluonfeldes A
D_Ft=D_(0,V—-D_A)=-D>A=gJ} . (4.22)
Die Komponenten dieses Feldes haben die explizite Form
~ Ay =gJF , —(0 +igu)’ A, =gJF , —(0 —igv)’A =gJ* . (4.23)

Die obigen keine Zeitableitung enthaltenden Gleichungen sind weder unabhéingige noch
quantisierbare Freiheitsgrade mit konjugiertem Impuls. Sie sind redundante Variablen im
Hilbert-Raum und werden durch Integration der Gaufischen Gleichungen bestimmt (siehe
Anhang B.3).

4.3.2 Das transversale Gluonfeld

Das gluonische Skalarfeld ® gehorcht der Zwangsgleichung aus (4.19). Explizit hat sie die
Gestalt

pe® = 0_(Dy + 04)® +ig(0+[V, @] + [ A%, D, ®]) . (4.24)

Die Bewegungsgleichungen der Komponenten im Skalarfeldsektor beinhalten zum einen
die dynamischen Gleichungen fiir die Felder ¢, und den Normalmodenfeldanteil (3
[142]; sie sind die unabh#ngigen zu quantisierenden Felder mit konjugiertem Impuls. Zum
anderen stellen sie die Zwangsbedingungsgleichung fiir die Nullimpulsmode von ¢3 (siehe
Anhang C).

4.4 Der Dirac-Bergmann—Formalismus

Durch die Lichtkegel-Coulomb-Eichung wird die nicht physikalische Unbestimmtheit der
Lagrangedichte nicht vollstindig beseitigt. Aufgrund der Invarianz der Lagrangedichte
unter lokalen Eichtransformationen gilt

Az) - Al@) = Au(a:)—i—;&uu(a:) , (4.25)
wlxt,z7) = wt,a +2L)+ 27l . (4.26)

w(z™,z7) ist die Eichfunktion und [ = 41,42, .... Fiir die Nullimpulsmode des Gluon-
feldes V' (z) bleiben aufgrund des topologisch wie geometrisch nichttrivialen Konfigu-
rationsraumes grofle Eichtransformationen, die sogenannten Gribov-Kopien bzw. Zy—

Symmetrien [143, 144], Verschiebungen um das Vielfache von 7 sowie kleine Eichtrans-

formationen wie die Weyl-Spiegelungen und die Spiegelung und Zentrumstransformation
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bestehen. Diese miissen durch zusétzliche Eicheinschriankungen auf dem fundamental mo-
dular domain [144] behoben werden, um die nichtabelsche Theorie eindeutig quantisieren

zu konnen. Substituiert man v durch den dimensionslosen, diagonalen Operator z

L
2 =90 (4.27)

)
™

so lassen sich die Gribov—Kopien als Verschiebungen der Form z — z 4 2/ schreiben. Fiir
die Zy—Symmetrien ergeben sich die Verschiebungen z — z + (2 + 1), mit [ € Z. Die
Weyl-Spiegelungen sind von der Form z — —z, und fiir die Spiegelung bzw. Zentrums-
transformation gilt z — (1 — 2z). Z ist die Menge der ganzen Zahlen. Auf dem endli-
chen Intervall 0 < z < 1, dem fundamental modular domain, bleibt nur die Zentrums-
transformation, d.h. eine Symmetrie um z = %, bestehen.

Aufgrund der Beschrinkung auf den fundamental modular domain kénnen die dynami-
schen Felder analog zur instant form quantisiert werden. Sie sind nach Quantisierung
Operatoren, die im Zustandsraum der moglichen physikalischen Zustinde wirken. Der
Zustandsraum setzt sich aus dem quantenmechanischen Hilbert—Raum A mit konstanter
Teilchenzahl und dem Fockraum F zusammen. Die Zustinde haben die nicht separable
Struktur

oo N
Ty => > cfnf,)jw,« lv) cf,’,)j A0 e H , |vYeF . (4.28)
r=0 v=1
Nach der Quantisierungsbedingung hat der quantenmechanische Freiheitsgrad z den kon-

jugierten Impuls

272 2T

) _
z und 7, geniigen der Kommutatorrelation
(2,7, ] =1 . (4.30)
Diese ist fiir jeden physikalischen Zustand bei 21 = 0 erfiillt. In der Wellenfunktionsdar-

stellung 1&8t sich z (2’ und 2" als reell-hermitesch 2’ T = 2’) schreiben als

Ue(2)=A(z|r)y , z|2)y=712) |, <z'|7rz|z"):—i£(5(z'—z") . (4.31)

Der im Sinne der Quantisierungsvorschrift zum Skalarfeld ® konjugierte Impuls II ist
geméaf
NI=D & = 0.9+ ig[V,d]
= 0_®+igv [7’3, 03T + o Tt + go_T_] (4.32)
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definiert. Die konjugierten Impulse zu den einzelnen Feldkoordinaten sind
™ = 0_p;3 ) Tt =(0-tigv) s . (4.33)

In der Schreibweise der Erzeugungs— und Vernichtungsoperatoren der Gluonen im Fock-
raum werden diese Operatoren unter Beriicksichtigung der Periodizitit der Randbedin-
gungen in eine Fourier-Reihe entwickelt. Eine Untersuchung des Skalarfeldes ® in der
Basis aus Gleichung (4.9) zeigt, dafl ¢3 ein reelles Feld ist und ¢, komplexe Felder sind.
Nach Quantisierung wirkt die Operatorfunktion 3 im Fockraum F. Ausgenommen von

der Quantisierungsprozedur ist die Nullimpulsmode

o ag(zt)
3 /_471' )

die kein Freiheitsgrad, sondern eine Funktion aller Felder und des Massenterms ist. Die

(4.34)

Fourier-Darstellung von 3 hat die Gestalt

A+l
ag(z* 1 3 —il Tz Tz
p3(x,2t) = i}éﬁ)-i-mZ(al(f)wle e 4ol (at) w, et ) . (4.3b)
=1

a}(z*) und a;(z*) sind die Erzeugungs— und Vernichtungsoperatoren im sogenannten -

Sektor des Fockraumes F. Der Vorfaktor —— ergibt sich aufgrund der Substitution von
z durch ( =z — % im fundamental modular domain. Der Summationsindex symbolisiert

ganzzahlige Impulse. Das konjugierte Impulsfeld

A+3

T 1 za- 1z
= JirL > (a;(aﬁ) " T — gzt ” e T ) (4.36)
=1

zu 3 ist eine reine Normalmode, da die Nullimpulsmode 8003 im Impulsausdruck verschwin-

det. Aus der Kommutatorrelation zu gleicher Lichtkegelzeit g = 0 folgt

w; = (437)

Sl=

als Entwicklungskoeffizient gemé&f

17n , 1 o
= —s (B -y-57) 438
2| P (@), m (y)Lg—y; 2( Lz —y) =57 (4.38)
mit $; (z) als reiner Normalmodenanteil zu ¢z (siehe auch [145]). Der Term —5- in

Gleichung (4.38) schliefit das Mitnehmen der Nullimpulsmode aus. Die Funktion

1 1 I
5L($_) = ﬁ + ﬁ Z 6Zkf$ , (439)
k

k70
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$a) = Jim 5,) [ LL do Su(~) = 1 (4.40)

L—o0

ist die Fourier-Entwicklung der 6—Funktion auf dem Intervall [—L,+L|. Fiir die Kom-

mutatorrelation der Normalmoden gilt
lax,af | =4} (k,l=1,..,00) . (4.41)

In den obigen Relationen tritt die Zwangsnullmode aq nicht auf. Die Bezeichnung der
Zwangsnullmode ay ist nicht zu verwechseln mit jener der singuletten Axialladung a®(Q?)
aus Kapitel 1.

ag geniigt der Ungleichung [ag,a;] # 0 und der Zwangsgleichung aus (4.19). Diese Glei-
chung wird im Zusammenhang mit Kapitel 5 in Anhang C.2 mit einer Diagrammethode
nach Kalloniatis [146] untersucht.

Die komplexen Felder

er(@) = ¢l @) (4.42)

die nicht diagonalen Komponenten des Skalarfeldes ®, werden wegen ihrer Abhingigkeit
von z ebenfalls auf dem fundamental modular domain quantisiert. Der zu ¢_ konjugierte
Impuls ist 7. Das andere Konjugationspaar wird iiber die hermitesche Konjugation

konstruiert. Beide Komponenten erfiillen die kanonischen Kommutatorrelationen

o @ W], =7 [e @)

Z —aG —y)  (443)

5 =Yg
bei gleicher Lichtkegelzeit zj = 0. Die Impulsmodenentwicklung

_ &(xg) .

p_(z7) =) =
lez \/2m | 1+ 2L | ez /21 |1+ 2|

geniigt den obigen Kommutatorrelationen. Fiir ¢(z§) gilt die Vorschrift

& (pF
—iZrT _ & (zg) o iETT (4.44)

[a(zg), e (@) | = ofsen(l+2) . (4.45)

Die Signumfunktion fiir beliebiges z ist asymmetrisch. Um eine eindeutige Interpretation
fiir ¢, und E}L als Vernichtungs— und Erzeugungsoperatoren der Gluonen zu erhalten, wird
eine Verschiebung um einen Wert mgo(z) € B, mit B = +3,+3, ..., +-00 vorgenommen.
Den Summationsindex [ ersetzt man durch m — mg. Ein x~-abhingiger Phasenfaktor
wird damit vor die Summe gezogen. €,,_,, wird in ¢, umbenannt. Daraus folgt nach

[139]

gimofe” enled)

QO*(-’L'_): \/% mZEB \/|m+z_m0|

e~mieT (4.46)
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mit
[cm, ¢, ] = 6™sgn (m +z — mg) . (4.47)

Die Verschiebungskonstante mg(z) € B 1d8t sich durch die Stufenfunktion

mo(z) = st(z) — % : st(z) = { 12 +[zl] z i g (4.48)

ausdriicken. [z] ist die entier-Funktion von z. Aus st(z) + st(—z) = 1 ergibt sich
mo(z+1)=mo(2) +1 , me(—2) = —me(z) . (4.49)
Fiihrt man die neue Variable
() =z—mols) , C+D)=C() 5 C(=2) = —C(2) (4.50)

ein, mit my = % im fundamental modular domain, so werden die Spiegelung und die

Zentrumstransformation von z beseitigt. Nach Gleichung (4.50) ist ((z) auf dem Intervall

—35 < ((2) < 3 definiert. ¢ () und ¢, (z) schreiben sich jetzt als eindeutige Entwick-

lungen
eimo%w_ A o o
w (xr7)= bty € LT +dlnvm emr® 4.51
)= T X ) (451)
und
e—zmoL - .
oi(z7) = ra Z (bT Uy €™ + d vy, € ™I ) . (4.52)
m=}

Sie sind mit den periodischen Randbedingungen vertriglich. Die Operatoren b,, und d,,
wirken als Vernichtungsoperatoren, die Operatoren df, und b als entsprechende Erzeu-
gungsoperatoren verschiedener Gluonen im b— bzw. d-Sektor des Fockraumes F. Es gilt
bm := ¢y und df := c_,,. Der Index m geht iiber halbzahlige Impulse. Die Erzeugungs-

und Vernichtungsoperatoren kommutieren nach den bosonischen Relationen
(b, 0l | = [l =07 [bmdw | = [budly ] =0 . (453)

Die Koeffizienten u,, und v, ergeben sich aus der Kommutatorrelation in (4.47) zu

1 1
Up 1= —e i e (4.54)

m + ((z) m — ((z)
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Fiir die konjugierten Impulse gilt

o T g (b, et e g, L it £ ) (4.55)
VATL =0\ " u Um
—2
und
i i i (df iei (mtmo) fa~ _p Lefi (mmo)%w> _ (4.56)
Var L =\ " vy, Unm

3

Im fundamental modular domain gibt es demnach nur eine Eichtransformation { —
¢ + 1. Sie erzeugt die Verschiebung my — mg + 1. Allein die Phase von ¢ (z~) wird
verdndert, nicht die Erzeuger—Vernichterzuweisung. Das Fockraum—Vakuum bleibt unter

dieser Transformation invariant.

4.5 Die Eigenwertgleichung

Die Erhaltungsgrofien, d.h. die Farbladung @3, der Lichtkegelimpuls P* und die Licht-
kegelenergie P~, werden im weiteren iiber die Gluonenoperatoren ausgedriickt, um die
Heisenbergsche Eigenwertgleichung im Impulsraum aufstellen zu kénnen. Die Gluonope-

ratoren wirken im Fockraum. Dieser wird von den Zusténden der Gestalt
_ it it g i it it

|v)=a..a b b dpy -y | 0) (4.57)
aufgespannt. Die [ sind ganzzahlige, die ms und mj; halbzahlige, diskrete Impulse der
verschiedenen Gluonen aus dem jeweiligen a— bzw. b— oder d—Gluonsektor; 5 =1,2,3,... N
gibt die Anzahl der Teilchenzusténden an. Fiir das Fockraum—Vakuum gilt

a§3|0>:bfnﬂ|0):dfn,5\0):0 : (4.58)

Der Index 7 = 1,2, 3 steht fiir die Farb-Antifarbzusténde (r =rot, b = blau)
T bb
=7 ,

P~,P" und @3 kommutieren miteinander und kénnen damit unabhiingig voneinander

1 2=rb , 3=0bF . (4.59)

diagonalisiert werden. Die Diagonalisierung von P~ , P™ und Q3 ist wichtig fiir die Diago-
nalisierung der Matrix der systemunabhingigen und Lorentz-invarianten quadratischen
Masse M? = 2P+ P~ und ebenso fiir die Bestimmung der Masseneigenwerte und Eigen-

funktionen der Gluonentheorie. Zusétzlich miissen diese die Bedingung

Q3 | phys) =0 (4.60)

erfiillen, mit | phys) als physikalische Zustéinde. Zur numerischen Berechnung des Pro-
blems wird das endliche Gitter im Impulsraum verwendet. Dazu transformiert man die

Konstanten der Bewegung und die Farbladung in den Impulsraum.
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4.5.1 Die Farbladung

In der zweitquantisierten Form erhélt man nach Einsetzen der Ausdriicke aus den Glei-
chungen (4.51), (4.52), (4.55) und (4.56) in die Gleichung (B.3)

m:§

Zusténde mit gleicher Teilchenzahl b und d geniigen dieser Gleichung. Die Gluonen treten
demnach immer als gebundene neutrale Zusténde auf. Farbgeladene Zustédnde der Gluonen

konnen als lokale Farbladungsdichten trotz der obigen Einschrinkungen erkldrt werden.

4.5.2 Der Lichtkegelimpuls

Der Lichtkegelimpuls P* ist aufgrund der Eigendarstellung diagonal

L L
pt = /_L de~ T+ = /_L (3_S03903 +2(0- +igv) ¢4 (0- —igv) gp_) dz= . (4.62)

Mit den Feldentwicklungen und den zu ihnen konjugierten Impulsen aus Abschnitt 4.4
ergeben sich fiir den Grundzustand von P* nach Normalordnung zwei Gluonenoperator-
ausdriicke
T = T & 1 1
.pt. — T 2 Ty T d
P = Elzzlalal wy -+ Zmzl (bmbmu2 + dmdmv%)

—1 m
2
00 00

= I dal + 7Y (Bubwm+ Q)+ dydn(m =) . (4.63)
L= L o

Bei Anderungen von ¢ und unter grofien Eichtransformationen ist der obige Ausdruck
invariant. Um die Diskretisierungsperiode L aufler acht lassen zu konnen, wird der neue

Impulsoperator K gemaf

T A
:Pt:= K 4.64
. (4.64)
eingefiihrt. Dieser wird als die harmonische Auflosung bezeichnet. Jeder feste Eigenwert
von K bedingt eine endliche Fockraum-Dimension, da alle Impulse diskret sind. Dies
wiederum fiihrt zu endlichen Matrizen, welche numerisch diagonalisiert werden koénnen.
Um bei den numerischen Berechnungen auf das Kontinuum K — oo zu schlieflen, werden

hohe K—~Werte herangezogen und die Folge der FEigenwerte auf Konvergenz untersucht.
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4.5.3 Die Lichtkegelenergie

Die Lichtkegelenergie P~ ist ein nicht diagonaler Operator von komplizierter Struktur im
Hilbert-Raum. Sie beschreibt die Wechselwirkung von zwei skalaren Materiestrémen in
Richtung einer Gluonen—&hnlichen instantanen Wechselwirkung. Um

P_(x)z/_LL de~ T = /_LL d:v_Sp(FJ’_FJ’_-i-ug(I)(I))

L
= / da~ Sp (0.V — D_A+ 4330 (4.65)
L
im Impulsraum darzustellen, geht man zunéchst zur Komponentenschreibweise

1 L
p = L(8+v)2+—/ o= 9_A;0_ A,
2 J-1
1 L
+ 5/de_((3_+igv)A+(8_—igU)A_+(8_—igv)A_(8_+igv)A+)

+

L
/_L dz™ 5 (psps+ o o— +9_py) (4.66)

iiber. Nach partieller Integration der Integrale [, (O_ F igv) Az (0_ + igv) A+ und
Beriicksichtigung der Periodizitdt der Randbedingungen wird P~ zu

P~ = L(3+1))2
- 1/L dr~ (A3(0-)%As + Ay (0 —igv)? A_ + A_(0_ +igv)* A,)
2 /)1 3l0-) Az + 0= - -\0- +

1 L
+ 5/_L dz™ pg (P33 + o + @i ). (4.67)

Die Komponenten des Feldes A kénnen nach den Gaufl-Gleichungen durch die Strome
J¢ (™) ausgedriickt werden (siche Anhang B.3). Dazu ersetzt man die obigen Differential-
operatoren durch die Greenschen Funktionen G, , G5, G'3 aus Anhang B.3 und substituiert
L(0,v) nach Gleichung (4.29). P~ ist dann

gZ L d2

1 L " n
pr=—tt 4 o [ de (JF Gy It Gt + a1t

1 L _
+ B [de pe (P33 + oo +o_pr) . (4.68)

Das n iiber J; gibt den Normalmodenanteil von J;~ an. Zur Strukturuntersuchung wird
P~ in den diskreten Fourierraum transformiert. Die Strome J5(k), J, (k) und J_(k) (siehe
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Anhang B.2) ersetzt man durch die Summe aus den Ladungen Q3(k), Q. (k) und Q_(k)
und den symmetrischen Resttermen f—]’: und ]3—:. Auf diese Weise kann die Zwangsnullmode
ag vollstindig separiert und gesondert betrachtet werden. Zusétzlich wird die Diskretisie-
rungsperiode L iiber die Substituierung

P

=1|b'

H (4.69)

herausfaktorisiert. H ist der neue Lichtkegelenergieoperator. Die Kopplung % wird durch
§* substituiert. In der effektiven (1 + 1)-dimensionalen Theorie besitzt g die Dimension
einer Masse. Nach den erwéhnten Ersetzungen 148t sich die Gleichung (4.68) folgender-

mafen umschreiben

A+1

= - 4@2;{2 +20° (3 wk QY) Qa(b) + Z (vt Q4 (W) Q1 (k) + i QLK) Q-(8)) )
+ o (szw;ﬁ [Qs(k), Q5 (k)] +kz:(v,% @+ (k) QL(K)| +ui [Q-(k), QL(K)]) )
n i( (BEQ-(k) + QL(k) B) +vi (DLQy (k) + QY (k) Dy) )
+ ;f:j(uz (Be Bl + Bl By) + v} (Dx D} + DL Dy)) :
+ “Z%(aO+AZ+2wk+Zuk+ka)
- %‘% (jzjwkakaﬁgj(ukbfbﬁvkdfdk)) . (4.70)

H hat unterschiedliche Operatorstrukturen, die in drei Anteile zusammengefafit werden

konnen
H HEwh + HFock + HZwang (4'71)
H,, , enthilt den kinetischen Term —4 d2 sowie die vollstdndig kontrahierten Terme
A+% A
A = 3 (X w0l [Qs(k), QU] 10) + 3 v (0] [@- (k). QL ()] 10)
k=1 k:%
A
+Y a0 (0,QL W] 10) = V() (4.72)

_1
k=3
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Diese sind mit dem Fockraum—-Vakuumerwartungswert identisch. H,, ist nur eine Funk-

tion von (, nicht aber von den Gluonenoperatoren. H, . ist der iibrige von ¢ und den

ock
Gluonenoperatoren abhingige Fockraum—Anteil, d.h. abziiglich Gleichung (4.72) und oh-
ne Beriicksichtigung der Zwangsnullmode ay. Zur genaueren Untersuchung von H,_, setzt
man die Ausdriicke der Fockraum—Operatoren fiir die Ladungen Q3(k), Q. (k) und Q_ (k)
aus Anhang B in H,_, ein und schreibt diese als Summe aus normalgeordneten Produk-
ten und normalgeordneten Kontraktionen. Es ergeben sich Terme mit einem Erzeugungs-
operator und einem Vernichtungsoperator, genannt Contractions H¢((), Terme mit zwei
Erzeugungsoperatoren und zwei Vernichtungsoperatoren, genannt Seagulls Hg, sowie Ter-
me mit einem Erzeuger und drei Vernichtern oder drei Erzeugern und einem Vernichter,
genannt Forks Hp,

H, =Hs+Hs+ Hp . (4.73)

Fock

Die expliziten Ausdriicke sind in Anhang D mit den zugehorigen Graphen und der entspre-
chenden renormierten Masse p fiir den Zwei—Teilchenraum zusammengefafit. Die Contrac-
tions Hc(() entstehen aus der Normalordnung von P~ und sind ein Ma8 fiir die Selbst-
energie der Gluonen. Die Seagulls Hg erhalten die Teilchenzahl in einem ausgew&hlten
Fockraum—Sektor. Die Forks Hr andern die Teilchenzahl um zwei Teilchen.

H,.,.., setzt sich aus allen Anteilen zusammen, in denen die Zwangsnullmode linear und
quadratisch auftritt, und ist von (, p und den Fockraum—-Operatoren abhingig.
Betrachtet man die Massenquadrate im Impulsraum, so werden sie nach Gleichung (3.11)

iiber das Heisenberg-Eigenwertproblem
M?|U)=2KH |V)=2K,;H; | ¥) (4.74)

mit der Einschrinkung nach (4.60) bestimmt. Die Eigenfunktionen miissen Zusammen-

setzungen von Fockraum-Zustdnden und den quantenmechanischen Wellenfunktionen
oo N ]
(@) =3 > el V) (4.75)
r=0 v=1

sein, denn K und H héngen sowohl von den Fockraum-Operatoren als auch von der Eich—
und Zwangsnullmode ab. Nach der Definition der Kommutatorrelationen (4.41) und (4.53)
bei gleicher Lichtkegelzeit vertauschen die Operatoren K und H. Aufgrund der Vertau-
schung und der Diagonalitit von K in seiner Eigendarstellung sind die Matrixelemente

der invarianten Masse zwischen den Zustédnden 7 zu verschiedenen Eigenwerten gleich Null

(K,i;¢[2KH | (i, K"y =0, (4.76)
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fir K # K', mit |v) = |i,K) als Fockraum-Basiszustéinde zu gleicher harmonischen
Auflésung K. Es gilt also

(K, i5¢ | K[ 55, K"y =6, 0 6150(C— (VK (4.77)

Es ist moglich, die Zustinde nach ihren Gesamtimpulsen zu ordnen und die Matrix auf
blockdiagonale Gestalt zu bringen. Jeder Unterraum zu festem K des vollstéandigen Fock-

raumes ist einzeln diagonalisierbar. Fiir jeden Teilsektor ergibt sich
2f</dC'2<K,i;C|ﬁ\C';j,K)<K,j;C'|‘Ifi>=M2<K,i;C\\I’i> - (478)
J

Demnach wire allein das Fockraum—Vakuum |0) der Eigenzustand zum kleinstmoglichen
Wert von K, nimlich X = 0 und damit der Grundzustand in der hier betrachteten
Gluonentheorie, wenn die Nullimpulsmoden des Eich— und Zwangsfeldes unberiicksichtigt
blieben. Unter Beriicksichtigung dieser Nullimpulsmoden wird das physikalische Vakuum

strukturiert, und der Grundzustand ist nicht trivial.



Kapitel 5

Zwangsnullmode und Polarisation

5.1 Die Struktur des gluonischen Vakuums

Der Hamiltonoperator H aus Gleichung (4.70) besitzt aufgrund der Abhéingigkeit von den
Nullimpulsmoden einen nicht verschwindenden Erwartungswert. Um den Grundzustand
der Gluontheorie sowie dessen Polarisationseigenschaften zu untersuchen, wird H in den

Fockraum—Vakuumsektor projiziert

(0;C|H [ C5000;¢ [r50) = E(0;¢ | 9,;0) (5.1)

Gemifl der Lichtkegel-Coulomb-Eichung und unter Vermeidung der Gribov-Kopien ist

der Hilbert—Raum auf den fundamental modular domain beschriankt. In diesem Intervall

kann der von ( = z — % anhéngige nicht verschwindende Erwartungswert untersucht

werden. Die Eichfreiheit tritt in den Randbedingungen auf, die von der Nullimpulsmo-
denwellenfunktion auf dem Intervall [—3, $] erfiillt werden.

Wegen der Singularitéiten an den Intervallgrenzen ¢ = j:% ist das Energiespektrum diskret
und kann in der Schrodinger—Wellenfunktionsdarstellung anstelle einer Fockentwicklung
behandelt werden [140, 142]. In dieser Darstellung 148t sich der Operator ¢ mit der Quan-

tenzahl r wie folgt schreiben als

be(Q)={CIr) . (5.2)

Nach Projektion des Hamiltonoperators in den Fockraum-Vakuumsektor, dem Eich-
Zwang—Sektor, geniigt der Operator der Schrédingergleichung

Hyy 6:0) = (=107 553 + VO) 60 = B:(0) 5.3
Das effektive Potential
VI(¢) = Vo(C) + ViulQ) + Va(Q) (5.4)

o8
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setzt sich aus dem von der dynamischen Eichnullmode des Gluonfeldes abhéngigen Po-
tentialterm V5((), dem massenabhéngigen Term V,,(¢) und dem von der Zwangsnullmode
ag des Skalarfeldes abhingigen Potentialterm V,({) zusammen. Der Potentialterm des
Zwangsanteils ist der fiir die Polarisation bzw. Depolarisation des Grundzustandes der
Gluontheorie entscheidende Ausdruck und fiir die Spinverteilung im Proton von Bedeu-
tung. Der massenabhéngige Term V,,({) dient der Renormierung des Eichpotentialanteils
Vo(¢) der Theorie. Ohne die Abhéngigkeit von den Nullimpulsmoden wére das Vakuum
das einfache Fockraum-Vakuum und nicht eine Superposition der (—Eichnullmode und
der Zwangsnullmode.

1o (C) ist das Grundzustandswellenfunktional der Schrédingergleichung. Mit diesem Funk-
tional kann der vollstéandige Grundzustand der Theorie als Tensorprodukt dargestellt wer-

den

[ Q2) =h()®]0) . (55)
Fiir das Potential V' (¢) tritt eine Symmetrie V(—() = V({) auf, da fiir die Koeffizienten
U (—C) = vm(C) bzw. v, (—C) = um(C) gilt, d.h. V({) ist um ¢ =0 symmetrisch V(<)

wird an den Grenzen des fundamental modular domain ( = il gemif 5 positiv

(£1
unendlich. Das Potential ist an den Riindern durchtunnelbar. Uber eine Rot(atlo)n im Far-
braum (siehe [147]) wird das Verschwinden der Wellenfunktionen an den Rénder gewihr-
leistet. Die Rotation fiihrt zu der um eine Jacobi—Determinante modifizierten Schrodin-
gergleichung der Form

9 1 d

H,, =-2§ cos(r C)d_CCOS (7TC)d—C + V() . (5.6)

5.1.1 Skalenabhingigkeit

Zur Untersuchung der Potentialanteile wird eine definierte Skala und die Kopplung g fest-
gelegt. Nach Multiplikation der Kopplung mit einer beliebigen Konstanten bleiben die

Verhiltnisse der Eigenwerte konstant und unabhéngig von der gewéhlten Multiplikations-

konstanten
g— g =const-g , p—p =const-p , M; — M]=const-M; . (5.7)
Das Massenspektrum ist eine Funktion des dimensionslosen Verhéltnisses 5“5. Um das

Skalenverhalten zu beschreiben, werden die Variablen

29=h5 ., w=pl-@ (5.8)

definiert. Lost man diese Gleichungen nach den neuen Variablen auf, so folgt

1
R BN (5.9)
,/1+ﬁ7—2

S}
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Die dimensionslose Kopplung g liegt damit im Intervall [0, 1], & hat die Dimension einer
Masse. Es gilt:

g—1 , p— 0 starke Kopplung

g—0 , p—= o schwache Kopplung.

Im Bereich kleiner effektiver Kopplung zwischen den Gluonen kann das Hochenergie—
Gluonenspektrum mit Hilfe eines Kastenpotentialansatzes berechnet werden, siehe Ab-
schnitt 5.1.2. Bei effektiver Masse p = 0 ergibt sich aufgrund der Dominanz der Zwangsnull-
mode ein Potential mit zwei entarteten Minima, das mit Hilfe eines doppelten Oszillators
behandelt werden kann, siehe die Abschnitte 5.1.3 und 5.2.

5.1.2 Der Eichanteil

Der von der Zwangsnullmode aq unabhéingige Potentialanteil V4(¢) stimmt mit den vollstén-
dig kontrahierten Termen des Fockraum-—Anteils iiberein und beinhaltet die Ausdriicke
von Q'(k)|0) # 0. Nach Anhang B.2 schreibt sich der normalgeordnete Ausdruck als

wo= 7 2 () u,

_1 L Un Um

Aty A Um\2 4 w o um\?
+ ( —m) Up, —i—(———m) Uy, ) . 5.10
Pox Y () e () ) e
Die Werte fiir u,(¢), vn(¢) und w,(¢) sind den Gleichungen (4.37) und (4.54) zu entneh-
men. Setzt man diese Werte in das obige Potential ein, so erhilt man
m+C)(n—Of
Vo(¢ 5.11
: <Z 2 (m+n)2(m+)(n =) -1

n2m

A+l

A m — 1+ ¢)? (m—1—()?
" l—1m§%< m+ Q0 +m+0p (m—C)(l+m—c)2>>

Der Potentialanteil V, (¢) ohne die Zwangsnullmode ag hat nach Gleichung (4.70) die

normalgeordnete Struktur

V. 2<A+21 ﬁ 1_0>. (5.12)

m=1 (m
2
Zur Beseitigung der logarithmisch divergenten Terme im Eichpotential

VI (€)= Val(¢) + Vi, (O) (5.13)
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wird die Gleichung (5.12) umgeschrieben, indem die renormierte Masse eingefiihrt wird
[146]

(5.14)

Die renormierte Masse wird ebenfalls fiir die Absorption der Divergenzen der Contraction—
Terme aus Anhang D.1 verwendet. Im Kontinuumslimes gilt y — 0.

Setzt man das renormierte Eichpotential in die Schrédingergleichung (5.6) ein, so kann
das nicht analytisch zu behandelnde Eigenwertproblem approximativ als ein Eigenwert-
problem mit unendlichem Kastenpotential auf dem Intervall [—%, %] fiir ¢ betrachtet wer-

den. Wie bei der nichtabelschen SU(2) Theorie auf dem Zylinder ergeben sich fiir die

Wellenfunktionen die normierten Sinusfunktionen [148]

b=V sin (x(r+1)(C+3) (5.15)

mit » = 0,1,2,3,...00 als Basis auf dem fundamental modular domain und den Energie-
werten E, = 472(r + 1)2. Aus der Schrédingergleichung wird die Matrixgleichung

Z(wr |HEich |’L/)r’><¢r’ |\II)ZE'I‘<,L/)T | ‘I]> . (516)
Unter Beriicksichtigung der Basiszustinde im quantenmechanischen Hilbertraum aus Glei-
chung (5.15) und der Fockraum-Basiszustinde aus Gleichung (4.57) kann die Integralglei-
chung (4.78) gelost und die Auswirkung der dynamischen Eichnullmode des Gluonfeldes
im tube model analysiert werden [142]. Durch die Kopplung der dynamischen Eichnullm-
ode an den Fockraum der reinen Gluontheorie werden die Massenquadrateigenwerte ge-

geniiber jenen des reinen Fockraumes um 21 % herabgesetzt, siehe [142, 149].
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5.1.3 Der Zwangsanteil

Fiir die vollstéindige Untersuchung des Gluonspektrums ist der Zwangsanteil V,(() heran-
zuziehen. Um diesen Einflul zu bestimmen, wird der Eichanteil des Hamiltonoperators,
der vom Fockraum—Anteil nicht separierbar ist, eingefroren.

Die linearen und quadratischen Terme in ag des Lichtkegel-Hamiltonoperators

A

HL,oo= 2083 (u} (BLQ-()) + Q'(k) BY) +v} (DL Q. (k) +Q\(k) Dy) ),
k=1

H =g zAj (up (Bx Bl + B} By) + v} (D D} + D} Dy)) - (5.17)
-

aus Gleichung (4.70) sind fiir die Berechnung des Vakuumerwartungswertes des Zwangs-
anteils V,,({) entscheidend. Die Ladungen @1 und die die Zwangsnullmode aq enthaltenen
Terme By und Dy sind in Anhang B.2 in den Gleichungen (B.15), (B.16) und (B.17)
definiert.

Unter Beriicksichtigung der Zwangsnullmode sind die Terme H;wang und ng(mg projiziert
in den Vakuumsektor nicht Null. Die Kommutatoren [aq, by] und [ag,b}] verschwinden
nicht, da ap = ao(al,bT dl ag, b, dn; ¢, ). Losungen der Zwangsnullmode werden iiber

m? 'm?

die Zwangsgleichung aus (4.19) ermittelt. Im Impulsraum gilt fiir die Zwangsgleichung:

1 A
=D ( bl brncto + bl agb + agbly b + (baobl, — ao) )i, (5.18)
)

+ (dindmao +d! agdp, + agd! dp + (dmaod!, — ao))vfn ) + p(¢) ag

S (ol + atfd}) (2 (24 22) i, (22 22))

Um wy

67 ({010 + aiby bT)( (@+%>+uz

Un wy

7 (0} dl o + iy df)( (”_”+_l) . (ﬂ_”_m» _

w Un
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Fiir 5(¢) setzt man

O =p+G(Q) = p+2(m+< m1< 2 (5.19)

Die algebraische Herleitung und Transformation in den Impulsraum ist Gegenstand des
Anhangs C.
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Allerdings ist die obige Operatorgleichung aufgrund der Komplexitéit der Zwangsnullmode
bisher nicht fiir den Hoch— und Niedrigenergiebereich gelost. Numerische Berechnungen
und nichtstorungstheoretische Techniken werden noch untersucht [150].

Ein iterativer Ansatz ist in Gleichung (C.17) wie folgt angegeben

a0 = 3 [C() Ot (@fbindln, + hoc)

I,m,n

T+ CIC) By (Bbman + ) + I (=C) gy (hdmar + c) ] (5.20)

Die Koeffizienten C;™™ und C{™" sind in Gleichung (C.19) des Anhangs definiert. Im schwa-
chen Kopplungslimes fiihrt dieser Ansatz dazu, da8 (0|ag|0) = 0 ist und die Theorie Zo—
symmetrisch ist. Die Theorie kann dann wie in Abschnitt 5.1.2 behandelt werden.

Im starken Kopplungslimes ergibt sich eine andere Struktur. Im folgenden wird gezeigt,
dal die Zwangsnullmode ag fiir § = 0 eine neue Wechselwirkung initiiert und die Z,—
Symmetrie der Theorie bricht. Wie in der (1 + 1)-dimensionalen ¢*~Theorie (siehe dazu
[53, ?]) existieren zwei Hamiltonoperatoren mit (0|ag|0) > 0 und (0|ae|0) < 0, die dquiva-
lente Spektren erzeugen. Durch die Auswahl eines Hamiltonoperators kann die Theorie in
gleicher Weise definiert werden wie durch die Auswahl eines Vakuums in der equal-time—
formulierten Theorie. Multiple Vakua kénnen durch multiple Hamiltonoperatoren ersetzt
werden. Die Zy—Symmetriebrechung erscheint im Hamiltonoperator.

Projiziert man den Zwangsanteil des Hamiltonoperators in den Vakuumsektor, so erhilt

man fiir den linearen Term

(O By, 100 = (5.21)
PN w o u t
n 3 m
E l:zl mznil 6m—|—l |:U/n (m - E) (<0 | albmaobl ‘ 0> + <0 | bmaoal bl-n ‘ O))
o O t it
+ Up, (Um wz) <<0|azdmaodn|0> + (0|dma0aldm|0))]'

Der quadratische Term hat die Gestalt

O112,,,10) =38 3 [ 2,((0] buadd], 10) + 02,(0] duadd, [0)) ] (5.22)

Zwang
=4
Die relevanten Beitrége zum Vakuumerwartungswert stammen von den Matrixelementen
von ag des niedrigsten Teilchensektors. Fiir (0|H§an|0) ergibt sich dies nach Einfiihren
eines vollstdndigen Satzes der Zusténde zwischen die zwei Operatoren der Zwangsnull-

mode. Setzt man die iterative Losung fiir die Zwangsnullmode aus (5.20) bzw. (C.17) in
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die Gleichungen (5.21) und (5.22) ein, so folgt fiir das Zwangspotential

(0| Hypppy 10) = (O H, +H; [0) = V() = (5.23)

Zwang Zwang

(m+¢)? +lm+l+C
Dl

m m+l

)
(( (m + ¢)? +l(m+l+§ )
)

W(m + CF(m + 1+ C)* Dy (€

(m — ()? +lm+l—
Dl

m m+l

(i -(Bin?iﬂ”?féifl( 5) |

wobei fiir Dy, ., die Definition aus Gleichung (C.20) verwendet wurde. Die niedrigsten

+ (m=Q0m+1-m—1-¢) -2

Moden mit m = % sind die Hauptbeitrige fiir die (-Abhéngigkeit. Jede Struktur, die im
fundamental modular domain erscheint, entsteht im wesentlichen aus diesem Freiheits-
grad. Hohere Impulsterme sind kleine Fluktuationen um (. Das Verhalten des Zwangspo-
tentials ist fiir p = 0 bei kleinen cutoff-Werten A in Abbildung 5.1 dargestellt.

Geht man von dem iterativen Losungsansatz (5.20) fiir ag aus und variiert p im Wertebe-
reich von 0 bis 100, so ergibt sich, dafl bei p = 0 der Einflufl der Zwangsnullmode und die
Kopplung g zwischen den Gluonen im Kontinuumlimes maximal wird. Im Zwangspoten-
tial entsteht aufgrund des Einflusses von ag eine Schwelle im Zentrum des fundamental
modular domain, die bedingt, daf} die Energieniveaus entarten und sich zwei Mulden aus-
bilden.

Bei p-Werten gréfler 0 und kleiner 20 bildet sich eine vernachlissigbare peakihnliche
Struktur um ¢ = 0. Bei p—Werten grofler als p = 20 ist das Potential im fundamental
modular domain flach und nimmt approximativ die Form eines Kastenpotentials an. Das
Spektrum wird mit anwachsender effektiver Masse p, d.h. bei kleiner werdender effektiver
Kopplung zwischen den Gluonen, von dem Eichpotential dominiert.

Im Falle p = 0 entstehen im Potential offensichtlich zusétzliche logarithmischen Divergen-
zen, welche die Zo—Symmetrie brechen und hinter denen eine neue Art der Wechselwirkung
steht. Diese Divergenzen lassen sich nicht iiber den Massenterm aus Gleichung (5.14) bzw.
(C.13) beheben, der fiir die Absorption der Divergenzen der Contractions in Anhang D.1,
der Terme des Eichpotentials und der Zwangsgleichung aus (C.12) verwendet wurde. Der

dimensionslose Parameter

(5.24)
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benotigt zusitzliche cutoff-abhéngige Terme. Man begegnet hier dem noch offenen For-
schungspunkt der Renormierung auf dem Lichtkegel, der im engen Zusammenhang mit
den Nullimpulsmoden steht, siehe dazu [151].

Das hier verwendete tube model kann regularisiert werden. Im folgenden wird die Potenti-
alstruktur fiir A — oo untersucht. Es zeigt sich, daf} sich mit dem obigen Zwangspotential

fiir A — oo endliche Massenquadrateigenwerte berechnen lassen.

20000

15000

10000

5000

Va(() - Va(o)

-5000

-10000

-15000

-20000

-0.4 -0.3

Abbildung 5.1: Die Gestalt des Zwangspotentials bei einge-
schaltetem ag (p = 0, A = 140, 160, 180, 200)

5.2 Das doppelte Oszillatorpotential

Das Zwangspotential in Abbildung 5.1 wird fiir den Fall starker Kopplung mit Hilfe eines
doppelten Oszillatorpotential mit variabler Barrierenhéhe als Parameter approximiert,
dessen hochster Barrierepunkt bei ¢ = 0 auf den Nullpunkt bezogen ist. Der Einflufl
der Zwangsnullmode wird fiir A — oo untersucht. Dabei wird die Gestalt des doppel-
ten Oszillatorpotentials mit den entsprechenden Eigenfunktionen angegeben und zur Ex-
traktion des Gluonspektrums die Zwei—Teilchenndherung herangezogen. Da die untersten
Eigenzusténde des Gluonspektrums hauptséichlich aus Zwei-Teilchenzustdnden bestehen,

eignet sich eine derartige Approximation fiir die Untersuchung der Auswirkung der Vaku-
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umstruktur auf die unteren Massenquadrateigenzustinde des Gluonspektrums. Dies wird

in Abschnitt 5.3 vorgenommen.

A K A ¥F (£0,5)
100 0.263 232437.624 | 0.307-1071
140 0.265 378480.961 0.854-1072
180 0.267 538621.021 0.290-10 2
220 0.268 711476.712 | 0.108-1073
260 0.269 896316.730 | 0.428-10~*
300 0.270 | 1093339.669 | 0.172-10~*
340 0.271 1293799.394 | 0.783-107°
380 0.271 1511014.114 | 0.328-107°
420 0.272 1723433.227 | 0.165-107°
460 0.272 | 1954187.808 | 0.744-107°
500 0.273 | 2175647.046 | 0.407-107°

Tabelle 5.1: k-, A-Werte und i —Intervallgrenzwerte ausgewéihlter A—cutoff’s

Unter Annahme einer doppelten Oszillatorstruktur fiir das Potential des fundamental mo-
dular domain mit p = 0 und unter Beriicksichtigung, dafl das Potential an der Stelle ( = 0
ebenfalls Null ist, ergibt sich die Schrédingergleichung

()

a3 (il -

5) Q)= (B4 5 M) Q= ELn() . (625)
mit den Randbedingungen ( — + % k ist der Wert fiir ( an den Minima des Potenti-
als, der sich aus den Daten des Zwangspotentials ergibt, und A ein Kopplungsparameter,
der von der Hohe der Barriere in der Mitte des Zwangspotentials abhéngt. Die Werte
von k und A zu verschiedenen A—cutoff-Werten sind in Tabelle 5.1 zu finden. Die Rand-
bedingungen des Eigenwertproblems kénnen aufgrund der Tatsache, dafl die Losungen
fiir das Potential an den Réndern mit e " (o > 0) schnell abfallen, fiir die Grundzu-
standslosungen durch die Randbedingungen ( — + oo in guter Ndherung ersetzt und iiber
die ausgeartete hypergeometrische Differentialgleichung berechnet werden, sieche Anhang

E. Fiir die normierten Lésungen ergibt sich

{3 Vniver 2. (3¢ -%)  €>0)
U) = , (5.26)
+ 2 \nlver Z, (-3¢ +R)  (C<0)
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mit n =0,1,2,3, ..., 00 als Basis auf dem fundamental modular domain. Die Aufspaltung
der Eigenfunktionen riihrt daher, dafl es aufgrund der verbleibenden Symmetrie { — —(
des Potentials eine verkniipfte Quantenzahl gibt, welche die Wellenfunktionen in symme-
trische ¢, (¢) und antisymmetrische 1, (¢) Zustinde klassifiziert. Das Teilchenspektrum
kann identischerweise entweder iiber das Vakuum, beschrieben durch g (¢) oder 15 (¢),

gewonnen werden, wobei

e VIS (20
U5 () = 2 . (5.27)
=5 VIR (<o)

Beide Darstellungen unterscheiden sich nur durch eine Verschiebung in der Energie. Auf
diese Weise erscheinen die Z,—Vakua, Analoga der #—Vakua, in der hier betrachteten
Gluontheorie im fundamental modular domain. Die Zwangsnullmode bedingt eine Sym-
metriebrechung des Vakuums.

Die Eigenfunktionen sind fiir die verschiedenen A—cutoff~Werte in Abbildung 5.2 darge-
stellt. Die nahe Null liegenden Werte an den Grenzen des fundamental modular domain
sind der Tabelle 5.1 zu entnehmen. Mit héherem Wert des cutoff nimmt die Genauigkeit
zu, daf} die Wellenfunktion an den Grenzen des Intervalls verschwindet. Werte kleiner als

A = 140 werden fiir die Berechnung der Eigenwerte fiir A — oo nicht miteinbezogen.

5.3 Die Zwei—Teilchenniherung

Unter Beriicksichtigung von (5.27) gilt fiir die Eigenwertgleichung in der von der Zwangs-

nullmode dominierten Grundzustandsbasis

2K [ dC WRON (51| By + Hi 5K 1)

dc (5 ()T (K5 i|M?|5; K) g () - (5.28)

Mlb—l

Der Anteil H, 148t sich aufgrund der adiabatischen Einschaltung von ao schreiben als

2K dc WE () Hypony Y5 (Q) (Ksilj; K) =2K 635 By (5.29)

_1

t\:I

mit Ey = v2\ — %)\KJZ als Grundzustandseigenwert im Zwangsektor. Renormiert man die
Grundzustandsenergie auf Null, so gilt

E,.=E,—Ey,=V8\n = FEy;:=0 , (5.30)
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Wo'(Q)

o' (Q)

Abbildung 5.2: Die 5 -Eigenfunktionen fiir A = 140,200, 300, 400, 500.
wobei E, = V8 (n + 3) — 5Ak?, siche Anhang E. Es folgt

Qf(/_% dC (W ()" (K3 i [H | 53 KY U5 (C) - (5.31)

(NI

Um die untersten Masseneigenwerte bei hohen Werten der harmonischen Auflésung K zu
untersuchen, d.h. die Matrix aus (5.31) diagonalisieren zu kénnen, wird der Fockraum aus
Griinden der Rechenzeit und des Computerspeicherplatzes abgeschnitten und ein Zwei—~
Teilchensektor betrachtet [152]. Untersuchungen von Dalley und Klebanov [122]-[124]
haben ergeben, dafl die Beschrinkung auf einen mit der Tamm-Dankoff-Methode abge-
schnittenen Teilchenraum fiir das hier betrachtete Gluonmodell ohne Beriicksichtigung

der Nullimpulsmoden eine gute Approximation an den vollen Fockraum darstellt. Der
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Zwei-Teilchensektor ist der niedrigste Sektor, der Teilchenwechselwirkungen beinhaltet.
Er besteht aus dem tiefsten Zustand des neutralen, gebundenen Gluon-Gluon—-Paares. Es

werden zwei Klassen von orthogonalen Zustédnden

K

laa), = af df_, |0) 1=1,.., [5] : (5.32)
1 1

| bd)y = bldl . [0) m= 5 K= 5 (5.33)

definiert, mit K als Eigenwert der harmonischen Auflésung. Der Summationsindex [g]
bedeutet die grofite ganze Zahl, die kleiner oder gleich dem numerischen Wert, % ist. Die
Wahl des Index schlieit das doppelte Auftreten der Zusténde |aa), aus, fiir die nach der

Vertauschungsrelation (4.41)
laa) =|aa)k; , 1=1,.K—-1 (5.34)
ist. Die aufgrund der Vertauschbarkeit von Bosonen mdogliche Doppelzidhlung wird damit
vermieden. Fiir die Zwei—Teilchenzustéinde folgt
(5] K—3

W) = v (Qafale, [0) + 3 e v (Q) bhdic . [0) . (5.35)
l 1

o[ x

1 m=1

Die orthogonalen Zustéinde aus (5.32) und (5.33) sind Eigenzustéinde zu den Operatoren
3 und K

Q3 |aa) =0 ; Q3] bd)m =0 (5.36)
Klaay=Kl|aa) , K|bd)y=K]|bd)y , (5.37)

fiir alle [, m. Die Matrix des Lichtkegelenergieoperators aus Gleichung (5.31) besteht im
Zwei-Teilchensektor aus drei Anteilen: dem Anteil des reinen aa—Sektors

v(aa| H|aa) = (0|apag_y | Hc+ Hs | alal_,]0) (5.38)
B | Ik far | a
- l Tt e (of + 0% )

jenem des reinen bd—Sektors

w(bd | H | bd)y = (0| bwdg m | Ho+ Hg | bLdl_ |0) (5.39)

_ l‘]m(o + JKfm(_C)

m+(C K—m—C] Om + Sha(C)
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und dem Kopplungsanteil zwischen beiden Sektoren

vlaa | H|bd)w = (0| apax_y | Ho+ Hg | bldl__|0) (5.40)
= Saa(K_llal,;maK_m; C) +Saa(laK_l;maK_m; g)a

ml(bd | f{ | aa)l = <0 | by d g — | Hqs + Hg | a;raJ}(_l | 0) (541)
= Saa(K_ lal;ml,K - m’aC) +Saa(l:K - l;m’aK_ mlag)

Die Ausdriicke fiir I;(¢), Jm(C), Saa(¢) und Spe(¢) sind den in den Anhéingen D.1 und
D.2 aufgelisteten Termen der Contractions und Seagulls zu entnehmen. Die Forks tragen
aufgrund der Drei—Teilchenerzeugung oder —vernichtung nicht bei. Damit hat die Matrix

(5.31) im Zwei-Teilchensektor mit eingeschalteter Zwangsnullmode die Gestalt

A a/8n2 _\/§(<—2~>2 >0
QK/ ( vlaa|Hlaa),  v{aalH|bd)n VoA e (€=0)
m! bd|H|aa)l ml(bd|H|bd> 3 (C+r)2

I VI s

Im Hochenergiebereich ohne Zwangsnullmodeneffekt hat man anstelle der Wellenfunktion

(5.42)

¥y die Grundzustandswellenfunktion 1 aus Gleichung (5.15) zu setzen. Fiir jene Matrix
des Zwei—Teilchensektors folgt

aa|H|aa), p{aa|H|bd)n _2 1
2K / a6 (m,<bd|ﬂ|aa> o (bed| [ b ) 20’ (n(C+3) (5.43)

5.4 Quantenphaseniibergang in der Gluonmaterie
Fiir die Lorentzinvarianz im Kontinuumlimes wird
K—so0o , Lo , A—>o (5.44)

durchgefiihrt. Pt aus Gleichung (4.64) ist endlich. Die Forderung K — oo wird durch
Extrapolation an die numerisch berechneten Werte fiir wachsendes K erfiillt. Die har-
monische Auflssung K legt die maximalen Einteilchenimpulse in den Basiszustéinden aus
Gleichung (4.57) fest. Die Masseneigenwerte konvergieren fiir sehr hohe K—Werte gegen
feste Werte. Die Abhéngigkeit von A wird im Hochenergiebereich iiber die im Abschnitt
5.1.2 vorgenommene Massenrenormierung beseitigt. Im Niedrigenergiebereich 1a8t sich
das colour flux tube model fiir A — oo regularisieren und endliche Massenquadrateigen-
werte konnen berechnet werden. Die Periode L geht in die Massenspektren nicht ein, da

sie sich aus der Eigenwertgleichung herauskiirzt.
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Die Massenquadrateigenwerte der Matrizen aus (5.42) und (5.43) werden mit Hilfe des
Programmpakets in Anhang C berechnet. Die Integrale in den Matrizen werden numerisch
ausgewertet. Die Integrationen werden mit der Basis-Spline-Interpolation nach Dunaev-
skiy [153] in Kombination mit spezifisch abgeénderter Lapack—Bibliothek durchgefiihrt.
Die Diagonalisierungsroutine griindet sich auf dem Jacobi-Eigenwert—Algorithmus fiir
symmetrisch quadratische Matrizen und wurde von [153] zur Verfiigung gestellt.

Die Abbildung 5.3 zeigt die Ergebnisse des Gluonspektrums bei der Kopplung ¢ — 0 ohne
eingeschaltete Zwangsnullmode berechnet im Kastenpotential des Eichsektors. Untersucht
werden K—-Werte zwischen K = 21 und K = 201. In Tabelle 5.2 sind die zugehdrigen Zah-
lenwerte der Massenquadrateigenwerte der ersten fiinf Zusténde explizit angegeben.

Den Abbildungen in 5.4-5.7 sind die Ergebnisse des Spektrums bei der Kopplung § — 1
zu entnehmen. Sie entsprechen dem Fall des dem doppelten Oszillator dhnlichen Zwangs-
potentials. Es sind K—Werte zwischen K = 21 und K = 201 bei variabel eingeschalteter
Zwangsnullmode, d.h. bei variablem Parameter A = 200, 300, 400, 500 berechnet. Die Ei-
genwerte der ersten fiinf Massenquadrate des Gluonspektrums sind zu den verschiedenen
A—Werten in den Tabellen 5.3-5.6 aufgelistet. Die Massenquadrateigenwerte sind auf die
Kopplung §? bezogen.

Aus den berechneten Werten ergeben sich fiir alle betrachteten Félle diskrete Spektren.
Fiir wachsende K— und A—Werte sind die Spektren stabil. Betrachtet man in der Zwei-
Teilchennéherung die ersten drei Zusténde, so werden die Niveauabstdnde mit steigen-
dem M? und K (bzw. A) kleiner. Der grofite Niveauabstand liegt fiir alle Spektren unter
Beriicksichtigung der ersten drei Zustdnde zwischen dem ersten und dem zweiten Mas-
senquadrateigenwert. Nach Vergleich der Werte zu den Abbildungen 5.3-5.7 ergibt sich,
dafl die Massenquadrateigenwerte M? des Hochenergiebereichs (siehe Tabelle 5.2 und Ab-
bildung 5.3) deutlich iiber denen des Niedrigenergiebereichs liegen. Um dies explizit zu
zeigen, wird der Eigenwert des untersten Massenquadrats fiir den Kontinuumlimes in der
Zwei—Teilchenndherung mit Hilfe einer Extrapolation fiir K — co und A — oo unter-
sucht.

In Abbildung 5.9 auf Seite 83 ist der unterste Eigenwert fiir den Hochenergiebereich als
Funktion von ln#K und M aufgetragen. Als oberster K—Wert wurde aufgrund der sehr gut
konvergierenden Numerik K = 201 gewihlt. Der Eigenwert des Hochenergiebereichs kann

gemaf der Extrapolationskurve

M, . (K) 5.0719  7.0576
asten =17. 2 —_ .4
et 7.7527 + K) ~ K) (5.45)

beschrieben werden. Er konvergiert gegen den festen dimensionslosen Wert von 7.75 (siehe
Abbildung 5.9).
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K M asten
21 || 74.982 421.971 806.095 1231.007 1691.171
ol || 73.703 408.661 753.428 1114.191 1491.531
81 || 72.968 404.997 740.270 1085.023 1440.043
111 || 72.463 403.130 734.087 1071.567 1416.396
141 || 72.083 401.949 730.430 1063.739 1402.721
171 || 71.789 401.121 727.991 1058.585 1393.778

201 || 71.532 400.480 726.219 1054.919 1387.435

Tabelle 5.2: Die Werte der ersten fiinf Zustande zu Ab-
bildung 5.3 fiir ausgewéhlte K—Werte.
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Abbildung 5.3: Die ersten fiinf Massenquadrateigenwerte des Gluonspek-

trums fiir das Kastenpotential.



K MR 00

21 | 1.918 10.492 20.477 31.846 44.386
51 || 1.871  9.748 18.080 27.023 36.574
81 || 1.853  9.563 17.473 25.758 34.432
111 || 1.842 9477 17.196 25.178 33.443
141 || 1.835  9.428 17.037 24.845 32.874
171 || 1.829  9.395 16.934 24.630 32.505
201 || 1.822 9377 16.866 24.483 32.250

Tabelle 5.3: Die Werte der ersten fiinf Zustinde zu Ab-
bildung 5.4 fiir ausgewéhlte K—Werte
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Abbildung 5.4: Die ersten fiinf Massenquadrateigenwerte des Gluonspek-
trums fiir das doppelte Oszillatorpotential mit A = 200.
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K M3R_s00

21 || 1451 7914 15.414 23.932 33.309
ol || 1.414 7.357 13.632 20.357 27.531
81 || 1.400 7.217 13.179 19.417 25.943
111 || 1.392 7.153 12,972 18.986 25.208
141 || 1.386 7.116 12.854 18.738 24.786
171 || 1.381 7.091 12.777 18.578 24.511
201 || 1.378 7.073 12.722 18.465 24.318

Tabelle 5.4: Die Werte der ersten fiinf Zustdnde zu Ab-
bildung 5.5 fiir ausgewéhlte K—Werte
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Abbildung 5.5: Die ersten fiinf Massenquadrateigenwerte des Gluonspek-
trums fiir das doppelte Oszillatorpotential mit A = 300.



M2(A=400) / g°

Abbildung 5.6:

K M3 400

21 || 1.198 6.528 12.715 19.743 27.480
51 || 1.167 6.065 11.239 16.785 22.702
81 || 1.155 5.950 10.864 16.007 21.387
111 || 1.149 5.897 10.693 15.650 20.780
141 || 1.144 5.866 10.595 15.445 20.430
171 || 1.140 5.845 10.531 15.312 20.203
201 || 1.137 5.830 10.486 15.219 20.043

bildung 5.6 fiir ausgewéhlte K—Werte

Tabelle 5.5: Die Werte der ersten fiinf Zustdnde zu Ab-

K
°

Die ersten fiinf Massenquadrateigenwerte des Gluonspek-
trums fiir das doppelte Oszillatorpotential mit A = 400.

50

K
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M2(A=500) / g2

Abbildung 5.7:

K M3 _s00

21 | 1.032 5.619 10.940 16.984 23.636
51 | 1.005 5.220 9.672 14.443 19.532
81 [ 0.995 5.121 9.349 13.774 18.402
111 || 0.989 5.075 9.202 13.467 17.880
141 || 0.985 5.048 9.117 13.290 17.579
171 || 0.982 5.031 9.062 13.176 17.384
201 || 0.979 5.018 9.027 13.097 17.250

bildung 5.7 fiir ausgewéhlte K—Werte

Tabelle 5.6: Die Werte der ersten fiinf Zustidnde zu Ab-

KJ

Die ersten fiinf Massenquadrateigenwerte des Gluonspek-
trums fiir das doppelte Oszillatorpotential mit A = 500.

K

200
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Durch den Einflufl der Zwangsnullmode ay zum Niedrigenergiebereich hin werden die
Gluonenanregungen in eine doppelte Oszillatorpotentialstruktur gezwungen. Fiir ay gibt
es dann zwei Losungen [150], die miteinander verkniipft sind. Fiihrt man den unitéren

Operator U, ein, der mit der Z,—Symmetrie geméf
U,aUl =—a, , k#0 (5.46)

assoziiert ist, und spaltet ay in einen geraden o und einen ungeraden a? Anteil auf, so
) 0 0 0 )

gilt
U,,a U;z =ay , U,a; U;2 =—ay . (5.47)

Der gerade Anteil der Zwangsnullmode af bricht die Zy—Symmetrie der Theorie. In der
gebrochenen Phase gibt es damit fiir § > g, zwei Losungen der Zwangsgleichung [150]

ag +af = (0/agl0) >0 ag —ag = (0]apl0) <0 . (5.48)

Die zwei neuen Hamiltonoperatoren in der gebrochenen Phase haben dann die Form

H" = H(ay, ay + af) : H™ = H(ay,af —al) . (5.49)
Da
H (ay, a) = H(—ax, —ao) (5.50)
gilt, folgt
U, H Ul =U, H(ay,af —af) U} = H(-~ay,—a§ — af)
= Hay,ay +af)=H" . (5.51)

H* und H™ haben dieselben Eigenwerte. Jeder Hamiltonoperator erzeugt Zustinde, die
in einem Minimum der beiden Oszillatormulden lokalisiert sind. Es existieren Tunnel-
vorgédnge zum jeweils anderen Minimum.

Die durch die Energie-Zeit-Unschérfe hervorgerufenen Quantenfluktuationen in af schei-
nen die Zy-Symmetrie der Theorie spontan fiir § — 1 zu brechen. Ein Gluonzustand
ist demnach eine Superposition aus den Zustédnden der rechten und linken Oszillator-
mulde. Der Erwartungswert von ¢ verschwindet: (() = 0. Fiir die Fluktuationen gilt:
{((¢ —{¢))?) > 0. Sie geben an, wie hiiufig ein Gluon von einer Mulde zur anderen tun-
nelt.

Die Massenquadrateigenwerte erfahren eine Reduktion. Die Energie des Grundzustandes

wird zum Niedrigenergiebereich hin gesenkt.
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Die Eichnullmode und Zwangsnullmode beeinflussen offensichtlich, wie in Abschnitt 2.2
auf semiklassischem Niveau beschrieben, instantondhnliche Tunnelvorginge. Die Tunnel-
vorgiange sollten bei Beriicksichtigung der Stromquarks von Spinumklappprozessen, wie
in Abschnitt 2.3 erwidhnt, begleitet sein; denn die Stromquarks kénnten an den Quan-
tenfluktuationen, den Tunnelvorgéngen des gluonischen Vakuums streuen und dabei ihre
Chiralitat umkehren.

Man kann daher weiter annehmen, dafl die Zwangsnullmode eine Kopplung zwischen den
links- und rechtshéndigen Zustdnden des betrachteten Stromquarks initiieren und eine
effektive Wechselwirkung zwischen den Quarks und Gluonen erzeugen kann. Der (1 +1)-
dimensionale Sektor des kollinearen Modells konnte dabei unabhéngig von der Anzahl der
Dimensionen, in denen die Theorie anfangs formuliert wurde, die wesentliche Struktur der
Wechselwirkung liefern (siehe dazu auch [154]). Dies wird zur Zeit noch genauer unter-
sucht.

Die Tunnelenergie kann aus den Spektren der Massenquadrateigenwerte fiir K, A — oo
berechnet werden. Sie ist ein Maf fiir die Depolarisation der Gluonmaterie zum Niedrig-
energiebereich hin und méglicherweise fiir die ,, Verwandlung “ eines einzelnen Stromquarks
in ein Konstituentenquark verantwortlich. Spin, Energie und Masse des Protons stehen
offensichtlich in Relation zueinander.

In der Zwei—Teilchenndherung kénnen Extrapolationskurven des Niedrigenergiebereichs
fiir M, bei K — oo angegeben werden (siehe die Abbildungen 5.10-5.14 auf den Seiten
83, 84 und 85). Der hichste beriicksichtigte K—Wert ist aufgrund der gut konvergierenden
Numerik 201. Es ergibt sich

M(K) b b
i = T R T R (5.52)

Die Koeffizienten by, b; und b, sind zu berechneten A—Werten in Tabelle 5.7 aufgelistet.
Aus der Extrapolationsgleichung

M
—A —0.1273 + 0.8951 - A~0-3851 (5.53)

N

9

kann nun fiir alle M-Eigenwerte im Limes K — oo der Masseneigenwert M_ des Limes
A — oo ermittelt werden. Es ergibt sich ein Wert von M_ /g = 0.13. Die empirische
Standardabweichung fiir den obigen Fit betriigt 0 = 0.9671 - 10 7. Der Massenquadratei-
genwert wird im Kontinuumlimes A — oo sehr klein.

Es kann gezeigt werden, dafi M? mit dem polarisierten Gluonanteil in der Axialladung
verkniipft werden kann. Denn der Spin— bzw. Helizitdtsoperator Sg ' kann iiber den Pauli—
Lubanski-Vektor w, und den Lichtkegelimpuls P* bzw. iiber die zwei Casimir-Operatoren
aus den Gleichung (3.8) und (3.10) (siehe auch [50, 126]) folgendermafien geschrieben wer-
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A bo by by
140 1.4609 0.4231 0.2656
160 1.3946 0.3891 0.2424
180 1.3392 0.3677 0.2269
200 1.2926 0.3490 0.2200
220 1.2487 0.3478 0.2176
240 1.2114 0.3390 0.2104
260 1.1785 0.3305 0.2034
280 1.1492 0.3222 0.1967
300 1.1207 0.3188 0.1944
320 1.0991 0.3064 0.1840
340 1.0753 0.3032 0.1820
380 1.0332 0.2970 0.1782
400 1.0186 0.2859 0.1688
420 1.0010 0.2831 0.1672
440 0.9847 0.2805 0.1656
460 0.9693 0.2778 0.1641
480 0.9587 0.2677 0.1556
200 0.9479 0.2440 0.1147
600 0.8903 0.2477 0.1416
700 0.8441 0.2389 0.1367

Tabelle 5.7: Approximationskoeffizienten verschiedener A—cutoffs

den

Sy = ot = Py o P2 e

M? 12
- pt p+t (P+)? M

L (5.54)

1
2
M*? ist die longitudinale Rotation um die z3—Achse. Der kanonische Spin und die Helizitéit
in der front form sind iiber die Melosh-Rotation miteinander verbunden [127].

Fiir den Gluonanteil der axialen Singulettladung ergibt sich nach Gleichung (1.29)

M12
(Pt)?

~ Gl Gl
al (9)sy = (p,s | J5, |p,s) =255 =M’

G

(5.55)

agl (g)s, ist die Gluonspinpolarisation des Protons. Der axiale Vektor Jgf’ ist nach Glei-

chung (2.26) mit dem Vierervektor

2
Ky = 26490 S0 (G 8, G — 5 ig Gy G, G) (5.56)
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verkniipft. Es gilt

8'UJ0 Gl

Su

392 392 Nuv

Beriicksichtigt man in der Divergenz des totalen axialen Singulettstroms die Quarkbei-
trige, so ist nach (1.60)

2

39 oo (G G 5.58
"

8NJ5OIL = Qquq_’)/g,q — @

my sind die Quarkmassen der leichten Flavours u oder d und des strange Flavour s. Fiihrt

man den erhaltenen Strom jgu ein, d.h.

N 392

o J3, = 0" Jg, + ) oMK,=0 |, (5.59)

so erhéilt man

~ 3g2
Tou = Jsu = 5.3 Ku (5.60)
und
_ 3g° M2

lag, (9)] s = (p.s | g2 Ku|ps)= M? Py (5.61)

Der Eichnullmodeneffekt auf das Gluonspektrum steht damit im Zusammenhang mit dem
Instanton-sensitiven Mechanismus aus Kapitel 2, da fiir K,

6N, = — / d'z 'K, (5.62)
gilt, mit x als vierdimensionalen Vektor im Minkowskiraum und nach (2.15)
1
Ny =-515 / dS, €ape SP(U™10,U) (U19,U)(U~18,U)

Im Hochenergiebereich g — 0 ist der polarisierte Gluonanteil in K, aufgrund des fehlen-
den Zwangsnullmodeneffekts und des dominierenden Eichnullmodeneffekts maximal. Die
gesamte axiale Singulettladung nimmt einen kleinst moglichen Wert an, da der polari-
sierte Gluonanteil mit negativem Vorzeichen in die Axialstromgleichung (5.60) eingeht.
Vice versa verhilt es sich fiir den Niedrigenergiebereich. Der polarisierte Gluonanteil wird
aufgrund der eingeschalteten Zwangsnullmode minimal. Die axiale Singulettladung wird
im wesentlichen von den Quarks getragen.

Im Kontinuumlimes A — oo ergibt sich der Massenquadrateigenwert des Niedrigenergie-
bereichs bezogen auf die Kopplung zu M?/§?> = 0.02 (siehe Gl. (5.53)). Der erste Mas-

senquadrateigenwerte des Niedrigenergiebereichs wird demnach hinsichtlich des Wertes
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Abbildung 5.8: Extrapolationskurve des Grundzustandes im
Kontinuumlimes des Niedrigenergiebereichs
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M?  /§*=60.10 des Hochenergiebereichs (siche Gl. (5.45)) um 99.97%, d.h. so gut wie
fast vollsténdig auf Null reduziert. Der anomale Beitrag zur polarisierten Strukturfunk-
tion g; verschwindet also anndhernd im Niedrigenergiebereich. Im Hochenergiebereich ist
dagegen der polarisierte Gluonbeitrag wichtig fiir die innere Substruktur des Protons.
Ob die Gluonpolarisation des Niedrigenergiebereichs exakt Null wird oder ob eine ver-
schwindend kleine Gluonrestpolarisation iibrig bleibt, kann allerdings erst mit Beriick-
sichtigung der fermionischen Freiheitsgrade in der Lagrangedichte aus (4.2) abschlieend
festgestellt werden. Dies wird noch untersucht.

Geht man davon aus, dal im Niedrigenergiebereich der Gesamtspin im wesentlichen von
den Quarks getragen wird, d.h. a? (§) ~ 0 und a°(g) ~ 1, so ergibt sich fiir die axiale
Singulettladung im Hochenergiebereich eine Minimierung des Wertes auf

a®(G)=30-10*~0 . (5.63)

Der Wert a°(g) im Kontinuumlimes hiéngt nicht von dem Parameter A ab. Das offene
Renormierungsproblem auf dem Lichtkegel kann hinsichtlich der Frage der Gluonpolari-
sation iiber die Regularisierung fiir A — oo umgangen werden.

Das colour—flux—tube-Gluonmodell hat zwei qualitativ verschiedene Grundzustinde fiir
g = 0und ¢ — 1. Es mufl demnach ein QQuantenphaseniibergang bei einem kritischen
Wert g. nahe g — 1 erfolgen.

Die kritische Kopplung g. kénnte mit einem hohen numerischen Aufwand bestimmt wer-
den. Dafiir miifite von einem an den Ecken abgerundeten Kastenpotential mit langsam
anwachsendem peak in der Mitte des fundamental modular domain ausgegangen werden,
das iiber eine punktweise Darstellung numerisch behandelt werden miifite. Fiir die Aus-
sage iiber die Spinverteilung im Proton ist aber in erster Linie der Limes des Hoch— bzw.
Niedrigenergiebereichs entscheidend, fiir den das Kastenpotential bzw. das doppelte Os-
zillatorpotential als analytisch 16sbare Approximationen gut geeignet ist.

Nach dem Vorstehenden ergibt sich das folgende ph&dnomenologische Bild: Fiir g — 0 ver-
halten sich die Gluonen nahezu wie ein System wechselwirkungsfreier ,,Quasiteilchen* mit
einer effektiven Masse und einem ausgerichtetem Spin. Bei der Kopplung g — 1 bilden
die Gluonen stringéhnliche Singulettzustdnde mit Spin 0 als energetisch niedrigste Form.
Die Zwangsnullmode ay hat die Funktion einer Stringkonstanten.

Das Bild ist in Einklang mit der Quark—-Gluon—Phase und der Meson-Baryon—Phase der
QCD.
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Resumeé

In dieser Arbeit ist der Polarisationseffekt der Gluonmaterie aus den SU, (2)-Farb-Max-
well-Gleichungen erstmals hergeleitet und berechnet worden, um das Protonspinvertei-
lungsproblem und die Polarisation der starken Wechselwirkung im Hamiltonschen For-
malismus der Diskretisierten Lichtkegelquantisierung (DLCQ) zu analysieren. Der Effekt
148t sich mit Hilfe der Nullimpulsmoden der Vakuumstruktur der SU,(2) auf dem Licht-
kegel in der Coulomb—Eichung darstellen.

Fiir die Untersuchung ist das sogenannte colour flux tube model nach Dalley und Kle-
banov in 2 + 1 Dimensionen in der DLCQ herangezogen ([122]-[124]) und Schwergewicht
auf die Gluonpolarisation und ihren nichtstérungstheoretischen Ursprung gelegt worden.
In Einklang mit experimentellen Hinweisen auf Flufiréhren in Baryonen und Mesonen
aus Streuexperimenten [129] ist gezeigt worden, daf§ die colour flux tube dhnliche SU(2)-
Gluon—Wechselwirkung in 2 4+ 1 Dimensionen eine wesentliche Rolle fiir die physikalische
Welt in 3 + 1 Dimensionen spielt. Eine signifikante Polarisation der Seequarks sowie der
Beitrag eines orbitalen Drehimpulses sind dabei aufler acht gelassen.

Das physikalische Bild des Quark—Parton—Modells, in welchem in erster Ndherung das
vom Elektron abgestrahlte virtuelle Photon an einen punktidhnlichen Konstituenten, d.h.
an ein Quark oder Antiquark, innerhalb des Protons koppelt, ist aufgegeben worden.
Es ist gezeigt worden, dafl der nicht erhaltene Singulettstrom als Charakteristikum fiir
die Spinverteilung im Proton nicht iiber eine punktidhnliche Konstituentendynamik in
Abhéngigkeit des Spins erklart werden kann, sondern auf einem Vakuumeffekt beruht.
Die Skalenabhéngigkeit der QCD im Axialvektorkanal ist mit der Topologie des reinen
SU,(2)-Yang-Mills-Vakuums verkniipft worden.

Die Beschrankung auf die SU_,(2)-Gruppe des Gluonmodells ist mit Hilfe des Theorems
von Bott [96] und des semiklassischen wirkungsorientierten Zugangs zur QCD nach 't
Hooft [39] zu rechtfertigen. Nach dem Theorem von Bott wird die SU,(3)-Topologie
im wesentlichen von der SU_(2)-Topologie bestimmt. Im semiklassischen Zugang nach
't Hooft induzieren Instantonen einerseits als Pseudoteilchen in der vierdimensionalen
Raumzeit einen charm—Anteil, der die storungstheoretischen Vorhersagen in polarisierten

Streuexperimenten verdndert, andererseits fiihren sie als Tunnelprozesse in der imaginiren
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Zeit zur Spinumverteilung im Proton. Die strukturelle Ahnlichkeit der Symmetrie-Algebra
der Instantonen in zwei Dimensionen und jener in den vierdimensionalen selbst—dualen
Yang-Mills—Gleichungen ist bereits von Polyakov gezeigt worden [116].

Die Tunnelrate kann allerdings schwer iiber die Korrelationsfunktionen in der imaginéren
Welt bestimmt werden, da die Kopplung der QCD selbst eine Funktion der Léngenskala
ist [155]. Der colour flux tube ist daher iiber die reine Gluontheorie mit adjungierter Ma-
terie von bosonischer Natur unter Erhaltung der Helizitdts— bzw. Spinfreiheitsgrade auf
Quantenniveau im Hamiltonschen Zugang der DLCQ formuliert worden.

Die dynamische Eichnullmode des longitudinalen Gluonfeldes und die Zwangsnullmode
des transversalen Gluonfeldes liefern eine komplexe Vakuumstruktur, die mit der nicht-
abelschen Gruppentopologie iiber die Spin-Masse-Relation

| a2, (3(Q%, x)) |oc M? (5.64)

verkniipft ist. Die Nullmoden wirken auf das Gluonmassenspektrum und damit auf die
axiale Singulettkomponente der polarisierten Strukturfunktion des Protons. Die QCD
wird iiber die Struktur des Vakuums in Abhéngigkeit von der Kopplung (Energie) be-
stimmt. Im Formalismus der DLCQ kann die spezifische Struktur mit Hilfe der Eich— und
Zwangsnullmode beschrieben werden. Diese wirkt sich auch auf die Massenskala A,
und die OZI-Regel [89, 90] aus.

Im Hochenergiebereich ¢ — 0, d.h. bei kleinen Werten von z, bedingt die Eichnullmode,
dal der Gesamtspin des Protons im wesentlichen von den Gluonen getragen wird, die
axiale Singulettladung erfiihrt eine Reduktion auf den Wert von a°(g) ~ 0: die OZI-Regel
ist verletzt und der grofite Anteil des Protonspins wird von den Gluonen iibernommen.
Im Niedrigenergiebereich dominiert die Zwangsnullmodeneigenschaft. Der Einflu} der
Zwangsnullmode fiihrt dazu, dafl die Potentialstruktur des Eich-Zwang-Sektors eine ap-
proximative, analytisch behandelbare doppelte Oszillatorstruktur annimmt. Die Zwangs-
nullmode induziert eine neue Wechselwirkung, die darin resultiert, da} die OZI-Regel
giiltig ist, d.h. daf} der Hadronspinanteil im wesentlichen von den Quarks getragen wird
a’(g) ~ 1.

Neben der Regularisierungsprozedur ist das Renormierungsproblem auf dem Lichtkegel,
in dessen scharfen Rand bereits Heisenberg einen starken Hinweis auf die Ursache der Re-
normierungsprobleme in einer relativistischen Quantenfeldtheorie gesehen hat [156], ein
wesentliches Forschungsanliegen fiir das vollsténdige Versténdnis der QCD.

In diesem Zusammenhang wire eine Analyse der Anteile der Zwangsnullmodenlosung
iiber den iterativen Ansatz hinaus von Interesse. Moglicherweise konnte der (A — oo)—
Anteil im Zwangspotential mit der halbzahligen topologischen Ladung eines Merons der

euklidischen Eichtheorie in Analogie gesetzt werden, die an einem Punkt konzentriert
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ist, an dem die Losung singulér ist, und die einer neuen Art von Tunnelprozessen im
Minkowski-Raum entspricht. Entscheidend dabei ist die physikalische Interpretation der
Meron-Losungen als farb-magnetische Monopole mit endlicher Lebensdauer, die spontan
im Yang-Mills—Vakuum erscheinen kénnen [36]. Nach Mandelstam fiihrt ein Vakuum mit
farbigen Monopolen zu einer supraleitenden Gluonréhren—Struktur und zum Confinement
der Quarks [157]. Dies steht in Einklang mit den Argumenten zur gluonischen Vakuum-
struktur in der DLCQ aus Kapitel 5.

Die Struktur der Zwangsnullmodenlésung kénnte sowohl die nicht selbst-dualen Meron—
Losungen als auch die selbst—dualen Instanton—-Ldsungen oder allgemeiner die Kraan—
van Baal-Losungen der klassischen SU(N)-Yang-Mills—Gleichungen bei kompaktifizier-
ter Zeit, d.h. topologische Anregungen des QCD—Vakuums von komplexer Substruktur,
enthalten, die kiirzlich von Gattringer in dedizierten SU(3)-Gittereichrechnungen gefun-
den wurden [38].

Moglicherweise kénnte zudem der meronisch—farb-monopolische Anteil der Zwangsnull-
mode zum Niedrigenergiebereich von so entscheidendem Einfluf sein, dafl das Confinement
in der DLCQ erkldrt werden konnte. Dies wird zur Zeit noch untersucht [150].

Die Frage, wie man die (1 + 1)-dimensionalen R6hren unter Beibehaltung der Nullim-
pulsmodenstruktur so aneinander koppeln kann, da$ man eine volle (3 + 1)-dimensionale
Theorie erhélt, und die Integration der fermionischen Freiheitsgrade in die Gluontheorie
der DLCQ sind dabei von entscheidender Bedeutung.



Anhang A

Nichtstorungstheoretische Aspekte

des Vakuums

A.1 Wigner—Weyl- und Nambu—Goldstone-Modus

Die Unterschiede zwischen den in Kapitel 1 in Gleichung (1.42) definierten Ladungen
RU=Q1+Q, , @=0Q;-Q, , (A.1)

liegen im Vakuum. @, , sind die Ladungen mit definierter Paritdt. Experimentell wie
theoretisch zeigt es sich, dafi die SU(3)
SU(3)
Geht man von einem Erzeugersatz E’ der Symmetrietransformationen der Lagrangedichte

.+r—Flavoursymmetrie und die chirale Symmetrie

. x SU(3),, auf verschiedene Weise verwirklicht sind.
L = Lgcp — L (siehe (1.34)) aus, so gibt es zwei Moglichkeiten die Erzeuger in bezug

auf das Vakuum zu definieren, ndmlich
E'|0Yy=0 , E'|0)#0 . (A.2)

Die Symmetrie, die die Lagrangedichte zeigt, kann auch fiir den Vakuumzustand der Theo-
rie gelten, dies ist allerdings nicht zwingend notwendig. Im ersten Fall spricht man von
der ungebrochenen Phase oder dem Wigner-Weyl-Modus, im zweiten Fall von der spon-
tan gebrochenen Phase oder dem Nambu-Goldstone-Modus. Im allgemeinen Fall liegt
eine Mischung beider Phasen vor, d.h. einige Erzeuger E’, mit i = 1,...,r, erfiillen die
erste Bedingung aus (A.2) und die iibrigen Erzeuger E*¥ mit k = r + 1, ..., n, die zweite
Bedingung aus (A.2). Da der Teilsatz der Wigner—Weyl-Erzeuger E’ das Vakuum anni-
hiliert, annihiliert der Kommutator aus Wigner-Weyl-Erzeugern ebenfalls das Vakuum.
Die Wigner-Weyl-Symmetrien bilden damit eine Untergruppe.

Nimmt man an, die chirale Symmetrie sei im Wigner—Weyl-Modus realisiert ist, so ist die
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Invarianz des Vakuums gleich der Invarianz der Lagrangedichte und
Q0)=0 , Q0)=0 . (A.3)

Die physikalischen Zustéinde sind dann invariant unter den Transformationen einer Wigner—
Weyl-Gruppensymmetrie. Der Satz Q bildet die Gruppe SU(3),, , und der Satz Q¢ die
Gruppe SU(3), .. In diesem Fall sind alle Mesonen in einem Flavour-Multiplett bis auf
Korrekturen der Ordnung m}/Mj entartet (M, ist die mittlere Hadronmasse). Fiir die
Vektormesonen w, p, K* und ¢ ist dies z.B. in guter Naherung erfiillt, d.h. @*|0) = 0. Un-
ter Beriicksichtigung von (hypothetischen) Paritdts—Dubletts ist die Entartung allerdings
nicht mehr gegeben. Die axialen Vektormesonmassen liegen um einen Faktor 5/3 hoher
als die Massen von w und p. Zudem gibt es kein Teilchen mit der Spin—Paritét %7, das
niherungsweise zur Masse des Protons (%+) entartet ist.

Man nimmt daher an, daf§ die SU(3), , ,~Flavoursymmetrie eine Wigner-Weyl-Symmetrie
ist, die chirale Symmetrie SU(3), x SU(3)
enthélt:

aber Erzeuger vom Nambu-Goldstone-Typ

R

Q[0)y=0 , Q0)#0 . (A.4)

Fiir jeden Erzeuger, der das Vakuum nicht annihiliert, gibt es nach dem Goldstone-
Theorem ein masseloses Boson mit den Quantenzahlen des Erzeugers. Das pseudoskalare
Mesonoktett (7%% K%% K° n) konnte die Kandidaten liefern, wenn man die Brechung
als dynamisch annimmt. Die Goldstone-Teilchen sind zusammengesetzte Zustinde funda-
mentaler Quarks und die QCD-Lagrangedichte erzeugt Kondensate mit nicht verschwin-
denden Vakuumerwartungswerten (0|gq|0) # 0.

Das Kondensations-Phénomen wird zudem von der Konsistenzbedingung von 't Hooft un-
terstiitzt. In diesem Sinne ist die QCD inkonsistent ohne die obige Symmetriebrechung.
Ein Argument ist, dafl man die strange Quarkmasse gegen Unendlich gehen 1dfit. Die
Hadronmassen, die strange Quarks enthalten, haben dann eine unendliche Masse. Eini-
x SU(2) ,~Symmetrie

masselos. Beide Folgerungen sind nur dann nicht im Widerspruch zueinander, wenn die

ge dieser Zusténde sind aber aufgrund der verbleibenden SU(2)

L

chirale Symmetrie gebrochen ist [62].
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A.2 Euklidsche SU(2)-Lésung

A.2.1 Das BPST-Instanton

Die von Belavin, Polyakov, Schvarts und Tyupkin fiir die Windungszahl N, = 1 angege-
bene Losung (BPST-Instanton) wird wie folgt konstruiert [99]:

a TQ i -1 2 a
G,uE = r2 4+ A2 5 U (xE) a,UE U(xE) = _9(7'2 + )\2) My (A5)
4)\2 pe -
a _ v — Aa
Gy = ~rprais = Oy (A.6)
Dabei ist
2 r’ 2 2, =2
f(r):T2+)\2 ’ r :$4+‘T ) (A7)

die einfachste Funktion, welche die Randbedingungen aus (2.8) erfiillt und keine Singula-
ritdt am Ursprung r — 0 hat, da

F =31, () =2 const. 2. (A.8)

A ist ein beliebiger Skalenparameter, der als Instanton—Ausdehnung interpretiert wird.
Als Abbildung wurde die S* — SU(2) zur Windungszahl N, = 1, mit

1
U(QZE.) = ;(0-4:64 + Z&f) , og=1 G = (Ula 025 03) ’ (A9)

verwendet, wobei o' die Pauli-Matrizen sind. Der Tensor

g, = | GOm0 =0l a=12,3 (A.10)
0 , a=4,..,8 ,
- 1
NMw = Nw = §€uua,3 Nap (A.ll)

beschreibt die Kopplung zwischen Raumzeit— und Farbindices nach ’t Hooft [94]. Die ne-
ben den selbstdualen Losungen aus (A.5) existierenden anti-selbstdualen Losungen erhélt

man durch die Ersetzung

M =T > WV =1,2,3 0, =1, , pr=4 . (A.12)

Multi-Instantonlésungen GEL],\;W) zu einer beliebigen Windungszahl sind N, ~Potenzen von
(A.9) (siehe [158]-[161]).
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A.2.2 Die Wirkung des doppelten Oszillatorpotentials

Das Eichpotential aus Gleichung (A.5) kann fiir die Windungszahl N, = 1 geschrieben

werden als
" 1 1+®(r?) 5 r? — \2
GME = —5 T T]U“.TU y (I)(T ) = m (A13)
Mit der Substitution7 = In f\—i ergibt sich
-
®(7) = tanh (§> ) (A.14)

Eingesetzt in die Yang-Mills-Wirkung aus (2.16) und unter Beriicksichtigung des 7
Symbols folgt die Wirkung eines doppelten Oszillatorpotentials

_ 87r 3 /dr [_ <_) + %(cp? — 1)2] ) (A.15)

Die Minima des Potentials liegen bei ® = +1. 7 kann als Zeitparameter interpretiert
werden. Die Trajektorie, die von —1 bei 7 = —oo nach +1 bei 7 = 400 tunnelt, ist durch
(A.14) gegeben.



Anhang B

Strome und Ladungen

B.1 Definitionen der Ladungen

Nach Gleichung (4.20) ist die Gluonenladung Q,, als das Integral iiber die Lichtkegelzeit-
komponente des Gluonenstroms 7, definiert. Setzt man die einzelnen Feldkomponenten,

von denen J, abhéngt, ein, so gilt fiir die Ladungen

Qe = Qu+2L[0.V,V]+29L[[V,A],V]

= Q, —2g9Lv? fﬁ_ T — 29 Lv? A T, (B.1)

mit V und A aus (4.7) sowie v und Aoi als entsprechende Helizitdtskomponenten zu V'
und zur Nullmode von A (siehe auch (4.9)). Q,, ist die dem Massenstrom .J} zugeordnete

Ladung. In Komponentenschreibweise erhilt man

D =Q3 , Q+:Q+—29LUQAO+ ) Q_ZQ_—QgLU2AO_ . (B.2)

B.2 Explizite Ausdriicke

Fiir die Strome ergibt sich gem&fl Gleichung (4.17)

B = (pam —pomy), (B.3)
_ 1 _ 1
Ji(z™) = A (ps3my —@yms), , Ji(z7)= —7 (psm_ —p_m3), (B.4)
d.h.
(D) = T @) (B.5)
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Die Operatoren kommutieren nicht. Zur Erhaltung der Hermitezitit miissen sie daher
symmetrisiert werden (Index s). Setzt man die entsprechenden Fourier-Entwicklungen
der Komponenten von & und I ein, so folgt

1

A A
- Um Un i(m+n) Tz~
B = g 20|ty (- ) e (B.6)

Um,

U L u_n) e im—n)Ez” 4 dd! (U_m + U_") gilm—n)Fa~
"\v,  Um

i(m—mo) Tz 1 —i(m+mo) Tx™
Ji(z™) = 1 > (aobjn)s—e“(m )ET _ (aodm)sv—e (mtmo)g ] (B.7)
1 ™m m
m=y
1 A& w U - T w v x
i i (_l__m) im—mo+)Fe~ _ ot (_l _m> —i(m+mo—1) E2~
+4L§m§1 [ WO\t~ wi ) € almvm+wl ¢
" \u,, W Um W
+ (0 1 A 1 —i(m—mo)Fz~ t 1 i(m+mo)Zx~
Ja) = o 2 | (awbn), e P (agdh,), e : ] (B.8)
m:% m m

U wy

A A
+ i z Z |: a}dT (U_m — ﬂ) € (m+m0+l)% _|_ a[}lbm (ﬂ + U_m) eii(mme*l)%SL‘_
4L m

v l - T ,.— wl u 4 _ o —
“m + _) ez(m+mo NEz +q bm (_ _ _m) e i(m—mo+1) Tz :| )
Um wy

Fiir die Transformation der Strome in den diskreten Impulsraum definiert man die Fourier—
Transformationen

Ji(z7) = Ze—zk % Jy(k) , Ji(z7)= Ze"k % J . (B.9)
keZ keB

mit

(B®) = Ja(=k) (k) = Tu(=h) (B.10)
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Damit ergibt sich fiir die Stréme im Fourier-Raum

BE = 3t (22 ) o (B.11)

1

o
m—fn
o

1
- m U" m Um m-+n
— XY dudf (2 ) o - zzczb (22— 2 gpm
m:% ; n m m n

2"*2

Jk) = 43 (ard 5k LYY ad (m “—m) st (B.12)

w
me= l

MI»—A

I=1 =1

+ Z Z a;dm (:)Ul TZUm) Otk — Z Z albf (_"‘ )5m+k ;

I=1 m=1
~ S 1 m
Jk) = =3 (aobm), =" -3 3 a bm( “—) sLm (B.13)
m=3 ? Um I=1 m=1 Um W
oo 00 w; U, . w,
- ;E;a;bm(a w>5l+k+lzgmz_:laldT (wl-i-a)dinﬂc
Weiter werden die Ladungsoperatoren
Qs(k) = Js(k) (B.14)
Qi(k)= + D wdn (ﬂ - v_m) gL (B.15)
I=1 =1 Um Wy
+ N dldn (Y o =30 S bl (4 ) S
=1 m=1 Um l I=1m=1 m
)= + 3 abn (;"—l - 1;—’”) s (B.16)
= m l

0o 00 w Um
+ ZZa}me(—lan)éﬁk ZZaldT( » )(ﬁwk

I=1 =1

und die symmetrischen Restterme

1 1
By = 3 (ag by +brag) und Dy = 3 (ao i + dk ao) (B-17)
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eingefiithrt. Mit dieser Schreibweise lassen sich die Zwangsnullmoden—-Terme aus den Aus-

driicken der Fourier—transformierten Strome separieren. Sie haben die Gestalt
~ D ~ B
L) =Qe(k)+ =, —J(k)=Q_(k)+—= . (B.18)

Vg Uk

B.3 Greensche Funktionen

Um die inhomogenen Differentialgleichungen (4.23) invertieren zu kénnen, miissen geeig-
nete diskrete Greensche Funktionen gemé&fl

(i0_)* G, (3:’ — y’) =0, (ac’ — y’) — i , (B.19)
(i0_ — gv)* G (:L‘_ - y_) =0, (x_ - y_) ) (B.20)
(i0_ + gv)° G (x_ — y‘) =0, (x_ — y‘) (B.21)

konstruiert werden. Der Zusammenhang mit den Feldern Az(z~), Ay (z~) und A_(z7)

und den entsprechenden Stromen ist

L
A@) =g G (v —y) )y, (B.22)
L N o -
Asw ) =g [ Gas(o —y) T )dy . (B.23)
Die drei Greenschen Funktionen werden mit Hilfe des Ansatzes
- - L - nf(z™ -y~ ) »
G (o —v) =g 2 ") g, (B.24)

bestimmt. Fiir einen linearen Operators O gilt

0(0.) G, (x’ — y’) = % :i: emE@ V) O(in) §, (n) . (B.25)

Die Gleichungen aus (B.19)-(B.21) haben die Form

@076 () = 5 (X + X ) e wam . B

. _ 1 & sy )
@0 =g0f'Go (a7 ") = 57 3 €TV (042 o), (B2Y)
. o 1 & ey _
(i0- + gv)* Gs (33 _y) Y ST et (n—2)? G3(n) . (B.28)
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Aufgrund der Identitdt

1 o0

Ty )= — inf (@ —y) B.2
5, (¢ =) 2L n;oo ¢ (B.29)
resultiert aus (B.26)-(B.28)
1
gi(n) = = , wobei n # 0 (B.30)
) = —— jsn) = — (B.31)
gZ” _(TL+Z)2 ) g3n _(TL—Z)2 .

und

- - L = - 1 (™ —y~

G ($_ — y‘) =53 ; emi@ =) (B.33)
Mit der Wahl der Greenschen Funktionen sowie der Ersetzung von J5 (z7) und Jf(z7)
durch die diskreten Fourier-Transformierten aus den Gleichungen (B.9) und (B.10) kénnen
die Integrale iiber die Strome aus Gleichung (4.68) umgeschrieben werden. Fiir das erste

Integral ergibt sich

92 L n n
I, = 5/_L de— J3 (z~ S (z) (B.34)

1
) oy

= - ~ - B.35
{ Ll Shes (F0)0) + T JL (1) (-39
Mit den Substitutionen n = m — % und ( =2z — = lassen sich die anderen beiden Stromin-
tegrale in analoger Weise schreiben als
by = L[ e ) G g L) (B36)
= . ~ - . (B.37)
{ P L e Shes (TH0) T (k) + T (k) TL(k))



Anhang C

Die Zwangsgleichung

C.1 Algebraische Umformungen
Ausgangspunkt der Betrachtung ist die Zwangsgleichung aus (4.19)
(D°Do+ )@ =0 . (C.1)

Nach Einsetzen der longitudinalen Komponenten fiir o und unter Spurbildung iiber die

dritte Komponente 73 der Farbmatrizen folgt weiter
8 3 - 2
7 Sp {7’ (ZD D_ + ,uo) <I>} =0 . (C.2)

Schreibt man die kovariante Ableitung unter Beriicksichtigung der Vertauschungsrelatio-
nen aus (4.12) und der Spurbildung aus (4.13) explizit hin, so hat man

8 . 6
g_72r (—z’g A_(0_ +igv) oy +ig Ay (0 — igv) p_ + % <p3) =0 . (C.3)
Nach Integration iiber das Intervall [—L, L] ergibt sich
8mi L A 4 ap

/|, (g0+ (0- —igv) A_ — @_(0_ +igv) A+) dx™ + 7 =0 . (C4

g

Unter Beriicksichtigung der Gaufischen Gleichungen (4.23) und der Greenschen Funktio-
nen aus B.3 gilt

L 1 1 47 a
87 - gt gN\dr + — 2 2% ) c5
s /—L (%L (0 — igv) ¢ (0- +igv) J+) v g? Ho Var (€5)
bzw. die kompakte Schreibweise
1 1 o
: S & S S o WY o7 -0 . _
Z<*”+ @ i) ¥ @ T igv) J> Nz (G6)
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C.2 Transformation in den Impulsraum

Die Losung der Zwangsgleichung findet sich, indem die Gleichung (C.6) in den Impulsraum
transformiert und mit der sogenannten Diagrammethode nach [146] ausgewertet wird. Die

Fourier-Transformationen der Felder ¢, lauten

— 1 —ikTzT™ >
or(x7) = —\/—4_7rk€He ox(k) . (C.7)

Die Greenschen Funktionen haben die Gestalt
1 1 & 1 o

Gi(z7T)=——— = > emntt (C.8)

(i0_ + gv) Cor ~ nFz

Zudem wird die Substitution

A7 2
92 0 = 100 (Cg)

vorgenommen. Fiir die Gleichung (C.6) gilt mit den Ersetzungen aus (B.9) und (C.7) bis
(C.9)

5 3 ((ELIVL () + B4 () TLR)) — ud (B ()T (8) + 6 (B)T () ) — poao = 0
(C.10)

bzw. in der Zerlegung nach (B.18)

% ﬁ (Ul?é (dLQ+(k) + de,(k)) + (dsz + de};) (C.11)

1
k=3

+up (b}Q (k) + Q1 (k) + uf (bLBe + ka,1)> + poap =0

Setzt man die Ausdriicke fiir die Ladungen und die Restterme explizit ein, so ergibt sich

nach genauer Auswertung und Zusammenfassung der Delta—Funktionen

1 o
LS () s+ () )+ o - o
n=1
:0000001 t togt 3ﬂu_m> 3<ﬂv_n>>
l:zlmgl ; Omn (albmdn * albmd") (U" (Um * w; i Un, * w;
=3 =3
0o 00 00 n 3t 1 wy Unp w, Uy,
L X ottt anntd) (o () e (G- )
=3 =3
oo 00 00 n t gt t Un 1 wy Umn
S ol + ) (1, (2 ) 0 (2 )
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Die linke Seite der obigen Gleichung enthilt logarithmische Divergenzen in u, bzw. v,,
und es muf} ein cutoff-Parameter A eingefiihrt werden. Die cutoff-Divergenzen kénnen
mit Hilfe eines vom cutoff unabhéngigen Massenterms absorbiert werden. Dazu wird eine
Subtraktion der Summe fiir ( = 0 mit der physikalischen Masse p einheitlich zu (5.14)

vorgenommen

A
1
p = p+2> — (C.13)

Il
ol

Nach dieser Renormierung wird die linke Seite zu (C.12)
RS i i i i 2
5> ( (51,50 + Blatiobun + doblbyn + (b, — a0))u2, (C.14)
=3

+ (dlndmao + dlnaodm + aodlndm + (dmaodln — ao))vfn ) +p(Q)ay

mit

Q) =p+G(C) = erZ(erC mlg 3») : (C.15)

2

Die Matrixelemente der Nullmode ay sind damit vom cutoff unabhéingig. Die Zwei-
Teilchen— bzw. Drei-Teilchen-Operatoren auf der linken und rechten Seite von (C.12)
werden im Sinne der in [146] entwickelten Diagrammtechnik als Propagatoren bzw. Wech-
selwirkungsvertices interpretiert, siche Tabelle C.1. Die Diagrammregeln sind analog zu
den Feynman-Regeln formuliert, beschreiben aber mehr als die Zusammensetzung von
S—Matrixelementen. Geschlossene Schleifen stellen die Summe iiber alle positiven ganz—
oder halbzahligen Impulse und abgetrennte Diagramme eine Multiplikation entsprechen-
der Ausdriicke dar. Eine hermitesche Konjugation erfolgt {iber die Spiegelung des entspre-
chenden Diagramms, wobei die Pfeilrichtungen der ein— und auslaufenden Linien beibe-
halten werden. Bei Ladungskonjugation kehrt sich die Pfeilrichtung um. Matrixelemente
setzen sich aus den ein— und auslaufenden Linien an einer Blase zusammen, die den Ope-
rator reprisentiert.

Die vom cutoff unabhéngigen Matrixelemente der Zwangsgleichung kénnen in einem spezi-
ellen Teilchensektor betrachtet werden. Entscheidend dabei ist, dal die Zwangsnullmode
alle Teilchensektoren miteinander verbindet und die Rolle einer effektiven Wechselwir-
kung spielt. Die relevanten Beitrige zum Vakuumerwartungswert kommen nach Analyse
der Zwangsgleichung in verschiedenen Teilchensektoren von den Matrixelementen von ay
des niedrigsten, d.h. des Drei—Teilchensektors [146]. Im schwachen Limes g — 0 findet
eine Kopplung an das Vakuum in der Hierarchie der Teilchensektoren nicht statt. In die-

sem Fall ist der Vakuumerwartungswert (0|ag|0) Null. Eine weitere Reduktion der nicht
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verschwindenden Matrixelemente folgt {iber die Kommutatorrelationen
[ag, Qo] =0, lag, P71 =0 (C.16)

fiir ag. Impulserhaltung in den Vertices bedeutet, dafl die Matrixelemente von ay, die nicht
mit den Grundvertices von Tabelle C.1 darstellbar sind, verschwinden.

Fiir die Zwangsgleichung liegt eine iterative Losung im Sinne einer schwachen Kopp-
lungsentwicklung nach Kalloniatis [146] vor, die im wesentlichen zu einer Drei—Teilchen—
Operatorgestalt fiir aq fiihrt. Diese wird fiir die Berechnung des Zwangspotentials heran-
gezogen. Man hat

a = Y [C"(C)0hyn (afbmdn, + hoc.)
l,m,n

+ Cm(C) 6y (Bhbmar + hec) +CIM(—C) 00 (dhdmar + hoc))] . (C.17)

Bei der Analyse ergab sich, da8 in jeder Iterationsordnung die Vertexbeitriige von I'y™(()
und T'¥"*(+¢) voneinander entkoppelt sind. Eine Mischung der Teilchensektoren erfolgt
ausschliellich iiber die Contractions zwischen b mit b" und d mit df. Im Losungsansatz der
obigen Gleichung wurden diese als effektive Drei-Teilchen-Operatoren mit einer Ersetzung
> behandelt. Da keine Mischung zwischen den b— und d-Moden auftritt, ist

T al r__ s 1_Am(€)N
n0) = Jim 30 = Jim =505 2,0 (©18)

eine Summe iiber alle Produktordnungen des Basispropagators fiir einen gegebenen Wert
von (. Die niedrigste Mode m = % liefert einen grofien Beitrag im Propagator. Alle anderen
Moden sind unterdriickt, da |A,,(¢)| < 1 gilt.

Die Koeffizienten C/™" werden nach Einsetzen von (C.17) in (C.12) im Drei—Teilchensektor

berechnet. Diese liefern den entscheidenden Anteil. Fiir Ci™ und C!™ ergibt sich

Flmn Flmn
A =g OO =5

(C.19)
mit

Dpn(C) = An(Q) + An(=0) + Em(C) + Zn(=C) + 4(C)
Dpn(C) = Am(Q) + Au(Q) + Zn(C) + () +5(C) (C.20)

Damit haben die Matrixelemente des kleinsten Teilchensektors die Form
(0] ayaghldl |0) = 6,,,C™(Q)
(0] bawaoblyal |0) = &, Cm™(C)
(0] dyaodial | 0) = 67, (=() (C.21)
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Graph Diagrammregel
agp
af |0)
A
)—» » b, 10)
di10)

Am(C) = 570y

An(_C) = m

rien(¢) = (2 + 2 + (2 4+ 2)

() = w22+ 3m) + o (2 + 2)

m_. g m
n .-Q "
| oma(aon) e
1

Tabelle C.1: Die Diagrammregeln fiir die Zwangsgleichungsterme.



Anhang D

Der Lichtkegelenergieoperator

Die drei folgenden Tabellen beinhalten alle Terme des Energieoperators aus (4.70) und
sind nach der Anzahl der Einteilchenoperatoren zusammengefafit. Die Schlangenlinien
stehen fiir die Gluonenoperatoren a}; (bzw. ay), die nach rechts zeigenden Pfeile fiir die
Operatoren b}, (bzw. by) und die nach links zeigenden Pfeile fiir die Operatoren d, (bzw.
dy,). Die senkrechten Linien sind Instantonen. Die Masse u2 wurde dabei zur Beseitigung
der Divergenzen durch die renormierte Masse u? aus Gleichung (4.6) mit geeigneten Kon-

stanten ersetzt, die den Grundzustand fiir 4> = 0 erreichen.
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D.1 Wechselwirkungsgraphen der Contractions

Graph Matrixelement
W%W L(C)=p* + £(16+16n E ot +§2 > > i)
n k:; 2
m+} Jm(g):/L2 + %(16—{—8(771—{—0(21 (B2_c2)2 CQQ + E k2) +4(’rr+§)
§+m 2 OO 2 = 16k
+ g . n( n2 ) + éﬂ(m + C) ;n:-}-l (k2—C2)2>
TP =3 Jata, E bnt+ > 4 —=—=d} dn,
n=1 m_% m= 2

Tabelle D.1: Die Contractions und ihre Operatorstruktur. Die renor-

mierte Masse p? wird im Falle I — oo gleich Null.
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D.2 Wechselwirkungsgraphen der Seagulls

Graph

Matrixelement

(Vost+ Vae) (Vi + Vi) ol

555(”1,712;”3,”4;0 =

(Vo 4 ) (=l 4 sf) (2

de(nla NNz, Ny; O

+ (Ve - V) (Vs - Vi) witer

(V= VEE) (VR +VEE) o

Sab(nlanQ;n37n4;C) =

2 —»— 4
ni ng+¢ ng n3+¢
+ (\/ not+¢  V n1 ><\/ nat+¢  V m ) n1+n2+C
1 ———— 3
. . _ / [na+( / /n
- Saa(nlan2an37n4ag) - < n:b_l}. i)zl )( n:LQ ‘7122 ) (n1— n3+C
2 - 4
T _
EPS = Sw(ni,n2;ns,ng; () bjzlbjr;gb bn, 4 Sw(n1,na;ns, ng; —() djzldlmd dn,
Ty
+ > Spa(na, na;ns, ng; Q) bllszb dp,
Ty
—I_ ; a(n n?;n37n4;§) (a‘j’zla;tagbni’)dnll —I_ d;tqb;rlganQanl)
+ 3 Sap(na,na;ng, ng; ) a215225n30n4 + Sa(n1,ng;n3,na;—C) a:rhd:rwdngam
Ny

Tabelle D.2: Die Seagulls und ihre Operatorstruktur. Bei der Summation ist zu

beachten, daf} fiir die Indices der Operatoren a,, und aJr die Summation iiber

ganzzahlige Werte lauft, fiir die Operatoren b,,, b}

dp, und alT dagegen tiber

g M)

halbzahlige Werte.
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D.3 Wechselwirkungsgraphen der Forks

Graph Matrixelement

1 2
% — 02
3 Fba(nl; ng, N3, N4; g) - (\/Z;ig + \/ZTIE) ( Z;+§) (nlz—gng)Q
4

1 2
; ! be(nl;n27n37n4;§) = < nl+ \/ TL1-I- ) <V ”‘;‘3}' \/ nf—gl)- > (n1— n2+C

——2
n n ns— 25>
ms Fap(nisna,ns,na Q) = ( rke +\/n2+<> <\/n3ic - LC) e
4
—-——3
e 2 [na—C _ [nat(C 252
m + ( n1 \/Tbs C> <\/TL2+C n )(HJ—TL3+C)2
4

EPF_ =2 Fba(nl; N, N3, N4, 4) bj.“ bmbnadm + Fba(nl; N, N3, N4, _C> dj“ dn2dn3bn4
n ng
+ ¥ Fop(ni;na, ng, na; ) bl anyang by, + Fop(nisna, ng,na; —C) dl an,an,dy,

ng

+ E Fab(nl; g, M3, Ny, C) aj‘“b?wdnsantl + h.c.

ng

Tabelle D.3: Fork—Graphen und ihre Operatorstruktur. Auch hier gilt die gleiche
Summation wie fiir die Seagull-Operatoren. Wegen der Impulserhaltung muf

jedes Element mit dem Faktor 4,

mainstn, Multipliziert werden.




Anhang E

Die ausgeartete hypergeometrische

Differentialgleichung

Die Differentialgleichung aus (5.25) fiir das doppelte Oszillatorpotential auf dem funda-

mental modular domain

d %O F A= 1) (O = (B + S M) (O = BL(O) . (B)

kann mit Hilfe der Substitutionen

g:\‘/é(g—m) (c>0),§’=f/§(<+ﬁ) (C<0),E£=\/§(7“+%)a (E-2)

—4

wobei
4 (Q) _ \f a4, (€)
a2 V2 de (E3)
als konfluente hypergeometrische Differentialgleichung der Form
a1, (€) 1 & _
e (7‘ to- Z) br(§) =0 (E.4)
bzw.
d2wr (51) 1 2 N
der + (T + 9~ Z) Y (€) =0 (E.5)

geschrieben werden. Sie kann anschliefend fiir die Randbedingungen ¢ bzw. £ — +o0 un-
tersucht werden. Sucht man eine im Nullpunkt reguldre Losung in Gestalt einer gewhn-
lichen Potenzreihe und verwendet die Methode der unbestimmten Koeffizienten, so erhilt
man die Losungen

2 2
n(€) =€ T () =271 e T f (—g, %; %) (E.6)
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und
1 3 2 1 3
(€)= E Buy(€) =2 1 e T f(—g+§ o %) : (E.7)

mit der konfluenten hypergeometrischen oder Kummerschen Funktion

2
f(a,v;t)zl%—%%—#%%nt... . (E.8)

Fiir die allgemeine Losung gilt
253 (1) 25+ (-})
L - T%)

['(x) ist die Eulersche Gamma-Funktion fiir beliebige Zahlen x. Damit ergeben sich fiir

v(€) =Aun(§)+Bun(f) , A= (E.9)

v(&) als allgemeine Losung die sogenannten parabolischen Zylinderfunktionen
e 1 &2 (=% _ 2
(o) pf(r L&), € Ty (1= 3 ) gy
rsn '\"27272) T VAT (- 2 7272
Da sich (E.4) (bzw. (E.5)) bei den Transformationen

NS

Zp(§) = 2z ¢

£ — =€ , r,é——(r+1), i (E.11)

nicht &ndert, existieren ebenso die Lésungen Z,(—¢§), Z_(r41)(%€) und Z_(,11)(—i§), wobei

223IT() e fr+1 1 &
Z_in(i€) = —— 2/ 1 &
(1) (8€) T(Z+1) €4f< 2 2’ 2)
272 T(=1) e (7 3. &
) —+1,=; —= E.12
+ F(% + %) 7’6 e f 2 + ) 2 ) 2 Y ( )
7Ty e (r+1 1 £
Zopiy(—i) = —wp et f 5 Ty
Lz +1) 2 2 2
23 'T(=3) . & (r 3 &
—=" 1 —+1, - —= : E.13
rcrn “er gty (E-13)
Die zwei letzteren parabolischen Zylinderfunktionen lassen sich als Linearkombination
Zp(§) = aZ_(ry1y(i€) + b Z_(ry1y(—i&) (E.14)

mit ¢ und b als Konstanten, schreiben. Die Konstanten werden durch Vergleich der Koef-

fizienten der linken und rechten Seite der Gleichung (E.14) bestimmt

) V2T (L +1) V2 (r+1)cosZ
a — —r — 3
L") e
2'/2 (L + 1 2T (r 4+ 1)sin &
oy = V2 G+9) _ V2T Dsing (E.15)
)

r va

—
I
~
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Dabei wurden die Ersetzungen

™

1
22t_1FtF(t —): (2t FrHra-t = E.16
(t) +3 vrL(2t) (t) T(1—1) pr— (E.16)
vorgenommen. Lost man die Gleichungen in (E.15) nach den Koeffizienten a und b auf,
so gilt
F ]. (&%) F ]. T
= (r+ )eT , b= (r+ )e_T , (E.17)

V2
und fiir die allgemeine Losung folgt

rmwe

dURE (6% Z i) (i) + €7 Z_ryny(—i€)) . (E-18)

V21

Um zu sehen, wann die Losungen konvergieren und normiert werden konnen, wird die

Zn(§) =

Differentialgleichung aus (E.4) (bzw. (E.5)) einer weiteren Transformation mit den Varia-

blenersetzungen
_ Lo Y, (&) () dy(x)
X = 3¢ = e - 2x i + ax (E.19)
X d - 1 X xd -,
dj?” =e 2 ¢r = % = —56 2 QST(X) 4+ e 2 ¢d>(<X)
d2 ", 1 x _x do, L d2 .
= ;ﬁxgx) = Je a0 - e ¢d>(<x) e ji)x(ZX)

unterzogen und auf die Gestalt der sogenannten ausgearteten hypergeometrischen Diffe-

rentialgleichung

d2¢r(X) + (1 X) d¢r(X)

dx? 2 dx

+ %r ¢r(x) =0 (E.20)

gebracht. Nach Riicktransformation fiir & und unter Beriicksichtigung von

dp.  1do, 2o, 1dp, 1 d%,
i Ed 0 Ay @de e (2
erhélt man die Laplacesche Gestalt
d*¢, () d ¢ (§) _
d§2 - 6 df +r ¢r(§) =0 . (E'22)

Diese Differentialgleichung kann mit Hilfe der Laplace-Transformation iiber den Ansatz

¢r(§) = /Igo(w) % dw (E.23)



110

gelost werden. ¢(w) ist eine gesuchte Funktion von w und Z ein gesuchter, von £ un-

abhéngiger Integrationsweg. Differenziert man nach &, so ergibt sich

d - d2 ,
d¢§ :/IQO(UJ) w e dw , d?Q :/Igo(w) W2 e dw . (E24)

Setzt man die Gleichungen aus (E.23) und (E.24) in die aus (E.22) ein, so hat man

/I [w2 +r— wf] e p(w) dw=0 . (E.25)

Auflerden folgt nach partieller Integration des letzten Terms aus (E.25) und unter Beriick-
sichtigung, dafi ¢(w) auf dem Kontur Z verschwindet

d

W) (E.26)

(w* +7) p(w) =
und damit
d “l=0 . E.2
[ dfwew)e] (.27)
Aus Gleichung (E.27) erhélt man zudem

dow) W +r+1

= dw E.28
o) s (29
und
1 _f w?tr _w? —r—1
plw)y=——eJz v duv=—e 7w dw . (E.29)
w

Setzt man das obige Ergebnis in die Gleichung (E.23) ein, so gilt

w2
() = — / s T (E.30)
z
Um einen Kontur Z' von +o00 nach +00 um w = 0 zu fiihren, wird die Variablentransfor-
mation w = —w' durchgefiihrt. Die neue Funktion lautet
whH?2
d)r(g) = /, e—ﬁw’_( 2) (_wl)—r—l dw' ) (E31)
Nach den Gleichungen (E.19) und (E.4) bzw. (E.5) hat man
= ,&/,M n—r—1 g . .
e 1 /, e 7 (—w') dw' = ¢1 Z, (&) + c2 Z_(r11)(i€) (E.32)
und
d | _¢ e D2 Y d d )
pr [e 7 /I' e (=)W | = o d—gZT(Q +co d—fZ,(TH)(z&) . (E.33)
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c1 und ¢y kénnen am Punkt & = 0 iiber

w! 2
/, e T (—w) T W = ¢ Z,(0) + o Z_(+1)(0) (E.34)
und
/ - (u;)2 (_w/)—r dwl = in(O) + Co iZ_( +1) (0) (E35)
, dé dg™ "

bestimmt werden. Unter Verwendung der Hankelschen Formel [162]

/ (=t)* e tdt = —2isinam / t"teTtdt (E.36)
" 0

ergibt sich fiir die linken Seiten der Gleichungen (E.34) und (E.35)

1)2

_wWh? N1 g - < N—r—1 7 1
/ e 2 (—w) dow' = 2isinrm / e 2 (w) dw
7 0

_r .. ® . _r_y
= 27 23sinrmw e u"? du
0

= 27%4sinrw T (—g) , (E.37)
_wh? Ner 3 1 . o _@?
/ e 2 (—w)TTdw = —21s1n7“7r/ e 2 (W) "dw
T 0
r, 1 0 r—1
= —2_5+5isinr7r/ e vy tdu
0
r 1-—
= —2—a+%isinmr( QT) . (E.38)

Aus den Gleichungen (E.10) und (E.12) folgt weiter

ZT(O) - T (121) ) Z—(H—l)(o) - T (% N 1) ’ (E'39)

d B Q%F(—%) d B 2‘%‘%‘(—%) '
dE Z,(0) = ﬁ e Z_(r+1)(0) = W (E.40)
Setzt man die obigen Ergebnisse in (E.34) und (E.35) ein, so erhélt man das Gleichungs-

system
2 273 tsinrm T
() b e ) v F(_i) , (E.41)
2 273 tsinrm 1—r

ClF<_%)+CQF(%) = NG F( 5 ) (E.42)
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Dividiert man die obigen Gleichungen durch die jeweilige Gamma-Funktion der rechten

Seite und subtrahiert die zweite Gleichung von der ersten, so gilt ¢, = 0, da

cy 273 (F(%+1; F(_%) - F(%)ir (%)) =0 . (E.43)

Mit den Ersetzungen

r (—f) r (1 — T) = o™+ /7 (=r) (E.44)

2 2
und
0§
I'(—r)=-— E.45
(=) sinrr ['(r + 1) (E43)
hat man
isinrwr( r) F(l—r) 9 si I(=r) 2mi (E.46)
=——TI{—= ——— ) = 2isin —r) = . :
TN 2 ) S S P
Die Integraldarstellung der Funktion Z, (&) lautet also
F(’f’ + 1) £ 1 W)? —r—
Z,(§) =~ e T [ e Cu) E.47
€ =TI [ e )t (B.47)
Nach Gleichung (E.27) gilt
d - - w’fﬂ
fy o (e ) -
w! 2
/ (7‘(—w')"_1 —&(—u)T"+ (—w')_”l) et g =0 . (E.48)

Multipliziert man die obige Gleichung mit 32%12 e_%, so folgt unter Beriicksichtigung von
[(r+1) =7r[(r) und Gleichung (E.47) die Rekursionsformel

Z,(6) = €2,1(8) + (r — 1) Z,2(6) = 0 (E.49)

bzw. nach Differentiation von (E.47)

d €
d_gzr(g) - EZr(g) + TZ'I‘—I(S) =0 . (E50)
Fiir r = n > 0, mit n als ganze Zahl, ergibt sich
] 9 fw’—(w;)2
Zn(€) = —— e [ E dw' (E.51)

om0 o Ty
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oder
7 - E 8 e (E52)
T omg . (t— &)t ’ .
wobei w' = & — t ersetzt wurde. Nach dem Satz von Cauchy hat man
t2 t2
ez ) ez 2wy . d™ [ 82 21y d" &
/zl (F =gyt 9 = 2RSS gy = o M G (e ) ~ Tl den (e )
(E.53)
und
2 n 2
Zo(€) = (—1)meT 2 (e—%> . (E.54)
dén
Fiir m # n und m > 0, n > 0 ergeben sich die Gleichungen
d? 1 &
il 2 Z.(8) =
@ + (m+3-5) 20 =0
d? 1 &
—7, e =0 . E.
@m© + (n+5-5) 70 =0 (£.55)

Multipliziert man die obigen Differentialgleichungen mit jeweils der entsprechenden para-
bolischen Zylinderfunktion des anderen Index und subtrahiert sie voneinander, so resul-

tiert daraus

7,(6) j—;zm(o - 20O 2O+ (- W 2O Zn© =0 (E50)
bzw.
d d d
- (Zn@) 2 7€) = Zn®) d—gzn@)) M=) Zu(€) Zu(€) =0 . (E5T)

Integriert man iiber das Intervall (—oo, 00), so verschwinden die ersten beiden Terme, und
man erhélt die Orthogonalititseigenschaft der parabolischen Zylinderfunktionen mit der
Gewichtsfunktion r(£) = 1
+oo

| %@ Za©de=0  (m#n) . (E.58)
Um das Integral aus (E.58) zu normieren, verwendet man die Rekursionsformel aus (E.50),
multipliziert diese mit der Funktion Z,, (&) und integriert iiber das Intervall (—oo, +00).
Es folgt

n [T @) de = [T 2@ gz e+ [ 206 Zule) de
¢

= [T (@) 200 - § 2 %00 g

(E.59)
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Nach den Rekursionsformeln aus (E.49) und (E.50) kénnen die beiden obigen Terme auf
die Gestalt

3

d
S5O 2O = 5 (ZlOF + " 2s(6) Zu0) (.61)
gebracht werden. Setzt man dies in (E.59) ein, so lautet die Normierungsbedingung
n [ :’O (Za1(6)” de = [ :’O (Za(€))? de . (E.62)

Fiir Zy(€) ergibt sich mit Gleichung (E.54)

[T ey d= [ et ae=vor (E.63)

—0o0

und eingesetzt in die Gleichung (E.62)

/ T (Za(6))? dE = niVor (E.64)

—0Q

Die normierten doppelten Oszillatoreigenfunktionen sind fiir positive Werte von ( propor-
tional zu Z,(§) und fiir negative Werte von ( proportional zu Z,(—¢'). Beide Losungen
der jeweiligen Differentialgleichung aus (E.4) bzw. (E.5) miissen bei ( = 0 ineinander
iibergehen. An diesem Punkt sind die beiden parabolischen Potentiale nicht stetig. Die
singuldre Potentialfunktion kann im Sinne einer Grenzfallbetrachtung durch eine regulére
Funktion approximiert werden. 1), und die erste Ableitung von v, sind iiberall glatt, da
die Schrodingergleichung eine Differentialgleichung zweiter Ordnung ist. Ist ( = (y der
singuldre Punkt, so erhélt man durch Integration der Schrédingergleichung von ¢ = () — ¢
nach ( = (p + €

di di 1 ke
i co=a=7[""(

Da V({) endlich ist, ist %’”g—” entlang der Singularitit stetig. Damit ist auch v, () stetig.

Daraus folgt fiir die beiden Potentiale, dafl am singuldren Punkt die Wellenfunktion und

(Go+e) - V(¢) = E) ¥a(C)dS . (E.65)

ihre Ableitung kontinuierlich ineinander iibergehen. Aufgrund der Spiegelungsinvarianz
des Potentials kann man Eigenfunktionen mit gerader und ungerader Paritét konstruieren.
Fiir die gerade Funktion von ( gilt

d o A
d_CZn (— —K,) = (E.66)
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und fiir die ungerade Funktion hat man

Zn, (—@n) =0 . (E.67)

Nach der Normierungsbedingung aus (E.62) ergibt sich fiir die Eigenfunktionen

JEVnver Z,(JAc-r) (>0

U (€) = . (E.68)

+ 2\ nIVer Z, (-3¢ +R)  (C<0)

Das positive Vorzeichen steht dabei fiir die Funktionen mit gerader Paritdt und das ne-

gative Vorzeichen fiir jene mit ungerader Paritit.



Anhang F

Die fortran—Programme

Die Summen

SUBROUTINE SUMME1_SUB(N,ZETA,SUMME1)

IMPLICIT NONE

C - Globale Variablen ---------—-—-—-———-—-—-——-—-——-———————————
DOUBLE PRECISION N,ZETA,SUMME1

C === Lokale Variablen -—-—-———————=—=—-—-—-———————————— oo

DOUBLE PRECISION I,UNTEN,EPSYLON

EPSYLON=1D-10
SUMME1=0D0

C == Singularitaetenbehandlung -------------------—-————————————-
IF ((DABS(DABS(ZETA)-0.5D0)) .LT.EPSYLON) THEN
UNTEN=1.5D0
ELSE
UNTEN=0.5D0
END IF
DO I=UNTEN,N-0.5D0
SUMME1=SUMME1+(I**2+ZETA**2) / (I%%*2-ZETA%%2) %*2
END DO
RETURN

END

SUBROUTINE SUMME2_SUB(ZETA,SUMME2)
IMPLICIT NONE

C === Globale Variablen —----—-—-—-=-=-—-——-—-—-—--——————— oo
DOUBLE PRECISION ZETA,SUMME2

C === Lokale Variablen -—-—-—-———=—————————— oo

DOUBLE PRECISION M,UNTEN,EPSYLON

EPSYLON=1D-10
SUMME2=0D0

C —========—-—- Singularitaetenbehandlung --------=--=-==-------—-—-———————o

IF ((DABS(DABS(ZETA)-0.5D0)) .LT.EPSYLON) THEN
UNTEN=1.5D0

ELSE

UNTEN=0.5D0

END IF
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DO M=UNTEN,1000-0.5D0
SUMME2=SUMME2+1/M/ (M*%2-ZETA**2)
END DO
SUMME2=SUMME2%4
RETURN

END

SUBROUTINE SUMME3_SUB(M,ZETA,SUMME3)
IMPLICIT NONE

————————————— Globale Variablen -------—-=———————————m oo

DOUBLE PRECISION M,ZETA,SUMME3

————————————— Lokale Variablen ——--—————==———————— oo

DOUBLE PRECISION I,UNTEN,EPSYLON

EPSYLON=1D-10
SUMME3=0D0

————————————— Singularitaetenbehandlung
IF ((DABS(DABS(ZETA)-0.5D0)) .LT.EPSYLON) THEN
UNTEN=1.5D0
ELSE
UNTEN=0.5D0
END IF
DO I=UNTEN,M-1DO
SUMME3=SUMME3+ (I**2+ZETA**2) / (I**2-ZETA%*2) **2
END DO
RETURN

END

SUBROUTINE SUMME4_SUB(M,SUMME4)
IMPLICIT NONE

-------------- Globale Variablen

DOUBLE PRECISION M,SUMME4

-------------- Lokale Variablen ---===-==========-——=——m—— o —m oo

DOUBLE PRECISION I
SUMME4=0D0

DO I=1DO,M-0.5D0
SUMME4=SUMME4+1 /I *%2
END DO

RETURN

END

SUBROUTINE SUMME5S_SUB(ZETA,SUMMES)
IMPLICIT NONE

—————————————— Globale Variablen

DOUBLE PRECISION ZETA,SUMMES

—————————————— Lokale Variablen ---------------——-—-—————————————————————

DOUBLE PRECISION N,UNTEN,EPSYLON

EPSYLON=1D-10
SUMME5=0D0

—————————————— Singularitaetenbehandlung

IF ((DABS(DABS(ZETA)-0.5D0)) .LT.EPSYLON) THEN
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UNTEN=1.5D0
ELSE
UNTEN=0.5D0
END IF

DO N=UNTEN,1000-0.5D0
SUMME5S=SUMMES+1/N/ (N**2-ZETA**2)
END DO

SUMME5=SUMMEGS*2

RETURN

END

SUBROUTINE SUMME6_SUB(M,ZETA,SUMMES)

——————————— Globale Variablen

----------- Lokale Variablen

IMPLICIT NONE

DOUBLE PRECISION M,ZETA,SUMME6

DOUBLE PRECISION I

SUMME6=0D0

DO I=M+1,1000

SUMME6=SUMMEG+1I/ (I**2-ZETA**2) **2
END DO

SUMME6=SUMME6*16

RETURN

END

Die Matrixelemente

SUBROUTINE IN_SUB(M,G,N,ZETA,IN)

----------- Globale Variablen

——————————— Lokale Variablen

IMPLICIT NONE

DOUBLE PRECISION M,G,N,ZETA,IN

DOUBLE PRECISION SUMME1,SUMME2

CALL SUMME1_SUB(N,ZETA,SUMME1)
CALL SUMME2_SUB(ZETA,SUMME2)

IN=M**2+G**2* (16D0+16D0*N*SUMME1+ZETA**2*xSUMME2)

RETURN
END

SUBROUTINE JN_SUB(M,G,N,ZETA,JN)

----------- Globale Variablen

----------- Lokale Variablen

IMPLICIT NONE

DOUBLE PRECISION M,G,N,ZETA,JN

DOUBLE PRECISION SUMME3,SUMME4,SUMMES,SUMME6,S,EPSYLON

EPSYLON=1D-10

CALL SUMME3_SUB(N,ZETA, SUMME3)
CALL SUMME4_SUB(N,SUMME4)

CALL SUMMES_SUB(ZETA,SUMMES)
CALL SUMME6_SUB(N,ZETA, SUMME6)
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C ————————————— Singularitaetenbehandlung -------------------——————————-—-

IF((DABS(DABS(ZETA)-0.5D0)) .LT.EPSYLON
& .AND. (DABS(DABS(N)-0.5D0)) .LT.EPSYLON ) THEN

S=0D0
ELSE
S=4x (N+ZETA) / (N-ZETA) **2
END IF
JN=M#**2+G**2% (16D0+8D0* (N+ZETA) * (SUMME3+SUMME4 ) +ZETA**2*SUMMES
& +ZETA* (N+ZETA) *SUMME6+S)
RETURN
END

Die Matrix

SUBROUTINE AABD_MATRIX(M,G,ZETA,K,MATRIXGROESSE,AABD)

C SUBROUTINE, welche die AABD-Matrix fuer vorgegebene M,G,ZETA (DP),
C MATRIXGROESSE (I), AABD(MATRIXGROESSE,MATRIXGROESSE) (DP) berechnet.

IMPLICIT NONE

C ———-———————- Globale Variablen -------—-=——————— - —m oo
INTEGER K,MATRIXGROESSE
DOUBLE PRECISION M,G,ZETA
DOUBLE PRECISION AABD(MATRIXGROESSE,MATRIXGROESSE)

C == Lokale Variablem -—--——==—==————————m oo
DOUBLE PRECISION N1,N2,IN1,IN2,JN1,JN2,81,S2,53,54
DOUBLE PRECISION SP,SQ,EPSYLON
INTEGER P,Q

C —=—-—m—————- Initialisierung -----=---==-==----—-—--— e —m— e
DO 10 P=1,MATRIXGROESSE
DO 20 Q=1,MATRIXGROESSE

AABD(P,Q)=0D0
20 END DO
10 END DO

C - AAAA-RAUM -------—--—-——- - oo

DO 30 P=1,K/2
N1=DBLE(P)
CALL IN_SUB(M,G,N1,ZETA,IN1)
N2=DBLE(K-P)
CALL IN_SUB(M,G,N2,ZETA,IN2)
AABD(P,P)=IN1/N1+IN2/N2

30 END DO

C - Singularitaetenbehandlung --------------------———————-—-—-

EPSYLON=1D-10
IF ((DABS(DABS(ZETA)-0.5D0)) .GT.EPSYLON) THEN

C === keine Singularitaeten ---------------------—-——mm—mome oo
C - BDAA- UND AABD-RAUM -—————-———————m—m oo mmmm oo oo o

DO 40 P=1,K/2
DO 50 Q=K/2+1,MATRIXGROESSE

SQ=DBLE(Q-K/2)-0.5D0
S1=DSQRT((K-P)/(SQ+ZETA))
S1=51+1D0/S1

S2=DSQRT(DBLE(P)/ (DBLE(K)-SQ-ZETA))
52=52+1D0/S2

S3=DSQRT(DBLE(P)/ (SQ+ZETA))
53=53+1D0/S3
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S4=DSQRT(DBLE(K-P)/(DBLE(K)-SQ-ZETA))
S4=54+1D0/S4

AABD(P,Q)=-2D0*S1*S2%G**2/( DBLE(K-P)-SQ+ZETA )*%2
& =-2D0*S3*S4*G**2/( DBLE(P)-SQ+ZETA )**2

AABD(Q,P)=AABD(P,Q)

50 END DO
40 END DO

L BDBD-RAUM === === m e e o e e e
DO 60 P=K/2+1,MATRIXGROESSE
SP=DBLE(P-K/2)-0.5D0
N1=SP
CALL JN_SUB(M,G,N1,ZETA,JN1)

N2=DBLE(K)-SP
CALL JN_SUB(M,G,N2,-ZETA,JN2)

AABD(P,P)=JN1/(SP+ZETA)+JN2/ (DBLE(K) -SP-ZETA)

DO 70 Q=P+1,MATRIXGROESSE
SQ=DBLE(Q-K/2)-0.5D0

S1=DSQRT((SP+ZETA) /(SQ+ZETA))
S$1=51+1D0/S1

S$2=DSQRT( (DBLE(K)-SP-ZETA)/(DBLE(K)-SQ-ZETA) )
$2=52+1D0/S2

S53=DSQRT( (DBLE(X)-SP-ZETA)/(SP+ZETA) )
$3=S3-1D0/S3

S4=DSQRT( (DBLE(X)-SQ-ZETA)/(SQ+ZETA) )
S4=54-1D0/S4

AABD(P,Q)=-2D0*S1*S2*G**2/ (SP-SQ) **2
& +2D0*S3*S4*G**2 /K**2

AABD(Q,P)=AABD(P,Q)

70  END DO
60 END DO
END IF
C ———————————— vorhandene Singularitaeten --------------------——————————-
C - ZETA = 0.5 -—=—————-—-—————- -

IF (DABS(ZETA-0.5D0) .LT.EPSYLON) THEN
C —mmmmmmmmmmme- BDAA- UND AABD-RAUM - -========= === mmmmmmmmmommmoooooooo

DO 140 P=1,K/2
DO 150 Q=K/2+1,MATRIXGROESSE-1

SQ=DBLE(Q-K/2)-0.5D0
S1=DSQRT((X-P)/(SQ+ZETA))
S$1=S1+1D0/S1

S2=DSQRT(P/ (DBLE(K)-SQ-ZETA))
$2=52+1D0/S2

S3=DSQRT(P/(SQ+ZETA))
S$3=53+1D0/S3

S4=DSQRT((K-P)/(DBLE(K)-SQ-ZETA))
S4=54+1D0/S4

IF (DABS(DBLE(K-P)-SQ+ZETA) .GT.EPSYLON. AND.
& DABS(DBLE(P)-SQ+ZETA) .GT .EPSYLON) THEN

AABD(P,Q)=-2D0*S1*S2*G**2/( DBLE(K-P)-SQ+ZETA )**2
-2D0*S3*S4*G**2/( DBLE(P)-SQ+ZETA )**2

END IF
AABD(Q,P)=AABD(P,Q)



170
160

END DO
END DO

———————————— BDBD-RAUM ------=--====-===- ————- -

DO 160 P=K/2+1,MATRIXGROESSE-1
SP=DBLE(P-K/2)-0.5D0
N1=SP

CALL JN_SUB(M,G,N1,ZETA,JN1)

N2=DBLE(K)-SP
CALL JN_SUB(M,G,N2,-ZETA,JN2)

AABD(P,P)=JN1/(SP+ZETA)+JN2/(DBLE(K)-SP-ZETA)

DO 170 Q=P+1,MATRIXGROESSE-1
SQ=DBLE(Q-K/2)-0.5D0

S1=DSQRT( (SP+ZETA) / (SQ+ZETA))
S51=81+1D0/S1

52=DSQRT( (DBLE(K)-SP-ZETA)/(DBLE(K)-SQ-ZETA) )
52=52+1D0/S2

53=DSQRT( (DBLE(K)-SP-ZETA)/(SP+ZETA) )
53=53-1D0/S3

S4=DSQRT( (DBLE(K)-SQ-ZETA)/(SQ+ZETA) )
S4=84-1D0/S4

AABD(P,Q)=-2D0*S1*S2*G**2/ (SP=-SQ) **2
+2D0*S3*S4* G2 /Kx*2

AABD(Q,P)=AABD(P,Q)

END DO
END DO

N1=DBLE(K)-0.5D0
CALL JN_SUB(M,G,N1,ZETA,JN1)
AABD (MATRIXGROESSE,MATRIXGROESSE)=JN1/(N1+ZETA)

END IF

——————————— ZETA=-0.5 === ==== === === oo

IF(DABS(ZETA+0.5D0) .LT.EPSYLON) THEN

----------- BDAA- UND AABD-RAUM -——- -——--

DO 240 P=1,K/2
DO 250 Q=K/2+2,MATRIXGROESSE

SQ=DBLE(Q-K/2)-0.5D0
S1=DSQRT((K-P)/(SQ+ZETA))
S1=51+1D0/S1

52=DSQRT (P/ (DBLE(XK)-SQ-ZETA))
52=82+1D0/S2

S3=DSQRT(P/ (SQ+ZETA))
53=83+1D0/S3

S4=DSQRT ((X-P)/(DBLE(K)-SQ-ZETA))
54=54+1D0/S4

IF (DABS(DBLE(K-P)-SQ+ZETA) .GT .EPSYLON.AND.
DABS(DBLE(P)-SQ+ZETA) .GT.EPSYLON) THEN

AABD(P,Q)=-2D0*S1*S2*G**2/( DBLE(K-P)-SQ+ZETA )*%*2
-2D0*S3*S4*G**2/( DBLE(P)-SQ+ZETA )*%2

END IF
AABD(Q,P)=AABD(P,Q)

END DO
END DO

----------- BDBD=RAUM === == === m e e e e e e e e

N2=DBLE(K)-0.5D0
CALL JN_SUB(M,G,N2,-ZETA, JN2)
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AABD(K/2+1,K/2+1)=JN2/(DBLE(K)-0.5D0-ZETA)

DO 260 P=K/2+2,MATRIXGROESSE
SP=DBLE(P-K/2)-0.5D0
N1=SP

CALL JN_SUB(M,G,N1,ZETA,JN1)

N2=DBLE(K)-SP
CALL JN_SUB(M,G,N2,-ZETA,JN2)

AABD(P,P)=JN1/(SP+ZETA)+JN2/(DBLE(K)-SP-ZETA)

DO 270 Q=P+1,MATRIXGROESSE
SQ=DBLE(Q-K/2)-0.5D0

S1=DSQRT( (SP+ZETA) / (SQ+ZETA))
S$1=S1+1D0/S1

S$2=DSQRT( (DBLE(X)-SP-ZETA)/(DBLE(K)-SQ-ZETA) )
$2=52+1D0/S2

S3=DSQRT( (DBLE(X)-SP-ZETA)/(SP+ZETA) )
S$3=53-1D0/S3

S4=DSQRT( (DBLE(K)-SQ-ZETA)/(SQ+ZETA) )
S4=54-1D0/S4

AABD(P,Q)=-2D0*S1*S2*Gx*2/ (SP-SQ) **2
& +2D0*S3*S4*G**2/K**2

AABD(Q,P)=AABD(P,Q)

270 END DO
260 END DO
END IF

Berechnen der Eigenwerte

Die doppelte Ozillatorbasis

PROGRAM MATRIX_EXP
IMPLICIT NONE

C === aabd_matrix_sub ---—-—-—-—-———m oo

INTEGER K,MATRIXGROESSE

PARAMETER (K=91,MATRIXGROESSE=K+K/2)

DOUBLE PRECISION M,G,H,LA

PARAMETER (M=0D0 , G=1D0 ,H=0.265D0 , LA=378480 . 9609D0)
DOUBLE PRECISION ZETA

DOUBLE PRECISION AABD(MATRIXGROESSE,MATRIXGROESSE)

C - int_spline ---------—-----—-——-——-—-——————- -

INTEGER NSPL

PARAMETER (NSPL=200)

DOUBLE PRECISION X(NSPL),F(NSPL)
DOUBLE PRECISION BU,BO,DINT

C ————————————= jacobi_ew —————-———m - e

DOUBLE PRECISION MATRIX(MATRIXGROESSE,MATRIXGROESSE)
DOUBLE PRECISION LAMBDA(MATRIXGROESSE)

C ========———-- vektord_sub2 -------------m-mm e e

DOUBLE PRECISION LAMBDA_ORD(MATRIXGROESSE)
C - Automatische Datenausgabe --------------------—----——————-
CHARACTER*1 CHI1

CHARACTER*2 CHI2
CHARACTER*3 CHI3
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CHARACTER*19 QFILE1
CHARACTER*11 QF

Allg in —m e o

DOUBLE PRECISION MATRIX1(MATRIXGROESSE,MATRIXGROESSE,NSPL)
DOUBLE PRECISION Pi
INTEGER P,Q,I,JQ,JQS,JQ1,JQS1

QF="EIGENWEXPO_"
JQ=K

IF(JQ.LE.9) THEN
CHI1=CHAR(JQ+48)
QFILE1=QF//CHI1//" .DATA"

END IF

IF(JQ.GT.9) THEN
JQS=JQ/10
CHI2=CHAR (JQS+48)//CHAR (JQ-JQS*10+48)
QFILE1=QF//CHI2//" .DATA"

END IF

IF(JQ.GT.99) THEN
JQs1=JQ/100
JQ1=JQ-JQS1*100
JQs=JQ1/10
CHI3=CHAR(JQS1+48)//CHAR(JQS+48)//CHAR(JQ1-JQS*10+48)
QFILE1=QF//CHI3//".DATA"
END IF
OPEN(30,FILE=QFILE1,STATUS="UNKNOWN" ,FORM="FORMATTED")
——————————————— Allgemein -------------—-—-—-——
Pi=4DO*DATAN(1D0)
BU=-0.5D0
B0=0.5D0
——————————————— Punkte-Netz ----------=--------——— -

DO 10 I=1,NSPL
X(I)=BU+(BO-BU)*(I-1)/(NSPL-1)

10 END DO
——————————————— Hilfs-Matrix ------------—=—————-mmm oo
DO 20 I=1,NSPL
ZETA=X(I)
CALL AABD_MATRIX(M,G,ZETA,K,MATRIXGROESSE,AABD)

DO 30 P=1,MATRIXGROESSE
DO 40 Q=1,MATRIXGROESSE

IF(ZETA.GE.0) THEN
MATRIX1(P,Q,I)=2*AABD(P,Q)*(8*Pi**2/LA)**0.25D0
& *DEXP (-DSQRT(LA/2)* (X(I)-H)**2/2)

ELSE
MATRIX1(P,Q,I)=2*AABD(P,Q)*(8%Pi**2/LA)**0.25D0
& *DEXP (-DSQRT(LA/2) * (X(I)+H)*%2/2)
END IF
40 END DO
30 END DO
20 END DO

70

———————————— Integration der Hilfs-Matrix ---------——----—-—--——-—--—-

DO 50 P=1,MATRIXGROESSE
DO 60 Q=P,MATRIXGROESSE

DO 70 I=1,NSPL
F(I)=MATRIX1(P,Q,I)
END DO

CALL INT_SPLINE(NSPL,BU,BO,X,F,DINT)
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MATRIX(P,Q)=DINT
MATRIX(Q,P)=MATRIX(P,Q)

60 END DO
50 END DO

[ Eigenwerte der Matrix ---------=---=---------——-—mmmommm—m
CALL JACOBI_EW(MATRIXGROESSE,MATRIX,LAMBDA)
DO P=1,MATRIXGROESSE
print*,P,LAMBDA(P)*K
END DO
C ————————————— Ordnen der Eigenwerte nach der Groesse ----—--—----—-—------—
CALL VEKTORD2(MATRIXGROESSE,MATRIXGROESSE,1,LAMBDA,LAMBDA_QORD)
DO P=1,MATRIXGROESSE
print*,P,LAMBDA_ORD (P)*K
WRITE(30,’(I4,F16.10)’),K,LAMBDA_ORD (P)*K
END DO

END

Die Kastenpotentialbasis

PROGRAM MATRIX_SIN

IMPLICIT NONE

C === aabd_matrix_sub -------—-—-——m— oo

INTEGER ANZAHLSINUS,K,MATRIXGROESSE

PARAMETER (ANZAHLSINUS=1,K=91,MATRIXGROESSE=ANZAHLSINUS* (K+K/2))
DOUBLE PRECISION M,G

PARAMETER (M=0D0,G=1D0)

DOUBLE PRECISION ZETA

DOUBLE PRECISION AABD(MATRIXGROESSE,MATRIXGROESSE)

C ———=————————= int_spline -—-—-—-———-———— -

INTEGER NSPL

PARAMETER (NSPL=200)

DOUBLE PRECISION X(NSPL),F(NSPL)
DOUBLE PRECISION BU,BO,DINT

C ————————————= jacobi_ew ———-—-——mm e

DOUBLE PRECISION MATRIX(MATRIXGROESSE,MATRIXGROESSE)
DOUBLE PRECISION LAMBDA(MATRIXGROESSE)

[ vektord_sub2 —---=----==---—mm— e m e e m e

DOUBLE PRECISION LAMBDA_ORD(MATRIXGROESSE)
C === Automatische Datenausgabe --------------—-—-—-—-———————————

CHARACTER*1 CHI1
CHARACTER*2 CHI2
CHARACTER*3 CHI3
CHARACTER*19 QFILE1
CHARACTER*11 QF

C - Allgemein ---------—-----—-—-——---————-———— -
DOUBLE PRECISION MATRIX1(MATRIXGROESSE,MATRIXGROESSE,NSPL)

DOUBLE PRECISION Pi
INTEGER P,Q,I,JQ,JQS,JQ1,JQS1

QF="EIGENWERTE_"
JQ=K
IF(JQ.LE.9) THEN

CHI1=CHAR(JQ+48)
QFILE1=QF//CHI1//" .DATA"



40
30

20

70

END IF

IF(JQ.GT.9) THEN
JQs=JqQ/10
CHI2=CHAR(JQS+48)//CHAR(JQ-JQS*10+48)
QFILE1=QF//CHI2//" .DATA"
END IF

IF(JQ.GT.99) THEN

JQsS1=JQ/100

JQ1=JQ-JQS1%100

JQs=Jq1/10
CHI3=CHAR(JQS1+48)//CHAR(JQS+48)//CHAR(JQ1-JQS*10+48)
QFILE1=QF//CHI3//" .DATA"

END IF

OPEN(30,FILE=QFILE1,STATUS="UNKNOWN" ,FORM="FORMATTED")

———————————— Allgemein -----------—-—-—-—-—m o

Pi=4DO*DATAN(1D0)
BU=-0.5D0
B0=0.5D0

------------ Punkte-Netz -------==-==----mm—mmm o e

DO 10 I=1,NSPL
X(I)=BU+(BO-BU)*(I-1)/(NSPL-1)

END DO

———————————— Hilfs-Matrix ---------—--—=———— -

DO 20 I=1,NSPL
ZETA=X(I)
CALL AABD_MATRIX(M,G,ZETA,K,MATRIXGROESSE,AABD)
DO 30 P=1,MATRIXGROESSE
DO 40 Q=1,MATRIXGROESSE
MATRIX1(P,Q,I)=4*AABD(P,Q)*DSIN(PI*(X(I)+0.5D0))**2

END DO
END DO

END DO

----------- Integration der Hilfs-Matrix --- --=

DO 50 P=1,MATRIXGROESSE
DO 60 Q=P,MATRIXGROESSE

DO 70 I=1,NSPL
F(I)=MATRIX1(P,Q,I)
END DO
CALL INT_SPLINE(NSPL,BU,BO,X,F,DINT)

MATRIX(P,Q)=DINT
MATRIX(Q,P)=MATRIX(P,Q)

END DO
END DO

—————————— Eigenwerte der Matrix -

CALL JACOBI_EW(MATRIXGROESSE,MATRIX,LAMBDA)

DO P=1,MATRIXGROESSE
print#*,P,LAMBDA(P)*K
END DO

—————————— Ordnung der Eigenwerte nach der Groesse --------—--—--—----

CALL VEKTORD2(MATRIXGROESSE,MATRIXGROESSE,1,LAMBDA,LAMBDA_ORD)

DO P=1,MATRIXGROESSE
print*,P,LAMBDA_ORD (P)*K
WRITE(30,’(I4,F16.10)”),K,LAMBDA_ORD(P)*K

END DO

END
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