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1 Einfuhrung

Im Rahmen dieser Promotion sollte die Anwendung des Automatischen Differenzierens (AD)
in Simulationen aus unterschiedlichen Bereichen untersucht werden. Grundsétzlich ist das Au-
tomatische Differenzieren ein Ansatz, der bei allen Simulationen angewandt werden kann,
wenn das zugrundeliegende Problem differenzierbar und der Quellcode der Simulation vor-
handen ist. Die Vorteile, des Automatischen Differenzierens konnen sehr unterschiedlich sein.
Sie reichen vom klassischen Berechnen der Ableitungswerte fiir beispielsweise Optimierungs-
verfahren iiber die Bestimmung von Sensitivititen, bis zur Reduktion des zu entwickelnden
Codes. Desweiteren werden die Untersuchungen Erkenntnisse liefern, die es ermoglichen, in
Zukunft Aufwand und Schwierigkeiten der Anwendung des Automatischen Differenzierens
auf eine Simulation im Vorfeld abzuschitzen.

Die Anwendungsbereiche sind so gewihlt, dass man Anwendungen aus sehr unterschiedlichen
Bereichen - dem naturwissenschaftlichen und dem 6konomischen-, abdeckt, mit ihren spezifi-
schen Eigenheiten bei der Simulation. Jeder Bereich hat seine unterschiedliche Herangehens-
weise an die Problemstellungen.

Der Aufbau dieser Arbeit gliedert sich in drei thematische Kapitel: Automatisches Differen-
zieren, Stromungsmechanik und Finanzmathematische Simulation. In einem abschlieBenden
Kapitel fassen wir die Resultate am Schluss zusammen.

Die Tools, die im Rahmen dieser Arbeit entwickelt wurden, als auch die vorgestellten Bei-
spielprogramme, sind auf der beigelegten CD enthalten. In der Arbeit werden wir auf die Pro-
gramme verweisen.

Im Kapitel 2 fiihren wir zuerst das Automatische Differenzieren ein. In der Einfiihrung der
Methode befassen wir uns mit den unterschiedlichen Varianten des Automatischen Differen-
zierens. Einfilhrungen zum Automatischen Differenzieren lassen sich beispielsweise auch in
den Arbeiten Automatic Differentiation: Applications, Theory, and Implementations [MBO06],
Evaluating Derivatives [GWO08] oder Automatic differentiation in flow simulation [Lei07] fin-
den.

AnschlieBend widmen wir uns den Herausforderungen des Automatischen Differenzierens, die
sich in die drei Kategorien - technische und numerische Herausforderungen und Effizienz-
Anforderungen - einteilen lassen. Die Erkenntnisse sind bei den Untersuchungen im Rahmen
dieser Arbeit entstanden, beziehungsweise libertragen bekannte Phinomene der Informatik und
Numerik in den Kontext des Automatischen Differenzierens.

Im letzten Teil dieses Kapitels beschreiben und bewerten wir die im Zuge dieser Promotion
neu entwickelten Werkzeuge. Die Werkzeuge sind ein Konzept zur Entwicklung eines pro-
grammiersprachen unabhéngigen Source-Transformation-Tools. Dieses Konzept ermdoglicht
eine Trennung von den Bereichen der Analyse des Programmcodes zur Ermittelung einer
Abhingigkeit innerhalb des Programms, was eine Tétigkeit mit sehr hohem Informatik-Anteil
ist, von der mathematisch-numerischen Aufgabe moglichst effiziente Ableitungsstrukturen zu
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1 Einfiihrung

ermitteln. Sowie eine C++-Bibliothek mit Uberladenen Operatoren, die ein Debugging Werk-
zeug zur Identifikation von numerischen Instabilititen zur Laufzeit besitzt. Die Besonderheit
dieses Mechanismusses ist, dass er ohne Modifikation des Programms per Compileroption ak-
tiviert und deaktiviert werden kann. Im deaktivierten Zustand entsteht kein zusitzlicher Auf-
wand zur Laufzeit. Tools, die zum Teil eine dhnliche Funktionalitit, beziehungsweise Herange-
hensweise besitzen, sind in OpenAD/F: User Manual [UNL11] und FADBAD, a flexible C++
package for automatic differentiation [BS96] beschrieben. Da alle vorhandenen Softwarepake-
te zum Automatischen Differenzieren, dieselben Grund Funktionalititen zur Verfiigung stellen,
gibt es auch zu diesen Beriihrungspunkte, ohne dass eine Beeinflussung dieser stattgefunden
hat.

Im Kapitel 3 Stromungsdynamik leiten wir uns zuerst die physikalischen Grundlagen zur Be-
schreibung der Stromungsmechanik her. In der physikalischen Einfiihrung gehen wir zunéchst
auf die Euler-Gleichungen ein. Diese erweitern wir dann zu den Navier-Stokes-Gleichungen.
Den physikalischen Grundlagen folgt ein Abschnitt, in dem wir die benotigten numerischen
Grundlagen erldutern. Dort gehen wir kurz auf die Strémungssimulation mit der Finiten-Differ-
enzen-Methode und der Finiten-Elemente-Methode ein. Die Finite-Volumen-Methode betrach-
ten wir detaillierter, da die spiter verwendeten Simulationsprogramme dieses Verfahren ver-
wenden. Eine Auswahl an Herangehensweisen an die Stromungsmechanik und ihre numerische
Betrachtung finden wir auch in den Biichern Grundziige der Stromungslehre von Zierep und
Biihler [ZBO8], Stromungslehre von Spurk und Aksel [SAQ7], Numerische Stromungsmechanik
von Ferziger und Peric [FPO8] und Numerische Simulation in der Stromungsmechanik, eine
praxisorientierte Einfiihrung von Griebel, Dornseifer und Neunhoeffer [GDN95].
AnschlieBend diskutieren wir die sinnvolle Anwendung des Automatischen Differenzierens in
diesem Kontext. Darauf aufbauend werden wir die Besonderheiten, die bei der Numerischen
Stromungssimualtion fiir das Automatische Differenzieren entstehen, betrachten. Wir werden
die Anwendung an zwei verschiedenen CFD-Programmen betrachten: An dem Programm Caf-
fa und dem Programm Comet. Beide Programme verwenden das Konzept der Finiten- Volumen-
Methode. Von der Funktionalitit und dem internen Aufbau unterscheiden sich die Programme
zum Teil massiv. Caffa ist ein 2D-Loser, bei dem die Bewegung der Gitter vollstindig im Quell-
code integriert ist. Comet ist ein 2D/3D-Loser, bei dem die Bewegung der Gitterstruktur durch
ein externes Tool iiber eine Skriptsprache realisiert ist. Wir werden die Programme und die
damit zusammenhéingenden Probleme ausfiihrlich analysieren.

Als wesentliche Neuerung haben wir hier die ausfiihrliche Analyse der Anwendung des Auto-
matischen Differenzierens im Bereich der Stromungsmechanik mit bewegten Gittern geleistet.

Im finanzmathematischen Teil dieser Arbeit, Kapitel 4, beschéftigen wir uns zuerst mit der
finanzmathematischen Formulierung von Optionspreisen. Anschlieend betrachten wir zwei
Modelle zur Berechnung von Optionspreisen. Als Einfiihrung in diesen Themenkomplex sei
Financial Mathematics I [Kie04] und Numerische Methoden der Finanzmathematik [Grii09]
genannt.

Da fiir die Berechnung der Optionspreise mit den Modellen die numerische Integration eine
wichtige Rolle spielt, befassen wir uns anschlieBend ndher mit der numerischen Integration.
Nachdem wir die Grundlagen abgeschlossen haben, betrachten wir zuerst das Black-Scholes-
Modell zur Optionspreis-Berechnung, erértern anhand dieses Modells den Nutzen und die An-
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wendbarkeit des Automatischen Differenzierens und stellen die Ergebnisse vor. AnschlieBend
befassen wir uns mit dem Heston-Modell, das als Erweiterung des Black-Scholes-Modell zu
verstehen ist und wenden auch hier das Automatische Differenzieren an. Beim Heston-Modell
haben wir mit dem Automatischen Differenzieren eine Parameter-Kalibrierung durchgefiihrt.
Zuletzt fassen wir die Kenntnisse aus diesem Bereich zu einer Richtlinie zusammen.

In diesem Kapitel haben wir die Anwendung des Automatischen Differenzierens auf das
Heston-Modell in dieser Form und die Zusammenfassung der Erkenntnisse zu den Richtlinien
zur Sensitivitdten-Ermittlung in der Finanzmathematik als neuen Beitrag geleistet.

Im letzten Kapitel dieser Arbeitet fassen wir die Ergebnisse zusammen und geben einen Uber-
blick iiber die Anwendung des Automatischen Differenzierens. Die Ergebnisse lassen sich so-
wohl in die Bereiche der Weiterentwicklung des Automatischen Differenzierens, Erkenntnis-
se bei der Anwendung in der Stromungsmechanik und der Optionspreisberechnung als auch
gemeinsam in einem gesamtheitlichen Kontext, eingliedern. Zum Abschluss geben wir noch
einen kleinen Ausblick fiir mogliche weitere Betrachtungen.

15
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2 Automatisches Differenzieren

In diesem Kapitel fiihren wir das zentrale Thema dieser Arbeit, das Automatische Differenzie-
ren, ein. Wir betrachten zunédchst die Grundidee des Automatischen Differenzierenes. Danach
befassen wir uns mit den Herausforderungen, die beim Anwenden des Automatischen Differen-
zierens entstehen. Zuletzt werden die im Rahmen der Arbeit entstandenen Tools beschrieben.

Bevor wir niher in die Betrachtung des Automatischen Differenzierens einsteigen, geben wir
einen Uberblick iiber die verwendete Litertaur. Als Einfiihrung in das Thema sind die Arbei-
ten Automatic Differentiation: Applications, Theory, and Implementations [MBO06], Evaluating
Derivatives von Griewank und Walther [GWO08], Algorithmisches Differenzieren von Fischer
[Fis05] und Automatic differentiation in flow simulation von Leidenberger [Lei07] geeignet.
Als Dokumentationen von Tools zum Automatischen Differenzieren sind beispielsweise Ope-
nAD/F: User Manual von Utke, Naumann und Lyons [UNL11] und FADBAD, a flexible C++
package for automatic differentiation von Bendtsen und Stauning [BS96] zu empfehlen. Als
eine thematisch verwandte Anwendung sei Automatic Differentiation for the Optimization of a
Ship Propulsion and Steering System: A proof of concept von Leidenberger und Urban [LU11]
genannt. Auf weitere verwendete Litertur wird im Text verwiesen.

2.1 Das Prinzip des Automatischen Differenzierens

Bemerkung 2.1.1 (Bezeichnungen)

Das Automatische Differenzieren wird auch als Algorithmisches Differenzieren bezeichnet. Die
gebrduchliche Abkiirzung fiir das Automatische Differenzieren wie auch fiir die alternative
Bezeichnung Algorithmisches Differenzieren ist AD.

Beim Automatischen Differenzieren betrachten wir in der Regel ein Problem der folgenden
Art:

Definition 2.1.2 (Problemstellung - Automatisches Differenzieren)
Gegeben ist eine Funktion,

feck), de NQc R™undQist of fen,
f:Q—-NR",

und ein Program P, das die Funktion f berechnet. Gesucht sind neben den Werten von f an
der Stelle x € Q) auch die Werte von f' an der Stelle .

Ausgehend von einer Problemstellung wie in Definition 2.1.2 haben wir zwei Mdoglichkeiten,
die Werte von f’ an der Stelle z zu berechnen: Die erste Variante ist ein analytischer Zugang.
Hierbei berechnet man den Gradienten von f und schreibt ein Programm P’, welches die Werte
von f’ berechnet. Dieses Vorgehen hat mehrere Nachteile. Zum einem kann das Aufstellen
der Ableitung ziemlich aufwendig sein, oder es ist nicht méglich, da man keine geschlossene

17



2 Automatisches Differenzieren

1.5

0.01 | | o - ‘O‘.l | | - ‘1.

Abbildung 2.1: Darstellung der Funktion (2.1) auf dem Intervall (0.01,1).

Formel fiir f besitzt und das Programm P die Werte von f mittels einer Simulation berechnet.
Der alternative Zugang beriicksichtigt genau diese Probleme, indem er das direkte Aufstellen
des Gradienten von f vermeidet. Stattdessen wird das Programm P sequenziell abgeleitet, dass
heiflt jede Zeile von P, die zur Berechnung von f mathematisch relevant ist, wird abgeleitet.
Dass dieser Ansatz in der Theorie zum selben Ergebnis fiihrt, sieht man leicht, wenn wir die
Linearitit des Differenzial Operators betrachten und beriicksichtigen, dass ein Programm P
nur elementar differenzierbare Operationen verwendet. Das sequenziell abgeleitete Programm
P bezeichnen wir im Folgenden mit Papy. Das sequenzielle Ableiten des Programmcodes kann
von Hand erfolgen, was allerdings relativ aufwendig und sehr fehleranfillig ist. Die effizientere
und Fehler unanfilligere Variante ist die des automatischen beziehungsweise algorithmischen
Ableitens des Programmcodes. Probleme, die beim Ableiten des Programmcodes entstehen
konnen, betrachten wir spater im Abschnitt 2.2 ausfiihrlich.

Diese abstrakte Erklidrung des Automatischen Differenzierens veranschaulichen wir nun mit
einem kleinen Beispiel.

Beispiel 2.1.3
Gegeben ist die Funktion
sin(1/.
flayi= A
exp(cos(1/z))
und x € (0, 1), hier sieht man direkt, dass der erste Ansatz, zuerst die Ableitung der Funktion
f(x) aufzustellen, relativ aufwendig ist da,

() = —1/42 cos(1/z ) exp(cos(1/z ) — sin(1/z )1/z? sin(1/z ) exp(cos(1/z )
exp(cos(1/z))?
42 cos(V/x ) — sin(1/z )21/2?
B exp(cos(1/z)) ’

2.1)

(2.2)

und man beim Aufstellen und Vereinfachen leicht einen Fliichtigkeitsfehler begeht. Alternativ
kann man die Ableitung mit einem Computeralgebrasystem, (wie z.B. Maple™! oder
Mathematica™?) berechnen lassen und anschliefiend implementieren. Dieser Ansatz ist al-
lerdings auch etwas aufwendig.

Die Idee, den Ableitungswert mittels Finite-Differenzen zu approximieren, ist bei dieser Funkti-
on nicht trivial, da sie im Bereich x < 0, 1 stark oszilliert, wie in Abbildung 2.1 veranschaulicht

'Ein Produkt der Waterloo Maple Inc.
2Ein Produkt der Wolfram Research, Inc.
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2.1 Das Prinzip des Automatischen Differenzierens

ist. Die x-Achse ist logarithmisch skaliert.

Somit bietet es sich an, direkt den Programmcode zu modifizieren, so dass die Ableitung mit-
berechnet wird, ohne die Ableitung der Funktion aufzustellen. Diesen Ansatz kann man direkt
mit dem Automatischen Differenzieren realisieren.

Listing 2.1: Implementierung von Gleichung (2.1)

double f(double x) {

double tmp = 1./x;

return sin(tmp)/exp(cos(tmp));
}

Listing 2.2: Implementierung von Gleichung (2.1) und (2.2) mit AD

ad f(ad x) {

ad tmp = 1./x;

return sin(tmp)/exp(cos(tmp));
}

Im Listing 2.1 ist die Implementierung der Funktion f(x) aus Gleichung (2.1) in C++ abge-
bildet, in Listing 2.2 ist die Implementierung von f(x) und f'(x) gezeigt. Die Ableitung wird
mit Hilfe von Uberladenen Operatoren berechnet. Wir mussten nur drei Variablen vom Typ
double in den Type ad dndern.

Beim Automatischen Differenzieren gibt es zwei Moglichkeiten der Umsetzung: Zum einen
das Prinzip der Source-Transformation und zum anderen das der Uberladenen Operatoren. Im
Folgenden geben wir ein Entscheidungsschema zur Auswahl des geeigneteren Ansatzes.
Beim Automatischen Differenzieren gibt es zwei grundlegende Situationen. Die erste Moglich-
keit ist, dass das Programm zur Berechnung der Zielgrofle, die abgeleitet werden soll, schon
existiert. In diesem Fall muss man unterscheiden, ob die Implementierung kurz und iiber-
sichtlich oder ob sie umfangreich und komplex ist. Fiir den umfangreichen, komplexen Fall
sollte die Source-Transformations Variante gewihlt werden. Im Falle, dass der Quellcode kurz
und ibersichtlich ist, muss die Programmiersprache beriicksichtigt werden. Bei einer Spra-
che, die das Prinzip der Uberladenen Operator unterstiitzt, ist dieser Ansatz fiir das Automati-
sche Differenzieren zu bevorzugen. Ansonsten muss man mangels Alternativen grundsitzlich
die Source-Transformation anwenden. Bei der zweiten Moglichkeit muss man das Programm
zur Berechnung der Zielgrofie erst implementieren. Hier bietet es sich an, den Ansatz der
Uberladenen Operatoren zu bevorzugen, vorausgesetzt man kann eine Programmiersprache
wihlen, die diese Funktionalitit besitzt.

Die Entscheidung welche Automatische Differentiation’s Variante man bevorzugen sollte, kann
man nochmals der Entscheidungsgrafik in Abbildung 2.2 entnehmen.

Die Source-Transformation hat den Vorteil, dass es keine Voraussetzungen an die Program-
miersprache stellt, solange man ein AD-Tool fiir die Programmiersprache hat. Zudem ist sie
relativ einfach auf komplexe bestehende Programme anwendbar. Der Nachteil dieses Ansatzes
ist, dass der neu erzeugte Code in der Regel deutlich umfangreicher und schwerer zu lesen ist.
Damit geht einher, dass die Weiterentwicklung eines so differenzierten Codes sehr aufwendig
ist.

Bei dem Ansatz der Uberladenen Operatoren wird eine formale Anforderung an die Program-
miersprache gestellt, nimlich dass sie das Prinzip der Uberladenen Operatoren unterstiitzt, wie
zum Beispiel C++. Ein Nachteil dieses Ansatzes ist die Anwendung auf groe und komplexe
bestehende Programme. Bei Neuentwicklungen ist dieser Ansatz leicht und gut nachvollzieh-
bar anwendbar.
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2 Automatisches Differenzieren

4{ Zielgrofie }7

ﬁ Alt-Implementierung# ﬂNeu-Implementierung#
| cinfacher komplexer | |nicht iiberladbare tiberladbare
Quellcode T Quellcode Operatoren Operatoren
tiberladbare nicht iiberladbare
Operatoren Operatoren
—{Uberladene Operatoren { Source-Transformation

Abbildung 2.2: Entscheidungsgrafik AD-Variante.

Ein weiteres Unterscheidungsmerkmal beim Automatischen Differenzieren ist der gewihlte
Modus. Man unterscheidet zwischen dem Vorwirtsmodus (Forward Mode) und dem
Riickwirtsmodus (Reverse Mode) .

Der Vorwirtsmodus arbeitet direkt, dies bedeutet, dass die Ableitungswerte simultan zu den
Funktionswerten berechnet werden. Von temporéren Objekten abgesehen, miissen, - bis auf
die Ableitungswerte der einzelnen Variablen - keine Informationen gespeichert werden.

Der Riickwirtsmodus arbeitet in einem zweistufigen Vorgehen. Im ersten Schritt werden alle
mathematischen Operationen und zugehorigen Funktionswerte in einer Datenstruktur gespei-
chert. Im zweiten Schritt wird ausgehend von dieser Datenstruktur riickwirts die Ableitung der
ZielgroBe ermittelt.

Eine detailierte Beschreibung des Vorwirts- und Riickwirtsmodus ldsst sich in der Arbeit Al-
gorithmisches Differenzieren in Simulation und Optimalsteuerung von Differentialgleichungen
von Slawig [Sla05] finden.

2.2 Herausforderungen beim Automatischen Differenzieren

Dieser Abschnitt behandelt die Herausforderungen, die beim Anwenden des Automatischen
Differenzierens auftreten konnen und stellt Methoden zum besseren Handhaben dieser Proble-
matiken zur Verfiigung.

Man kann die Problematiken in drei Teilbereiche aufteilen:

e Technische Herausforderungen,
e Numerische Herausforderungen und
e Effizienz-Anforderungen.

Im Folgenden betrachten wir die drei Problemklassen ausfiihrlich.
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2.2 Herausforderungen beim Automatischen Differenzieren

2.2.1 Technische Herausforderungen

Mit Technischen Herausforderungen werden die Problematiken bezeichnet, die direkt aus dem
programmiertechnischen Bereich heraus entstehen. Dies umfasst Probleme wie die Verwen-
dung von externen Bibliotheken oder die Kombination von verschiedenen Programmierspra-
chen.

Externe Bibliotheken

Bei der Verwendung von externen Bibliotheken muss der Quellcode der Bibliothek zu Verfii-
gung stehen. Zudem sollte der Quellcode in der gleichen Programmiersprache sein, ansonsten
gibt es andere technische Schwierigkeiten, auf die wir im Abschnitt Verschiedene Program-
miersprachen niher eingehen werden.

Weitere Probleme kénnen bei der Umsetzung aufgrund der Grof3e, beziehungsweise der Kom-
plexitit oder des Programmierstils auftreten. Diese Probleme sind allerdings durch eine gu-
te Vorarbeit 16sbar. Wenn eines oder mehrere der genannten Probleme auftreten, muss man
iiberpriifen ob die ganze Bibliothek oder nur Teile fiir das Automatische Differenzieren rele-
vant sind.

Eine langfristige Moglichkeit diese Problematiken zu minimieren, wére eine Entwicklung der
Bibliotheken unter Beriicksichtigung des Automatischen Differenzierens. Bei einer C++-Bib-
liothek wire dies Beispielhaft relativ einfach durch Verwendung von Templates moglich. Eine
andere interessante Anwendung wire eine Portierung von BLAS? und LAPACK* zu einer stan-
dardisierten AD-Schnittstelle.

Verschiedene Programmiersprachen

Bei der Verwendung von verschiedenen Programmiersprachen innerhalb eines Projektes kann
es zu gewissen technischen Problemen kommen. Speziell muss man hierbei zwischen dem
Operator Uberladen und der Source-Transformation unterscheiden.

Hinzu kommen Problematiken, die es generell bei der Verwendung von verschiedenen Pro-
grammiersprachen gibt. Hierzu zihlt als Beispiel die unterschiedliche Speicherung von Arrays.
Dies tritt beispielsweise bei der Verkniipfung von Fortran und C auf. Zuerst erldutern wir hier
das Vorgehen und die Probleme beim Ansatz der Source-Transformations und anschlieend
mit den Uberladenen Operatoren.

Source-Transformation

Die erste Schwierigkeit besteht in der Auswahl eines AD-Tools zur Source-Transformation,
welches beide Programmiersprachen unterstiitzt. In folgenden Beispielen erldutern wir die auf-
tretenden Effekte anhand eines Programmes in C und Fortran.

Beispiel 2.2.1 (C-Fortran)

Wir betrachten in diesem Beispiel ein C Programm, das eine Fortran Routine in einem kleinen
iibersichtlichen Programm aufruft. Der zugrundeliegende Code ist in den Listings 2.3 und 2.4
gegeben.

3Basic Linear Algebra Subprograms
*Linear Algebra PACKage
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2 Automatisches Differenzieren

Listing 2.3: C-Fortran: Aufruf der Fortran Routine
float quadratic_(float x);

float callQuadratic(float x, floatx f)

{
xf = quadratic_(&x);
return xf;

}

In der Zeile 1 von Listing 2.3 ist die Fortran Routine deklariert. Zu beachten ist, dass der Un-
terstrich am Ende des Funktionsnamens notwendig ist, da der verwendete Compiler der gcc’
beim Compilieren der Fortran Routine diesen selbststindig anfiigt.

In Zeile 5 des Listings 2.3 wird dann die Fortran Routine aus dem C Programm heraus aufge-
rufen.

Listing 2.4: C-Fortran: Fortran Routine

real function quadratic(x)
real x
quadratic = x*x
return

end function

Das Automatische Differenzieren mit dem Source-Transformation Ansatz realisieren wir mit
dem Tool Tapenade °. Dieses einfache Beispiel zeigt schon schon die Probleme, die Tapenade
mit den Programmiersprachen hat, auf. Eine Einschrdnkung ist, dass der neu erzeugte Code
in nur einer Programmiersprache vorliegt, das heifit es ist nicht moglich, dass die C Funktion
CallFortran und die Fortran Funktion quadratic in einem Durchlauf erzeugt werden.
Desweiteren entdeckt Tapenade die vom Compiler erzwungene Namesanpassung mit dem Un-
terstrich. Dadurch erkennt Tapenade nicht, dass die Variable £ von x abhdngig ist und leitet
diese Zeile folglich nicht ab. In diesem iibersichtlichen Beispiel ist die notwendige manuelle
Code-Anderung kein Problem. In einem grofien Programm ist dies unter Umstiinden nicht so
einfach und birgt eine Fehlerquelle.

Listing 2.5: C-Fortran: Fortran AD Routine

REAL FUNCTION QUADRATICD(x, xd, quadratic)
IMPLICIT NONE

REAL x

REAL xd

REAL quadratic

quadratic_.d = xd+x + xxxd

quadratic = x*x

RETURN
END

In Listing 2.5 ist der automatisch abgeleitet Code der Fortran Routine aufgezeigt. Man sieht
direkt, dass der Code nicht minimal ist. Das folgende Listing 2.6 zeigt den von Hand modifi-
zierten C Code.

Listing 2.6: C-Fortran: Aufruf der Fortran AD Routine

float quadratic_d_(floatx, floatx, floatx);

float callQuadratic(float x, float xd, floatx f, floatx fd)

xfd = quadratic_.d_(&x, &xd, f);
return xfd;

Sgcc-mp-4.4 (GCC) 4.4.6
6Tapenade wurde von der INRIA in Frankreich entwickelt. Die verwendete Version ist 3.5 (r3931).
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2.2 Herausforderungen beim Automatischen Differenzieren

Der vollstindige Programmcode aus dem Beispiel 2.2.1 ist auf der beiliegenden CD im Ver-
zeichnis Programme/ex :MixCFO01 hinterlegt.

Im Verzeichnis Programme /ex : MixCF 02 ist noch ein Beispiel gegeben, in dem das Fortran
Programm eine C Routine aufruft.

Bemerkung 2.2.2 (Fortran Routinen in C-Programmen)

Die Verwendung von Fortran Routinen in einem C oder C++ Programm ist kein rein akademi-
sches Beispiel. Diese Kombination tritt bei der Verwendung von BLAS auf, da die Bibliothek in
Fortran geschrieben ist.

Im Anschluss an die Betrachtung der verschiedenen Programmiersprachen mit dem Source-
Transformations Ansatz, kommen wir zum Ansatz der Uberladenen Operatoren imselben Kon-
text.

Uberladene Operatoren

Bei der Verwendung von iiberladenen Operatoren mit verschiedenen Programmiersprachen
sind die Schwierigkeiten zum einen die Schnittstelle zwischen den Programmiersprachen und
zum anderen, dass beide Programmiersprachen das Konzept der iiberladenen Operatoren un-
terstiitzen.

Beispiel 2.2.3 (Java-C++)

In diesem Beispiel betrachten wir ein Java Programm, das eine C++ Routine mit einem Argu-
ment vom Typ AD aufruft. Der Riickgabewert ist ebenfalls vom Typ AD. Den Sourcecode der
AD-Klassen in Java und C++ haben wir hier nicht wiedergegeben, da er fiir die Problematik,
die bei der Verkniipfung auftritt, nicht relevant ist. Die in diesem Beispiel verwendeten Klassen
beschrdnken sich der Einfachheit halber auf das Notigste und stellen keine Implementierung
dar, die fiir den produktiven Einsatz gedacht ist.

Die vollstiandige Implementierung des Beispieles ist auf der beiliegenden CD im Verzeichnis
Programme/ex :MixJCppO01 zu finden.

In Listing 2.7 ist das Java Programm, das die C++ Routine aufruft, abgebildet.

Listing 2.7: Java-C++: Aufruf der Cpp Routine

class javaCppAD {
public native AD CppADFct(AD x);
static {
System . loadLibrary( "CppADl1ib");
}

public static void main(String args[]) {
javaCppAD fct = new javaCppAD();

AD x = new AD(1.2,1);
AD f = new AD(fct.CppADFct(x));

System.out.println("x =" + x.toString ());
System.out.println("f =" + f.toString());

}

Zeile 2 deklariert die native Methode CppADF ct. Die Zeile 4 lidt die C++ Routine in Form
einer Bibliothek. In Zeile 11 wird die C++ Routine aufgerufen und deren Riickgabewert an den
Konstruktor der Java AD Klasse iibergeben.

Das Listing 2.8 zeigt, das vom Programm javah automatisch erzeugte Headerfile fiir die C++
Routine.
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Listing 2.8: Java-C++: Header fiir C++ Routine

/#* DO NOT EDIT THIS FILE - it is machine generated */
#include <jni.h>
/+ Header for class javaCppAD */

#ifndef _Included_javaCppAD
#define _Included_javaCppAD
#ifdef __cplusplus

extern "C" {

#endif

/*

* Class: javaCppAD
* Method: CppADFct
* Signature: (LAD;)LAD;
*/

JNIEXPORT jobject JNICALL Java_javaCppAD_CppADFct
(JNIEnv %, jobject, jobject);

#ifdef __cplusplus

#endif
#endif

Die Implementierung dieser Schnittstelle ist im Listing 2.9 wiedergegeben. In den Zeilen 5 bis
10 lesen wir den Java AD-Datentyp aus und in den Zeilen 15 bis 19 setzen wir den Riickgabewert.
Wir sehen sofort, dass es sehr viel Aufwand ist, die Java Datentypen aus C++ heraus auszu-
lesen beziehungsweise sie zu setzen. Bei nativen Datentypen, wie zum Beispiel double, geht
dies sehr viel einfacher, mit double x = (double)_x; wobei _x vom Type jdouble
ist. Das setzen einer jdouble Variable geht einfach mit _x = (jdouble) x;.

Listing 2.9: Java-C++: C++ Routine
AD quadratic(const AD &x) { return x+x; }

JNIEXPORT jobject JNICALL Java_javaCppAD_CppADFct
(JNIEnv *env, jobject tmp, jobject _x) {
jeclass cls = (env)—>GetObjectClass(_-x);
jfieldlD fieldlD ;

fieldID = (env)—>GetFieldID(cls, "_value", "D");
double value = (env)—>GetDoubleField( _x, fieldlD);
fieldID = (env)—>GetFieldID(cls, " _derivative","D");

double derivative = (env)—>GetDoubleField(_-x, fieldID);

AD x(value, derivative );
AD f = quadratic(x);

jeclass _f(cls);

fieldlD = (env)—>GetFieldlD(cls, "_value”, "D");
env—=>SetDoubleField( _f, fieldlD , (jdouble)f.getValue());
fieldID = (env)—>GetFieldID(cls, " _derivative","D");

env—>SetDoubleField( _f, fieldlD, (jdouble)f.getDerivative());

return _f;

}

So erkennen wir sofort, dass das Automatische Differenzieren iiber die Grenzen von Program-
miersprachen hinweg relativ viel Handarbeit benitigt.

Fiir vertiefende Informationen zur Verwendung von verschiedenen Programmiersprachen sind
folgende Quellen von Interesse: Using the GNU Compiler Collection [SGDC10], Using GNU
Fortran [teall], Bjarne Stroustrup The C++ Programming Language [Str05] oder in Sheng
Liang The Java™ Native Interface [Lia99].

Der betrachtete Abschnitt stellt keine vollstindige Betrachtung des Themenkomplexes des Au-
tomatischen Differenzierens mit mehreren Programmiersprachen dar. Er ist viel mehr als Mo-
tivation zu verstehen, wenn wir spéter bei grofBeren Simulationen erklaren, wo die Schwierig-
keiten bei der Verkniipfung von verschiedenen Programmiersprachen und dem Automatischen
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2.2 Herausforderungen beim Automatischen Differenzieren

Differenzieren liegen.

Prinzipiell ist es kein Hindernis, wenn mehrere Programmiersprachen zusammen mit dem Au-
tomatischen Differenzieren verwendet werden. Es erhoht sich nur der Anteil der Handarbeit
signifikant.

2.2.2 Numerische Herausforderungen

Die Numerischen Herausforderungen, die beim Automatischen Differenzieren auftreten kon-
nen, sind vielseitig. Es kann sich um numerische Instabilititen aufgrund von Ungenauigkeiten
bei der Darstellung der Maschinenzahlen handeln, aber auch Probleme, die die Voraussetzun-
gen eines Algorithmus’ verletzten. Die dritte Klasse die hier auftreten kann, ist die, in der die
Korrektheit der Problemstellung verletzt wird.

Maschinengenauigkeit

Numerische Probleme aufgrund von der Maschinengenauigkeit sind innerhalb der Numerik ein
bekanntes Problem. Beim Automatischen Differenzieren kénnen allerdings die Probleme erst
beim differenzierten Code auftreten und sind somit nicht immer als solche zu erkennen.

Definition 2.2.4 (Maschinenzahl)
Wir bezeichnen im folgenden eine reelle Zahle x € R in Maschinenzahldarstellung mit x,, €
M. Die Zahl x,, wird intern wie folgt dargestellt,

x,, =s-m-b° (2.3)

wobei in (2.3) s das Vorzeichen, m die Mantisse, b die Basis und e den Exponenten repriisentiert.

Eine ausfiihrlichere Einfiihrung zum Thema der Maschinenzahlen findet man beispielsweise in
dem Buch Numerische Mathematik 1 von Stoer [Sto02]. Eine exakte interne Festlegung von
Zahlenformaten wird in der Norm IEEE 754 fiir bindre und in der Norm IEEE 854 fiir nicht
bindre Gleitkommazahlen gegeben.

Im Folgenden betrachten wir ein kleines Beispiel, das den Sachverhalt erklirt, wie es beim ur-
spriinglichen Algorithmus keine numerischen Probleme gibt, es beim abgeleiteten Algorithmus
allerdings zu Problemen kommt.

Beispiel 2.2.5 (Maschinengenauigkeit Probleme)
Wir betrachten folgende Problemstellung:

02—\/5

T e

(2.4)

und setzen
1 :=log 1077,

Co 1= \ﬁ()i?.

Wir betrachten nun Gleichung (2.4) im Bereich

1>z — 107",
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Bei x = 1077 ist die Gleichung (2.4) ein unbestimmter Ausdruck der Form 8. Mit der Regel von
L’Hospital, siehe [K600], konnen wir eine Grenzwertbetrachtung der Funktion durchfiihren.

lim f(z)= lim 762_\/5 = lim h(@)

z—10~7 z—10~7 log (CL‘) —C N z—10—7 f2 (x)
fi(z) . Yy . = V10T
= —— = lim ————— = lim =
2107 fo(x) 25107 1/ 2—10-7 2 2

Im néichsten Schritt betrachten wir die Ableitung von (2.4),

f(a) = Mevm (ogz =) = (2 = VD)o 2.5)

(logx — ¢1)?

Da die Gleichung (2.5) wie die Gleichung (2.4) bei x = 10~ ein unbestimmter Ausdruck der
Art % ist, machen wir erneut eine Grenzwertbetrachtung mit der Regel von L’Hospital.

i=g(x)
-1 1 _ — — 1
lim f(z)= lim /(2ya) (log — c1) (262 V) 2.6)
z—10-7 z—10-7 (logx — c1)
:=h(x)
Die Ableitungen der in Gleichung (2.6) definierten Funktionen g(x) und h(x) sind
1
g (x) = —Zx*%(log:c —c1)— 272 + con (2.7)
_3 1 _1
—x 2 <—4(logx—cl)—1+02x 2), (2.8)
=g(z)
R (z) =227 (logz — ¢1). (2.9)
Mit den Gleichungen (2.7) und (2.9) ergibt sich fiir (2.6),
/
lim f(z)= lim 2 (@) _ oy 9@ (2.10)

z—10-7 a—10-7 W/ (x)  z—10-7 h/(x)

erneut ein Ausdruck der Form %. Mit dem erneuten Anwenden der Regel von L’Hospital erhal-

ten wir
4 2 )

R (z) = =222 (logx — ¢; + 1)

b\
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8
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und

Damit sehen wir direkt, dass der Grenzwert von f'(x) an der Stelle x = 1077 erklirt ist. Es
gilt:

. . g() . g (x) . g"(z)
lim f = 1 = 1 = 1 = —395.53. 2.11
i S = lm e T ) T @11
Nachdem wir das Problem theoretisch untersucht haben, betrachten wir nun ein Programm, das
die  Funktion aus  Gleichung (2.4) und deren  Ableitung, im  Bereich

x € (9.9995 - 1078, 1.00005 - 10~7) implementiert.
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Listing 2.10: Maschinengenauigkeit

int main() {
const double x0
const double xI

0.00000009999995;
0.00000010000005;

const int N 10000;

double delta = (x1—x0)/N;
double cl = 10og(0.0000001);
double c2 = sqrt(0.0000001);
double init[1];

init[0] = 1.;

ad f,g,x(1,init);
for (int i=0; i<N; ++i) {
x.setValue (xO+ixdelta );
f = (c2=sqrt(x))/(log(x)—cl);
cout<< ixdelta<< " " << f.value()<< " " <<Lf.derivative(0)<< endl;

return 0;

Das Listing 2.10 zeigt den wesentlichen Teil der Implementierung von den Gleichungen (2.4)
und (2.5). In der Grafik 2.3 sind die Funktions- und Ableitungswerte der Implementierung
grafisch dargestellt. Man sieht direkt, dass die Funktionswerte nahe der Stelle © = 1077 ei-
nem geringen Rauschen unterliegen. Bei den Ableitungswerten ist das Rauschen aufgrund der
Maschinengenauigkeit deutlich grofier.

-0.000158111 : : : 5e+07
Funktionswerte .
Ableitungswerte
g 0
-0.000158112 H B
— -5e+07
-0.000158113 i _
[} [ Q
5 { - -1e+t08 @
=
z S %
5 -0.000158114 !‘ — g’
£ ‘ kol
E — -1.5e+08 g
-0.000158115 B
-{ -2e+08
-0.000158116 B
-{ -2.5e+08
-0.000158117 : : : : : : : : -3e+08
0 le-14  2e-14 3e-14  4e-14 5e-14 6e-14 7e-14 8e-14 9e-14  1le-13

x-Werte um Offset -9.9995e-8 verschoben

Abbildung 2.3: Grafische Darstellung der Funktions- und Ableitungswerte der Funktionen
(2.4) und (2.5), berechnet mit dem Programm aus Listing 2.10.

Im Anschluss an dieses Beispiel, in dem das Problem in einer Umgebung um eine Stelle auftritt
an der der Grenzwert des Ausdruckes existiert, allerdings der Ausdruck selbst nicht definiert
ist, betrachten wir nun ein Beispiel, in dem die Ableitung beschrinkt ist, aber signifikant groer
als der Funktionswert wird.
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Beispiel 2.2.6 (Differentiations invariater Quotient)

Nun betrachten wir eine Funktion bei der der Quotient beziiglich des Differentationsparamater
invariant ist, der Zdhler allerdings signifikant vom Differentationsparamater abhdngt. Dazu
betrachten wir folgende Funktion

g(ua7 Vom Wa7 XO{)
V(uou Va, Wouxa)’

(2.12)

fn(uavvaawaaxa) = fn—l(uavvaawaaxa)

=:fn()

wobei fiir Uy, Vo, Wq, Xq gilt:

s1COSQx — +9sin o

() — 2
0= (a) : <-1sinoz+ . COM) € R2. (2.13)

V(Ua, Va, Wa, Xa) = 1/2 (a2 — Wa2)(Ta,1 — Va,1) + (Va2 — Ta,2)(Ua,1 — Wa,1)| (2.14)

=:V(a)

g(uav Va, Wq, on) = C\/ T2 — U2 (2.15)

=:g(a)

Durch elementares Nachrechnen erhdlt man, dass

dv dv
o (@) =~ (U4, Vo, Wa, Xa) = 0 (2.16)
und
dg dg T1COSQ — X9 Sina — Uy cOs a + ug sin «
g = oy Yooy ay Ra) = 217
da(a) da(u Vo, Wa,Xq) = C NaTETY (2.17)

gilt. Die Ableitung des Ausgangsproblemes (2.12) ergibt sich mit den Gleichungen (2.16) und
2.17):

df, D) dfp (@) 2(2)

—=(Uq; Va, Wa, X)) = fr1(c) Vi) T da Vi) (2.18)

da
Da beim Automatischen Differenzieren das Wissen iiber die Invarianz des Quotienten nicht
immer vorliegt, kann dies hier zu Problemen fiihren, da dann anstatt der Darstellung (2.18) die
folgende Form verwendet wird:

dig (6 o) — (6% av (6%
U o o W ) i e 2 (0] s

(2.19)

und es hier bei V (Uq, Vo, W, Xo) << 1 leichter zu numerischen Problemen kommen kann.
Weitere Griinde fiir numerische Probleme beim Ableiten konnen hier auch durch folgende Ef-
fekte hervorgerufen werden:

e Theoretisch gilt %(ua,va,wa,xa) = 0 allerdings ist der numerische Wert von

%(uavvaawaaxa) 7é O

e Fiir V(uaavavwaaxa) << 1lund ’%(uaavaawayxa” >> ‘g(uaavaawaaxa”-
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Wir berechnen nun die Ableitungen des Problems (2.12) mittels Automatischen Differenzierens
in den Formulierungen (2.18) und (2.19). In unserem Programm ’ waren bei ungiinstiger Wahl
der Parameter und single precision Abweichungen von bis zu ~ 30% zwischen den Berech-
nungsvarianten (2.18) und (2.19) zu verzeichnen.

Bemerkung 2.2.7

Ein Hauptgrund fiir das Automatische Differenzieren ist, das man bei groffen Simulationen
nicht jede zu differenzierende Programmzeile von Hand ableiten und analysieren mochte, be-
ziehungsweise es aufgrund des Programmumfangs gar nicht kann. Dies kann aber unter Um-
stdnden, wie wir sie im Beispiel 2.2.6 gesehen haben, zum Problem werden.

Auf ein Problem dieser Art kommen wir spéter im Abschnitt 3.3.2 nochmals zuriick.

Wohlgestelltheit des Problems

Definition 2.2.8 (Wohlgestelltes Problem)
Man nennt ein Problem f(x) wohlgestellt, wenn das Problem eine eindeutige Losung besitzt
und stetig von den Daten x abhdngt.

In diesem Abschnitt betrachten wir ein Problem, das nach Definition 2.2.8 korrekt gestellt ist,
die Ableitung allerdings nicht auf dem gesamten Definitionsbereich des Problems erklért ist.
Die dabei auftretenden Probleme erldutern wir beispielhaft an der Funktion

f(z) =V, (2.20)

die mittels dem Automatischen Differenzieren abgeleitet wird. Die Funktion (2.20) ist auf dem
Bereich z € Ry stetig und die Ableitung

(2.21)

ist auf dem Bereich z € R stetig differenzierbar. Eine Schwierigkeit, die beim Automatischen
Differenzieren nun auftreten kann, ist, dass der Variablenwert x in der Gleichung (2.21) den
Wert 0 annimmt, beziehungsweise gegen Null geht. Fiir x = 0 ist die Gleichung (2.21) nicht
erkléart. Dies ist dadurch relativ leicht im Programmcode zu finden, da ab dieser Stelle der
Variablenwert von £ den Wert inf® annimmt. Deutlich schwieriger ist es allerdings, wenn
theoretisch x = 0 gilt, aber aufgrund der Darstellung von Maschinenzahlen x4 # 0 aber
xp > 0 gilt, da hier (2.21) erklért ist aber sehr grof3 ist. Probleme, die auftreten wenn x < 0 ist,
werden in diesem Zusammenhang nicht betrachtet, da dies kein Problem beim Automatischen
Differenzieren ist, sondern schon beim urspriinglichen Problem behandelt werden muss.
Generell kann man diese Art von Problemen wie folgt beschreiben:

"Auch  dieses  Programm  findet sich auf der  beiliegende  CD, im  Verzeichnis
Programme/ex:Maschinengenauigkeit02.

8Der Wert inf wird bei C++ angenommen bei Fortran90 wird er mit +Infinity beziehungsweise mit
-Infinity bezeichnet.
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Bemerkung 2.2.9 (Unbekannter Wertebereich)
Wir betrachten eine Funktion

flz) ec), (2.22)

und I C R™. Weiter ist '
f'(x) € CH(I), (2.23)

und I C I aber I % I. Der Wert, beziehungsweise die Werte, die x annimmt, sind vorher nicht
sicher. Somit kann x € I aber x ¢ I auftreten.

Probleme des Types wie in Definition 2.2.9 konnen ausser bei der Wurzelfunktion, wie wir
es bei Gleichung (2.20) und (2.21) betrachten haben, beispielsweise noch beim Absolutbetrag
oder bei Modulo und Rundungs-Operationen auftreten. Wenn man weitere, nicht elementare
Operationen’ betrachtet, kann die Liste beliebig erweitert werden.

Algorithmus Voraussetzungen

Dieser Abschnitt behandelt Probleme, die entstehen, wenn fiir den urspriinglichen Algorithmus
die Voraussetzungen erfiillt sind, fiir die abgeleitete Version diese Voraussetzungen allerdings
verletzt sind. Wir betrachten die Funktion

f(t,x) :== xTA(t)x (2.24)
Die Matrix A € R™*" und fiir die Koeffizienten der Matrix gilt:
a;j(t) ==t 1 <i j<n,ceN. (2.25)
Damit bildet die Funktion (2.24) vom Raum R in den Raum IR ab.

Wir betrachten nun die Funktion (2.24) mit t = 0.55, ¢ = 5, n = 100 und x := (a, v, - - - ).
Zur Reduktion der Komplexitit fiir die Auswertung von f (¢, z) von O(n?) auf O(n) benutzen
wir nicht die volle Matrix A, sondern nur die Diagonale und ihre ersten beiden Nebendiagona-
len. Das heif3t wir ersetzen (2.25) durch

teli=il i — 4| < 2
a; j(t) :== { 0 =gl > 2 (2.26)

Dies ist eine gute Niherung da die Eintrige a; j(t) fiir kleine ¢ und mit wachsender Differenz
von |i — j| schnell sehr klein werden. Schauen wir uns parallel dazu noch die Ableitung von
f(t,x) beziiglich ¢t an

df dA
E(t’ Xx) = XTE (t)x, (2.27)

sehen wir direkt, dass die Eintréige in der Matrix A beziiglich ¢ abgeleitet nicht so schnell gegen
Null gehen, da
daL 7

y (t) = (cli — g1 1 <i,j <n, (2.28)

gilt.

Elementar im Sinne von Programmiersprachen.
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Abbildung 2.4: Prozentualer Fehler der Approximation fiir den Funktions-und Ableitungswert.

Das prozentuale Fehlerverhalten von (2.24) und (2.27) haben wir in Figur 2.4 dargestellt.
Wir sehen, dass der Fehler des Funktionswertes bei der Variation von o niherungsweise kon-
stant und sehr klein ist. Das Verhalten des Fehlers fiir die Ableitungswerte ist zwar ebenfalls
beziiglich a ndherungsweise konstant, aber auf einem deutlich héheren Niveau. Der Fehler der
Ableitungswerte ist ungefihr 27 mal so grofl wie der des Funktionswertes.

Ein weiteres Problem, das ebenfalls in diese Problemklasse gehort, ist in der Diplomarbeit Au-
tomatic differentiation in flow simulation von Leidenberger im Abschnitt AD is not a silver
bullet [Lei07] beschrieben.

Probleme dieser Art innerhalb einer komplexen Simulation aufzufinden kann sich zu einem
schwierigen und sehr zeitintensiven Unterfangen entwickeln, da man die ganze Simulation
unter Umsténden zeilenweise analysieren muss, oder man jede Approximation auf ihre Appro-
ximationsgiite in abgeleiteter Form untersuchen muss.

2.2.3 Effizienz-Anforderungn

Unter Effizienz-Anforderungen im Kontext des Automatischen Differenzierens versteht man
die Problematik des gestiegenen Rechen- und Speicheraufwandes durch die Anwendung des
Automatischen Differenzierens. Die Effizienz des zugrundeliegenden Algorithmus wird nicht
betrachtet, es sei denn das Automatische Differenzieren wird gezielt eingesetzt um die Gesamt-
komplexitdt des Problems zu reduzieren, zum Beispiel bei einer Optimierungsaufgabe um so
ein effizienteres Optimierungsverfahren einsetzen zu konnen.

Speichereffizienz

Bei der Speichereffizienz muss zwischen dem Vorwértsmodus und dem Riickwirtsmodus un-
terschieden werden. Bei dem Vorwirtsmodus ist die Abschidtzung beziiglich des Speicherbe-
darfs relativ einfach.
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Bemerkung 2.2.10 (Speicherbedarf Vorwirtsmodus)
Der Speicherbedarf eines Programmes, das man mit dem Vorwdrtsmodus differenziert hat, lisst
sich wie folgt abschditzen:

a) Einfachste Abschitzung:
Sei M der Speicherbedarf des urspriinglichen Programmes so gilt:

Mup < OM - (d+1)), (2.29)

und d ist die Dimension des Gradients und M sp der Speicherbedarf des differenzierten
Programmes. Diese Abschiitzung ist sehr einfach durchzufiihren, allerdings iiberschditzt
sie den Speicherbedarf des abgeleiteten Programmes in der Regel deutlich.

b) Verbesserte Abschitzung:
Sei M wieder der Speicherbedarf des urspriinglichen Programmes und Mgy, der
Speicherbedarf der aktiven Variablen. So gilt offensichtlich:

Mktin < M. (2.30)

Damit ergibt sich fiir den Speicherbedarf der aktiven Variablen im abgeleiteten Zustand
die Abschditzung:

MalctivAD = Maktiv : (d =+ 1)a (231)

wobei M v aD der Speicherbedarf der aktiven Variablen nach dem Ableiten und d die
Dimension des Gradienten ist. Aus Gleichung (2.31) folgt, dass der gesamte Speicher-
aufwand des abgeleiteten Programmes M 4p mit

MAD = O(M - Maktiv + MaktivAD) (232)

angegeben werden kann. In der Praxis ldisst sich der Speicherbedarf der aktiven Varia-
blen iiber die Anzahl der Variablen, die Arraygrofe und dem Giiltigkeitsbereich
abschditzen.

Wie man durch die beiden Abschitzungen in Bemerkung 2.2.10 sieht, ist der zusitzliche
Speicherbedarf des Programmes beim Vorwirtsmodus relativ moderat, solange man keine iiber-
miBig groBe Dimension beim Gradienten hat. Dafiir gibt es so gut wie keine Moglichkeiten,
diesen Bedarf noch zu senken.

Der Riickwirtsmodus ist bei der Abschitzung des Speicherbedarfes deutlich komplexer.

Bemerkung 2.2.11 (Speicherbedarf Riickwirtsmodus)
Der Speicherbedarf beim Riickwdrtsmodus hingt von der Anzahl der ausgefiihrten aktiven
Rechenoperationen Cp;,, bis zur Auswertung und einer Speicherbedarfskonstante C' ab.

Map = O(Cagtiv - C + M) (2.33)
Die Schwierigkeit liegt hier A-Priori zu bestimmen wieviele aktive Rechenoperationen aus-

gefiihrt werden, da eine Vielzahl von Algorithmen Abbruchkriterien fiir die Konvergenz besit-
zen, die erst zur Laufzeit bekannt sind.
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Die Bemerkung 2.2.11 hat uns deutlich gezeigt, dass man den zusitzlichen Speicherbedarf
eines differenzierten Programmes mit dem Riickwartsmodus unter Umstdnden A-Priori nicht
oder nur sehr ungenau abschitzen kann. Diese Unsicherheit kann man durch Zwischenauswer-
tungen teilweise umgehen, allerdings verliert man damit zum Teil die Vorteile des
Riickwirtsmodus’.

AbschlieBend konnen wir zu der Speichereffizienz beim Automatischen Differenzieren fest-
halten, dass beim Vorwirtsmodus die Moglichkeiten zur Reduzierung des Speicheraufwandes
relativ beschrinkt sind, dafiir sich der Speicheraufwand im Rahmen hilt und gut abschétzbar
ist.

Beim Riickwirtsmodus hat man mehr Moglichkeiten den Speicheraufwand zu beeinflussen,
dafiir ist er allerdings im Normalfall deutlich hoher als beim Vorwirtsmodus. Die Reduktion
des Speicheraufwandes beeintrachtigt dafiir in der Regel die Recheneffizienz.

Recheneffizienz

Die Recheneffizienz beim Automatischen Differenzieren kann durch mehrere Faktoren stark
beeinflusst werden. Die Wahl des Modus spielt dabei eine groB3e Rolle, allerdings kann durch
geschickte Umformulierungen der Algorithmus so angepalit werden, dass die Rechenkomple-
xitit deutlich reduziert wird.
Wie solche moglichen Umformulierungen aussehen konnen, zeigen wir anhand des Losens von
linearen Gleichungssystemen, was in vielen komplexen Simulationen eine wesentliche Rolle
spielt und somit sehr relevant ist.
Wir betrachten folgendes Problem:

Ax = b. (2.34)

Im nidchsten Schritt mochten wir auch das zugehorige abgeleitete Problem betrachten,
(Ax) = b, (2.35)

Zum Losen des Gleichungssystemes (2.34) gibt es grundsétzlich zwei Moglichkeiten. Die ers-
te ist das explizite Invertieren der Matrix A. Dieses Vorgehen ist bei den meisten der in der
Anwendung auftretenden Probleme relativ aufwendig, weshalb man besser ein geeignetes Ver-
fahren zum Losen des linearen Gleichungssystems wihlt.
In beiden Féllen wird beim klassischen Automatischen Differenzieren der verwendete Algo-
rithmus Operation fiir Operation abgeleitet, um so die Gleichung (2.35) mit zu 16sen. Dieses
Vorgehen ist fiir die Recheneffizienz nicht optimal. Aus diesem Grund bietet es sich hier an,
gezielt den Algorithmus von Hand zu dndern. Wir betrachten nun die Gleichung (2.35) im
Detail,

(Ax) = A’x + AX' = Db/ (2.36)

Wenn wir zuerst die Gleichung (2.34) mit einem geeigneten Verfahren 16sen, sehen wir, dass
wir die gesuchte GroBe x’ in Gleichung (2.36) sehr einfach durch erneutes Losen des linearen
Gleichungssystemes mit einer neuen rechten Seite erhalten,

Azr' =b — A'x. (2.37)

Im Anschluss an diese mathematisch dquivalente Umformulierung betrachten wir die Rechenef-
fizienz beider Vorgehen und gehen auch auf die numerischen Eigenschaften beider Varianten
ein.
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Bemerkung 2.2.12 (Lineares Gleichungssystem AD)

Wir betrachten das lineare Gleichungssystem (2.34) und das zugehorige abgeleitete Problem
in seiner umgeformten Version (2.37).

Die Komplexitiit zum Lisen des Problems (2.34) bezeichnen wir mit O(C), wobei C abhiingig
von dem gewdhlten Losungsverfahren ist. So gilt beispielsweise fiir eine vollbesetzte Matrix
A € RVN*N mit dem Gauf3-Algorithmus als Losungsmethode die Komplexitit C = N*.

Fiir das Losen des zugehorigen Problemes (2.37) haben wir die gleiche Komplexitdt zuziiglich
der Bestimmung der rechten Seite b/ — A'x, das heif3t es kommt eine Matrix-Vektor-Multiplikati-
on und eine Vektor-Vektor-Addition dazu. Dies kann man im Worst-Case mit O(N?) fiir A, A’ €
RN*N abschiitzen.

Diesem Ansatz stellen wir das operationsweise abgeleitete Vorgehen gegeniiber. Als verwen-
deten Loser fiir das Lineare Gleichungssystem betrachten wir das CG-Verfahren und GMRES-
Verfahren.

Bemerkung 2.2.13 (Lineares Gleichungssystem Operationsweise)
Wie in Bemerkung 2.2.12 betrachten wir das Problem (2.34). Als Loser betrachten wir zuerst
das CG-Verfahren und anschliefiend das GMRES-Verfahren.

e CG
Das CG-Verfahren ist ein Verfahren zum Losen von linearen Gleichungssystemen bei de-
nen die Matrix A Symmetrisch Positiv Definit (s.p.d.) ist. Eine detailierte Betrachtung
und Analyse des CG-Verfahrens findet man zum Beispiel in dem Buch Numerik linearer
Gleichungssysteme von C. Kanzow [Kan00] oder in Numerik linearer Gleichungssyste-
me von A. Meister [Mei05].

In Algorithmus 2.2.14 sehen wir den Algorithmus des CG-Verfahrens. Denselben Al-
gorithmus in abgeleiteter Version sehen wir im Algorithmus 2.2.15. Der Rechenauf-
wand pro Schleifendurchlauf in Algorithmus 2.2.14 setzt sich aus einer Matrix-Vektor-
Multiplikation, zwei Skalarprodukten, drei Skalar-Vektor-Multiplikationen, drei Vektor-
Vektor-Additionen und zwei Skalar-Operationen zusammen. Im Allgemeinen ist die
Matrix-Vektor-Multiplikation der Hauptaufwand. Im Falle, dass die Matrix A
diinnbesetzt (sparse) ist, spielen die Vektor-Operationen auch eine Rolle. Damit ergibt
sich folgender Gesamtaufwand: O(N? + 10N).

Der Rechenaufwand des abgeleiteten CG-Verfahrens ergibt sich aus Algorithmus 2.2.15
mit zwei Matrix-Vektor-Multiplikationen, drei Skalarprodukten, sieben Vektor-Vektor-
Additionen, sechs Skalar-Matrix-Multiplikationen und 13 Skalar-Operationen. Damit er-
gibt sich ein zusdtzlicher Gesamtaufwand von O(2N? + 19N).

Daraus folgt, dass der Rechenaufwandzum Ldsen des umformulierten Problems der

Gleichungen (2.34) und (2.35) ungefihr 1,5-fach geringer ist, als das losen der Glei-
chungen (2.34) und (2.35) in der operationsweisen Formulierung des CG-Verfahrens.
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Algorithm 2.2.14 CG Verfahren
wihle x0 € RV;

r’ = Ax? — b;
do .= —r0;
fori=0,1,2,... do
o = ).
. (d’)TAdl’

xi = xt + o'd};
ritl =1l 4+ oAdY;

i etR.
G
dz+1 — _I.z+1 + IBZdz;
end for
¢ GMRES

Das GMRES-Verfahren wurde 1986 von Saad und Schutz [SS86] vorgestellt. Das Verfah-
ren [0st fiir jede regulidre Matrix A das dazugehorige Gleichungssystem (2.34). Herlei-
tung und Analyse zu dem Verfahren findet sich wie fiir das CG-Verfahren in den Biichern
von C. Kanzow [Kan00] und A. Meister [Mei05]. Fiir die Rechenkomplexititsanalyse
vergleichen wir die Algorithmen 2.2.16 und 2.2.17 zeilenweise. Wenn man die wesentli-
chen Operationen zusammenfasst, kommt man wie beim CG-Verfahren, auf einen zusditz-
lichen Aufwand, der zweimal dem des urspriinglichen Verfahrens entspricht.

Algorithm 2.2.15 CG-Verfahren Abgeleitet

xP0 .= 0;
rp0 .= Apx0 _pp;
dr0 .= —rp0;

fori=20,1,2,... do
Di 2<rDiri>(d)TAdY)—r!|2((dD?)TAdi+(d)T (ADdI+AdDY)) |
- = (@) TAd)? ;
xPitl .= xpt 4 qpid? + o'dPY
roitl = ppi 4 oDIAd? 4 ai(ADdi + AdDi);
BDi = 2<rDi+1ari+1>\lril\2—\lri+1||2<rDi,ri>.
T [[re]* ’
dDH—l = _I.Dz+1 —I—BIDdI +Bzdpz;
end for

Zusammengefasst konnen wir festhalten, dass sich der Aufwand fiir das Umstellen der Glei-
chung lohnt. Ein weiterer Vorteil ist hierbei, dass wir die Eigenschaften der Matrix A kennen
und gegebenenfalls den schon vom urspriinglichen Problem bekannten Vorkonditionierer wie-
der verwenden konnen.

Der nichste Abschnitt behandelt die im Rahmen dieser Dissertation entwickelte Sammlung
von AD-Tools im Projekt GAuDi.
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Algorithm 2.2.16 GMRES-Verfahren

1:
2:
3:
4:
5:
6:
7
8

9

10:
11:
12:
13:
14:
15:

16:

17:
18:
19:
20:
21:
22:
23:
24:
25:
26:
27:
28:
29:
30:
31:

32:

33:
34

wihle x € RV;
wihle € > 0;
Y :=b — AxY;
5= 0]
vii=1/g;
21 1= B
fori=1,2,... do
wi = Av’;
forj=1:ido
wh = wt
end for
hit1,i == [[w'[];
v’l"l‘]- = Wz/hi+l,1', ;

forj=1:(i—1)do

(2~
hj+1,i ' -8

end for

7= |hii| + [hig1ils

i.
— hj v

)

hji
Pjta,i

V= T\/(hi,i/7)2 + (hix1,i/7)%

ci=hiily;
s; = hiviify ;
hii:=v;
hiy1, == 0;
2= g2t
2t = 2t
if 2""'1/g < e then
STOP;
end if
end for
yi = zilh,
forj=(i—1):1do

yj = <zj — Z hjry®

k=j+1

>/hj,j ;

)

36



2.2 Herausforderungen beim Automatischen Differenzieren

Algorithm 2.2.17 GMRES-Verfahren Abgeleitet

1: wihle xP? = 0;

2: v00:= bp — ADXO:

3 P =2 <rpY 10 >,

4: vl i= (I'Doﬁ*I‘OﬁD)/,BQ ;

5: zPq1 = BD;

6: fori =1,2,... do

7. wb' .= ADPv' + AvD?;

8: forj=1:ido

9 hDj,‘i - (véJ)TWz _ (VJ>TWDJ§
10: WD = wP* — hP ;v — h;ivP
11:  end for o

120 Py = < WILWESfw

130 v = Wi = WP a2
14 forj=1:(i—1)do

s - )
hP g1 —sP; P ) \hjt —sj ¢) \hPj41)’

16:  end for

17: 7D = |hi7i|D + |hi+1’i’D;

18: vb = TD\/(hm'/T)Q + (hi+1,i/7—)2+

19: T((QhDiﬂ;hi’,ﬁ'z7hl2,i2TDT)/T4+2hDi+1,ihi+172‘727h?+1’i2TDT)/T4) .

V(i i /7)2+(hit1,:/7)? ’

20: Py = (WP —hiav?) [ 2 ;

21: 8P, = (PP apiiv — hig,i0P) [2

22: hP,;,; == vD;

23: hDi+1i =0

24: Dl .= _gp St _ g oDi:
25: 2Dt = cDizi + c,-zDi;

2. if |Zi+1|/5 < ¢ then

27: STOP;

28:  end if

29: end for

30: yP; 1= 27 ihii — ZihDi,i/h?i ;

31: forj=(i—1): 1do

32: ypbl = ((sz — > hPit hj,kka) hjj — <Zj - hf”“yk> hD“) In3;
k=j+1 =i+l

33: end for
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2.3 GAuDi

Das GAuDi-Projekt steht fiir GNU Automatic Differentiation und ist eine Sammlung von AD-
Tools, die im Rahmen dieser Dissertation entwickelt wurden. GAuDi umfasst zwei Hauptgrup-
pen: Ein Element ist ein Source-Transformations-Tool, das einen moglichst programmierspra-
chenunabhingigen Ansatz verfolgt, das zweite Element ist eine C++-Bibliothek, die den An-
satz der Uberladenen Operatoren verfolgt und eine Schnittstelle zum verbesserten Debugging
bereitstellt.

2.3.1 Source-Transformation

Das AD-Tool, das wir in diesem Abschnitt vorstellen, wurde im Rahmen der Promotion entwi-
ckelt, um einen neuen Ansatz im Bereich der Source-Transformations-Tools zu erproben. Es
gibt schon einige Tools zur Source-Transformation, wie zum Beispiel Tapenade [HP04] oder
OpenAD [UNLI11]. Zu dem Tool-Tapenade grenzt sich das hier entwickelte Tool durch seinen
sprachunabhingigen Ansatz ab. OpenAD verfolgt zwar auch einen sprachunabhingigen An-
satz, allerdings muss hier das zur Quellcode-Analyse verwendete Front End ebenfalls selbst
erstellt werden. Wir verwenden dafiir den gcc.

Die vollstindige Implementierung des GAuDi-Source-Transformations-Tools ist auf der bei-
liegenden CD im Verzeichnis Programme /gaudi/adbin zu finden. In diesem Verzeichnis
finden sich neben einer Anleitung fiir die Verwendung auch einige Demo-Programme.

Vorgehensweise

Der Kerngedanke, der bei der Entwicklung des GAuDi-Source-Transformations-Tools (GAuDi-
STT) zugrundeliegt ist das Prinzip, dass man bestehende und ausgereifte Strukturen verwendet,
um die Gesamtkomplexitét der Entwicklung zu reduzieren.

Man kann die Source-Transformation in vier Teilaufgaben zerlegen:

e Quellcode-Analyse,
e Abhingigkeitsanalyse,
e Differenzieren und
e Quellcode-Erzeugung.

Diese vier Teilaspekte betrachten wir nun etwas niher, bevor wir im Abschnitt Realisierung
auf die Aspekte der technischen Umsetzung zu Sprechen kommen.

Quellcode-Analyse

Diese Aufgabe ist der zentrale sprachabhingige Teil der Source-Transformation. An diesem
Punkt miissen wir ansetzen, um die groStmogliche Sprachunabhingigkeit zu erreichen. Hierzu
setzen wir bei dem GAuDi-STT auf den gcc und verwenden ihn als eine Art
Préprozessor, um eine sprachunabhéngige Darstellung unseres zu differenzierenden Program-
mes zu erzeugen.

Weiter muss die sprachunabhingige Programm-Representation eine Darstellung aufweisen,
die es uns im ndchsten Schritt - der Abhingigkeitsanalyse - erlaubt, den Graphen, der die
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Abhingigkeit zwischen der Zielvariablen und Eingangsvariablen bestimmt, leicht aufzustellen.
Abhingigkeitsanalyse

Die Analyse zur Abhingigkeit zwischen der Zielvariablen und der Eingangsvariablen ist der
Grundbaustein fiir das anschlieBende Differenzieren. In diesem Schritt wird ausgehend von
der Zielvariablen riickwirts durch das Programm gegangen und ein Graph aufgebaut, der die
Abhingigkeit dieser Variablen von den anderen Variablen und den entsprechenden Elementar-
Operationen nachzeichnet.

Dieser Graph wird noch von den aktiven Eingangsvariablen aus eingefdrbt um darzustellen,
welche Bereiche des Graphen im Sinne des Automatischen Differenzierens aktiv sind.

Eine Funktion, die das GAuDi-STT zur Verfiigung stellt, ist eine Liste aller abhiingigen Va-
riablen. Diese Funktion ist bei groen Softwareprojekten sehr interessant, da man anhand der
Liste mit einem moderaten Aufwand auch das Prinzip der Uberladenen Operatoren anwenden
kann, weil die Untersuchung, welche Variablen von der Eingangsvariablen abhdngen und auch
wieder Einfluss auf die Zielvariable haben, entfillt.

Differenzieren

Das Kernstiick der Source-Transformation ist das Differenzieren des Abhédngigkeitsgraphen
beziiglich der angegebenen Variablen. Dieser Vorgang ist vollstindig sprachunabhiingig, da
das Differenzieren auf der Ebene der toolinternen Darstellung geschieht.
Dafiir miissen fiir alle elementaren Rechenoperationen die Ableitungsregeln implementiert
sein. Zudem miissen Routinen zur Manipulation des Graphen existieren.

Quellcode-Erzeugung

Dies ist der zweite programmiersprachenabhingige Teil der Source-Transformation. Allerdings
ist dieser Teil relativ leicht realisierbar, da man sich auf einen sehr kleinen Bereich der Pro-
grammiersprache beschrianken kann. Folgende Aufgaben muss diese Einheit erledigen:

e Abgeleitete Zeilen erzeugen,
e neue Variablen anlegen und initialisieren,
e neue Funktionskdpfe anlegen und

e neue Funktionsaufrufe erzeugen.

Hierbei ist das Erzeugen der abgeleiteten Zeilen relativ sprachunabhdingig, da bei den meisten
gingigen Programmiersprachen die reinen Rechenzeilen einem sehr dhnlichen Aufbau folgen.
Beim Anlegen und Initialisieren der neuen Variablen folgen die Sprachen zwar einem dhnlichen
Schema, allerdings sind gerade bei den Namen der Datentypen mehr Unterschiede vorhanden.
Die grofiten Unterschiede liegen beim Aufrufen der neuen Funktionen und dem Erzeugen der
Funktionskopfe.

Realisierung

Nun betrachten wir die Umsetzung des oben beschrieben Vorgehens. Das GAuDi-STT ist in
der Programmiersprache Perl geschrieben. Die Wahl ist auf die Programmiersprache Perl ge-
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fallen, da diese gut geeignet ist, um Text-Elemente mittels reguldren Ausdriicken (engl. regular
expression) siehe [Birl11], [McK10] und [Tru05], zu bearbeiten.
Den inneren Ablauf vom GAuDi-STT sehen wir in Figur 2.5.

GAuDi-STT

Programm ’—»ﬂ Compile Hglobaler Grath Spezifikation ‘

%Programm neuer Code }— % Graph <—{ Target-Graph ‘

Abbildung 2.5: Schema des inneren Ablauf vom GAuDi-STT.

Wir gehen auf die einzelnen Zwischenschritte vom GAuDi-STT nun im Detail ein. Die Quell-
code-Analyse des vorherigen Abschnittes korrespondiert mit dem Block Compile. Zur Ab-
héingigkeitsanalyse gehoren globaler Graph, Spezifikation und Target-Graph. Der Block %
Graph entspricht dem Differenzieren und der letzte Schritt Quellcode-Erzeugung wird durch
den Block neuer Code vertreten.

Compile

Den sprachabhéngigen Quellcode miissen wir zuerst in ein Format iibersetzen, das unabhingig
von der Programmiersprache ist. Als sprachunabhingige Darstellung haben wir das CFG!°-
Format vom gcc gewdhlt.

Die Erzeugung des CFG-Code aus dem urspriinglichen Programmtext ist mit dem gcc rea-
lisiert. Das CFG-Format ist eine interne Representationsstruktur des gcc. Eine ausfiihrliche
Beschreibung ist zum Beispiel in GNU Compiler Collection Internals von Richard Stallman
and the GCC Developer Community [SGDCOS8] zu finden. Der Vorteil dieses Formates ist,
dass es mit dem gcc fiir die meisten gidngigen Programmiersprachen erzeugt werden kann,
zum Beispiel C, C++, Fortran und Java. Ein weiterer Vorteil ist, dass Ausdriicke in eine Tupel-
Darstellung von maximal drei Operanden zerlegt werden. Wir werden nun das CFG Format an-
hand einiger kleiner Beispiele erldutern. Als zugrundeliegende Literatur haben wir uns neben
dem bereits erwdhnten Werk von Stallman [SGDCO08] noch auf Tree SSA A New Optimization
Infrastructure for GCC von Diego Novillo [Nov03] gestiitzt.

Mit der Option —fdump—-tree—-cfg erzeugt man mittels des gcc das CFG Format aus dem
zugrundeliegenden Sourcecode. Damit das Erzeugen des neuen Quellcode am Ende des Diffe-
rentiationsprozesses erleichtert wird, erweitern wir die Option zu
—fdump-tree-cfg-uid-1lineno. Dadurch erhalten wir zusitzliche Information zur ur-
spriinglichen Datei und Zeilennummer.

Beispiel 2.3.1 (CFG)
Wir betrachten das Folgende iibersichtliche C Programm, siehe Listing 2.11 und seine Darstel-
lung im CFG Format, Listing 2.12.

CFG ist die Abkiirzung von Control Flow Graph.
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Listing 2.11: CFG Beispielprogramm in C.

#include <cmath>

double fctl(double xI, double x2){
double tmp=x2;
for(int i=0; i<10; ++i){

tmp /= xI;
}
return tmp;
}
int main(){
double f1,f2, xI,x2;
xI =1.;
x2=2.;
f1 = xI*x2+x1/sin(x2);
f2 = fetl(x1,x2);
return 0;
}

Im Listing 2.11 sehen wir in der main-Routine zwei interessante Zeilen. In Zeile 15 wird die
Variable x auf den Wert des ausgewerteten Ausdrucks gesetzt. In Zeile 16 wird der Variablen
£2 der Riickgabewert der Funktion fctl zugewiesen. Unser Augenmerk liegt aber auf der
Darstellung in der CFG Form, die wir in Listing 2.12 sehen.

Listing 2.12: CFG Beispielprogramm im CFG Format.

sy Function int main() (main)

Removing basic block 3
Merging blocks 2 and 4
int main() ()

doubleD .35 x2D.4596;
doubleD .35 xID.4595;
doubleD .35 f2D.4594;
doubleD .35 fID.4593;
intD.2 D.4601;
doubleD .35 D.4600;
doubleD .35 D.4599;
doubleD .35 D.4598;
doubleD .35 D.4597;

# BLOCK 2, starting at line 13
# PRED: ENTRY (fallthru)

[cfg.c 13] xID.4595 = 1.0e+0;

[cfg.c 14] x2D.4596 = 2.0e+0;

[cfg.c 15] D.4597 = xID.4595 % x2D.4596;

[cfg.c 15] D.4598 = [cfg.c : 15] sin (x2D.4596);

[cfg.c 15] D.4599 = xID.4595 / D.4598;

[cfg.c 15] fID.4593 = D.4597 + D.4599;

[cfg.c 16] D.4600 = [cfg.c : 16] fctl (xID.4595, x2D.4596);
[cfg.c : 16] f2D.4594 = D.4600;

[cfg.c 17] D.4601 = 0;

return D.4601;
# SUCC: EXIT

Function double fctl (double, double) (_-Z4fctldd)

Merging blocks 5 and 6
double fctl (double, double) (xID.4580, x2D.4581)

intD.2 iD.4585;
doubleD .35 tmpD.4584;
doubleD .35 D.4590;

# BLOCK 2, starting at line 4

# PRED: ENTRY (fallthru)

[cfg.c : 4] tmpD.4584 = x2D.4581;
[cfg.c : 5] iD.4585 = 0;

[cfg.c = 5] goto <bb 4> (<LI>);
# succ: 4 (fallthru)
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# BLOCK 3, starting at line 6
# PRED: 4 (true)
<LO>:;
[cfg.c : 6] tmpD.4584 = tmpD.4584 / xID.4580;
[cfg.c : 5] iD.4585 = iD.4585 + 1I;
# SUucC: 4 (fallthru)

# BLOCK 4, starting at line 5
# PRED: 2 (fallthru) 3 (fallthru)
<LI>:;
[cfg.c = 5] if (iD.4585 <= 9) [cfg.c : 5] goto <LO>; else [cfg.c : 5] goto <L2>;
# SUCC: 3 (true) 5 (false)

# BLOCK 5, starting at line 8
# PRED: 4 (false)

<L2>:;
[cfg.c : 8] D.4590 = tmpD.4584;
return D.4590;
# SUCC: EXIT

}

Vier Punkte fallen direkt bei der Betrachtung von Listing 2.12 auf: Der Programmfluss wird in
Blocke unterteilt, vor den Statements stehen in einem festen Format Informationen zum Datei-
namen des Quellcodes zur urspriinglichen Zeilennummer, jeder Ausdruck ist in sogenannter
SSA™" Form und Schieifen werden durch if-Bedingungen und Sprungmarken repriisentiert.
Nun betrachten wir den Aufbau der CFG-Datei etwas ndher und beginnen mit den Blocken. Je-
der Block hat drei Zeilen, die die Blockdaten enthalten. Diese Zeilen beginnen immer mit einem
# als erstes nicht whitespace-Zeichen, gefolgt von einem Schliisselwort BLOCK, PRED : oder
SUCC :. Die Blockstruktur ist wie folgt aufgebaut: Zuerst kommen die BLOCK und PRED : Zei-
len, eventuell gefolgt von einer Sprungmarken-Zeile und den Block Statements. Abgeschlossen
wird der Block mit der SUCC : Zeile. Die BLOCK Zeile nennt die Blocknummer und die Zeilen-
nummer der ersten Blockzeile im Quellcode. PRED : steht fiir predecessor, also den Vorgdinger
Block und gibt an von welchem, beziehungsweise auch welchen, Blocken der aktuelle Block
aufgerufen wurde. Zuletzt gibt SUCC : fiir successor den Nachfolger an, also welcher Block im
Anschluss aufgerufen wird. Dies kann von einem if-Statement abhdngen.

Ein Statement aus dem urspriinglichen Quellcode wird in sogenannte SSA-Anweisungen zer-
legt. Diese Darstellung hat fiir uns den Vorteil, dass wir uns um die Prioritdt der einzelnen
Operationen innerhalb eines Statements keine Gedanken machen miissen, da im CFG-Format
ein Statement genau eine Operation besitzt. Zudem enthalten die einzelnen Statements Infor-
mationen zu welcher Zeile des Ausgangsquellcode sie gehoren und aus welcher Datei sie stam-
men, falls der Quellcode aus mehreren Dateien besteht. Informationen zu SSA (Static Single
Assignment) findet man in [SGDCO8] und Translating Out of Static Single Assignment Form
von Sreedhar [SJIGS99].

Schleifen und Verzweigungen innerhalb des Programmes werden immer durch ein 1 £-Statement
mit else-Fall und goto Anweisung im CFG Format dargestellt. Diese Form ist zur Ver-
arbeitung in einem Programm sehr gut geeignet.

Damit haben wir die meisten Eigenschaften des CFG Formats die wir bendtigen auch schon
beschrieben. Der vollstindige Quellcode zum Beispiel findet sich auf der CD im Verzeichnis
Programme/ex:CFG.

Mit dem Beispiel 2.3.1 haben wir einen guten Uberblick iiber die Erzeugung und den Auf-
bau des CFG erhalten. Im néchsten Schritt beschéftigen wir uns mit der Weiterverarbeitung
der CFG-Datei fiir unsere Zwecke, so dass wir dann unseren Abhéngigkeitsgraphen aufbauen
konnen.

Static Single Assignment
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Globaler Graph

Dieser Schritt ist bereits unabhingig von der urspriinglichen Programmiersprache. Zuerst wird
das Programm auf Rekursion untersucht. Wenn eine Rekursion gefunden wird, kann man ent-
scheiden, wie man weiter vorgehen mochte. Folgende Optionen stehen uns zur Verfiigung:
GAuDi-STT macht einen Vorschlag an welcher Stelle die Rekursion durchbrochen wird oder
wir geben von Hand an, wo wir die Rekursion beenden wollen. Eine weitere Mdoglichkeit be-
steht darin dass wir die Rekursion vor dem Anwenden des Tools auflosen. Dies kann unter
Umsténden zu einem effizienteren Code fiihren.

Als néachstes werden die CFG-Dateien in die einzelnen Blocke zerlegt. Dann werden die Ab-
hingigkeitsverhiltnisse der einzelnen Blocken zueinander analysiert und die Abhédngigkeit
zwischen den Funktionen wird aufgestellt. Als letztes wird ein Graph aufgestellt, der die Ab-
hingigkeit aller Variablen darstellt. Den Algorithmus fiir die Erstellung des globalen Graphen
betrachten wir nun in Algorithmus 2.3.2.

Algorithm 2.3.2 Globaler Graph
foralle € E do
fori =0;i < #erpgg; ++t do
if R 5(i)pos = activated then
continue;
end if
B := {eblock};
while B # () do
b e B;
B =B\
for all ¢ € E and €poe, = b do
iféLHS = eRHS(i) then
€RHS(i)pos — EPOS}
break;
end if
end for
if er1s(i)pog 7 activated then
forj=1,;< #bprevious; ++j do
B=BU {bprevious(j)};
end for
end if
end while
end for
end for

Bemerkung 2.3.3 (Komplexitit Globaler Graph)
Eine Worst-Case-Abschdtzung des Algorithmus 2.3.2 zum Aufstellen des globalen Graphen
konnen wir einfach mit

O(|E?) (2.38)
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angeben. |E| bezeichnet die Anzahl der Elemente in der Menge E.

Die Menge E enthilt alle Expressions des Programms. Die Elemente e von der Menge E ent-
halten folgende Informationen: Eine Position e ppg, einen Block ey;ock, Zu dem sie gehoren, ein
LHS-Argument ey gs, eine Expression-Operation €.y, die dazu gehorigen RHS-Argumente
erms(i) und deren Positionen egrps(i) - Zusitzlich gibt es noch Felder fiir die zugehorige
Datei, die korrespondierende urspriingliche Zeilennummer und ein Feld zum Speichern der In-
formation ob der Expression relevant fiir die Ableitung ist.

Fiir jeden Block ist gespeichert von welchem Block beziehungsweise von welchen Blocken,
er aufgerufen werden kann. Im Falle, dass die Position des RHS-Arguments nicht im gleichen
Block enthalten ist und der aktuelle Block mehrere Vorgédnger besitzt, gehdren zu dem RHS-
Argument auch mehrere Positionen.

Beispiel 2.3.4 (Gloabler Graph)
In diesem Beispiel betrachten wir den globalen Graphen des in Listing 2.13 gegebenen Pro-
gramms.

Listing 2.13: Beispielprogramm fiir Graphen.

int main()

double x,y,z;
double f,g,h;
1.1;

o nnn
3 ~
[

if (i>f) {
h x= g;

for(int i=1; i<10; ++i) {
g += x*z;
f—=y;
h += z;
T k= y;
}

return 0;

}

Das Programm aus Listing 2.13, ist kurz und iibersichtlich. Die Darstellung des globalen Gra-
phen ist allerdings schon an der Grenze der Moglichkeit des iibersichtlichen Darstellens.
In der Figur 2.6 ist der globale Graph des Programms abgebildet.

Als nichstes betrachten wir die Spezifikation des Targets und des Differentiations-Parameters.
Spezifikation

Nun muss die zu differenzierende ZielgroBe, das Target und der Differentiations-Parameter!?
ausgewihlt werden. Hierzu erstellt das Tool eine Liste aller mdglichen Targets und aller poten-
tieller Differentiations-Parameter, aus der der Nutzer die Groflen festlegt.

Potentielle Targets sind alle Variablen eines Gleitkomma-Type (float), denen ein Ausdruck
zugewiesen wird. Als Differentiations-Parameter stehen alle Gleitkommazahlen, die als Ar-
gumente in einem Ausdruck vorkommen, zur Verfiigung. Da in der CFG-Darstellung viele

"”Der Differentiations-Parameter wird auch als Independent-Variable bezeichnet. Alle vom Differentiations-
Parameter beeinflussten Variablen werden dann Dependent - Variablen genannt.
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zusitzliche temporire Variablen eingefiihrt werden, wird die Liste um diese bereinigt.

/_\

*
/Block4 *Block3 9 Block2

\\ \/7

f*Bzockz /Block2 +Block6

/ \ Block
7 \
L= Blocka 1.3 —— *“=hiock2 = Block2

: | 1.1 \ /

S

D.1804, 9+ Brocks

f_BlockG *Block6

D.1805=

]
Block8 +Block6

<

T Block5

Abbildung 2.6: Graphendarstellung des Programms 2.13.

Target-Graph

Das Aufbauen des Target-Graphen passiert in zwei Schritten. Zuerst wird vom Target aus der
relevante Bereich im Graphen ermittelt. Im zweiten Schritt wird dann von den Differentiations-
Parameter aus der Graph markiert. So erhélt man einen aktiven Bereich und einen oder mehrere
passive Bereiche des Graphen. Unter dem aktiven Graphen versteht man den Teil des Graphen,
der von den Differentiations-Parametern abhéngig ist und auch einen Einfluss auf das Target
hat. Die passiven Teile des Graphen sind aus Sicht der Differentiations-Parameter her konstant
und spielen fiir die Differentiation nur eine untergeordnete Rolle.

Wir betrachten nun den Algorithmus 2.3.5 zum Aufbau des Target-Graphen und den Algorith-
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mus 2.3.7 zur Aktivierung des Target-Graphen detailiert.
Im Algorithmus 2.3.5 bauen wir den Target-Graphen in einem zweistufigen Verfahren auf.

Algorithm 2.3.5 Target-Graph
T := 0,
foralle € G do
if e; rg = target then
T =TU{e};
end if
end for
foralle € T do
forall € € eppg do
if € # target then
T =TUG[épos];
end if
end for
end for

Im ersten Schritt fiigen wir zu dem, am Anfang noch leeren, Target-Graphen 7" alle Expressions
des globalen Graphen G hinzu. Fiir dessen LHS-Argument gilt, dass es eine Target-Variable
ist.

Im zweiten Schritt durchlauft der Algorithmus jedes Element e des vorldufigen Target-Graphen
T. Von den Elementen e betrachten wir nun die RHS-Argumente und priifen, ob sie un-
gleich der Target-Variablen sind, Ist dies der Fall, wird der zum RHS-Argument gehdrende
Expression-Eintrag des Graphen G dem Target-Graphen 1" zugefiigt.

Bemerkung 2.3.6 (Aufwand Target-Graph)
Den Aufwand des Algorithmus 2.3.5 zum Aufstellen des Target-Graphen konnen wir mit

O(|TElemente| . |TRHS|)7 (239)

abschitzen. | Tgiemente| ist die Anzahl der Elemente des vollstindigen Graphen T und |Trps|
gibt die maximale Anzahl an RHS-Argumente aller Elemente von T'.

Der Algorithmus 2.3.7 zur Aktivierung des Graphen arbeitet auch in zwei Stufen.

Die erste Stufe aktiviert alle Elemente e des Target-Graphen 7', deren LHS-Argument ein
Differentiations-Parameter ist.

AnschlieBend werden alle Elemente e des Graphen T, die von einem aktiven Element
abhingen, aktiviert. Dieser Schritt wird so lange wiederholt, bis wir einen statischen Zustand
erreicht haben. Es ist sichergestellt, dass dieser Zustand existiert, da jedes aktivierte Element
aktiviert bleibt und wir einen endlichen Graphen haben. Es wire auch moglich, das Einfirben
des Graphen mit einer modifizierten Tiefensuche zu realisieren. Beim Auftreten von Zyklen
wire dies allerdings nicht ganz so einfach geworden, da das Markieren erst bei den Independent-
Variablen beginnen soll. Zudem haben wir einen gerichteten Graphen, bei dem wir nicht von
den Independent-Variablen aus losgehen konnten. Als mogliche Literatur zum Thema Tiefen-
suche und Graphen allgemein diente das Buch Algoritmic von U. Schoning [SchO1].
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Algorithm 2.3.7 Graphen Aktivierung
Towg :=="1T;
Thew =T,
foralle € T),.,, do
if e; g = independent then
€qctive = true;
end if
end for
while Tnew 75 Told do
Toia = Thews
for all e € T, do
forall ¢ € egyg do
if Tew [éPOS]active = true then
Cactive = LTUE;
break;
end if
end for
end for
end while
T = Thew;

Bemerkung 2.3.8 (Aufwand Graphen-Aktivierung)

Da sich bei der Implementierung des GAuDi-STT um eine Methodenerprobung handelt, lag
der Fokus nicht auf der internen Komplexitdit. Er lag stattdessen auf der Einfachheit der ver-
wendeten Methoden. Die Komplexitdit des Aktivierens des Graphen kann fiir den Algorithmus
2.3.7, fiir den Worst-Case mit

O(‘TElemete‘ : ’TTiefe’ : ‘TRHS‘); (240)

abgeschdtzt werden, wobei |Tgiemente| die Anzahl der Elemente im Graphen, |Tpjete| die ma-
ximale Tiefe des Graphen und |Trps| die maximale Anzahl an RHS-Argumente von allen Ele-
menten des Graphen bezeichnet.

Als néchstes befassen wir uns mit dem Vorgehen beim Ableiten des Target-Graphen.
% Graph

Nachdem die ganze Vorarbeit erledigt ist, konnen wir uns nun dem Differenzieren widmen.
Hierzu wird jeder Eintrag im Target-Graph betrachtet, und iiberpriift, ob er fiir die Differen-
tiation relevant ist, das heifit ob der von einem der Differentiations-Parameter abhiingig ist. Ist
diese Eigenschaft verletzt, wird der Eintrag nicht weiter betrachtet. Ist er aber aktiviert, so wird
abhingig vom Operator-Key differenziert. Gehort der Operator-Key zu einer der Elementar-
Operationen, so ist das Vorgehen anhand einer internen Regel-Tabelle festgelegt. Diesen Fall
werden wir gleich anhand des / Operator im Beispiel 2.3.9 néher erldutern. Anderenfalls gehort
der Operator-Key zu einer selbst geschriebenen Funktion, beziehungsweise Routine. In diesem
Fall muss man nadher untersuchen wie der neue Funktionskopf aussehen muss, ein Beispiel
dazu betrachten wir im Beispiel 2.3.10.
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Beispiel 2.3.9 (Differentiation des Operators /)
Wir betrachten einen Ausdruck der Form

z=ux/y. (2.41)

Der Ausdruck (2.41) in Form eines Graphen reprdsentiert sehen wir in der Figur 2.7.
z/
z Yy

Abbildung 2.7: Graphendarstellung der Gleichung (2.41).

Fiir die Differentiation miissen wir die drei Fdlle:
a) x und y sind aktiv,
b) nur x ist aktiv oder
c) nury ist aktiv,

betrachten. Der Fall, dass x und y nicht aktiv sind ist uninteressant, da dann auch z nicht als
Expression aktiv wire und wir den Expression auch nicht differenzieren wiirden.

/ZD /\ xD/Z/\y

tmpl_ tmpd,

ZD/
/\ ks
tmp2,  tmp3, mZJ? Zp>
A b
x yP

a) b) 9

Abbildung 2.8: Darstellung des differenzierten Operators /.

In der Figur 2.8 sehen wir die Graphendarstellung der drei Varianten der differenzierten Glei-
chung (2.41). Daraus ergibt sich, dass der differenzierte Graph fiir ein /-Operator des Typs a)
fiinf neue Knoten, zP und die tempordren Knoten tmpl, tmp2, tmp3 und tmp4 erhdilt. Fiir
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den Fall b) kommt nur der Knoten 2P, und bei Fall c) kommen die vier Knoten: zP, tmpl,
tmp2 und tmp3 hinzu.
Die Graphen aus Figur 2.8 in einer Formel-Darstellung betrachtet sehen wir in Tabelle 2.3.9.

tmpd =y -y
tmp3 = x - yP tmp3 =vy-y
tmp2 =P -y tmp2 = x - yP
tmpl = tmp2 — tmp3 tmpl = —tmp2
p — tmpl 4D — D oD — tmpl
 tmp2 Ty  tmp2
a) b) 9

Tabelle 2.1: Formel-Darstellung des differenzierten /-Operators.

Eine Liste aller zu den Elementar-Operationen gehorender Operationen haben wir in Tabelle
2.2 zusammengestellt.
Nun betrachten wir im Beispiel 2.3.10 das Vorgehen bei einer selbst geschriebenen Routine.

Beispiel 2.3.10 (Differentiation einer selbstgeschriebenen Funktion)
Wir betrachten folgendes Ausgangsproblem,

2= f(a,,y) (2.42)
und
f(z,y) = a(z - y). (2.43)

Wir betrachten die Differentation der Funktion (2.42) beziiglich x und y. Die Gleichungen
(2.42) und (2.43) in der GAuDi-STT internen Graphendarstellung sind in der Figur 2.9 abge-
bildet. Wir sehen, dass es zwei Graphen gibt, ndmlich fiir jede Funktion einen eigenen.

Zfct fety
a / 3‘: \ Yy a/ tmpy

I

Abbildung 2.9: Graphendarstellung der Gleichungen (2.42) und (2.43).

Die differenzierte Form der Graphen in Figur 2.9 ist in Figur 2.10 dargestellt. Wie in der Figur
2.9 haben wir nun auch in der Abbildung 2.10 fiir jede Funktion des Programmes einen eige-
nen Graphen.
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Operator y = Yy =
= x xP
+ 1+ 22 1P + x2P
.’L'lD
TP
+ = y+x yP + xP
yD
- T1— T2 TP — x2P
1P
_:L'ZD
yD
* T1 * To 1P w9 + 21 - TP
1D - 3o
T - TP
* = Y- x yP x4+ x - yP
YyP x x
/ .%'1/.2132 (.%'1D '$2—$1-$2D)/(1‘2-l’2)
l’lD/.rQ
(=21 - w2P)/ (22 - 22)
/= y/x yP w—x-yP
yo/x
sin sin(z) cos(z)
cos cos(z) —sin(x)
tan tan(x) zP - (14 tan® )
asin arcsin(x) 2P /(V1—x-x)
acos arccos(x) —zP/(\/1—x 1)
atan arctan(z) xP[(1+x-x)
atan?2 arctang(z1,72) (11222 — 2122°)/(2222))/(1 + (21/22)?)
(1P /x2) /(1 + (x1/22)%)
((=z122P)/ (w222)) /(1 + (21/2)%)
exp exp(z) xP - exp(x)
log log(x) xP /x
log10 logo() xP [(x - log(10))
st /s 27 /(2 /1)
pow z}? (1P /z1) - 2 + T122P) - 272

(217 /21) - 22) - 277
(z122P) - 277
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Abbildung 2.10: Graphendarstellung der Gleichungen (2.44) und (2.45).

Die Gleichungen (2.42) und (2.43) haben den folgenden differenzierten Aufbau im Programm,

fCt]‘ = f(a/"r’y7xD7yD7fCt1D)

z = fctl (2.44)
zP = fctlP
und ( )
D ,,D D) _— a\r-y
f(%fﬁ,y,x 72/ 7f )_{ fD:a(ny—i—xyD) . (245)

Die Gleichung (2.45) besagt, dass der Funktionswert f und die Ableitung fP berechnet wer-
den.
Das Beispiel findet sich auf der CD im Verzeichnis Programme/ex : GAuDiFct.

Nun kommen wir zur letzten Programmeinheit von GAuDi-STT, dem Erzeugen der neuen Zei-
len.

Neuer Code

Dieser Schritt ist selbstverstindlich wieder sprachabhingig, denn hier wird aus den differen-
zierten Graphen wieder ein Quellcode erzeugt. Zuerst werden die Graphen in Kleingraphen
zerlegt. Fiir jede Programmcodezeile wird ein eigener Graph erstellt. Aus Kleingraphen konnen
wir nun die einzelnen Ausdriicke und die neuen Funktionsaufrufe in der entsprechenden Pro-
grammiersprache erzeugen. Anschlieend werden die neuen Zeilen in das urspriingliche Pro-
gramm eingefiigt. Die neuen Zeilen werden von der letzten Programmzeile ausgehend ein-
gefiigt, da dies so einfacher realisierbar ist.

GAuDi-STT finden wir auf der CD im Verzeichnis Programme /gaudi/adbin.

2.3.2 Uberladene Operatoren

Die C++ Bibliothek GAuDi-OO!3 grenzt sich von anderen AD-Bibliotheken, wie zum Beispiel
ADOL-C [GJU96], FAD [ADC99] oder FADBAD/TADIFF [BS96], durch seine Moglichkeit

BGAuUDI-0O0 steht fiir GAuDi-Operator Overloading
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zur Problem-Riickverfolgung ab.

Auch bei dieser Implementierung wurde das Prinzip verwendet, bewéhrte und getestete Struk-
turen zu verwenden. Zudem liegt hier ein weiterer Fokus auf der Laufzeitkomplexitiit der
Bibliothek. Der folgende Abschnitt erklirt zuerst die Riickverfolgungs-Schnittstelle und geht
dann auf die Realisierung der Uberladenen Operatoren ein.

Problem-Rickverfolgung

Die im Abschnitt 2.2 beschriebene Problematik der Fehlersuche im AD-Code wird mit dem
Ansatz der Problem-Riickverfolgung stark reduziert, da wir mit der Riickverfolgungsschnittstelle
ein Werkzeug haben, mit dem wir zur Laufzeit relativ einfach kritische Bereiche tiberpriifen
konnen, ohne jede eventuell kritische Stelle von Hand lokalisieren zu miissen.

Als erstes beschreiben wir wie der Problem-Riickverfolgungs-Mechanismus arbeitet. Anschlie-
Bend gehen wir auf die technische Umsetzung ein und zuletzt zeigen wir eine Anwendung des
Mechanismus.

Arbeitsweise

Die Problem-Riickverfolgung arbeitet in zwei Schritten. Der erste Schritt {iberpriift, ob eine
Anforderung erfiillt oder verletzt ist. Der zweite Schritt ermittelt bei Bedarf den aktuellen Back-
trace des Programms.

Standardmissig ist folgende Anforderung fiir die assertion implementiert. Es wird bei jeder
Elementar-Operation tiberpriift, ob der Ableitungswert betragsmissig kleiner als eine vorge-
gebene Schranke ist. Allerdings konnen wir als Benutzer spezielle Anforderungen auf eine
einfache Weise selbst erginzen. Hierzu miissen dann zusitzliche Anforderungen fiir den ent-
sprechenden Operator festgelegt werden. Eine Moglichkeit wire, dass das Verhéltnis zwischen
dem Funktionswert und dem Ableitungswert eine bestimmte Grenze nicht iiber- oder unter-
schreiten darf, wenn ein Wert einer Variablen mit dem =-Operator zugewiesen wird.

Wenn die Bedingung erfiillt ist, arbeitet das Programm normal im Algorithmus weiter. Bei
verletzter Bedingung wird der aktuelle Backtrace des Programmes bestimmt und ausgegeben.
Abhingig von den Vorgaben des Anwenders arbeitet das Programm anschlieend weiter oder
es terminiert.

Technische Umsetzung

Die Realisierung der Problem-Riickverfolgung ist auch in zwei Stufen aufgeteilt. Die erste
Stufe trifft die Entscheidung, ob ein Problem vorliegt. Dies ist in den assertLogger Routi-
nen umgesetzt. Diese Funktionen rufen bei Bedarf die zweite Stufe auf, die die Riickverfolgung
tibernimmt. Zuerst beschreiben wir kurz die Umsetzung der assertLogger Routinen, bevor
wir zur Realisierung der Riickverfolgung kommen.

Die Implementierung der assertLogger Funktionalitit orientiert sich direkt an der ur-
spriinglichen Idee zur Implementierung der assexrt-Routine aus dem Paket assert .h. So
ist die Funktion als Makro realisiert und kann mittels eines Argumentes beim Compilieren ak-
tiviert beziehungsweise deaktiviert werden. So ist sichergestellt, dass im deaktivierten Zustand
kein zusitzlicher Aufwand zur Laufzeit entsteht.
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Listing 2.14: Deklaration des assertionLogger Konstruktes.

#include<string >
#ifndef ASSERTLOGGER_H
#define ASSERTLOGGERH 1
#ifdef NDEBUG
#define assertLogger(el, e2) ((void)0)
#else
#define LOGFILE "assertLogger.txt"
#ifdef NKILL
#define KILL ((void)O0)
#else
#define KILL exit(1)
#endif
void assertLogger(const bool, const std::string&);
#endif
#endif

Im Listing 2.14 sehen wir die Deklaration des assertLogger’s. Wenn das Makro NDEBUG
gesetzt ist, wird der Funktionsaufruf im Programmverlauf durch ( (void) 0) ersetzt und er-
zeugt somit keinen zusitzlichen Aufwand zur Laufzeit des Programms. Ansonsten wird die
Schnittstelle der Funktion deklariert und der Dateiname des Logfiles per Makro festgelegt.
Das Makro NKILL entscheidet, ob das Programm bei einer nicht erfiillten Bedingung des
assertLogger beendet wird oder ob es weiterarbeitet.

Listing 2.15: Implementierung der assertionL.ogger Funktion.

#include <assertLogger.h>
#include <logger.h>

#ifndef NDEBUG
void assertLogger(const bool assertion ,const std::string &message)

if (lassertion) {
Logger logger (LOGFILE);
logger.logTrace (message);
KILL;

}

}
#endif

Das Listing 2.15 zeigt den Quellcode der assertLogger Funktion. Falls die Bedingung
nicht erfiillt ist, wird eine Instanz der Klasse Logger angelegt und aufgerufen. Ist das Makro
NKILL nicht gesetzt, wird das Programm anschlieend beendet - bei gesetztem Makro lduft es
weiter.

Bemerkung 2.3.11 (Makro NDEBUG)
Das Makro NDEBUG muss nicht in einer Datei der Anwendung gesetzt werden. Mit dem gcc
kann dies einfach mit der Option —D NDEBUG erledigt werden.

Als néchstes erkldren wir den Aufbau und die Funktionsweise der Logger-Klasse.

Die Riickverfolgung verwendet den GNU Debugger gdb, ohne dass wir uns als AD-Anwender
mit dem Debugger von Hand durch das Programm arbeiten miissen.

Dies hat mehrere Vorteile: Da das Programm sehr lange laufen kann, bis irgendwo etwas pas-
siert, das im Sinne der AD-Problematik interessant ist, miissen wir uns so nicht zeitaufwendig
von Hand zu dieser Problemstelle vorarbeiten.

Zum Anderen suchen wir hier keine klassischen Probleme, wie man sie normalerweise mit
einem Debugger sucht - wie zum Beispiel eine Speicherzugriffsverletzung - weshalb wir die
Variablen einzeln anschauen miissen. Das hindische Vorgehen, welches die Gefahr birgt, dass
relevante Bereiche iibersehen werden, entfillt.
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Die Logger-Klasse startet zur Laufzeit den gdb und bereitet die backtrace-Daten auf und
speichert sie ab. Die Filterung der backtrace-Daten wird mit den Tools grep, sed und tail reali-
siert.

Listing 2.16: Implementierung der Logger Klasse.

#include <logger.h>

//#include <execinfo.h>
#include <fstream>
#include <sstream>
#include <string>

#include<cstdlib >

Logger::Logger(const std::string& file)
: _file (file)

std :: fstream fp(_file.c_str(), std::ios::out );
fp.close ();

void
Logger::logTrace ()

std ::stringstream systemStr;
systemStr << "gdb " << "$(ps " << getpid() << " -o command | tail -nl) " << getpid ()
<< " —--batch -x gdb.txt 2> .err.log |" << " grep “# |"
<< " sed -e "s/#[0-91x O0x[0-9a-zA-Z]* in//g " |"
<< " sed -e ’'s/) at .x$/)/g” "
<< " tail -n"<<RECURSION.DEPTH<< " > .tmp.log" <<";"

<< " tail -n$(echo $(cat .tmp.log | wc -1) - 5 | bc -1) .tmp.log>>"
<< _file << "; " <<" rm .err.log";
system(systemStr.str (). c_str());
}
void

Logger::logTrace(const std::string& info){
logInfo (info);
logTrace ();
logInfo ("\n");

}

void
Logger::loglnfo (const std::string& info)

std :: fstream fp(_file.c_str(), std::ios::out | std::ios::app);
fp << info << std::endl;
fp.close ();

Die zentrale Funktionalitit der Klasse wird in der Methode 1 ogTrace zur Verfiigung gestellt.
In den Zeilen 23 bis 29 im Listing 2.16 wird der gdb mit den entsprechenden Optionen gest-
artet und die Ergebnisse aufbereitet. Im Folgenden erkldren wir den Aufruf etwas ndher. Mit
der Funktion getpid () erhalten wir die Prozessid (PID) unseres Programms. Den Namen des
ausgefiihrten Programmes erhalten wir mit dem Ausdruck
ps PID -o command | tail -nl.Diesen Ausdruck iibergeben wir ausgewertet an den
gdb, die Auswertung ist durch den Ausdruck $ (BEFEHL) realisiert. Das Argument
—o command sorgt dafiir, dass der Befehl ps nur den Namen des Prozesses liefert. Da wir
nur an der letzten Zeile der Ausgabe vom Befehl ps interessiert sind, tibergeben wir das Ergeb-
nis mit einer Pipe | an den Befehl tail und —n1 besagt dass wir nur die letzte Zeile mochten.

Der gdb erhilt noch zwei Argumente: ——batch dieses Argument startet den gdb im Batch-
Modus. In diesem wird dann mit dem Argument —x eine Datei erwartet, in der die Kom-
mandos fiir den gdb erwartet werden. Die Kommando-Datei enthélt bei uns in der Default-
Konfiguration nur zwei Anweisungen, nimlich bt, damit der Backtrace ausgegeben wird und
anschliefend den Befehl quit zum Terminieren des gdb’s. So haben wir Benutzer die Mog-
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lichkeit, ohne grolen Aufwand, die Funktionnalitiit auf eigene Wiinsche, anzupassen. Als Letz-
tes werden mogliche Fehlerausgaben in eine temporire Datei umgeleitet, die am Ende mit rm
automatisch geloscht wird.

AnschlieBend wird die Ausgabe an das Programm grep iibergeben, welches alle fiir uns rele-
vanten Zeilen herausfiltert. Diese werden dann mit den folgenden beiden sed Aufrufen:

e ¢ '"s/#[0-9]1x 0x[0-9a-zA-Z]x in//g ’|,
e —¢ ’'s/) at .x$/)/g’ |

auf eine lesbare Form formatiert.

Zuletzt wird die Ausgabe auf die gewiinschte Rekursionstiefe im Backtrace beschnitten. Dies
erledigen wir mit einer Kombination aus den Befehlen rail, echo, wc und bc. Das endgiiltige
Resultat wird in die dem Logger iibergebene Datei geschrieben.

Eine ausfiihrliche Erkldrung zu den verwendeten Tools bc, cat, echo, gdb, ps, rm, sed, tail und
wc sind auf den Manpages [Nel], [BSD04], [BSDO03] [Fre02], [BSD05a], [BSD99], [Spi05],
[BSD93] und [BSDO5b] zu finden. Die Manpages konnen auf einer Kommandozeile iiber
man BEFEHL aufgerufen werden.

Damit dieser Riickverfolgungs-Mechanismus zur Verfiigung steht, miissen wie als Benutzer
nur beim Compilieren des Programmes die Compiler-Option —g angeben'*. Zudem entsteht
kein zusitzlicher Programmieraufwand. Beim Weglassen der Debug option —g und dem Deak-
tivieren der Assertions gibt es auch keinen zusétzlichen Laufzeitaufwand.

Anwendung

Nun zeigen wir anhand eines kleinen Beispielprogramms wie die Riickverfolgung funktioniert.

Listing 2.17: Verwendung von assertLogger.

#include <assertLogger.h>
void assertionFct(int i){ assertLogger(i<10, "i<10"); }

void fctl (int i){ assertionFct(1); }
void fct2(int i){ assertionFct(i); }
void fct3 (int i){ fct2(i—1); }

void fct4 (int i){ fctl(i—1); }

void fct5(int i){ fctd (i—1); fet3(i—1); }

int main() {

for (int i=0; i<10000; ++i) {
fet5(i);
fetd (i —2); ++i;
fet3 (i—1); ++i;
fctd (i++);
fectl (i);
fetl (2);

}

return 0;

}

Im Listing 2.17 haben wir eine kleine Implementierung zur Demonstration des
assertLogger’s. Die Funktionen fct1 bis fct 5 haben die Aufgabe einen Backtrace auf-
zubauen. Sobald die Variable i in der Funktion assertionFct den Wert 10 iiberschreitet,
wird die Bedingung des assertLogger verletzt und der Backtrace wird ermittelt. Der er-
mittelte Backtrace hat bei unserem Beispiel folgende Gestalt:

“Die Compiler Optionen beziehen sich immer auf den Compiler gce.
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i<10
assertionFct ()
fct2 ()
fct3 ()
fct5 ()
main ()

Zu beachten ist, dass die Laufzeit der mit der Option —g iibersetzten Debugging-Version deut-
lich groBer als die Version, bei der man auf das Uberpriifen der Bedingung, mittels -D NDEBUG
verzichtet, ist.

Das vollstidndige Beispiel mit einem Skript, das die unterschiedlichen Versionen erzeugt, findet
man auf der CD im Verzeichnis Programme/ex : Logger.

AD-Klasse

Jetzt befassen wir uns mit dem Aufbau der eigentlichen Bibliothek, die das Automatische Dif-
ferenzieren zur Verfiigung stellt. Wir betrachten die Bibliothek nur ausschnittsweise, folgende
Bereiche betrachten wir exemplarischen: Die Konstruktoren, den Zuweisungsoperator, den Ad-
ditionsoperator, einen Vergleichsoperator, und eine mathematische Funktion.

Listing 2.18: AD-Template-Klasse

template<int D, typename T>
class AD {
private:
T _value;
T _derivative[D];

Den Kopf der AD-Template-Klasse sehen wir im Listing 2.18. Der erste Template Parameter
int D legt die Dimension des Gradienten Vektors fest. Dadurch ist die Dimension zur com-
pile Zeit bekannt. Somit brauchen wir keine Mechanismen zur Uberpriifung der Dimension
des Gradienten Vektors bei den Rechenoperationen, beziehungsweise bei den Zuweisungen,
da dies durch den Template Parameter schon bei Compilieren erledigt wird. Dies wirkt sich
sehr positiv auf die Laufzeit aus.

Der zweite Template Parameter legt den Datentyp fest. Somit kdnnen wir festlegen ob wir in
single, double Precision oder einem anderen Datentyp rechnen mochten. Denkbar wire
auch ein Datentyp fiir die GPU. Somit konnte man die komplette Berechnung von der CPU auf
die GPU verlagern, ohne das man dass Programm vollstandig umarbeiten muss.

Konstruktoren

Wir betrachten nun die Konstruktoren und den Destruktor, die die AD-Klasse zur Verfiigung
stellt.

Listing 2.19: Deklaration der Konstruktoren

AD();

AD(const T& value);

AD(const T derivative[]);

AD(const T& value, const T derivative[]);
AD(const AD<D,T>& arg);

"AD();
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In Listing 2.19 sehen wir die Deklaration der fiinf Konstruktoren und des Destruktors. Die
fiinf Konstruktoren sind der Default-Konstruktor, drei Initialisierungs-Konstruktoren und der
Copy-Konstruktor.

Listing 2.20: Implementierung der Konstruktoren

template<int D, typename T>
AD<D,T>::AD ()
_value (0)

for (int i=0; i<D; ++i) {
_derivative[i] = 0;
}

}

template<int D, typename T>
AD<D,T>::AD (const T& value)
:_value (value)

for (int i=0; i<D; ++i) {
_derivative[i] = 0;
}

}

template<int D, typename T>
AD<D,T>::AD(const T derivative [])
:_value (0)

for (int i=0; i<D; ++i) {
_derivative[i] = derivative[i];
}

}

template<int D, typename T>
AD<D,T>::AD(const T& value, const T derivative[])
_value (value)

for (int i=0; i<D; ++i) {
_derivative[i] = derivative[i];
}

}

template<int D, typemame T>
AD<D,T>::AD(const AD<D,T>& arg)
_value (arg._value)

for (int i=0; i<D; ++i) {
_derivative[i] = arg._derivative[i];
}

}

//

template<int D, typename T>
AD<D,T>::"AD()

{1

Die Implementierung der Konstruktoren in dem Listing 2.20 haben alle einen analogen Aufbau.
Als erstes wird die Variable _value auf einen definierten Wert gesetzt: O falls kein anderer
Wert fiir die Variable _value iibergeben wurde, ansonsten auf den iibergebenen Wert. Die In-
itialisierung des Gradienten Vektors geschieht im Inneren der Methode mit einer Schleife. Da
der Laufbereich schon beim Compilieren bekannt ist, konnen hier von Seiten des Compilers
Optimierungen vorgenommen werden.

Der Destruktor in den Zeilen 46 bis 48 hat in dieser Version keine Aufgaben, da kein Speicher
dynamisch allokiert wird.

Zuweisungsoperator

Fiir den Zuweisungsoperator bendtigen wir zwei Varianten, die wir in den Listings 2.21 und
2.22 betrachten werden.
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Listing 2.21: Deklaration des Zuweisungsoperators

AD<D,T> & operator=(const T&);
AD<D,T> & operator=(const AD<D,T>&);

In der Deklaration der Zuweisungsoperatoren sehen wir die zwei Fille, die betrachtet werden
miissen. Wir weisen einer AD-Variable eine andere AD-Variable oder eine nicht AD-Variablen
zu, zum Beispiel eine double Variable.

Listing 2.22: Implementierung des Zuweisungsoperators

template<int D, typename T>
AD<D,T> & AD<D,T>::operator=(const T& rhs)

{
_value = rhs;
for (int i=0; i<D; ++i) {
_derivative[i] = 0;
return xthis;
}

template<int D, typename T>
AD<D,T> & AD<D,T>::operator=(const AD<D,T>& rhs)

{
if (this != &rhs) {
_value = rhs._value;
for (int i=0; i<D; ++i) {
_derivative[i] = rhs. _derivative[i];
}
return xthis;
}

Wenn wir der AD-Variablen eine nicht AD-Variable vom Template Typ T zuweisen, ist das
Vorgehen sehr einfach. Die Variable _value wird auf den Wert der rechten Seite (RHS) rhs
gesetzt und der Gradienten-Vektor _derivative wird auf 0 gesetzt.

Wird dem AD-Typ ein anderer AD-Typ zugewiesen, so wird die Zuweisung nur gemacht, wenn
die Speicheradresse der linken Seite (LHS) und der rechten Seite unterschiedlich sind. Ist dies
der Fall, so werden die Eintrige Element fiir Element zugewiesen.

Additionsoperator

Im Listing 2.23 sind die sechs unterschiedlichen Realisierungen des + Operators, stellvertre-
tend fiir alle Rechenoperatoren, dargestellt.

Listing 2.23: Deklaration der + Operatoren

AD<D,T> operator +();

//

const AD<D,T> operator+(const T&) const;

const AD<D,T> operator+(const AD<D,T>&) const;
//

template<int E, typename U> friend const AD<E,U> operator+(const U&, const ADE,U>&);
//

AD<D,T> & operator+=(const T&);

AD<D,T> & operator+=(const AD<D,T>&);

//

AD<D,T> & operator ++();

In Zeile 1 ist der Vorzeichen-Operator deklariert, Zeile 3 deklariert den Fall, dass das Argument
auf der rechten Seite (RHS) ein nicht AD-Typ ist, das heillt zum Beispiel vom Typ double
ist. Die 4. Zeile behandelt den Fall, dass beide Argumente (LHS, RHS) vom AD-Typ sind.
Zeile 6 betrachtet den Fall, dass das Argument auf der linken Seite des Operators kein AD-Typ
ist. Somit muss der Operator iiber eine £riend Funktion erkldrt werden. Die Zeilen 8 und 9
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deklarieren den += Operator fiir beide Fille. In der letzten Zeile ist noch der Inkrementoperator
deklariert.

Listing 2.24: Implementierung der + Operatoren

template<int D, typename T> AD<D,T> AD<D,T>::operator+() {
return AD(x this);
}

//

template<int D, typename T> const AD<D,T> AD<D,T>::operator+(const T& rhs) const {
return AD(xthis) += rhs;

}

template<int D, typename T> const AD<D,T> AD<D,T>::operator+(const AD<D,T>& rhs) const {
return AD(x this) += rhs;
}

template<int D, typename T> const AD<D,T> operator+(const T& lhs, const AD<D,T>& rhs) {
return AD<D,T>(rhs) += lhs;
}

//

template<int D, typename T> AD<D,T> & AD<D,T>::operator+=(const T& rhs) {
_value += rhs;
return xthis;

}

template<int D, typename T> AD<D,T> & AD<D,T>::operator+=(const AD<D,T>& rhs) {
_value += rhs. _value;
for (int i=0; i<D; ++i) {
_derivative[i] += rhs. _derivative[i];
assertLogger (fabs(-derivative[i])<ADMAX, int2str(i));

return xthis;

}

//

template<int D, typename T> AD<D,T> & AD<D,T>::operator++() {
++_value ;
return xthis;

Im Anschluss an die Deklarationen im Listing 2.23 schauen wir uns im Listing 2.24 die zu-
gehorigen Implementierungen an. Die Zeilen 1 bis 3 implementieren den Vorzeichen-Operator
und geben nur den Typ zuriick. Die Implementierung der einzelnen + Operatoren, in Zeile 5
bis 15, werden auf einen der beiden += Operatoren zuriickgefiihrt. Der Vorteil dieses Ansatzes
ist es, eine moglichst minimale Implementierung zu erhalten, um die Fehleranfélligkeit klein
zu halten. Die Realisierung des += Operators mit einem nicht AD-Typ auf der rechten Seite
reduziert sich auf einen += Operator fiir den Funktionswert. Dies ist in den Zeilen 17 bis 20
gezeigt. In den Zeilen 22 bis 29 betrachten wir den += Operator mit einem AD-Typ als rechte
Seiten-Argument, in Zeile 23 wird der Funktionswert behandelt. In der Schleife in den Zeilen
24 bis 27 wird erst der Ableitungswert berechnet und anschliefend mit der Debugging-Routine
assertLogger getestet. Eine Erkldarung der Funktionsweise des Debugging Mechanismus
istin 2.3.2 gegeben. In den Zeilen 31 bis 33 sehen wir noch den Inkrementoperator, der nur den
Funktionswert erhoht, den Ableitungswert aber unverédndert l4sst und die Variable zuriickgibt.

Vergleichsoperator

Bei der Umsetzung der Vergleichsoperatoren muss man zuerst eine grundlegende Entschei-
dung treffen, was man Vergleichen mochte. Es gibt zwei naheliegende Varianten. Die erste,
die wir hier auch verfolgen ist, dass man nur den Eintrag der _value Variable vergleicht,
da so derselbe Programmfluss gewihrleistet ist, wie wenn man das Programm mit einem na-
tiven Datentyp ohne das Automatische Differenzieren ausfiihren wiirde. Der Seiteneffekt die-
ser Vorgehensweise ist, dass es moglich ist, dass x._value == y._value wahr ist, aber
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x._derivative (i) == y._derivative (i) und i=0, ..., D fiir ein oder mehrere
i falsch ist.

Die andere Variante verfolgt den Ansatz “was gleich ist, ist auch gleich”. Damit ist gemeint,
dass wenn ein Vergleich wahr ist, dies fiir alle Eintrige des AD-Types gilt, dass heift fiir
_value und _derivative[i] fiir i=0, ..., D. Der Nachteil ist, dass sich das Verhal-
ten eines Programmes #dndern kann, wenn wir es von nativen Datentypen auf den AD-Typ
umstellen.

Wir haben die Entscheidung anhand des ==-Operators erklirt; das Verhalten fiir die anderen
Vergleichsoperatoren ! =, <, <=, > und >= ist analog dazu.

Listing 2.25: Deklaration der Vergleichsoperatoren

const bool operator==(const T&) const;
const bool operator==(const AD<D,T>&) const;

template<int E, typename U> friend
const bool operator==(const U&, const AD<E,U>&);

Listing 2.25 zeigt die Deklaration der drei Formen des Vergleichsoperator ==. Wir miissen
die folgenden Unterscheidungen in der Signatur betrachten. Die Argumente der linken Sei-
te und der rechten Seite sind vom selben AD-Typ. Zusitzlich miissen die beiden Variablen
beriicksichtigt werden, bei denen das Argument der linken Seite und das Argument der rechten
Seite unterschiedliche Typen haben. Der Typ des einen Argument ist hierbei sicher ein AD-
Typ. Fiir das zweite Argument gilt, dass es vom Datentyp des AD-Argument ist. Es ist hierbei
moglich, dass beide Argumente auch von unterschiedlichem AD-Typ sind. Dies ist der Fall,
wenn wir einen AD-Typ haben der einen AD-Typ als Datentyp hat.

Listing 2.26: Implementierung der Vergleichsoperatoren

template<int D, typename T>
const bool AD<D,T>::operator==(const T& rhs) const

return _value==rhs;
template<int D, typename T>
const bool AD<D,T>::operator==(const AD<D,T>&rhs) const
{

}

template<int D, typemame T>
const bool operator==(const T& lhs, const AD<D,T>& rhs)
{

return _value==rhs. _value;

return lhs._value==rhs;

Die Implementierungen des Vergleichsoperator ==, siehe Listing 2.26, vergleichen jeweils nur
die Funktionswerte miteinander und geben dieses Ergebnis zuriick.

Mathematische Funktion
Als Letztes betrachten wir exemplarisch folgende mathematische Funktionen, die wir mit dem
Schliisselwort £ riend markiert haben, da sie auf die privaten Eintrdge unserer Klasse zugrei-

fen diirfen.

Das Listing 2.27 zeigt die drei mathematischen Funktionen, 1og, sqrt und pow, die wir
hier exemplarisch betrachten.
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Listing 2.27: Deklaration von mathematischen Funktionen

2.3
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const AD<E,U> log(const ADE,U>&);
template<int E, typename U> friend
const AD<E,U> sqrt(const AD<E,U>&);

template<int E, typename U> friend

const AD<E,U> pow(const AD<E,U>& argl, const U& arg2);
template<int E, typename U> friend

const AD<E,U> pow(const U& argl, const AD<E,U>& arg2);
template<int E, typename U> friend

const AD<E,U> pow(const AD<E,U>& argl, const AD<E,U>& arg2);

Listing 2.28: Implementierung von mathematischen Funktionen

template<int D, typename T>
const AD<D,T> log(const AD<D,T>& arg)

AD<D,T> out(arg);
out._value = log(arg._value);
for (int i=0; i<D; ++i) {
out. _derivative[i] /= arg._value;
assertLogger (fabs(out. _derivative [i])<ADMAX, int2str(i));
}

return out;

template<int D, typename T>
const AD<D,T> sqrt(const AD<D,T>& arg)
{

AD<D,T> out(arg);
out._value = sqrt(arg._value);
const T tmp = out._value*2;
for (int i=0; i<D; ++i) {
out. _derivative[i] /= tmp;
assertLogger (fabs(out. _derivative [i])<ADMAX, int2str(i));
}

return out;

template<int D, typemame T>
const AD<D,T> pow(const AD<D,T>& argl, const T& arg2)
{
AD<D,T> out(argl);
out._value = pow(argl._value, arg2 —1);
const T tmp = out._valuesxarg2;
out._value *= argl._value;
for (int i=0; i<D; ++i) {
out. _derivative[i] %= tmp;
assertLogger (fabs(out. _derivative[i])<ADMAX, int2str(i));
}

return out;

template<int D, typename T>
const AD<D,T> pow(const T& argl, const AD<D,T>& arg2)
{
AD<D,T> out(arg2);
out._value = pow(argl, arg2._value);
const T tmp = out._valuexlog(argl);
for (int i=0; i<D; ++i) {
out. _derivative[i] *= tmp;
assertLogger (fabs (out. _derivative [i])<ADMAX, int2str(i));
}
return out;
}
template<int D, typename T>
const AD<D,T> pow(const AD<D,T>& argl, const AD<D,T>& arg2)
{
AD<D,T> out(argl);
out._value = pow(argl._value, arg2._value);
const T tmpl = log(argl._value);
const T tmp2 = arg2._value/argl._value;
for (int i=0; i<D; ++i) {
out. _derivative[i] = (arg2._derivative[i]*tmpl +
argl. _derivative [i]*tmp2 )*xout._value;
assertLogger (fabs (out. _derivative [i])<ADMAX, int2str(i));
}

return out;
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Listing 2.28 setzt die Implementierung der drei mathematischen Funktionen um. Zuerst sehen
wir die Implementierung der 1 og-Funktion. Hier muss man sich um den Defintionsbereich der
Ableitung keine Gedanken machen, da dieser mit dem Definitionsbereich der Funktion selbst
tibereinstimmt. Die Ableitung sqrt-Funktion ist im Punkt x = 0 nicht mehr erkldrt. Aller-
dings behandeln wir diese Stelle implizit mit dem assertLogger da fiir z = 0 die geforderte
Bedingung, die Beschrinktheit der Ableitung innerhalb eines Limits, nicht mehr erfiillt wird.
Bei den Implementierungen der pow-Funktion sehen wir gleich, dass sich die Implementierung
deutlich unterscheidet, abhiingig davon, in welchem der drei Fille AD-Typ, Basis-Typ, Basis-
Typ, AD-Typ und AD-Typ, AD-Typ, wir sind.

Hohere Ableitungen

Eine einfache Moglichkeit, hoherere Ableitungen zu realisieren, ist es, in der beschriebenen
AD-Klasse den Templateparameter T erneut als AD-Typ zu setzen. Dies hitte dann beispiels-
weise folgende Gestalt AD<2, AD<2, double> > fiir die zweite Ableitung. Der Vorteil die-
ser Variante ist, dass man keine zweite Bibliothek mit Uberladenen Operatoren benétigt, die
zur ersten auch noch die zweite, dritte, - - - Ableitung mitberechnen. Den Preis, den man fiir
diese einfachere Variante zahlt, ist, dass man die erste Ableitung doppelt berechnet.

Um die Funktionalitit zu demonstrieren, betrachten wir das Beispiel 2.3.12.

Beispiel 2.3.12 ( Zweite Ableitung)
Wir berechnen den Funktionswert der Funktion

f(z) =22, (2.46)

in einem Programm. Nun mdochten wir von der Funktion (2.46) zusdtzlich die erste und zweite
Ableitung mitberechnen. Dazu verwenden wir das Automatische Differenzieren.

Listing 2.29: Hohere Ableitungen

#include <iostream>
#include <ad.h>

AD<I, AD<I, double> > sqr(AD<I, AD<I, double> > x) {

return x*Xx;

int main() {
double init[] = {0};

AD<I, double> tmpl (1., init);
AD<I, double> tmp2[] ={tmpl};
init[0] = 1;

tmpl.setDerivative (init);

tmpl.setValue(2);

AD<I1, AD<I, double> > f, x(tmpl, tmp2);

f = sqr(x);

AD<I, double> fl = f.value();

AD<1, double> f2 = f.derivative(0);

std ::cout<< "f(" << tmpl.value()<< ") = < fl.value() << std::endl;
std ::cout<< "f7 (" << tmpl.value()<< ") "< fl.derivative(0)<< std::endl;
std ::cout<< "f/ (" << tmpl.value()<< ") " << f2.value () << std::endl;
std ::cout<< "f’/ ("< tmpl.value()<< ") = " << f2.derivative(0)<< std::endl;
return O0;

}

In Listing 2.29 sehen wir die Implementierung unseres Ausgangsproblems. Die Berechnung der
Funktion (2.46) ist in den Zeilen 4 bis 6 zu sehen. Hier erkennt man schon die geschachtelte
Gestalt unserer AD-Template-Klasse. Der zweite Template-Parameter ist erneut vom Typ AD
mit gleichem Dimensions-Template-Parameter, allerdings vom Datentyp double. Die eigent-
liche Berechnung von (2.46), in Zeile 5, unterscheidet sich nicht.
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Im Hauptprogramm ist in den Zeilen 9 bis 15 die Initialisierung der aktiven Variable x imple-
mentiert. Fiir das initialisierte x muss Folgendes gelten ' = 1 und z"" = 0.

In der Zeile 16 rufen wir dann die Funktion xSqr auf und weisen den Riickgabewert der Va-
riablen t zu.

Die Zeilen 17 bis 22 dienen anschliefiend nur noch der Ausgabe der Funktion (2.46) und deren
erste und zweite Ableitung. In den Zeilen 20 und 21 sieht man, dass die erste Ableitung doppelt
berechnet wurde und wir somit auf unterschiedliche Weise auf den Ableitungswert zugreifen
konnen.

Das  vollstindige  Beispiel  findet sich auf der CD im  Verzeichnis
Programme/ex:HoehereAbleitungen.

Eine weitere Moglichkeit, die doppelte Berechnung zu vermeiden, wire, wenn man eine AD-
Klasse schreibt, die fiir den Funktionswert _value und den Gradienten-Vektor
_derivative getrennte Template-Parameter besitzt. Allerdings muss man bei dieser Form
darauf achten, dass sicher gestellt ist, dass die Datentypen zueinander vertréaglich sind.
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3 Stromungsdynamik

In diesem Kapitel werden die notwendigen Grundlagen der Stromungsmeachnik zur Modellie-
rung und numerischen Simulation der Navier-Stokes-Gleichungen' hergeleitet, damit wir an-
schlieBend die Anwendung vom Automatischen Differenzieren auf die Stromungssimulation
betrachten und analysieren kdnnen.

3.1 Physikalische Grundlagen

Ziel der Stromungsdynamik ist es, das physikalische Verhalten von Fluiden zu beschreiben. Wir
beginnen die Herleitung der physikalischen Eigenschaften von Strébmungen mit der ndheren
Betrachtung des beobachteten Mediums, dem Fluid.

Bemerkung 3.1.1 (Fluid)

Das Wort Fluid kommt vom lateinischen Wort “fluidus” und bedeutet fliefsend. In der Physik
beschreibt ein Fluid ein Medium, das duferen Scherkriiften® keinen Widerstand leistet.

Ein Fluid kann sowohl fiir ein Gas, wie auch fiir eine Fliissigkeit stehen, da unabhdiingig von
den Unterschieden der beiden Medien dieselben Bewegungsgleichungen gelten.

Die Definition 3.1.1 orientiert sich an der Beschreiung eines Fluids im Buch Numerische
Stromungsmechanik von Ferziger und Peri¢ [FPOS8], eine detalierte Betrachtung der Fluidei-
genschaften findet man in Grundziige der Stromungslehre von Zierep und Biihler [ZB08].

Definition 3.1.2 (Newtonsches Fluid)
Ein Fluid das folgende Eigenschaft

r=n_ 3.1)

erfiillt, nennt man newtonsches Fluid. Wobei T die Scherspannung, n die dynamische Visko-
sitdt und % die Schergeschwindigkeit beschreibt. In Worten formuliert besagt die Gleichung
(3.1) damit folgende Aussage: Ist die Scherspannung eines Fluides proportional zur Scherge-
schwindigkeit, so ist es ein newtonsches Fluid.

In der Figur 3.1 ist der Zusammenhang der Scherspannung v und der Schergeschwindigkeit u
grafisch veranschaulicht. Die Grdfle der Schergeschwindigkeit ist durch die Ldnge der Vekto-
ren in horizontaler Richtung dargestellt. In vertikaler Lage ist der Anstieg der Scherspannung

abgebildet.

Im Folgenden werden wir nur newtonsche Fluide betrachten und meinen implizit newtonsche
Fluide wenn wir von einem Fluid sprechen.

Fiir die folgenden Herleitungen benutzen wir das Kontinuitétsprinzip und das newtonsche Ge-
setz.

'Benannt nach Claude Louis Marie Henri Navier (1785-1836) und George Gabriel Stokes (1819-1903).
2Scherkriifte sind Krifte die parallel zu den Flichen des betrachteten Kérpers wirken.
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Abbildung 3.1: Schematische Darstellung der Schergréfen v und v.

Definition 3.1.3 (Kontinuitétsprinzip)
Das Kontinuitdtsprinzip besagt, dass bei der klassischen Physik nichts einfach verschwinden,
beziehungsweise, dass nichts aus dem Nichts entstehen kann.

Definition 3.1.4 (Impulserhaltungssatz)
Mit dem zweiten und dritten Newton’sche Axiom ergibt sich direkt der Impulserhaltungssatz:

Zf:%Zp (3.2)

wobei Y f die Summe aller Kriifte auf einen Korper und »_ p den Gesamtimpuls auf einen
Korper bezeichnen.

Als Nichstes leiten wir die Euler-Gleichungen? iiber das Prinzip der Massenerhaltung und der
Impulserhaltung her. Anschlieend erweitern wir diese dann um die innere Reibungskrifte zu
den Navier-Stokes-Gleichungen.

Das Vorgehen im néchsten Abschnitt orientiert sich an der Herangehensweise im Buch Nume-
rische Stromungsmechanik von Ferziger und Peri¢ [FP08].

3.1.1 Euler-Gleichungen

Zur Herleitung der Euler-Gleichungen betrachten wir zunichst eine generische Form der Er-
haltungsgleichung (3.3) mit der allgemeinen GroBle ¢. Die Erhaltungsgleichung formalisiert
das Kontinuitétsprinzip. Die generische Grofle ¢ werden wir fiir die Massenerhaltung und die
Impulserhaltung spezialisieren. Die generische Erhaltungsgleichung fiir ein festes Massenvo-
lumen V;; lautet:

o — / podV., (3.3)
Vv

p beschreibt hierbei die Dichte des betrachteten Mediums. Im Rahmen dieser Arbeit wird hier-
mit immer die Massendichte des Fluids gemeint, soweit nicht explizit etwas anderes gesagt
wird. Die Erhaltungsgleichung gilt in dieser Form allerdings allgemein, zum Beispiel auch in
der Elektrodynamik, wobei hier die Dichte dann eine Ladungsdichte ist.

Nun betrachten wir zusitzlich zum Massenvolumen V}; ein Kontrollvolumen Vy, mit festem
Volumen und der zugehorigen Oberfliche Sy,. Damit ergibt sich:

0

/ popdV = 9 popdV —|—/ pp(v — vg)rdS. (3.4)

3Benannt nach Leonhard Euler (1707-1783).
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v beschreibt den Geschwindigkeitsfluss des Fluides und vs die Oberflichengeschwindigkeit
des Kontrollvolumen V4. Bei einem ruhenden Kontrollvolumen entfillt die Komponente der
Oberflachengeschwindigkeit. Mit v wird die normierte duflere Normale der Oberflidche Sy be-
zeichnet.

Die Gleichung (3.4) besagt, dass die zeitliche Anderung des Integral iiber ein Massenvolumen
gleich der Summe aus zeitlicher Anderung eines Integrals iiber ein Kontrollvolumen mit fes-
tem Volumen und der Menge des Zu- bezichungsweise des Abflusses iiber die Oberflache des
Kontrollvolumen ist.

Massenerhaltung

Fiir ein abgeschlossenen System folgt nach dem Kontinuititsprinzip, dass das Prinzip der Mas-
senerhaltung gelten muss. Da in einem abgeschlossenen System kein Massefluss vorhanden ist,
ergibt sich fiir die Massenerhaltung

om

ot
Nun betrachten wir die generische Erhaltungsgleichung (3.4) in einem abgeschlossenen System
mit dem festen Wert ¢ = 1. Die Differenz zwischen den Geschwindigkeiten des Fluides und
der Oberfliche des Kontrollvolumens fassen wir zu v zusammen. Unter Beriicksichtigung der
Massenerhaltung (3.5) folgt damit

a/ pdV—i—/ pvvdS = 0. (3.6)
ot Jv, Sy

In Worten besagt die Gleichung (3.6), dass sich die Masse eines festen Kontrollvolumen nur
dndern kann, wenn etwas in das Volumen, beziehungsweise aus dem Volumen, flief3t.

Die Integralform der Massenerhaltung (3.6) konnen wir auch in eine Differentialform um-
schreiben. Hierzu wenden wir die Leibnizregel fiir Parameterintegrale* und den GauBschen
Integralsatz’ auf die Gleichung (3.6) an und differenzieren sie anschlieBend beziiglich der Orts-
variablen. Damit ergibt sich die Differentialform:

L. (3.5)

dp

)
L4V () = ot

e + div pv = 0. (3.7

Gelegentlich wird die formale Umformung der Integralform (3.6) in die Differentialform (3.7)
durch einen heuristischen Ansatz ersetzt. Bei dem heuristischen Vorgehen betrachtet man Kon-
trollvolumen, deren Volumina man gegen Null gehen lésst.

Impulserhaltung
Im Impulserhaltungssatz 3.1.4 konnen wir den Gesamtimpuls > p auch als das Produkt von

Masse m und Geschwindigkeit v, > p = mv darstellen. Damit ergibt sich die Impulserhaltung
(3.2) zu:

o(mv)
o= Zf. (3.8)

4Siehe Analysis 2 §10 Satz 2 von Forster [For05].
SSiehe Analysis 2 Kapitel 12.4 von Kénigsberger [K604].
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Wir ersetzen nun in der generischen Form des Erhaltungssatzes (3.4) den generischen Parame-
ter ¢ durch die Geschwindigkeit v. Damit ergibt sich eine Formulierung der Impulserhaltung
(3.8) fiir Kontrollvolumen V4, mit festem Volumen.

7
— vdV + vvrdS = f. (3.9)
ot Iy, ” s " 2.

Niher betrachtet konnen wir die rechte Seite der Gleichung (3.8) in folgende Komponenten

aufschliisseln
=

padV+/ TvdS . (3.10)
%% Sv

(3.10a) (3.10b)

Die Kraftkomponenten aus der Gleichung (3.10) kdnnen wir in zwei Kategorien, (3.10a) Volu-
menkrifte © und (3.10b) Oberflichenkrifte , aufteilen.

Die Volumenkraft (3.10a) setzt sich beispielsweise aus Gravitations-, Zentrifugal- und Coriolis-
kraft zusammen. Die Volumenkrifte wirken, {iber das Produkt der Dichte p und der Beschleu-
nigung a eine Kraft pro Volumen Einheit, auf das Fluid aus. Die auf das Kontrollvolumen V3,
resultierende Kraft lasst sich damit als Integral iiber das Kontrollvolumen schreiben, wie wir
es in dem Term der Gleichung (3.10a) sehen.

Die Oberflichenkrifte (3.10b) setzen sich zum Beispiel aus Druck- und Reibungskriften zu-
sammen. Bei den Euler-Gleichungen betrachten wir nur die Druckkrifte, da die inneren Rei-
bungskrifte des Fluids nicht beriicksichtigt werden. Die Beriicksichtigung der Reibungskrifte
erweitert die Euler-Gleichungen zu den Navier-Stokes-Gleichungen. Diese Erweiterung wer-
den wir anschlieBend im Abschnitt 3.1.2 Navier-Stokes-Gleichungen durchfiihren. Die Druck-
kraft wirkt in Richtung der duleren Normalen v auf die Oberfliche Sy des Kontrollvolumens.
Erzeugt wird sie durch den Druck p. Da der Druck eine skalare Grofe ist, wird er durch die
dufere Normale v in eine vektorielle Grofe transformiert. Fiir die Druckkraft ergibt sich der
Term (3.10b) zu:

f :/ prdS. 3.11)
Sy

Erginzende Ausfiihrungen zu Volumenkriften und Oberflichenkriften findet man in den Bii-
chern Stromungsmechanik von Oertel, Bohle und Dohrmann [OjBDO06], Grenzschicht-Theorie
von Schlichting und Gersten [SGOS5], Stromungslehre von Spurk und Aksel [SAQ7], Fluidme-
chanik Band 1 und Band 2 von Truckenbrodt [Tru0O8a], [TruO8b] und Grundziige der Stro-
mungslehre von Zierep und Biihler [ZB08]. Damit ergibt sich eine Differentialform des Im-
pulssatzes durch Anwendung der Leibnizregel fiir Parameterintegrale und des Gauf3schen Inte-
gralsatzes analog zur Bestimmung der Differentialform der Massenerhaltung.
9(pv)

ot +divv(pv)+v-V(pv)+ Vp =pa (3.12)

Wie bei der Massenerhaltung gilt die Darstellung (3.12) fiir kartesische Koordinaten.

Energieerhaltung

Damit wir den vollstidndigen Satz an Euler-Gleichungen formulieren konnen, fehlt uns noch

®Die Volumenkrifte werden in der Literatur auch gerne Massenkrifte genannt.
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die Beriicksichtigung der in der Temperatur und Druck enthaltenen Energie. Diese Gleichung
folgt im wesentlichen aus dem ersten Hauptsatz der Thermodynamik. Wir erhalten die Glei-
chung durch erneutes Betrachten der generischen Erhaltungsgleichung (3.4) in dem wir ¢ auf
die spezifische Enthalpie h setzen. Die Geschwindigkeitskomponente v beschreibt die Diffe-
renz der Fluid- und der Oberflachen-Geschwindigkeit.

Die durch die Geschwindigkeit im System befindliche Energie muss nicht durch das Auf-
stellen der entsprechenden Gleichungen beschrieben werden, da diese nicht von den Impuls-
Gleichungen unabhingig ist. Durch Losen der Massenerhaltung, Impulserhaltung und der
(Thermischen-) Energieerhaltung, wird die durch die Geschwindigkeit beschriebene Energie-
erhaltung bereits erfiillt. Hierzu sei auf [InsO1] verwiesen.

0

0
— phdV = — phdV —|—/ phvvdS (3.13)
3 J, Y = 37 f, Y+ [

Wir betrachten die Gleichung (3.13) nun ausschlieBlich fiir ein Kontrollvolumen Vi, mit festem
Volumen. Das Fouriersche Gesetz beschreibt den diffusiven Transport der Wiarmeenergie und
ergibt somit die rechte Seite der Gleichung (3.13). Weitere Terme, die bei der Wirmeenergie
eine Rollenspielen konnen, sind die durch Viskositit und Druck geleistete Arbeit. Da wir in
diesem Abschnitt die Euler-Gleichungen herleiten, entfillt hier der Term fiir die durch die
Viskositét verrichtete Arbeit. Damit ergibt sich folgender Ausdruck

8/ pth+/ phvvdS = 8/ pdV+/ kVTvdS (3.14)
ot Vi Sy ot W Sy

wobei « die Wirmeleitfahigkeit und 7' die Temperatur beschreibt. Ersetzt man nun in Glei-
chung (3.14) die Enthalpie durch die Temperatur und fiihrt zusitzlich die Prandtl-Zahl’ Pr und
die spezifische Wirmekapazitit c), ein, ergibt sich damit

8/ pTdv+/ JTvvds = 2 pdV+/ <v,vp>dv+/ PyTYdS,
875 Vv Sy at Vv Cp Vv Sy Pr (3 15)

der thermodynamische Beitrag zur Euler-Gleichung in Integral Form. Die Differential Form
lautet

opT 1 0p c

—— +div (pTv) = —— v div (V7). 3.16

at + lv(p V) Cp8t+<v’ p>+ IV(PI’ ) ( )

Die Gleichung (3.16) konnten wir noch um Terme zur Beschreibung von Wirmequellen® er-
weitern, die zusitzliche Energie von auflen in dem System zufiihren. Es sei noch angemerkt,
dass die Terme, die der Druck zur Energie zufiihrt, bei kompressiblen Fluiden im Allgemeinen
vernachlidssigt werden kann, siehe [FPOS].

Definition 3.1.5 (Dimensionslose Kennzahl)

Dimensionslose Kennzahlen ergeben sich als ein Produkt oder Quotient von physikalischen
Grdflen, sodass sich die Einheiten kiirzen und eine Kennzahl entsteht, die nicht dimensions-
abhdngig ist.

"Benannt nach dem Physiker Ludwig Prandl (1875-1953),
8Eine Wirmequelle kann auch dem System Energie entzichen, in diesem Fall hat der Term ein negatives
Vorzeichen.
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Bemerkung 3.1.6 (Dimensionslose Kennzahl)

Die dimensionslosen Kennzahlen beschreiben Charakteristiken von physikalischen Vorgingen,
die unabhdngig von der betrachteten Grifle sind. Vorginge mit dimensionslosen Kennzahlen
gleicher beziehungsweise dhnlicher Grofien haben vergleichbares “dhnliches” physikalisches
Verhalten. Dieses Verhalten wird mit der Ahnlichkeitstheorie beschrieben.

Bekannte dimensionslose Kennzahlen sind zum Beispiel die Prandtl-Zahl Pr, die Reynolds-Zahl
Re und die Mach-Zahl Ma.

Ein Zugang zum Thema der dimensionslosen Kennzahlen ergibt sich iiber die Entdimensiona-
lisierung von mathematischen Modellen [Wec05] oder das Buckinghamsche 1I-Theorem, siche
[Buc14] und [Bucl5].

Die Gleichungen (3.7), (3.12) und (3.16) ergeben zusammen die Euler-Gleichungen:

Py divpo =0 (3.17a)
8(5:) +divv(pv)+v-V(pv)+ Vp = pa, (3.17b)
opT Op

< v,Vp > +div (2VT).  (3.17¢)

—— +div (pT'v) B,

ot T o0t

Wenn wir in den Euler-Gleichungen (3.17) die Inkompressibilitit des Fluides voraussetzen,
vereinfachen sich die Euler-Gleichungen zu:

divov =0, (3.18a)
ov
Por +v-V(pv)+ Vp = pa, (3.18b)
opT . e Cp
5 +div (pTv) = div (EVT)' (3.18¢c)

Die Euler-Gleichungen sind ein Modell zur Beschreibung der Stromung von reibungsfreien
Fluiden. Durch die Annahme der Nicht-Viskositit des Fluides konnen an festen Winden keine
Haft-Randbedingungen (No-Slip-Condition) betrachtet werden. Da sich bei Gleit-Randbedin-
gungen (Slip-Condition) keine Grenzschicht ausbildet, muss man die Randbereiche nicht so
fein auflosen, wie bei den Navier-Stokes-Gleichungen. Dies reduziert den Simulationsaufwand
deutlich.

Das Euler-Modell eignet sich gut zur Simulation von kompressiblen Fluiden bei hohen Mach-
Zahlen und zur Vorhersage von Auftriebskriften von umstromten Korpern. Zur Berechnung des
Stromungswiderstandes ist das Modell aufgrund der vernachlissigten inneren Reibung nicht so
gut geeignet.

Die Euler-Gleichungen (3.18) bestehen aus vier gekoppelten partiellen Differentialgleichungen
im zwei-dimensionalen Fall. Im drei-dimensionalen Fall sind es dann fiinf gekoppelte partielle
Differentialgleichungen. Der Term der Massenerhaltung (3.18a) @ndert sich bei der Erweite-
rung des Modells zu den Navier-Stokes-Gleichungen nicht. Bei den Impulsgleichungen (3.18b)
und dem Temperatur-Term (3.18c) miissen wir noch zusitzlich die Viskositit beriicksichtigen.

Bemerkung 3.1.7 (Reibungsfreie Stromungen)
Abgesehen von den Euler-Gleichungen kann man reibungsfreie (nichtviskose) Stromungen mit
der Potentialstromung beschreiben. Die Potentialstromung gehort zu einem der einfachsten
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Modellen zur Modellierung von Stromungen. Im Rahmen dieser Arbeit mochten wir auf eine
Herleitung der Potentialstromung verzichten und auf die Biicher von Herwig [Her08], Tru-
ckenbrodt [Tru08b], Zierep und Biihler [ZB0OS8] verweisen. Nachfolgende Potentialstromungen
setzen immer eine Inkompressibilitiit des Fluides voraus.
Das Vektorfeld der Geschwindigkeit v muss die Voraussetzung der Rotationsfreiheit erfiillen,
das heifit:

V xv=0. (3.19)

Wenn die Bedingung (3.19) erfiillt ist, existiert ein Geschwindigkeitspotential ®. Der Vektor
der Geschwindigkeit v ergibt sich dann zu

v=-Vo (3.20)

Die Kontinuitdtsgleichung div v = 0 wird zur Laplace-Gleichung und durch Integration des
Impulses ergibt sich dann die algebraische Bernoulli-Gleichung.

Die Potentialstromung ist ein Spezialfall der Euler-Gleichungen (3.18) fiir ideale Fluide®.
Fiir nicht ideale Fluide ist die Potentialstromung nicht allzu realistisch, da es gewisse nicht-
physikalische Phinomene gibt, siehe das D’Alembert-Paradoxon [GPFO0S8].

3.1.2 Navier-Stokes-Gleichungen

Nachdem wir nun die Euler-Gleichungen (3.17), beziehungsweise (3.18) detailliert hergeleitet
haben, erweitern wir sie nun zu den Navier-Stokes-Gleichungen. Wir beschrinken uns im Fol-
genden bei der Herleitung immer auf den Fall eines inkompressiblen Fluid. Somit kénnen wir
uns auf die Form (3.18) der Euler-Gleichungen beschrinken.
Das Navier-Stokes-Modell entsteht, wenn wir zusitzlich noch innere Reibung mitmodellieren.
Die innere Reibung wird durch die Viskositit hervorgerufen.

Definition 3.1.8 (Viskositiit)

Der Begriff der Viskositdt beschreibt die Zihfliissigkeit eines Fluides. Bei den von uns betrach-
teten newtonschen Fluiden ist die Viskositdt beziiglich der Geschwindigkeit unabhdngig.

Zur formelle Definition der dynamischen Viskositét n betrachten wir den in Figur 3.2 skiz-
zierten Versuchsaufbau.

Platte 1

o | -

Fluid

AN

Platte 2

Abbildung 3.2: Versuchsaufbau zur Viskositdtsbestimmung.

Die Platten haben die Kontaktfliiche A zum Fluid. Die Platte 1 ziehen wir mit der Geschwin-
digkeit v parallel zur Platte 2 nach rechts weg, die Platte 2 verbleibt an ihrer Position. Der

°Ein ideales Fluid besitzt folgende Eigenschaften: keine innere Reibung, Inkompressibilitit, keine Ober-
flaichenspannung und Schwerelosigkeit.
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vertikale Abstand der Platten hat den Abstand x.
Durch Experimente ergeben sich folgende Zusammenhdnge fiir die Kraft F':

F = A,
F =v,
F ~1

xT

Damit ergibt sich als Gleichung fiir dynamische Viskositdt n:
_F-x

ni=
Die Einheit der dynamischen Viskositdt ergibt sich damit zu M - L= - T—1,
Damit ist die Viskositit eine Grofie, die die Zihfliissigkeit eines Fluides angibt, wobei eine
kleine Viskositdt ein diinnfliissiges und eine grofie ein zdihfliissiges Fluid charakterisieren.
Die kinematische Viskositit v entsteht durch Normierung der dynamischen Viskositit 1 mit
der Dichte p. Damit gilt

(3.21)

yi=1 (3.22)
P

Die Einheit der kinematischen Viskositdt ergibt sich damit zu L? - T~

Analog zur Euler-Gleichung betrachten wir zunichst: Die Massenerhaltung, die Impulserhal-
tung und die Energieerhaltung.

Massenerhaltung

Bei der Herleitung der Massenerhaltung fiir das Modell der Euler-Gleichungen haben wir kei-
ne vereinfachten Annahmen beziiglich der Viskositit gemacht. Somit kénnen wir die Konti-
nuititsgleichung (3.18a) unverindert in das Modell der Navier-Stokes-Gleichungen
libernehmen.

Impulserhaltung

Da der Impuls die wirkende Kraft pro Zeit ist, ergibt sich direkt, dass wir die Gleichungen
der Impulserhaltung (3.18b) der Euler-Gleichungen fiir Viskose-Fluide erweitern miissen. Da-
zu betrachten wir die Gleichung (3.10) erneut. Der erste Term (3.10a) représentiert die wirken-
den Volumenkrifte des Fluides. Bei den Oberflachenkriften (3.10b) haben wir bei den Euler-
Gleichungen die durch Scherung entstehenden Reibungskrifte aufgrund der Nichtviskositit
nicht beriicksichtigt. Dies holen wir nun nach. Dazu betrachten wir als erstes die auf die Ober-
flache des Kontrollvolumen wirkenden Krifte anhand der Grafik 3.3.

Die Figur 3.3 ist an die Grafik Bild 3.105 im Buch Grundziige der Stromungslehre von Zierep
und Biihler [ZB08] angelehnt.

Die, in Figur 3.3, in Normalen-Richtung auf die Oberfliche des Kontrollvolumen wirkenden
Krifte v werden durch den Druck p auf die Oberfliche induziert. Da wir diese Krifte schon fiir
die Euler-Gleichungen in dem Term (3.11) analysiert haben, kénnen wir uns direkt den Scher-
kréften o zawenden.

Der Tensor der Oberflichenkrifte hat dann die Form:

T = —pl — (2/3 ndiv v)I + 21D, (3.23)
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Y

z TL
—vad v

d

Abbildung 3.3: Auf ein Kontrollvolumen wirkende Scher- und Druckkrifte.

Il ist dabei die Einheitsmatrix, die Gestalt der Matrix D ist in der Gleichung (3.24) gegeben.
D=1/2 [Vv+ (Vv)] (3.24)

Die Tensoren (3.23) und (3.24) haben in Komponenten-Schreibweise folgende Darstellung:

Tij = —(p + 2/3 ndiv v)d;; + 21D;; (3.25)
D, = 1/2 (avi + 8”j> . (3.26)
’ aﬂ’jj €Ty

Der zweite Term in der Gleichung (3.23) entfillt bei inkompressiblen Fluiden, da dort Diver-
genzfreiheit herrscht, sieche Gleichung (3.18a).
Der Faktor —2/3 im kompressiblen Viskosititsterm der Gleichung (3.23) ist ein Skalierungs-
parameter, der zur Berechnung der Kraft liber die dynamische Viskositit n7 benotigt wird. Eine
Analyse zur Ermittlung des Faktors —2/3 ist zum Beispiel im Werk von Stokes [Sto45] zu fin-
den.
Fiir die Komponenten-Darstellung des Tensors (3.25) gilt obige Betrachtung fiir den kompres-
siblen Viskosititsterm analog.
Die Impulserhaltungsgleichung fiir die Navier-Stokes-Gleichungen ist damit:

9(pv)

T—I-div v(pv)+v-V(pv)+Vp+ndiv (2/3 (div v)I—1/2 [Vv+(Vv)T]) = pa (3.27)

Die Gleichung (3.27) reprisentiert die Impulserhaltung in kartesischen Koordinaten.
Energieerhaltung
Zuletzt miissen wir noch die Energieerhaltung fiir ein viskoses Fluid formulieren. Dazu erwei-

tern wir die Energieerhaltungsgleichung (3.15) fiir nichtviskose Stromungen um einen Term,
der die in der Viskositét enthaltene Energie reprisentiert. Fiir diesen Term gilt:

S:VvdV (3.28)
\4%
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Der Term (3.28) '° beschreibt den kompressiblen Anteil, der in der Viskositét enthaltenen Ener-
gie. Fiir den Tensor S gilt: S = T + pll. Er reprdsentiert den Viskosen-Anteil des Spannungs-
tensors T, siche Gleichung (3.23).

Die Gleichung (3.15) um den Term (3.28) erweitert, ergibt die vollstindige Energieerhaltung
fiir die Navier-Stokes-Gleichungen in der Integralform:

0 / 0 p
— prdv +/ pTvvdS :/ —dV+
8t Vv Sy 8t \% Cp

/<v,vp>dv+ s:deV+/ PYTYdS,.
Vo P

%% Sy ©r
(3.29)
Die Differentialform von Gleichung (3.29) fiir kartesische Koordinaten ist:
opT 10
(‘)L +div (pTv) :—8—])
t ¢p Ot (3.30)

<v,Vp > +S: Vo + div (%VT).

Den viskosen Energie-Anteil kann man bei nicht kompressiblen Strémungen nach dem Buch
von Ferziger und Peri¢ [FPO8] vernachlédssigen.

Nun konnen wir die Navier-Stokes-Gleichungen als System von partiellen Differentialglei-
chungen angeben. Zuerst formulieren wir in der Gleichung (3.31) das Stromungsmodell von
Navier und Stokes fiir ein beliebiges kompressibles newtonsches Fluid.

dp ..

— = 31

T + div pv =0 (3.31a)
0
(gtv) +divv(pv)+v-V(pv)+ Vp+
ndiv (2/3 (div v)I — 1/2 [Vv + (Vv)T]) =pa (3.31b)

8pT . . 1 8]9 . Cp
5 +div (pT'v) = ot + div (PrVT)+
<v,Vp>+4§:Vv (3.31¢)

Im Nachfolgenden vereinfachen wir die Gleichung (3.31) durch die Einschrinkung auf ein
inkompressibles newtonsches Fluid.

divv =0 (3.32a)

a((;;:) +v-V(pv)+ Vp—nAv =pa (3.32b)
8pT . . 1 8]9 . Cp

T +div (pTv) =, ot + div (PrVT). (3.32¢)

Der : Operator steht fiir das Tensor Skalarprodukten. Das Tensor-Skalarprodukt ist wie folgt definiert:
A:B=3" >" Ai;BijundABeR"™™.

Jj=
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3.2 Numerische Grundlagen

Dieser Abschnitt befasst sich mit den numerischen Grundlagen zum Losen der im vorherigen
Abschnitt 3.1.2 aufgestellten Navier-Stokes-Gleichungen (3.31), beziehungsweise (3.32). Im
Folgenden bezeichnen wir mit den Navier-Stokes-Gleichungen die inkompressiblen Navier-
Stokes-Gleichungen, es sei denn wir reden explizit von den kompressiblen Navier-Stokes-
Gleichungen.

Es gibt zwei unterschiedliche Vorgehensweisen um partielle Differentialgleichungen zu 16sen.
Man betrachtet die Variationsformulierung '! oder die Differentialformulierung. Das Losen in
der Differentialformulierung realisiert man mit der Finiten-Differenzen-Methode (FDM). Fiir
das Losen des Problems in der Variationsformulierung gibt es eine ganze Anzahl an Verfah-
ren: die Finite-Elemente-Methoden (FEM), Finite-Volumen-Methoden (FVM) und die Wave-
letmethoden. In dieser Arbeit gehen wir kurz auf die Finite-Differenzen-Methode, die Finite-
Elemente-Methode und die Finite-Volumen-Methode ein.

3.2.1 Finite-Differenzen-Methode

Zuerst definieren wir die Finiten-Differenzen formal, anschlieBend befassen wir uns mit der
Anwendung von Finiten-Differenzen zum Ldsen von (partiellen) Differentialgleichungen . Die
Nachteile und Probleme von Finiten-Differenzen werden wir auch néher betrachten.

Eine Finite-Differenz soll den Wert der Ableitung einer Funktion an der Stelle x¢ approximie-
ren. Damit ist folgende Definition 3.2.1 naheliegend.

Definition 3.2.1 (Differenzenquotient)
Wir betrachten eine Funktion f(x) € C*(Q) und es gilt @ C R™ und £,n € IN. Nun sei xo € €.
Damit ergibt sich durch

h) —
P () o= LT })L fzo), (3.33)
der Vorwdrtsdifferenzenquotient. Analog dazu ist durch
- — —h
7 (o) o= L10) z(xo ), (3.34)

der Riickwdrtsdifferenzenquotient definiert. Als dritte iibliche Variante folgt der Zentralediffe-

renzenquotient

£ (o) = f(zo + h)2—hf(ff0 - h)'

In der Abbildung 3.4 sehen wir die Differenzenquotienten grafisch dargestellt. Der Vorwirts-
differenzenquotient ist an der Stelle x, der Riickwirtsdifferenzenquotient bei z; und der Zen-
traledifferenzenquotient ist bei x3 abgebildet.

Nun befassen wir uns mit der Analyse der Approximationsgiite der drei Differenzenquotienten
(3.33), (3.34) und (3.35).

(3.35)

Satz 3.2.2 (Approximationsordnung Finite-Differenzen)
Seiz € R, h > 0und Q) := (x — h,x + h). Dann gilt, fiir eine Funktion f(z) € C?(2):
flz+h) - f(z)

f(z) = - + hR, (3.36)

""Die Variationsformulierung erhilt man durch Integration der Differentialformulierung iiber das betrachtete Ge-
biet und entspricht auch der Integralformulierung.
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Abbildung 3.4: Grafische Darstellung der Differenzenquotienten.

beziehungsweise

fz) = + hR, (3.37)

fiir R gilt R < %Hf””oojg.
Die Gleichung (3.36) ist die Fehlerabschdtzung des Vorwdrtsdifferenzenquotient und Glei-
chung (3.37) die des Riickwdartsdifferenzenquotienten.
Nun sei f € C3(Q) dann gilt:
fl@+h) = flx—h)

fl(z) = 5 + h*R. (3.38)

Die Gleichung (3.38) ist die Fehlerabschdtzung zu den zentralen Differenzenquotienten. Fiir
das Restglied gilt R < £ f""||s0.02-

Beweis. Der Beweis fiir alle drei Aussagen verwendet die Taylor-Entwicklung. Wir zeigen nun
die Aussage fiir den Vorwirtsdifferenzenquotienten.

h? h?
fx+h)=f(z)+h-f(z)+ ?f”(x) + Ffm(x) + ... (3.39)

Wir stellen nun (3.39) nach f’(z) um und wenden darauf den Mittelwertsatz an. Damit ergibt
sich die Aussage. Fiir die anderen beiden Aussagen ist das Vorgehen analog dazu. O

Das Theorem 3.2.2 findet man in #hnlicher Form zum Beispiel im Buch Numerik partieller
Differentialgleichungen von P. Knabner und L. Angermann [KAOO].

Bemerkung 3.2.3 (Differenzenquotienten hohrer Ordnung)
Analog zur Definition 3.2.1 konnen wir auch Differenzenquotienten hoherer Ordnung erkldren.
Danmit ergibt sich fiir eine Funktion f € C*(S)) der Differenzenquotient zweiter Ordnung zu:

fFD//(w) - flx+h)— 2!);(2@ + f(x —h)

(3.40)
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Analog zu Satz 3.2.2 konnen wir zeigen, dass

fle+h)=2f(x) + flx—h)
h2

f(z) = + h’R, (3.41)

fiir R < %Hf(‘l)HOQQ gilt.

Die Voraussetzungen, dass der Satz 3.2.2 gilt, sind sehr stark, da wir eine um bis zu zwei
Stufen hohere Glattheit benétigen als wir spéter verwenden. Diese hohen Anforderungen sind
mit ein Grund, dass wir die Finiten-Elemente- beziehungsweise Finiten-Volumen-Methoden
zur Simulation von partiellen Differentialgleichungen im Anschluss an die Finiten-Differenzen
betrachten.

Beispiel 3.2.4 (FD)
Wir betrachten folgendes Problem:

0

S T(x,1) = aAf(x) = F(x), (3.42)

die inhomogene Wiirmeleitungsgleichung'. Wir betrachten die eindimensionale Wiirmelei-
tungsgleichung (3.42), x =x € Q := (0,1) und t € [0, T].

Wir losen das Problem (3.42) in Zeit-Richtung mit dem expliziten Euler-Verfahren und die Orts-
variable mit Finiten-Differenzen auf. Fiir die Zeitdiskretisierung verwenden wir u® := u(ty),
wobei ug = 0 - T linksseitige Differenzenquotienten sind. Damit folgt:

ut xrf +ul 4 arAut(z). (3.43)

Fiir die Diskretisierung der Ortsvariablen schreiben wir u; = u(x;) und x; = xo + i - h. Den
diskreten Laplace-Operator konnen wir dann als:

1
Au; = ﬁ(uiﬂ — 2u; + Ui—1), (3.44)

schreiben. Damit ergibt sich aus den Gleichungen (3.43) und (3.44):
1 — (1 —ar /2 Yol + at /2 (ubud , 3.45
uz (]‘ h )uz + h (uz—luz+l) + Tfl' ( . )

In der Abbildung 3.5 sehen wir das Ergebnis der Finiten-Differenzen-Simulation des Problems
(3.42) fiir die Parameter x € (0,1), t € (0,1), a = 1, f(z) = 0, w(0,2) = 0 fiir x € (0, 1),
u(t,0) = 0und u(t,1) = 1.

Betrachten wir nun das Vorgehen, wenn wir die Navier-Stokes-Gleichungen mit Finiten-Dif-
ferenzen approximieren. Analog zu unserem Beispiel 3.2.4 miissen wir eine Ortsdiskretisie-
rung und eine Zeitdiskretisierung durchfiihren. Bei der Betrachtung fiir die Navier-Stokes-
Gleichungen mit Finiten-Differenzen beschrianken wir uns im Folgenden auf den zwei-dimen-
sionalen Fall eines inkompressiblen Fluides ohne die Energiegleichung (3.32c).

2Die Wirmeleitungsgleichung ist eine lineare parabolische Partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung.
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Abbildung 3.5: Numerische FD-Losung des Problems (3.42).

Fiir die Ortsdiskretisierung der Navier-Stokes-Gleichung (3.32) miissen wir den Geschwindig-
keitsvektor v := (v, v2)7 und die skalare GroRe des Drucks p diskretisieren. Um ein Oszil-
lieren zu vermeiden verwenden wir ein versetztes Gitter (engl. staggered grid). Ein Beispiel
zu dem Oszillationsverhalten bei nicht versetzten Gittern finden wir in Numerische Simulation
in der Stromungsmechanik, eine praxisorientierte Einfiihrung [GDN95] und Automatic diffe-
rentiation in flow simulation [Lei07]. Auch bei der Simulation der Navier-Stokes-Gleichungen
mit Finiten-Differenzen werden versetzte Gitter eingesetzt, siche dazu zum Beispiel A Com-
pact Finite Difference Method on Staggered Grid for Navier-Stokes Flows von Zhang, et. all
[ZSMMO6] oder A Finite Difference Calculation Procedure for the Navier-Stokes Equations
on a Staggered Curvilinear Grid von R. M. Barron und B. Zogheib [RMB10].

vy,
Pij+t
° ° Vi@ ° °
v v v, v
Pi-2j Pi-1j Pij Pit1j Pit2,j
i, @ Vi@ v, @ Vi@ ey }
!
Pij-1
° ° 1@ ° °
V22

Abbildung 3.6: Versetztes Gitter.

Die Abbildung 3.6 zeigt uns ein mogliches Schemata fiir ein versetztes Gitter zur Simulati-
on der Navier-Stokes-Gleichungen wie es auch bei Numerische Simulation in der Stromungs-
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mechanik, eine praxisorientierte Einfiihrung [GDN95] verwendet wird.

Fiir die Zeitdiskretisierung gibt es zwei naheliegende Vorgehensweisen, entweder das explizite
oder das implizite Euler-Verfahren'?. Das explizite Euler-Verfahren ist ein Einschrittverfahren
mit

Konsistenz- und Konvergenzordnung eins. Weitere Informationen zu dem Verfahren findet man
in den Biichern FEinfiihrung in die Numerische Mathematik Il von Stoer und Bullrisch [SB0OO]
und Numerische Mathematik II von Deufelhard und Bornemann [DB02]. Die Grofie des Zeit-

schrittes miissen wir so wihlen, dass fiir die CFL-Zahl'*
At
ci= “A—x, (3.46)

die Bedingung ¢ < 1 erfiillt ist. Die CFL-Zahl ist ein Mal um wieviele Zellen sich ein beob-
achteter Partikel pro Zeitschritt bewegt.
Damit ergibt sich folgende Formulierung zum Lésen der Navier-Stokes-Gleichungen

Aptt =F~ (3.47)

Die Matrix A, besitzt eine Band-Struktur, die das Finite-Differenzen Schema fiir den Druck
abbildet. Die Randbedingungen des Drucks miissen in der Struktur der Matrix beriicksichtigt
werden. Der Druck Vektor p‘*! enthilt fiir jeden Knoten des Gitters einen Eintrag. Nachdem
wir p‘*! berechnet haben, konnen wir damit v/*! berechnen.

Algorithm 3.2.5 Finite Differenzen Loser
1: foriter =1 — maxIter do
2:  stelle RHS fiir Druckgleichung auf
3:  lose Druckgleichung
4:  lose Geschwindigkeitsgleichung
5: end for

Die Randbedingungen haben wir in diesem Abschnitt nicht betrachtet. Mochten wir den Algo-
rithmus 3.2.5 zu einer vollstdndigen Simulation erweitern, miissten dazu noch die Randbedin-
gungen beriicksichtigt werden.

Eine ausfiihrliche Betrachtung zur Simulation der Navier-Stokes-Gleichungen mit Finiten-
Differenzen finden wir im Buch Numerische Simulation in der Stromungsmechanik von M.
Griebel, T. Dornseifer und T. Neunhoeffer [GDNO95].

3.2.2 Finite-Elemente-Methode

In diesem Abschnitt betrachten wir, wie man mittels der Finiten-Elemente-Methode (FEM)
eine numerische Losung einer partiellen Differentialgleichung findet. Damit ist die Finite-
Elementen-Methode eine weitere Moglichkeit, wie wir die Navier-Stokes-Gleichungen nume-
risch 16sen kdnnen.

Fiir die Finite-Element-Methode betrachten wir zunichst die schwache Formulierung einer

BDas explizite Euler-Verfahren wird auch Eulersches Polygonzugverfahren genannt. Und ist nach Leonhard Euler,
der es 1768 in dem Buch Institutiones Calculi Integralis [Eul68] vorgestellt hat, benannt.

'“Die Bezeichnung CFL-Zahl kommt von der Ausgeschriebenen Form Courant-Friedrichs-Lewy-Zahl, manchmal
wird sie auch nur Courant-Zahl genannt. Und ist nach Richard Courant (1888-1972), Kurt Friedrichs (1901-
1982) und Hans Lewy (1904-1988) benannt, die sie 1928 definiert haben.
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partiellen Differentialgleichung. Die schwache Formulierung ist liber die schwache Ableitung
erklart.

Definition 3.2.6 (Schwache Ableitung)
Sei ¢p(x) € C(N), f,9 € LA(Q) und Q := (a,b), a,b € R, dann gilt:

/Q g(t / f(®) (3.48)

und wir nennen g die schwache Ableitung (engl. weak derivative) von f.
Gilt f € C'Q, dann ist g = f'. Dies folgt direkt aus Gleichung (3.48) mit der partiellen
Integration und den Eigenschaften der Testfunktion ¢.

Mit der schwachen Ableitung gehen wir nun iiber zur schwache Formulierung.

Beispiel 3.2.7 (Schwache Formulierung Poisson-Problem)

Wir betrachten nun das Poisson-Problem:
—Au(x) = X €Q
(x) = 1) 40
v - Vu(x) = g,x € 6.

Die schwache Formulierung von Problem (3.49) erhalten wir dann durch Multiplikation mit
der Testfunktion ¢ und Integration iiber €},

/ AF(x)p(x)dz = / f(x)$(x)d. (3.50)
Q Q

Die Gleichung (3.50) gilt fiir alle Testfunktionen ¢. Partielle Integration von Gleichung (3.50)
liefert die schwache Formulierung von (3.49):

Vu(x)Vo(x)dr = x)dx — dz, 3.51
/ u(x)V(x)dz = / F(x)b(x)dz /mg<x>¢<x> . (3.51)
fiir alle Testfunktionen ¢ € C3°(Q2).

Bei der Finiten-Elementen-Methode betrachten wir die schwache Formulierung und verwenden
spezielle Testfunktionen, die wir im Weiteren Ansatzfunktionen nennen. In der Abbildung 3.7
betrachten wir zwei iibliche Ansatzfunktionen.

AN [\

a) Lineares Finites Element b) Quadratisches Finites Element

Abbildung 3.7: Beispiel von Finiten-Elementen.

In Abbildung 3.7.a sehen wir eine eindimensionale lineare Ansatz Funktion. Abbildung 3.7.b
zeigt uns eine eindimensionale quadratische Ansatz Funktion.

Wir betrachten nun das Poisson-Problem, das wir schon im Beispiel 3.2.7 betrachtet haben und
16sen es mit der Finiten-Elemente-Methode.

'>Eine Funktion ¢(x) € C§°(£2) nennt man auch eine Testfunktion.
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Beispiel 3.2.8 (FEM)
Die rechte Seite f(x) der Gleichung setzen wir konstant auf den Wert 1 und die Randfunktion
g(x) auf den Wert 0. Fiir das Gebiet Q) nehmen wir das Einheitsquadrat. Damit erhalten wir
folgendes Problem:

—Au(x) =2x€Q

3.52
v-Vu(x) =1x € 6Q. (552)

Das Problem ist nur bis auf eine additive Konstante eindeutig bestimmt. Damit wir eine ein-
deutige Lisung erhalten, setzen wir u(x) = 0, fiir alle x € 69). Wir losen das Problem (3.52)
mit den linearen Ansatz-Funktionen

¢i(x;) = di(z51,252) == 6ij, (3.53)

auf einem Courant-Dreiecksgitter wie wir es in Abbildung 3.8 sehen.

Abbildung 3.8: FEM-Dreicksgitter auf dem Intervall [0, 1] x [0, 1].

Damit erhalten wir folgendes lineares Gleichungssystem:
Au=f (3.54)

und es gilt A € RO™*(vm) ypg u £ € R™™. Die Vektoren u und f sind folgendermafien
aufgebaut: Wy j., = w(x; ;) und fij =< f, ;i >o. Mit der Ansatzfunktion (3.53) und den
Randbedingungen ergibt sich fiir die Matrix A folgende Struktur:

0 -1 0 0
-1 4 -1 0 -
0 O

Da wir die Werte von u(x) auf dem Rand auf den Wert Null gesetzt haben, miissen wir die
Matrix nicht anpassen, da wir sogenannte “Geisterknoten” haben, die ein Anpassen der Matrix
iiberfliissig machen. Die FEintrige des Vektors f fiir die rechte Seite des Gleichungssystems
(3.54) sind durch das Integral f; = [, f(x)¢i(x)dx gegeben. Wir lisen das Gleichungssystem
(3.54) mit dem Gauf3-Seidel-Verfahren. Die Losung sehen wir in Abbildung 3.9.
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Abbildung 3.9: Losung des Poisson-Problems (3.52).

Dieser Abschnitt stellt nur eine sehr kurze Einfiihrung in die Finite-Elemente-Methode dar.
Ausfiihrlichere Betrachtungen zu dem Thema findet man zum Beispiel in den Biichern Fini-
te Elemente von D. Braess [BraOO0] oder in Numerik partieller Differentialgleichungen von P.
Knabner und L. Angermann [KAQO].

Die Behandlung der Navier-Stokes-Gleichungen mit der Finiten-Elementen-Methode findt man
in folgenden Quellen: Finite Element Methods for the Incompressible Navier-Stokes Equati-
ons von Rannacher [Ran99] oder Finite element methods for the incompressible Navier-Stokes
equations von Segal [Segl1].

3.2.3 Finite-Volumen-Methoden

Wir betrachten nun die Finite-Volumen-Methoden mit dem Fokus, dieses Verfahren zur nume-
rischen Losung der Navier-Stokes-Gleichungen zu verwenden. In diesem Abschnitt gehen wir
zusitzlich noch auf die Programme Caffa und Comet ein. Beide Programme 16sen die Navier-
Stokes-Gleichung numerisch mit einer Finite-Volumen-Methode. Im Anschluss an diese Be-
trachtung gehen wir, im Abschnitt 3.3 auf die Anwendung des Automatischen Differenzierens
im Bereich der Stromungssimulation ein.

Einfiihrung

Die Finiten-Volumen-Methoden sind eine Klasse von numerischen Verfahren, basierend auf
dem physikalischen Prinzip des Erhaltungssatzes zum numerischen Lésen von Erhaltungsglei-
chungen. Die folgende Einfiihrung in die Finiten-Volumen-Methoden orientiert sich an der
folgenden Literatur: Numerische Stromungsmechanik von Ferziger und Peri¢ [FPO8] und Fini-
te volume methods: foundation and analysis von Barth und Ohlberger [BO04].

82



3.2 Numerische Grundlagen

Wir betrachten dazu die generische Form der Erhaltungsgleichung (3.4), aus Abschnitt 3.1.1.
Den Integral-Term {iiber das Massenvolumen V3, konnen wir auch als den Transport unse-
rer betrachteten ErhaltungsgrofBe ¢, iiber den Rand unseres betrachteten Volumens, ohne die
Konvektion auffassen. Wir beriicksichtigen zusitzlich noch eine Quelle und Senke ¢4 der be-
obachteten GroBe ¢. Damit ergibt sich aus Gleichung (3.4) folgender Ausdruck

8/ p¢dV+/p¢vul/dS—/FV¢-udS+/ qpdV. (3.56)
ot Jy s s v

Nun vereinfachen wir die Gleichung (3.56), indem wir annehmen, der Term, der die zeitliche
Anderung beschreibt, verschwindet. Somit erhalten wir die folgende Form der generischen
Erhaltungsgleichung

/pquudS:/TVQS-l/dS—l—/ qsdV. (3.57)
S S \%

Definition 3.2.9 (Direkte Zerlegung)
Sei V nun ein beliebiges betrachtetes Volumen. Dann nennen wir eine Zerlegung Vi von 'V eine
direkte Zerlegung, wenn die Bedingung (3.58) gilt.

N
V= {W:ie[::{l,...,]\f}, U‘/;:Vundv;ﬂVj:(Z),Vi;éj}. (3.58)

=1

Dann gilt fiir ein beliebiges betrachtetes Volumen V' und der zugehorigen direkten Zerlegung
Vr aufgrund der Linearitét der Integrale folgender Zusammenhang:

/pqﬁvudS =

S

3 / pevrdS =" / IVé-vdS+> / qpdV (3.59)
iel Si el Si el Vi

:/FV¢-udS+/ gsdV.
S 1%

Da Gleichung (3.57) fiir beliebige Volumen gilt, folgt aus der Gleichung (3.59):

/ p¢vyde—/ FV¢~I/dS+/ qsdV, (3.60)

7

fiir alle ¢+ € 1. Damit konnen wir unser beobachtetes Gebiet mit dem Volumen V in eine di-
rekte Zerlegung von Kontrollvolumen V; zerlegen und und fiir jedes Kontrollvolumen gilt die
Erhaltungsgleichung (3.60). Fiir die Kontrollvolumen V; kdnnen wir die Integrale numerisch
approximieren, da wir voraussetzen konnen, dass die Volumina der Kontrollvolumen V; hin-
reichend klein sind. So kdnnen wir den durch die numerische Integration gemachten Fehler in
einem vertretbaren Rahmen halten.

Wir zerlegen unser Gebiet mit einem Gitter in die bereits erwdhnten Kontrollvolumen V. Es
gibt zwei Moglichkeiten zur Definition der Kontrollvolumina V;. Wir besprechen die beiden
Varianten der Kontrollvolumina in der folgenden Definition 3.2.10.

Definition 3.2.10 (Kontrollvolumen.)
Ein Kontrollvolumen V; ist ein festgelegtes Volumen im betrachteten Gebiet G mit einem festen
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Bezugspunkt ‘P;. Fiir die Kontrollvolumen eines Gebietes muss weiterhin gelten, dass sie eine
direkte Zerlegung, im Sinne der Definition 3.2.9 des Gebietes sind.

Bei der Zerlegung eines Gebietes G in Kontrollvolumen gibt es zwei Vorgehensweisen. Die
erste Variante ist die Folgende: Man unterteilt das Gebiet G in Kontrollvolumen V; und legt
den Bezugspunkt 'P; in das Zentrum des Kontrollvolumen V;. Alternativ kann man auch zuerst
die Bezugspunkte P; im Gebiet G festlegen und die Kontrollvolumen iiber die Bezugspunkte
definieren. Dazu legt man die Rdinder der Kontrollvolumen jeweils in die Mitte zwischen zwei
Bezugspunkte.

Man unterscheidet die beiden Typen der Kontrollvolumen in zellen-zentrierte Elemente (engl.
cell centered control volumes) und in kanten-zentrierte Elemente (engl. vertex centered control
volumes).

Ein Kontrollvolumen V; wird auch als Finites-Volumen-Element bezeichnet.

Beispiel 3.2.11 (Konstruktion Kontrollvolumen)
Wir betrachten hier anhand zweier Skizzen, siehe Abbildung 3.10 und 3.11, die Konstruktion

beider Varianten von Kontrollvolumen.

v

Abbildung 3.10: Ein zellen-zentriertes Kontrollvolumen.

NN

Abbildung 3.11: Ein kanten-zentriertes Kontrollvolumen.

Die kanten-zentrierten Kontrollvolumen haben eine bessere Approximationsgiite bei zentra-
len Differenzen. Bei der Représentationsgiite des Mittelwertes des Kontrollvolumen haben die
zellen-zentrierten Kontrollvolumen die hthere Genauigkeit.

Als nichstes miissen wir uns mit der Approximation der Flichen- und Volumenintegrale der
Kontrollvolumen befassen. Die Quadraturformeln zur Auswertung der Fldchen- und Volumen-
integrale miissen folgende Kriterien erfiillen: Eine mdoglichst hohe Genauigkeit, sie miissen
schnell auswertbar und auf die bestehenden Variablen beschrinkt sein.

Bei der drei-dimensionalen Finite-Volumen-Methode sind die Volumenintegrale drei-dimensi-
onal und die Flachenintegrale zwei-dimensional. Im Falle einer zwei-dimensionalen Finiten-
Volumen-Methode reduziert sich die Dimension der Integrale jeweils um eine Dimension. Wir
sprechen dann aber weiterhin bei den Integralen iiber das betrachtete Gebiet von Volumeninte-
gralen und bei den Integralen iiber den Rand des Gebietes von Flichenintegralen, auch wenn
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sie dann nur zwei- beziehungsweise ein-dimensional sind.
Flichenintegrale

In diesem Abschnitt befassen wir uns mit den liblichen Varianten zur numerischen Appro-
ximation von Fldchenintegralen fiir die Finite-Volumen-Methode. Der Einfachheit halber be-
schrinken wir unsere Betrachtungen auf die kartesischen Viereck-Gitter mit zellen-zentrierten
Kontrollvolumen.

Az n

Abbildung 3.12: Kartesisches 2D und 3D Kontrollvolumen.

Die Abbildung 3.12 veranschaulicht links ein Kontrollvolumen im drei-dimensionalen Fall und
rechts im zwei-dimensionalen Fall. Im Folgenden Werden wir die dort eingefiihrten Bezeich-
nungen fiir die einzelnen Punkte und Flichen verwenden.

Sei S; := 0V, die Oberfliche des Kontrollvolumens V;. Weiter gilt fiir die Oberfliche S; im
kartesischen Gitter, dass wir sie als Vereinigung von F' Planen-Flichen darstellen kénnen, das
heiBt S; = (J,c S, Dann gilt fiir das Flichenintegral iiber das Kontrollvolumen V; aufgrund
der Linearitét folgende Gleichung:

/s,. fds=>y" /SM fds (3.61)

leF

Im zwei-dimensionalen Fall sind es vier Fldchen in Gleichung (3.61) und im drei-dimensionalen
Fall sind es dann sechs Flichen, wie in der Abbildung 3.12 dargestellt. Wir betrachten nun
mehrere Ansitze zur numerischen Quadratur iiber die Flichen S,. Wir setzen in den folgenden
Betrachtungen immer voraus, dass wir die Funktionswerte an den notwendigen Punkten ken-
nen. Im Falle, dass dies nicht gilt, interpolieren wir die Funktionswerte. Auf die Interpolation
gehen wir spiter néher ein.

Mittelpunktsregel
Die einfachste numerische Quadratur zur Berechnung des Flachenintegrals I, ist die Mittel-
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punktsregel 6.
Is, = / fdS = fdS ~ f, - S (3.62)

Die Mittelpunkt-Regel in Gleichung (3.61) unterscheidet sich nur bei der Berechnung der
Fliche S vom zwei- zum drei-dimensionalen Fall.

Trapez-Regel
Ein weiteres Verfahren ist die Trapez-Regel. Hier miissen wir zwischen dem zwei- und drei-
dimensionalen Fall unterscheiden.

Ss
Is, = S fdS = ?(fse + fsw) (3.63)

Die Gleichung (3.63) zeigt die Trapez-Regel fiir den zwei-dimensionalen Fall und die Glei-
chung (3.64) die Variante fiir den drei-dimensionalen Fall.

5.
s, = [ £~ S Lt fut fuut Fo) (.64

Simpson-Regel
Die Simpson-Regel!” ist ein Verfahren hoherer Ordnung zur Approximation des Flicheninte-
grals.

S
Is, = /S fdS ~ g(fse +4fs + fsw) (3.65)

Die Gleichung (3.65) ist die Umsetzung der Simpson-Regel fiir den zwei-dimensionalen Fall
mit einer Approximationsgiite 4. Ordnung. Fiir den drei-dimensionalen Fall lautet die Simpson
Regel fiir eine rechteckige Oberfliche:

Ss
ISS :/ de% %(fswt+4fst+fset+4fsw+16f8+4fse+fswb+4fsb+fseb) (366)

s

Detaillierte Betrachtungen der Mittelpunkt-Regel, der Trapez-Regel und der Simpson-Regel
findet man zum Beispiel im Buch von Stoer Numerische Mathematik I [Sto02].

Volumenintegrale

Im Anschluss an die Fldchenintegrale wenden wir uns der Approximation der Volumeninte-
grale zu. Der grofite Unterschied zu den Fliachenintegralen ist, dass wir das Integral nicht in
eine Summe von einzelnen Integralen zerlegen miissen.

Mittelpunktsregel
Die Mittelpunktsregel fiir Volumenintegrale unterscheidet sich nur durch die Berechnung der
Grofe des Integrationsgebietes vom Flachenintegral mit der Mittelpunktsregel.

Iy, = / fdvV =f [ dV = fpAV (3.67)
Vp Vp

=:AVp

1$Die Mittelpunktsregel wird auch Rechteckregel genannt.
'"Die Simpson-Regel ist nach dem englischen Mathematiker Thomas Simpson (1710-1761) benannt. Sie wird auch
Kepler’sche Fassregel nach Johannes Kepler (1571-1630) genannt.

86



3.2 Numerische Grundlagen

Analog zum Flichenintegral ist der Unterschied vom zwei-dimensionalen zum drei-dimensio-
nalen Fall der Gleichung (3.67) ebenfalls nur durch die Berechnung von AVp gegeben.

Simpson-Regel

Die Umsetzung der Simpson-Regel auf Volumenintegrale ist aufwendiger als die Simpson-
Regel bei Fliachenintegralen. Im zwei-dimensionalen Fall entsprechen die Oberflichenintegrale
den Flidchenintegralen des drei-dimensionalen Falls. Damit haben wir die Simpson-Regel im
zwei-dimensionalen Fall schon mit der Gleichung (3.65) betrachtet. Fiir den 3D Fall gehen wir
analog vor, somit gilt fiir die Simpson-Regel:

AV
IVP = de %ﬁ (fswb +4fsb + fseb +4fwb + 16fb +4feb + fnwb +4fnb =+ fneb"’
Vp

4fsw + 16fs +4fse + 16fw + 64f73 + 16fe +4fnw + 16fn +4fne+

fswt + 4fst + fset + 4fwt + 16ft + 4fet + fnwt + 4fnt + fnet)
(3.68)

Aus der Gleichung (3.68) folgt direkt, dass bei Verfahren mit hoherer Ordnung, als die Simpson-
Regel, der Aufwand unverhéaltnismaéssig ansteigt, da wir bei einer Finiten-Volumen-Simulation
in der Regel sehr viele Kontrollvolumen betrachten.

Interpolation

In diesem Abschnitt befassen wir uns mit der Berechnung der interpolierten Funktionswer-
te. Da wir die Zustandsgréfen in jedem Kontrollvolumen nur am Referenzpunkt P kennen,
miissen wir zur Berechnung der Flichen- und Volumenintegrale, sowie der benotigten Gradi-
enten auf interpolierte Werte zuriickgreifen.

Analog zu der Finiten-Differenzen-Methode, siche Abschnitt 3.2.1, muss darauf geachtet wer-
den, dass wir kein oszillierendes Verhalten der Zustandsgroen bekommen. Eine Moglichkeit,
dies sicherzustellen, ist die Verwendung der Aufwind-Interpolation, auf die wir zuerst einge-
hen werden.

Aufwind-Interpolation

Die Aufwind-Interpolation (engl. Upwind-Interpolation) ist analog zu den Vorwirts- bezie-
hungsweise Riickwirtsdifferenzen in der Finiten-Differenzen-Methode erklirt. Damit erfiillt
die Aufwind-Interpolation folgende Eigenschaft:

| fr falls (v-v)s > 0;
Fsig = { fpi;f1 falls (v-v)s < 0; (3.69)

Bemerkung 3.2.12 (Numerische Diffusion)

Man sagt eine Approximation sei numerisch diffusiv, wenn durch sie ein Term ein diffusives

Verhalten bekommt. Ein Verhalten wird als diffusiv bezeichnet, wenn es sich dhnlich zur Diffu-

sionsgleichung verhdlt. Dazu zdihlen die Aufwind-Methoden, die sich zur Berechnung auf Werte

des Flusses stiitzen, die flussaufwdrts liegen.

Eine detaillierte Betrachtung des diffusiven Verhaltens von einseitigen Differenzen und dem

impliziten Euler-Verfahren findet man zum Beispiel in “Numerische Losung partieller Diffe-

rentialgleichungen” von Peter Bastian [Bas08] im Abschnitt 12.4.

Ein Vorteil von numerisch-diffusiven Approximationen ist ein stabilisierender Effekt, der dem

Auftreten von Oszillationen entgegenwirkt.
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Die Aufwind-Interpolation (3.69) ist in diesem Sinne eine numerisch-diffusive Interpolations-
Methode. Sie ist ein Verfahren 1. Ordnung, und sichert die Oszillationsfreiheit. Die Ordnung
des Verfahrens folgt direkt aus der Taylorentwicklung.

Lineare-Interpolation
Vergleichbar zu den zentralen Differenzen ist die lineare Interpolation. Bei einem kartesischem
Gitter gilt fiir die Interpolations-Formel:

fsi,j,k = fsi,j—l,k)\Si,j,k + fsi,j,k(l - Asi,j,k) (3.70)

LTs; i — TP,
T (3.71)

TPij—16 — TPijk

Zu beachten ist, dass die Gleichung (3.70) ein Verfahren 2. Ordnung ist. Dies folgt erneut direkt
durch die Taylorentwicklung. Die lineare Interpolation kann allerdings, wie jedes Verfahren,
fiir dessen Ordnung gilt, dass sie groBer eins ist, zu einem Oszillationsverhalten fiihren.

Quadratische-Aufwind-Interpolation

Fiir ein Verfahren dessen Ordnung grofer als zwei ist, bendtigen wir weitere Punkte zur In-
terpolation. In diesem Fall mochten wir uns ein Verfahren der Ordnung drei herleiten und
benotigen dazu einen dritten Punkt. Analog zur Aufwind-Interpolation (3.69) wihlen wir den
dritten Punkt flussaufwirts. Sei nun w; ;5 := (u1,,,, s, ,,,us3,,,)" der Fluss und der be-
trachtete Punkt ist P; ; , un d € {e,w,n, s, b, t} dann gilt:

Lip(1,4,5,k)  falls d=e;

Lyp(—1,i,4,k) falls d=w;

. . ) Lp(2,i,5,k)  falls d=m;
(lupdu.]upd; kupd) = Iup( 2’ Z,j, ) falls d = s: y (372)

Ip(3,4,5,k)  falls d=t;

Lp(—3,i,5,k) falls d=10;

.. (i+51 |g|,j+52 |g|,k+(53 w) falls sign(ﬂ)-u‘g‘, <0

I1(0,i,5,k) = , i ’ ’ . Ik 3.73
(£5,3. %) { (i = O1,j0sJ — Oa,j0: k — 03,))  falls  sign(€) - up, . >0 G-73)

Analog zum Aufwind-Index (iup,, Jupys Fup,) ist der Abwind-Index (idown, Jdowny > Kdowny)
erklért. Fiir die Bestimmung des Auf-Aufwind-Index, wird ein weiterer Index-Schritt in Rich-
tung des Aufwindes gegangen. Mit den Ab- und Aufwind-Index kdnnen wir die Abwind- be-
ziehungsweise Aufwind-GroBen wie folgt definieren:

fdown T fpidownd 7jdownd ’kdownd ’

Jup = [P, i und

tup g Jupyg ,kupd

fupfup = fP' k

‘up—up g Jup—upg Fup—upy

Damit ergibt sich nun folgende Darstellung fiir die quadratische Aufwind-Interpolation:

fsi,j,k = fup + gl(fdown - fup) + gZ(fup - fupfup)v (3.74)
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wobei die GroéBen g1 und g, liber

(5Usij — zu)(Ts; i Tyu)
— * (3.75a)
g (-Td - xu)(xd - xuu)
g Ty — T (@ 7 Taiy) (3.75b)

(xu - xuu)(xd - xuu)

definiert sind. Dieses Verfahren stellt eine naheliegende Verbesserung der linearen Interpola-
tion dar. Bei dquidistanten Gittern vereinfacht sich die Gleichung (3.82) zu

3 6 1
fSiyj = gfdown + gfup - gfupfu;zr (3-76)
Das Verfahren ist auch unter der Bezeichnung QUICK'® bekannt.

Verfahren hoherer Ordnung

Die Interpolationsverfahren miissen auf die verwendeten Integrations-Methoden, beziehungs-
weise auf die Gradienten-Berechnung abgestimmt sein, da sich eine aufwendigere Interpolation
mit einer Ordnung, die groBer gleich vier ist, nur lohnt wenn man ein Integrations Verfahren
mit mindestens der Ordnung vier verwendet, weil immer die niedrigste Approximationsord-
nung die Gesamt-Ordnung festlegt.

In diesem Abschnitt betrachten wir eine Interpolation 4. Ordnung. Es handelt sich hier somit
um eine Kubische-Interpolation. Hohere Interpolationsordnungen und auch Spline-Interpola-
tionen sind auch moglich. Allerdings erhdhen sie den Aufwand nochmal deutlich, so dass gut
abgewigt werden sollte, ob sich dieser erhohte Aufwand lohnt.

Wir mochten erneut den Punkt f interpolieren. Es bietet sich eine symmetrische Aufteilung
der vier Interpolations Punkte an. Damit ergibt sich iiber die Lagrange-Interpolation:

fsiswn =90 fPijn T 92 P T 93 IR T 94 FP o (3.77)
g1 = ('rsi,j,k - xPi,j—l,k)(xSi,j,k - xpi,j+1,k)(xsi,j,k - ':Upi,j+2,k)
(xpz‘ gk xpi,j—l,k)(xpi gk T TPy, k)(xpz gk TP j+2,k)
go = (xsm, - mpi,j,k)(xsz,],k = APy g, k)(msz gk Pijao, k)
(‘/E,Pi.jfl kT 'I’Pz’,j,k)(xpi,jfl k xng+1 k)( Pij-1,k  LPijto, k) (3.78)
g3 = (msm,k - xpi,j—l,k)(xsi ik Pi ik )(x W5,k ,]+2,k)
(zpi.j+1 kT xpi,jfl,k)(xpz itk TP, k)( Pijrie xpi,j+2,k)
g1 = (xsm,k - xpi,j—l,k)(wsi,], Pij .k ) Ls; ik ]+1,k) '
(:Llpi,j+2,k - :Z:Pi,j—l,k)(xpi,jJer - $Pi,j,k)(xpi,j+2,k - xpi,j+1,k)
Fiir ein 4dquidistantes Gitter vereinfacht sich der Ausdruck (3.77) zu:
for = '9f7>1-,]-,k +91P, g = SPi e — P (3.79)

16

Anstatt der Lagrange-Interpolation bietet sich fiir die Anwendung eher das Neville-Aitken-
Schema!® an

'8QUICK steht fiir Quadratic Upwind Interpolation for Convective Kinematics und wurde 1979 von B.P. Leonard
[Leo79] verbreitet.

“Das Neville-Aitken-Schema ist nach Eric Harold Neville (1889-1961) und Alexander Craig Aitken (1895-1967)
benannt.
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3 Strémungsdynamik

Wir haben uns bisher auf die Interpolation von Punkten beschrénkt, die in den Mittelpunk-
ten der Oberflachen liegen. Die Interpolation der Eckpunkte eines Kontrollvolumens erfolgt
iber die mehrfache Anwendung der Interpolations-Methoden. Im zwei-dimensionalen Fall lie-
gen die Oberflichen-Mittelpunkte auf den Kanten unserer Kontrollvolumen. Beim erneuten
Anwenden der Interpolation erhalten wir damit die Werte an den Ecken der Zellen. In drei
Dimensionen bendtigen wir einen Interpolations-Schritt mehr, das heiit wir gehen iiber die
Oberflichen-Mittelpunkte, die in den Flidchen liegen, zu den Kanten-Mittelpunkten und dann
in die Eckpunkte iiber. Fiir die lineare Interpolation gilt damit fiir eine Groe f im Eckpunkt
Tnet-

Fret =AM 50 Mg e i IPir jiapn T (0= Aes i) P jn i)
(1 B )‘"i,j,kﬂ)()‘ei,j,kﬂ fpi+1,j,k+1 + (1 B )‘ei,j,k+1)f7>i,j,k+1))+
(1- Ati,j,k)()‘"z‘.,j.,k()‘Ei,j+1,kf73i+1,j+1,k +(1- )‘ei,j+1,k)f7>i,j+1,k)+
(1 - )‘ni,j,k)()‘ei,j,kfPiH,j,k + (1 - )‘ei,j,k)fPi,j,k))-

(3.80)

Die betrachteten Interpolations-Verfahren geben einen Uberblick iiber die gebriuchlichsten
Verfahren, die bei den Finiten-Volumen-Verfahren verwendet werden. Weitere gebrduchliche
Verfahren sind zum Beispiel:

e LUD: Lineare Aufwind-Approximation (engl. Linear Upwind Differencing)
e SUS: Schriag-Aufwind-Verfahren (engl. skew Upwind schemes)
e MINMOD: Minimum-Modell (engl. Minimum model)

Ausfiihrlichere Betrachtungen zu den Interpolations Methoden finden sich im Buch von Ferzi-
ger und Peri¢ [FP08] oder im User Manual Comet [Ins0O1], an denen sich der obige Abschnitt
orientiert. Die vorgestellten Methoden funktionieren auch bei einem nicht-kartesischen Gitter.
Allerdings ist die Anwendung hier komplizierter.

Gradienten-Berechnung

Fiir die Berechnung der, in den Erhaltungsgleichungen auftretenden, Gradienten haben wir
erneut mehrere Moglichkeiten. Wir gehen nun auf folgende Verfahren etwas niher ein:

e Lineare-Gradienten-Approximation

Quadratische-Aufwind-Gradienten- Approximation

Kubische-Gradienten- Approximation
e Satz von Gauf}
e Kleinste-Fehlerquadrat-Methode

In der Abbindung 3.13 haben wir symbolisch ein beliebiges Kontrollvolumen eingefiihrt, wie
es in einem nicht-kartesischen Gitter vorkommen konnte. Anhand der Abbildung sind die im
folgenden verwendeten Begriffe und Bezeichnungen eingefiihrt.
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3.2 Numerische Grundlagen

Abbildung 3.13: Ein beliebiges symbolisches Kontrollvolumen.

Lineare-Gradienten-Approximation
Legen wir das lineare Interpolation-Schema (3.70) zugrunde, ergibt sich fiir die lineare Gra-
dienten-Approximation in Richtung Norden:

<8f> _ P = P (3.81)

9y TPijs = TPijtk

Die Ableitungen in die anderen Richtungen ergeben sich in analoger Weise.

Quadratische-Aufwind-Gradienten-Approximation
Fiir die Quadratische-Aufwind-Gradienten-Approximation gilt:

fsi,j,k . agl 692
(8 ay >S = <ay>s (fdoum - fup) + <ay>s (fup - fup_up), (3.82)

wobei die GroBen g1 und g iiber

agl> 2‘7381' i T Ty — Tuu
— = - , 3.83a
< dy s (rq — 24)(Td — Tuu) ( )
agl> —2x5, . + Ty — 24
— = - 3.83b
< 83/ s (ﬁu - $uu)($d - xuu) ( )

definiert sind.
Gradienten-Approximation 4. Ordnung

Fiir die Approximation des Gradienten mit der Ordnung 4 differenzieren wir die Darstellung
der kubische Interpolation (3.77):

of
(8y> =g TPty P 95 TP s T Ih P o (3.84)
S
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wobei die g, und i = 1, - - - 4 wie folgt erklirt sind

2
325, = 2siin (TPss 1+ TP e F TP10)

TPy = TP 1) (TP = TP ) (TP = TPy )
TPij 1k PP T TPy 10T Pigaon T TPijur kPPijron
(xpi,j,k - xpi,j—l,k)(xpi,j,k - xpi,j+1,k)(w7’i,j,k - xpi,j+2,k)

2 _
825, 0~ 2150 (TP TP TPysran)

(xpi,j—l,k - xpi,j,k)(xpi,j—l,k - mpi,j+1,k>(x7ji,j—1,k - xpi,j+2,k)
TPy Pigrge T TP uTPijron T TPy n®Pijion
(xpi,j—l,k - xpi,j,k)(xpi,jq,k - ‘/E,Pi,jJrl,k)('I,Pi,j—l,k - xpi,j+2,k)

2
325, e = 220550 (BPs ik T TPk F TPu100)
TP jiae — TPy 1) (TP = TP ) (TP = TP )
TP 11T Pigge ¥ TPk TPigron T TPy kTP jion
(@P: s = TPy ) (P gy = TP ) (P ke = Py i)

2 _
Bxsi,j,k 2xfi,j,k(x7)i,jfl,k t TP, t ‘rpi,j+1,k)

giz(

_.I_

gy =

+

(3.85)

/
93:(

_|_

/
94 =
(mpi,j+2,k - xpi,j—l,k)(xpi,_j+2,k - xpi,j,k)(wpi,j-;-zk - wpi,j+1,k)

TPy 1T Pigae ¥ TPk TPigirne T TPy u TP

(:I;Pi,j+2,k - :I"Pi,jfl,k)(xpi,j+2,k - xpi,j,k)(xpi,j+2,k - xpi,j+1,k) .

Fiir die Auswertung der Gleichungen (3.84) und (3.85) kann man ein paar Vereinfachungen
ausnutzen. Bei einen dquidistanten kartesischen Gitter vereinfacht sich die Gleichungen (3.84)
und (3.85) beispielsweise zu:

g _ 27f73¢,j - 27f7)¢,j + f’PiJ - fPZ',j
o), 24Ay '

(3.86)

Satz von Gauf3

Ein anderer Zugang zur Approximation des Gradienten, wie es beispielsweise auch im Comet
User Manual [Ins01] beschrieben ist, basiert auf der Idee des Satzes von Gaul3. Hier iiberfiihrt
man das Volumen-Integral eines differenzierten Terms in ein Oberflichen-Integral. Dazu be-
trachten wir den folgenden Ausdruck:

. Daf(y)dy = f(l’ + ]’LOé) - f(l‘), (3.87)

wobei D, f die Richtungsableitung von f in Richtung « ist und fiir das Intervall I, gilt
I, = [z, + ha]. Desweiteren gilt fiir V' := I, x S,, damit folgt aus der Gleichung (3.87).

/ D, fdV = / fds. (3.88)
%4 Sa
Fiir den Gradienten von f folgt damit aus Gleichung (3.88):
ny
/ grad fdV = / fr;dS (3.89)
v j=1"75i
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3.2 Numerische Grundlagen

wobei v; die dussere Normale der Oberfliche S; mit Linge Eins und n s die Anzahl der Ober-
flachen des Kontrollvolumen V ist. Die Integrale approximieren wir nun mit der Mittelpunkts-
regel. Damit folgt fiir das Konrollvolumen im Punkt P; aus der Gleichung (3.89):

1 &
(gradf)p, ~ - > fispie (3.90)
i =1

Der Vektor sp, , zeigt hierbei in Richtung der duBeren Normalen auf der Fliche /, siche Ab-
bildung 3.13, die Lidnge des Vektors entspricht dem Fliacheninhalt der Fliache ¢ und f, ist der
Funktionswert von f im Mittelpunkt der Fliche ¢. Wir konnen s, mittels folgender Gleichung
berechnen:

vertex
Ty

Sy = — Z [(ri_l — r1) X (I'Z‘ — 1'1)] . (3.91)
i=3
Die GroBen r; sind die Ecken der Fldche £ und n}’e”ex ist die Anzahl der Ecken.
Betrachten wir als Kontrollvolumen V' einen Wiirfel mit Kanten Lénge 2/ entspricht die Glei-
chung (3.90) der Approximation des Gradienten mit dem zentralen Finiten-Differenzenquoti-
enten siehe (3.35), mit auf den Flichen-Mittelpunkt basierenden Funktionswerten.

Kleinste-Fehlerquadrat-Methode

Als letzten Ansatz zur Approximation des Gradienten betrachten wir die Methode der kleins-
ten Fehlerquadrate (engl. least square method). Diese Methode wird auch im Comet User Ma-
nual [Ins01] betrachtet. Diese Methode gleicht eine lineare Funktion zwischen den néchsten
Nachbar-Punkten an. Sei n§* die Anzahl der benachbarten Zellen dann gilt:

dp,, - (gradf)p, = fp,, — I, (3.92)
Der Distanz-Vektor dp, , € R? berechnet sich iiber den Abstand der Zell Mittelpunkte:
dp,, =rp,, —rp,. (3.93)
Aus der Gleichung (3.92) ergibt sich das Gleichungssystem:
D(gradf)p, =f. (3.94)

Fiir die Matrix D und den Vektor f der rechten Seite gilt:

cell

D:=) dp,dp,, (3.95)
j=1
nyg
f:=3 dp,,(fr, — fr)- (3.96)
j=1

Somit gilt fiir den Gradienten der Funktion f im Punkt P;
(gradf)p, = D'f. (3.97)

Wir kénnen die Matrix D explizit invertieren, da sie nur von der Grofe 3 x 3 ist. Fiir ein ge-
gebenes festes Gitter ist die Matrix D wihrend der gesamten Simulation fix. Bei auftretenden
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Gitter-Deformationen, beziehungsweise bei bewegten Gittern, muss die Matrix und die zu-
gehorige Inverse unter Umstédnden fiir die betroffenen Zellen neu ermittelt werden.

Bei einem Gitter mit dquidistanten Wiirfeln als Kontrollvolumen ergibt sich wie beim vorheri-
gen Ansatz wieder die Vereinfachung, dass die Approximation des Gradienten dem zentralen
Differenzenquotient entspricht, allerdings werden die Funktionswerte der Zell-Mittelpunkte
anstatt der Flichen-Mittelpunkte fiir die Approximation verwendet.

Randbedingungen

Die Behandlung der Randbedingungen beim Finiten-Volumen-Verfahren erfolgt iiber die An-
passung des Upwind-Schemas. Da keine Werte auerhalb des Rechengitters vorhanden sind,
miissen wir einseitige Differenzen und Extrapolationen verwenden, ohne dass wir uns mit Si-
cherheit auf Aufwind-Verfahren beschrinken konnen. Wie die einzelnen Randbedingungen be-
handelt werden, betrachten wir nun im Folgenden detailliert.

Einstrombedingung

Die Einstrombedingung wird mittels des Festsetzens einer festen Flussrate realisiert. Im Detail
bedeutet dies, dass wir die Geschwindigkeit am Einfluss-Rand fest vorgeben und die verblei-
benden GroBen - zum Beispiel der Druck - werden aus den Werten im inneren approximiert.
Analog kann man auch eine Ausstrombedingung festlegen, indem man eine Stromung, die
aus dem Gebiet herausflie3t, vorgibt. Allerdings ist die nachfolgende Variante als Ausstrom-
bedingung verbreiteter.

Ausstrombedingung

Bei der Ausstrombedingung wird in der Regel folgendes Schema vorausgesetzt: Die Ablei-
tungen aller GroBen werden in Richtung der Stromung auf Null gesetzt. Diese Wahl konnen
wir so interpretieren, dass die betrachten GroBen erst einmal keiner Anderung in Flussrichtung
unterliegen, das heif3t, dass das Verhalten au3erhalb des betrachteten Stromungsgebiets keinen
Einfluss auf das Verhalten im Stromungsgebiet hat.

Damit ergibt sich, dass wir den Ausstrom-Rand iiber die oben betrachteten Aufwind-
Interpolation behandeln kdnnen, wie wir es in der Gleichung (3.69) betrachtet haben. Die Be-
rechnung der Gradienten vereinfacht sich durch die Annahme, dass die Ableitungen in Fluss-
richtung Null sind. Dadurch miissen keine Gradienten in Richtung des Randes berechnet wer-
den.

Haftrandbedingung

Haftrandbedingungen werden oft mit ihrer englischen Bezeichnung No-Slip Conditions be-
zeichnet. Wie der Name es schon ausdriickt, nehmen wir an, dass das Fluid am Rand keine
FlieSgeschwindigkeit parallel zum Rand besitzt. Um dieses Verhalten physikalisch korrekt zu
simulieren bendtigt man in Randrichtung eine feine Diskretisierung des Gitters. Nidhere Be-
trachtungen zum Verhalten der Stromungen an Grenzschichten findet man in folgenden Litera-
turangaben: Large-Eddy simulation of compressible flows using the finite-volume Method von
Roland von Kaenel [Kae03], Numerische Simulation des Grenzschichtverhalten in Turbinen-
gittern unter periodisch-instationdren Stromungsbedingungen von Jens Thurso [Thu02] oder
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Grenzschicht-Theorie von Schlichting und Gersten [SGOS5].

Ein Ansatz, die Gréen am Rand zu betrachten ist, die Stromungsrichtung parallel und senk-
recht zum Rand auf Null zu setzen. Die Ableitungswerte werden mit einseitigen Differenzen-
quotienten und die anderen Grofen mittels Extrapolation approximiert. Fiir die Betrachtung
von Extrapolationsverfahren sei exemplarisch auf das Buch Numerische Mathematik 2 von
[Sto02] verwiesen.

Gleitrandbedingung

Die Gleitrandbedingung entspricht der Randbedingung der Euler-Gleichungen. Hier wird an-
genommen, dass die Geschwindigkeit parallel zum Rand nicht vom Rand beeinflusst wird.
Nur der Anteil, der senkrecht zum Rand fliet, wird auf Null gesetzt. Fiir die Ableitung der
Geschwindigkeiten gilt, dass die Randbedingung parallel zur Wand keinen Einfluss auf den
Gradienten hat. Fiir die anderen Ableitungen miissen analog zu den anderen Randbedingungen
einseitige Differenzenquotienten verwendet werden.

Gleitrandbedingungen werden gerne zur Begrenzung des simulierten Stromungsgebiets ver-
wendet, wenn die dort auftretende Stromung néherungsweise parallel zum Rand verliuft. Als
Beispiel konnen wir hier auf die Umstromung eines Schiffes verweisen, wenn wir eine gerade
Fahrt annehmen und die Rénder parallel zum Schiffsrumpf in ausreichendem Abstand wihlen.

Weitere Randbedingung

Es gibt natiirlich noch eine Vielzahl an weiteren moglichen Randbedingungen. Die oben be-
trachteten Randbedingungen stellen die klassischen und gebrduchlichsten Varianten dar. Man
kann noch Werte fiir die Temperatur am Rand fordern, beziehungsweise Anderungsraten. Man
kann die Varianten teilweise kombinieren. Zudem gibt es dann noch nicht physikalische Rand-
bedingungen. Damit sind zum Beispiel Randbedingungen gemeint, die zur Koppelung von
unterschiedlichen Simulationsmethoden bendtigt werden oder zur Umsetzung von bewegten
Gittern. Hierzu sei exemplarisch das gleitende Interface (engl. sliding interface) erwéhnt.

Das Gleichungssystem

In den letzten Abschnitten haben wir die einzelnen Schritte, die zum numerischen Losen der
Navier-Stokes-Gleichungen mit der Finiten- Volumen-Methode nétig sind, niher betrachtet. Im
Folgenden miissen wir diese einzelnen Bausteine so zusammensetzen, dass wir das System si-
mulieren kénnen.

Durch die Zerlegung des gesamten betrachteten Stromungsgebiets, in kleine Konrollvolumen
und deren numerischen Betrachtungen beziiglich der Approximation der Integrale, beziehungs-
weise der Ableitungswerte, kennen wir die Interaktion der einzelnen Zellen zueinander.
Analog zum Vorgehen beim Finiten-Differenzen-Verfahren ergibt sich damit, dass wir zuerst
ein Gleichungssystem fiir den Druck und anschliefend mit den neuen Druckwerten das System
fiir die Geschwindigkeit 16sen. Damit ergibt sich fiir den Druckvektor p:

A,p = £, (3.98)

und fiir die Geschwindigkeit v
Ayv =1, (3.99)

Als letztes miissen nur noch die entstandenen Gleichungssysteme (3.98) und (3.99) mit einem
geeigneten Verfahren 16sen. Hierzu sei auf die bereits erwihnte Literatur [Mei05] und [Kan00]
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verwiesen.

In den néchsten beiden Abschnitten befassen wir uns mit der Umsetzung der Finiten-Volumen-
Methode in zwei Implementierungen zum numerischen Losen der Navier-Stokes-Gleichungen.

Caffa

Der Name Caffa steht fiir Computer-Aided Fluid Flow Analysis. Das Programm ist ein Quell
offenes Programm zur zwei-dimensionalen Simulation der Navier-Stokes-Gleichungen, mit
integrierter Gittererzeugung. Die Software wurde massgeblich von Peri¢ entwickelt und von
Hadzic an der TU Hamburg-Harburg weiterentwickelt. Die verwendete Programmiersprache
ist Fortran.

Wir beschreiben im Folgenden den Aufbau und den Algorithmus der Software Caffa im Algo-
rithmus 3.2.13.

Algorithm 3.2.13 Caffa Hauptalgorithmus
1: loadData()

2: initProgram()

3: if restart then

4:  readOldSimulationData()
5: end if
6
7
8
9

: for igyig = 519 — i do

gri grid
if igpiqg > i;f,%gt then
extrapolateDataCoarse2FineGrid()
end if
10:  foriter =1 — maxIter do
11: time+ = Atime
12: varold()
13: setBoundaryCondition()
14: if moveGrid then
15: moveGridGeometry()
16: buildNewGrid()
17: end if
18: //Tteration per time step
19: fork=1— Kdo
20: solve: AyciocityV = rhs /[calculate Velocity
21: solve: ApressureP = rhs //calculate Mass
22: solve: Atemperature T = rhs  //calculate Temperature
23: end for
24: postProcess()
25:  end for
26: end for

Nachdem wir nun den Hauptalgorithmus von Caffa kennen, gehen wir im Folgenden etwas
niher auf die einzelnen Punkte des Algorithmus ein.
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Gittererzeugung

Die Gitter-Erzeugung bei Caffa basiert auf einem duBerst einfach beschriebenen Format zur
Beschreibung des Gitters. Die Grundform der Geometrie ist ein Viereck. Die Zellen-Geometrie
basiert dazu passend ebenfalls auf viereckigen Kontrollvolumen. Die Feinheit des Gitters be-
schreiben wir, indem wir fiir die Nord-Siid-Seite der Geometrie sowie fiir die Ost-West-Seite
jeweils eine Unterteilung vorgeben. Dadurch ist das Gitter eindeutig beschrieben.

Abbildung 3.14: Beschreibung der Geometrie in Caffa.

Komplexere Geometrien werden durch Transformation der Ausgangs-Geometrie und passende
Randbedingungen beschrieben. Dieses Vorgehen ist in der Abbildung 3.14 veranschaulicht.
Auf den jeweiligen Grundseiten, Nord, Siid, Ost und West, kann man die Randbedingungen
abschnittsweise festlegen. So konnen wir beispielsweise den beiden horizontalen Abschnitten
des Nord-Randes in Abbildung 3.14 Gleitrandbedingungen zuweisen und dem Bogen-Segment
des Nord-Randes Einstrémbedingungen.

Fiir bewegte Gitter wird das Gitter direkt im Caffa-Code transformiert. Dies geschieht iiber eine
Verschiebung der entsprechenden Gebietsriander. AnschlieBend werden die Kontrollvolumina
beziiglich der Anderung angepaft und die entsprechend notwendigen GroBen neu berechnet.

Approximationsmethoden

Die Berechnung der Gradienten wird nach der auf dem Satz von Gauf} basierenden Varian-
te berechnet. Dieses Approximations Schema haben wir im Abschnitt 3.2.3 unter dem Punkt
Satz von Gauf} beschrieben. Die Gleichung (3.90) spezialisiert sich bei Caffa insoweit, dass
immer vier Flichen auftreten. Wir miissen nur die Zellen am Rand gesondert betrachten. In der
Gleichung (3.100) betrachten wir die spezialisierte Form.

o 1
Vp = (g%) =~ V (pNordSNord + pOstSOst + pSﬁdsSﬂd + pWestSWest) ) (3100)
dy

s. ist der Oberflichenvektor, wie in Abbildung 3.13 dargestellt. Fiir die Werte p. gilt, dass sie
mit einer linearen Interpolation des linearen Taylorpolynoms fiir den aktuellen Zellmittelpunkt
und die benachbarten Zellmittelpunkte berechnet werden. Die im Taylorpolynom verwendete
Ableitung ist die Ableitung des letzten Zeitschrittes. Damit ergibt sich exemplarisch fiir den
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Funktionswert am nordlichen Rand einer inneren Zelle:

s = (1 + 280+ TP (8 )+
9 fProns 9 fPyons G100
(1= ) (Frs + 258(20) 4 PP 2y)).
Der nordliche Term einer Haftrand-Zelle vereinfacht sich zu
Jroa = fp- (3.102)

Die auftretenden Volumenintegrale und Fldchenintegrale werden in Caffa mit der Mittelpunkts-
regel approximiert. Da die Funktionswerte im Zellmittelpunkt vorliegen, muss bei der Berech-
nung der Volumenintegrale keine Interpolation der Funktionswerte durchgefiihrt werden. Bei
den Oberflichen-Integralen werden die Funktionswerte linear interpoliert.

Losungsverfahren

Die auftretenden linearen Gleichungssysteme werden mit einer unvollstindigen LU-
Zerlegung?® gelost. Es wird die von Stone in Iterative Solution of Implicit Approximations
of Multidimensional Partial Differential Equations [Sto68] beschriebene SIP-Methode 2! ver-
wendet.

Die SIP-Methode palit die LU-Zerlegung so an, dass die diinne Besetztheitsstruktur der System-
Matrix A auch in der unteren und oberen Dreiecksmatrix L und U erhalten bleibt.

Der Algorithmus 3.2.14 entspricht der in Caffa implementierten Version des SIP-Verfahrens.

Algorithm 3.2.14 SIP-Methode

1: fori =2, N, do

2 for j =2, N, do
3 Lwestyij = Awesiiyj /(1 4 @ % Ui j—1)
4 Lsu,ij = Asiayi,j/(1 4+ ok Uogi—1,5)
5: Py = alyeq,i,jUno,ij—1
6
7
8
9

Py = algu,ijUowi—1,j
Leij =1./(Avsj + P14+ Po — Lyewijlosij—1 — Lsiayi,jUnori—1,5 + €)
Unorasij = (Anoraij — P1)Leij
: Uowij = (Aowij — P2)Leij
10:  end for
11: end for
12: while |r| > tol do
13:  Lose: Ly = b //Vorwirtseinsetzen
14:  Lose: Uz =y //Riickwirtseinsetzen
15:  berechne das Residuum r
16: end while

Die im Algorithmus auftretende Variable « ist ein Ddmpfungsparameter, tiblicherweise wird
a = 0.92 gewibhlt.

Die unvollstindige LU-Zerlegung wird hiufig mit ILU-Zerlegung, fiir incomplete LU-Zerlegung, abgekiirzt.
2ISTP-Methode steht fiir Strongly Implicit Procedure und wird auch das Stone’s Verfahren genannt.
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Bemerkung 3.2.15 (ILU-Verfahren)
Die ILU-Verfahren werden bei der numerischen Simulation der Navier-Stokes-Gleichungen
gerne auch als Vorkonditionierer eingesetzt.

Da Caffa mit nicht versetzten Gittern arbeitet wird zur Losung der Gleichungen das SIMPLE-
Verfahren fiir nicht versetzte Gitter verwendet, wie es im Buch von Ferziger und Peri¢ [FP0§]
beschrieben ist.

Den Code von Caffa haben wir im Rahmen dieser Arbeit fiir Untersuchungen mit dem Au-
tomatischen Differenzieren verwendet. Das betrachtete Beispiel fiir die Simulation wird im
Abschnitt 3.3 Stromungssimulationen und Automatisches Differenzieren beschrieben und ana-
lysiert.

Bemerkung 3.2.16 (Programmcode)

Eine Kopie des Programmcodes von Caffa ist auf der beiliegenden CD im Verzeichnis
Programme/caffa enthalten. In dem Verzeichnis finden sich auch die zugehorigen Demo-
Konfigurationen.

Comet

Im Rahmen dieser Arbeit lag der Quellcode der kommerziellen Software Comet unter Beriick-
sichtigung von Verschwiegenheitsvereinbarungen vor. Comet ist eine von CD-Adapco ent-
wickelte kommerzielle Software und wurde in den Programmiersprachen C und Fortran ge-
schrieben. Einige Erweiterungen sind auch in C++ umgesetzt worden. Ebenso wie das zu-
vor beschriebene Tool Caffa, 16st auch Comet die Navier-Stokes-Gleichungen mit der Finiten-
Volumen-Methode. Allerdings ist in Comet neben komplexeren Geometrien und unterschied-
licher Gitterarten vor allem die drei-dimensionale Betrachtung von Stromungen mdoglich. Zu-
sétzlich unterstiitzt Comet auch noch die Berechnung von strukturmechanischen Problemen
und ist damit ein sogenanntes CCM?2-Tool.

Im Folgenden betrachten wir zuerst den fiir uns interessanten Hauptalgorithmus von Comet im
Algorithmus 3.2.17, anschlieend betrachten wir die fiir uns relevanten Bereiche etwas néher.

Gittererzeugung

Im Gegensatz zu Caffa ist die Gittererzeugung und Modifikation aus dem eigentlichen Pro-
gramm heraus gelost. Dieser Ansatz hat ein paar Vorteile, auf die wir noch zu sprechen kom-
men. Allerdings schrinkt er auch die Moglichkeit der simultionsinternen Modifikation des Git-
ters ein. Wir gehen darauf noch néher ein.

Comet bietet, was die Gittererzeugung angeht, das Tool Cometpp an. Dies ist ein eigenstdn-
diges Programm, mit dem man Geometrien beschreiben und Gitter erstellen kann. Das Tool
ermoglicht ebenfalls die Beschreibung der Stromungskonfiguration fiir Randwerte, physikali-
sche und numerische Eigenschaften. Zudem dient das Tool auch dem Einlesen von Gittern,
die mit einem anderen Programm erzeugt wurden. Hierzu seien die Programme NASTRAN,
PATRAN und STAR-CD, genannt.

Zcomputational continuum mechanic
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Algorithm 3.2.17 Comet Hauptalgorithmus
1: readData()
2: initProgram()
3: for iter = 1 — maxlter do

4:  varold()

5:  timeada()

6:  time+ = Agime

7 gridMoving()

8:  //calculateVelocity

9:  solve: AyeiocityV = rhs

10:  //calculate Mass

11:  solve: ApressureP = rhs

12:  //calculateTemperature

13: solve: AemperatureP = rhs //test
14:  postProcess()

15: end for

Comet unterstiitzt vier Grundtypen an Zellen: Hexaeder, Prisma, Pyramiden und Tetraeder.
Durch die vielseitigere Unterstiitzung von Gitter-Typen sind wir in Comet mit der Beschrei-
bung der Geometrie sehr frei. Ein Benefit dieser Freiheit ist, dass die Erzeugung der Gitter
deutlich komfortabler gestaltet werden kann. Der Preis, den wir dafiir zahlen miissen, betrifft
die Verwendung des Automatischen Differenzierens bei bewegten Gittern, da die Mechanis-
men zur Gitterbewegung vom Simulationsprogramm Comet getrennt ist.

Bemerkung 3.2.18 (Anleitung Cometpp)
Eine Anleitung zu Cometpp findet man im User Manual [Ins0l]. Dort findet man auch Tuto-
rials zur Verwendung von Comet.

Approximation

Die Approximationsmethoden kann man als Anwender in Comet auswihlen. Bei der Berech-
nung der Gradienten haben wir die Auswahl zwischen folgenden Approximationsmethoden:
Der Kleinsten-Fehlerquadraten-Methode?® oder der auf dem Satz von Gauf basierende Ap-
proximation. Das Standardverfahren ist die Kleinste-Fehlerquadrate-Methode, die wir im Ab-
schnitt Einfiihrung unter Kleinste-Fehlerquadrat-Methode beschrieben haben.

Zur Approximation der Zeitdiskretisierung stehen das implizite Euler-Verfahren oder ein Ver-
fahren zweiter Ordnung welches drei Zeitschritte verwendet, zur Auswahl. Eine detaillierte Be-
schreibung und Herleitung des impliziten Euler Verfahrens findet man beispielsweise in Stoer
und Bullrisch [SBOO].

Im Algorithmus 3.2.19 ist das implizite Euler-Verfahren dargestellt. Abhingig von der Funk-
tion f entspricht das “Losen” in Zeile 3, dem Losen eines linearen oder nicht-linearen Glei-
chungssystems.

BDieses Verfahren wird in Comet als Polyfit Methode bezeichnet.
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Algorithm 3.2.19 Implizites Euler-Verfahren
fork=1— Kdo
ty, =to+ k- At
Lose: xp = xp_1 + Atf(tk, :Ck)
end for

Der Algorithmus 3.2.20 beschreibt das verwendete drei-Term-Verfahren fiir dquidistante Zeit-
schritte. Das drei-Term-Verfahren ist ein Verfahren zweiter Ordnung. Das Verfahren ist in dem
Comet User Manual [InsO1] beschrieben.

Algorithm 3.2.20 Implizites Drei-Term-Verfahren
fork=1— K do
ty =t + k- At
Lose: zp = Tp_1 + %Atf(tk, xR) + % (Tp—1 — Tx—2)
end for

Losungsverfahren

Comet bietet eine Auswahl an Losungsmethoden zum Losen der entstehenden Gleichungs-
systeme. Zusitzlich werden die linearen Gleichungssysteme vorkonditioniert. Auch hier hat
man die Wahl, was das Verfahren betrifft. Zum Losen der symmetrischen linearen Gleichungs-
systeme stehen folgende Verfahren zur Verfiigung:

e CG: ist das Konjungierte-Gradienten-Verfahren.
o CGSTAB: entspricht dem im Buch [Mei05] als BiICGSTAB beschriebenen Verfahren.
e AMG: ist ein Algebraische-Multi-Grid-Verfahren.

Auf die hier beschriebenen Verfahren mochten wir nicht ndher eingehen. Hierzu sei auf die be-
reits erwihnte Literatur von Meister [Mei05] und Kanzow [Kan00] verwiesen. Zu dem AMG-
Verfahren sei noch erwihnt, dass die Realisierung innerhalb von Comet iiber eine Schnittstelle
zu C++ realisiert ist.

Bei den nicht-symmetrischen Verfahren steht nur das CGSTAB-Verfahren zur Verfiigung. Als
Vorkonditionierer stehen erneut drei Verfahren zur Auswahl:

e IC: steht fiir die unvollstindige Cholesky-Zerlegung (engl. incomplete Cholesky).
e J: steht fiir das Jacobi-Verfahren als Vorkonditionierer.

e AMG: verwendet das Algebraische-Multigrid-Verfahren als Vorkonditionierer.

Bei der unvollstindigen Cholesky-Zerlegung wihlt man die Vorkonditionierungsmatrix B wie
folgt: o
B:=(L+D)D(D + L"), (3.103)

wobei in der Gleichung (3.103) fiir L und D folgendes gilt:
L:zAiVj fiir i:j—l

i1
_ _ 3.104
D := diag (A” - E Li ks Lk,ka,k> . ( :
k=1
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Diese Wahl als Vorkonditionierungsmatrix ist im Normalfall besser als die Jacobi-Vorkonditi-
onierung geeignet, da bei der Jacobi-Vorkonditionierung nur die Inverse der Diagonale von der
Matrix A verwendet wird, das heift:

B := diagA. (3.105)

Die Voreinstellungen wihlen das CG-Verfahren fiir die symmetrischen linearen Gleichungs-
systeme, das BICGSTAB-Verfahren fiir die nicht symmetrischen linearen Gleichungssysteme
und als Vorkonditionierer die unvollstindige Cholesky-Zerlegung

Comet stellt dem Anwender die Moglichkeit, einen benutzerspezifischen Code iiber fest de-
finierte Schnittstellen einzubinden. Uber diese Schnittstellen konnen wir bei bewegten Git-
tern die Bewegungen realisieren sowie Zielfunktionale, die iiber die StromungsgréBen definiert
werden, zur Laufzeit der Simulation mitberechnen. Weitere Schnittstellen sind zum Beispiel:
Moglichkeiten zur Erweiterung der Transportgleichungen, benutzerabhingige Initialisierung
oder nutzerdefinierte Randbedingungen.

Weiterhin unterstiitzt Comet die Parallelisierung der Simulation. Dieser Aspekt ist gerade bei
groflen und aufwendigen Simulationen von entscheidender Bedeutung. Da es allerdings in un-
serem Kontext keine Rolle spielt, gehen wir hierauf nicht weiter ein.

3.3 Stromungssimulationen und Automatisches
Differenzieren

Bei der Betrachtung von Stromungssimulationen besteht haufig ein Interesse das simulierte
Problem zu optimieren. Da die Simulationsprogramme uns nur die Zielgroen und nicht die
Ableitungswerte zur Verfiigung stellen, miissen wir uns auf Ableitungsfreie Optimierungsver-
fahren beschrinken. Um diese Problematik zu l16sen, untersuchen wir im folgenden die An-
wendung des Automatischen Differenzierens auf Stromungssimulationen. Als Basis fiir unsere
Untersuchungen verwenden wir die zwei vorgestellten Programme Caffa und Comet.

Die Analyse des Verhaltens des Automatische Differenzierens in der Stromungsmechanik, ist
nach dem verwendeten Simulationsprogramm gegliedert. Damit ergibt sich ein Abschnitt fiir
Caffa und ein Abschnitt fiir Comet. Alle hier untersuchten Fille verwenden bewegte Gitter.
Im Rahmen der Diplomarbeit Automatic Differentiation and flow simulation von Ralf Lei-
denberger [Lei07] wurde der Aspekt von festen Gittern mit Comet und dem Automatischen
Differenzieren bereits untersucht.

3.3.1 Caffa

Als Fallstudie fiir die Simulation ziehen wir uns auf einen bereits untersuchten Versuchsauf-
bau zuriick, da wir durch die eingehende Betrachtung dieses Beispiels Riickschliisse auf die
auftretenden Phinomene bei Comet gewinnen mochten.

Simultionskonfiguration

Da Caffa, wie im Abschnitt Caffa , betrachtet nur eine eingeschrinkte Fihigkeit zur Beschrei-
bung der Geometrie besitzt, sind wir, was die Auswahl des Problems angeht, ebenfalls einge-
schrinkt. Wir ziehen uns auf die Betrachtung des folgenden Problems zuriick:Wir betrachten
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das Auftriebs Verhalten eines Tragfliigel beziiglich der Anderung seines Anstellwinkels zur
Anstromung.
Diese Konfigurationen der Stromungsgeometrie haben wir in der Abbildung 3.15 dargestellt.

Slip-Condition

Noslip-Condition

Inflow-Condition

Inner-Face

)
FCLLLLLLLELLLELLLL]
Outflow-Condition

Slip-Condition

Abbildung 3.15: Stromungsgebiet des betrachteten Caffa-Testfalls.

Die linke halbrunde Seite des Stromungsgebiets ist als Einstrémbedingung konfiguriert, die
gegeniiberliegende Seite haben wir auf Ausstrombedingungen gesetzt. Fiir die oberen und un-
teren Seiten haben wir Gleitrandbedingungen gewéhlt. Fiir die Oberflache des Tragfliigels mit
einem Naca0015-Profil haben wir die Haftrandbedingung gewéhlt. Aufgrund der Geometrie-
beschreibung in Caffa mussten wir noch eine innere Oberflidche festlegen. Diese Zellen werden
dann nicht als Randzellen, sondern als innere Zelle behandelt und sie korrespondieren mit der
entsprechenden gegeniiberliegenden Zelle.

Als Medium fiir das Stromungsfluid haben wir eine Dichte von 1.0 mit Viskositit 0.0002 und
einer Prandtl-Zahl von 10.0 angenommen. Fiir die UmgebungsgréBe Temperatur wurde 0.1
und fiir die Gravitationskréifte wurde 0 angenommen. Dies entspricht der Konfiguration des
Testfalls von Caffa. Als Einstrombedingungen wurde eine konstante Geschwindigkeit in x-
Richtung von 1.0 angenommen.

Das Verhalten dieser Problemstellung ist seitens der Physik und der Stromungsdynamik sehr
gut bekannt. Die Auftriebskraft hat bei konstanten Einstrombedingungen und einem variablen
Anstellwinkel einen konkaven Verlauf, wenn wir innerhalb gewisser Schranken bleiben, sodass
die Stromung am Tragfliigel nicht abreifit. Die Auftriebskraft berechnet sich iiber den auf den
Tragfliigel wirkenden Druck.

f= / p - vdS, (3.106)

QFliigel

Die y-Komponente des Kraftvektors f ist die gesuchte wirkende Auftriebskraft. In Gleichung
(3.106) beschreibt p den Druck, v ist die duBere Normale und . reprasentiert die Ober-
flache des Tragfliigels. Das Druck-Integral iiber den Tragfliigel 1dsst sich in der Simulation
als die y-Komponente der Summe der dufleren Normalen multipliziert mit dem Druck auf je-
dem Oberflache-Element des Tragfliigels berechnen (3.107), da wir unser Gitter aus geraden
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Stiicken approximieren.
Nriiigel

f= )" pi-v (3.107)
=1

wobei IV; die Anzahl der geraden Stiicke des Tragfliigel ist und p; und v; sind der auf dem
Oberflachenstiick wirkende Druck, beziehungsweise die duflere Normale mit der Lénge des
geraden Stiicks.

Die Bewegung des Tragfliigels wird iiber den Anstellwinkel « in folgender Form beschrieben:
Ximeu = Tialt.z COS(Q) + T qir., Sin(). (3.108)

Die Gleichung wird auf alle Randpunkte des Nordrandes, an deren Oberflichen die Haftrand-
bedingung gesetzt ist angewendet. Fiir die Bereiche des Nordrandes, an denen die Innere-
Oberflichen-Bedingung gelten, werden die Knotenpunkte von der Tragfliigel-Endleiste zu ihrer
Position am Ausstromrand linear angepal3t.

Diese Geometrie-Konfiguration wurde bereits im Rahmen der Diplomarbeit Automatic Diffe-
rentiation in Flow Simulation von Leidenberger [Lei07] und in dem Artikel von Leidenberger
und Urban Automatic Differentiation for the Optimization of a Ship Propulsion and Steering
System: A proof of concept [LU11] untersucht. In diesen Arbeiten stand allerdings die generelle
Machbarkeit des Ansatzes im Vordergrund. Im Rahmen der vorliegenden Arbeit betrachten wir
diese Konfiguration mit dem Fokus auf Phdnomene, in denen sich diese Caffa-Simulation zu
einer vergleichbaren Simulation in Comet unterscheidet. Diese Unterschiede sind der Grund
weshalb in Comet kein stabiler Zustand erreicht wird.

Im néchsten Abschnitt befassen wir uns mit der Anwendung des Automatischen Differenzie-
rens auf Caffa fiir diesen Testfall.

Automatisches Differenzieren

Da Caffa in Fortran geschrieben ist, bietet sich die Verwendung des Tools Tapenade, welches
wir im Kapitel 2 Automatisches Differenzieren bereits erwihnt haben, zur Erzeugung des dif-
ferenzierten Codes an.

Die Anderung des Anstellwinkels wird durch den Parameter o beschrieben, daher differenzie-
ren wir die Auftriebskraft f, beziiglich o. Aus der Gleichung (3.108) geht hervor, dass o nur
Einfluss auf die Geometrie und somit auf das Gitter hat und so nur indirekt auf die Auftriebs-
kraft wirkt. Da das Gitter in die Berechnung der Zustandsgrofien der Strémung eingeht, hat es
somit auch auf den Druck p Einfluss. Da aus der Gleichung (3.107) hervorgeht, dass zur Be-
rechnung der auf den Tragfliigel wirkenden Kraft f auler dem Druck noch die duf3ere Normale
Einfluss hat, ergibt sich fiir die Ableitung der Auftriebskraft:

of NFiiigel
%ZfDZ ZpDi'Vi+pi'VDi- (3.109)
i=1

Hier bezeichnen wir mit -2 die durch das Automatisch Differenzieren berechnete Ableitung.
Die Beschreibung der Anderung der #uBeren Normalen v; beziiglich o ergibt sich direkt aus
den zur Geometrie gehdrenden ZustandsgrofSen. Die Ableitung des Druckes p nach dem An-
stellwinkel p ergibt sich durch Differenzierung der kompletten Simulation.
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Da Caffa vollstindig in Fortran geschrieben ist gibt es bei der Anwendung von Tapenade keine
Probleme. Nach der Differentiation muss nur noch die Initialisierung des Anstellwinkel, o und
die Ausgabe der Ableitung der Auftriebskraft angepafit werden.

Um eine Divergenz der Simulation zu vermeiden, fiilhren wir zunichst 600 Zeit-Schritte mit
einem Anstellwinkel von 0° durch. Erst dann drehen wir den Fliigel in die gewiinschte Posi-
tion, da ansonsten der Loser aufgrund einer noch nicht stabilen Stromung nach einem Zeit-
schritt nicht konvergiert. Eine Drehung des Fliigels direkt bei Erzeugung der Gittergeome-
trie fithrt zwar dazu, dass die urspriinglichen Stromungsgrofien konvergieren, allerdings errei-
chen wir so keine Konvergenz der Ableitungswerte, da die anfingliche groB3e Variation der
Stromungsgrofen die Ableitungswerte zu stark storen.

Ein vollstindiges lauffahiges Caffa-Programm inklusive der differenzierten Version finden wir
auf der beiliegenden CD im Verzeichnis Programme/caffa.

Untersuchungen

In diesem Abschnitt befassen wir uns mit der Analyse des differenzierten Caffa-Codes, um
mogliche Stellen, an denen die Berechnung der Ableitungswerte schief gehen kann, zu lokali-
sieren.

Die Gradienten-Berechnung benétigt gesonderte Betrachtung, da die Berechnung des Gradien-
ten zur Klasse eines Problems mit invariantem Quotient gehdren kann. Dies ist davon abhéngig,
ob das entsprechende Volumen vom Anstellwinkel abhéngig ist.

Die Berechnung des Gradienten mit Caffa erfolgt nach der in Gleichung (3.100) beschriebenen
Form. Hier sehen wir direkt, dass neben dem Volumen der Zelle noch die Oberflichen-Vektoren
eingehen. Da das Gitter bei jeder Anderung des Anstellwinkels neu erzeugt wird, sndern sich
alle Zell-Volumina in der ndheren Umgebung des Fliigels mit sehr hoher Wahrscheinlichkeit,
wenn auch nur in einem sehr geringen Bereich.

Beispiel 3.3.1 (Anderung Zell-Volumina)

Wir untersuchen die durchschnittliche Anderung der Zell Volumina bei der Anderung des An-
stellwinkels um 0.1° bei der in Abbildung 3.15 dargestellten Gitterkonfiguration.

In der Abbildung 3.16 ist die prozentuale Anderung der Volumina fiir jede Zelle in der Git-
tergeometrie veranschaulicht. Wir haben fiir jede Zelle an ihrer gemittelten Position X, :=
%(Xold+xnew) einen Punkt gezeichnet, wobei die Farbe die Grifie der Anderung verdeutlicht.
Rot steht fiir eine sehr kleine Abweichungen, dann geht es iiber Gelb- zu Griin-Tonen.

Die betrachteten Volumina sind in der Grifienordnung von 10~°, und die Anderungen sind im
Bereich von ungefihr 0, 1 bis 3 Promille.

Als néchstes betrachten wir das Verhalten der Ableitungswerte in den ersten Zeit-Schritten
nach der Anderung des Anstellwinkels.
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Abbildung 3.16: Volumenénderung der Kontrollvolumen bei einer Drehung um 0.1°.

Beispiel 3.3.2 (Kraft-Gradienten-Werte)

Analog zum Beispiel 3.3.1 stellen wir die berechneten Werte grafisch aufbereitet dar, da es
in dieser Betrachtung nicht um die exakten Werte geht, sondern um das Wissen, in welcher
Grdflenordnung sich die Werte befinden und welche Bereiche kritischer beziiglich des Anstell-
winkels sind.

Wir betrachten erneut eine Anderung des Anstellwinkels um 0, 1°. In der Abbildung 3.17 sehen
wir die Kraft-Gradienten auf den Zell-Oberflichen des Tragfliigels im zeitlichen Verlauf. Zu
beachten ist, dass die Gradienten in ihrer Grifie skaliert sind, damit die Fliigelgeometrie im-
mer gleich grof3 dargestellt wird. Wir konnen folgende Aussagen iiber das Verhalten der Kraft-
Gradienten treffen. Direkt nach der Drehung sind die Gradienten relativ grofs und schwanken
stark in ihrer Ausrichtung. Abgesehen von den Gradienten im Nasen- und Endleisten-Bereich,
weisen die Gradienten eine hauptsdchlich vertikale Ausrichtung auf. Daran ldsst sich die Aus-
wirkung des Anstellwinkels auf die Auftriebskraft deutlich erkennen.

Erkenntnisse

Die zentrale Erkenntnis ist, dass der Ansatz des Automatischen Differenzierens bei Caffa zu
verniinftigen Ergebnissen kommt. Wir haben die Werte mit den zugehorigen Finiten-Diffe-
renzen verglichen. Es hat sich gezeigt, dass die Ergebnisse, die wir mit dem Automatischen
Differenzieren berechnet haben, eine glittende Eigenschaft haben, beziiglich des Rauschver-
haltens, welches bei Finiten Differenzen auftritt, haben.

Weiter sehen wir, dass das Automatische Differenzieren bei der Berechnung der Ableitungen
innerhalb eines bewegten Gitters kein grundsitzliches Problem hat, solange die Bewegung des
Gitters durch eine differenzierbare Funktion beschrieben wird. Dies ist in unserem Fall mit ei-
ner Drehbewegung des Fliigels gegeben.

Allerdings muss beriicksichtigt werden, dass Caffa ein reiner 2D-Loser ist und sich somit ge-
wisse Strukturen im Vergleich zu einem 2D/3D-Loser stark vereinfachen. Durch die gleichzeiti-
ge starke Einschrinkung auf relativ einfache Gitter kann man damit gerade bei der Berechnung
der Gradienten eine iibersichtlichere und bessere numerische Formulierung realisieren.
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Time Step 1, Gradienten Skalierungsfaktor=0.1 Time Step 4, Gradienten Skalierungsfaktor=5
0.15 . . 0.15 . .
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Abbildung 3.17: Zeitliche Anderung der Kraft-Gradienten nach einer Drehung um 0.1°.

3.3.2 Comet

Im Folgenden untersuchen wir das Verhalten von Comet, wenn wir mittels dem Automatischen
Differenzieren die Ableitungswerte berechnen. Hierfiir betrachten wir zwei grundsitzlich un-
terschiedliche Konfigurationen. Als erstes betrachten wir die Anwendung auf ein festes Gitter
und danach die Anwendung bei bewegten Gittern. Innerhalb der bewegten Gitter haben wir
erneut zwei, vom Konzept her unterschiedliche, Konfigurationen. Im ersten Fall betrachten wir
hier ein groBes Gitter, in dessen Inneren ein bewegter Gitterblock zum Einsatz kommt. Die
beiden Gitterblocke werden mit einem sogenannten sliding Interface gekoppelt. Im zweiten
Fall haben wir die Gittergeometrie so gewihlt, dass wir das gesamte Gitter bewegen kdnnen.
Dieser Fall entspricht von der Konfiguration der Geometrie her ungefihr dem Fall mit dem
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festen Gitter.

Neben den drei Geometrie-Konfigurationen verwenden wir auch bei den internen Losungs-
methoden Variationen. So haben wir beim Losen der linearen Gleichungssysteme sowohl den
direkten Ansatz gewihlt, das heilit wir 16sen Ax = b mit einem differenzierten Losungs-
algorithmus, als auch den im Abschnitt 2.2.3 beschrieben modifizierten Losungsansatz. Bei
der Gradienten-Berechnung haben wir beide von Comet zur Verfiigung gestellten Verfahren
getestet.

Wir betrachten analog zu Caffa erneut einen umstromten Korper und berechnen die aufgrund
der Stromung auftretenden Kréfte auf diesen Korper. Fiir die auftretenden Krifte gilt, dass
sie sich als das Integral iiber das Produkt von Druck und der duBleren Normalen entlang der
Korperoberflache ergeben.

Wenn wir im Folgenden von den wirkenden Kriften sprechen, meinen wir immer die durch
die Stromung erzeugten auf den umstromten Korper wirkenden Krifte. Unter der Bezeichnung
der Ableitungswerte sind ab jetzt immer, sofern nicht explizit etwas anderes gesagt wird, die
Ableitungswerte der auf den Korper wirkenden Kraft beziiglich des Anstellwinkels gemeint.

Festes Gitter

Eine Konfiguration zur Berechnung der Auftriebskrifte an einem Tragfliigel mit einer starren
Gitterkonfiguration haben wir bereits in [Lei07] und [LU11] betrachtet. Wir beziehen uns noch
einmal auf diesen Fall, um anschlieBend einen Vergleich zu den bewegten Gittern machen zu
konnen.

Noslip-Condition

Inflow-Condition Outflow-Condition

Flow-Area

Abbildung 3.18: Testfall Stromungssimulation: Tragfliigel, mit festem Gitter.

In der Abbildung 3.18 ist die Konfiguration des betrachteten Problemfalls veranschaulicht. Da
wir ein festes Gitter betrachten, wird die Anderung des Anstellwinkels durch eine Anderung
des Winkels der Einstrombedingung realisiert.

Bemerkung 3.3.3 (Anstellwinkel-Anstrémwinkel)
Es gilt zu beachten, dass der Anstellwinkel dem negativen Anstromwinkel entspricht. Im Fol-
genden verwenden wir den Anstellwinkel als Referenzgrofse.
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Die Untersuchungen im Rahmen der oben angegebenen Quellen haben gezeigt, dass es grund-
satzlich moglich ist, in Comet Ableitungswerte mit dem Automatischen Differenzieren zu be-
rechnen. An dieser Stelle verweisen wir fiir eine Betrachtung der Simulationsergebnisse dieses
Falles auf die beiden bereits genannten Literaturangaben [Lei07] und [LU11].

Bewegtes Gitter

Innerhalb der bewegten Gitter betrachten wir drei verschiedene Gitter und Bewegungskonfi-
gurationen. Wie wir bereits erwihnt haben, treffen wir eine Unterscheidung, ob wir das Gitter
vollstindig drehen oder ob wir nur einen Teil des Gitters drehen und es mit einem Sliding In-
terface koppeln.

Ein sliding Interface ist eine Randbedingung die paarweise auftritt. Damit ist gemeint, dass
wir zwei Gitterblocke haben, die an einem Rand aufeinander liegen. Allerdings gibt es keine
feste Verbindung, sodass man nicht jeder Zelle des einen Block eine fest zugehorige Zelle des
anderen Blocks zuweisen kann. Diese Randbedingung wird gewihlt, wenn ein Block bewegt
wird und sein Rand an dem Rand des anderen Blocks entlang gleitet.

In jeder Gitter-Konfiguration betrachten wir die Gradienten-Berechnung mit der kleinsten-
Fehlerquadrate-Methode,24 die wir in den Gleichungen (3.92) bis (3.97) beschrieben haben
und zusitzlich betrachten wir einen Fall mit der GauB3-Methode, welche wir in den Gleichun-
gen (3.87) bis (3.90) betrachtet haben und die auch in Caffa zum Einsatz kommt.

Die Bewegung des Gitters ist in Comet, anders als in Caffa, normalerweise extern realisiert.
Dies bedeutet, dass wir das Gitter iiber die Meta-Sprache von dem zugehorigen Préiprozessor-
Tool Cometpp bewegen. Die Programmroutine, die die Bewegung ausfiihrt, startet nun das
Tool Cometpp, modifiziert mit diesem das Gitter und liest das so erzeugte Gitter erneut in
Comet ein. Dieser Ansatz ist bei der Verwendung des Automatischen Differenzierens nicht
moglich, da wir sonst sdmtliche Informationen iiber die Bewegung des Gitters verlieren wiirden.
Dies resultiert aus der Tatsache, dass nur das eigentliche Programm differenziert wird.
Deshalb greifen wir tiefer in die Struktur von Comet ein. Wir bewegen jede Zelle mit ih-
ren zugehorigen Groflen von Hand innerhalb der laufenden Simulation. Da die Verwaltung
des Gitters wiederum nicht in einer homogenen Struktur vorliegt, miissen wir gewisse Din-
ge beriicksichtigen. Ein Teil der Verwaltung des Gitters ist in C anstatt Fortran geschrieben.
Wie wir aus dem Abschnitt Verschiedene Programmiersprachen im Kapitel 2 wissen, ist die
Verkniipfung des Automatischen Differenzierens mit unterschiedlichen Programmiersprachen
nicht so einfach und in diesem speziellen Fall ist es aufgrund des Umfanges des Programms
und der Uniibersichtlichkeit nicht realisierbar, da man mit globalen Speicherbereichen arbei-
tet und Comet nicht fiir die direkte Manipulation der Gitter ausgelegt ist. Wollte man diese
Einschriankung beheben, miisste Comet zu grofSen Teilen um- beziehungsweise neugeschrie-
ben werden. Um die Probleme der Vermischung der Programmiersprachen zu vermeiden, ha-
ben wir bei der Gitterbewegung die Einschrinkung, dass wir die Volumen der Zellen nicht
verindern diirfen. Da wir als Modellproblem die Anderung der Auftriebskrifte beziiglich des
Anstellwinkels betrachten, ist dies fiir uns keine wirkliche Einschrinkung, da die Volumen der
Zellen invariant beziiglich der Rotation sind.

%Dies ist der Standardfall in Comet.
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Wir betrachten die Gitter-Konfigurationen in der Reihenfolge, wie wir sie untersucht haben
und welche Probleme wir mit der entsprechenden Anderung untersucht haben.

Testfall 1

Bei dieser Testkonfiguration haben wir uns an der bereits mit Caffa untersuchten Geometriean-
ordnung orientiert. Die signifikanteste Anderung betrifft das Profil des Tragfliigels. Wihrend
wir bei Caffa ein Naca0OO15-Profil betrachtet haben, verwenden wir hier ein Eppler-Profil mit
der Nummer E420. Diese Anderung beruht auf der Erkenntnis, dass das verwendete Eppler-
Profil bessere Eigenschaften besitzt.

Slip-Condition

Sliding-Interface Noslip-Condition

Outflow-Condition

Flow-Area

POLLLLELLELELLLLLLL

Inflow-Condition
LLLLLLLLLLLLLLLLL L

Slip-Condition
Abbildung 3.19: Testfall Stromungssimulation: Tragfltigel.

Ein weiterer Unterschied zur Konfiguration von Caffa betrifft die Art der Gittererzeugung und
die Art der Gitterbewegung in Comet. Im Detail heif3t dies, dass die Geometrie in Caffa den
Bogen nur aus Griinden der Geometrie-Beschreibung benotigt, in Comet haben wir, wie in der
Abbildung 3.19 zu sehen ist, eine gerade Einstromfront. Da wir die Gitterbewegung in Comet
mit einem anderen Ansatz realisieren miissen, ist das Gebiet in zwei Blocke aufgeteilt: Einen
starren Block und einen rotierenden Block, in welchem der Tragfliigel eingebettet ist. Die bei-
den Blocke sind mit einem sliding Interface gekoppelt.

Die Erwartung, dass sich die beschriebene Geometrie dhnlich wie der Testfall in Caffa verhilt,
konnte leider nicht erfiillt werden. Die Stromungsgrof3en haben zwar ein physikalisches Ver-
halten gezeigt, sodass wir einen gravierenden Fehler in der Beschreibung der Geometrie und
der Parameterwahl ausschlieen kdnnen, allerdings hat sich dieses Verhalten nicht auf die Ab-
leitungswerte iibertragen.

Die Konfiguration der Losungsmethoden sowie die der Stromungsparameter beschreiben wir
im Anschluss an die Beschreibung der drei Geometrie-Varianten.

®1n diesem Fall ist mit , besseren Eigenschaften , gutmiitigere” Eigenschaften gemeint.
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Testfall 2

Im zweiten Testfall modifizieren wir den Testfall 1, sodass wir die auftretenden Probleme mit
den Ableitungswerten aufgrund schlechter Zellengeometrie ausschlieen konnen. Um dies zu
gewdhrleisten, haben wir den Tragfliigel durch einen Zylinder als umstrémten Korper ersetzt.

Da ein Zylinder ein rotationssymmetrischer Korper ist, kennen wir das physikalische Verhalten
beziiglich einer Anderung des Anstellwinkels, wobei hier die Bezeichnung Anstellwinkel nur
im direkten Vergleich mit dem Testfall 1 passend ist. Da es sich um einen rotationssymmetri-
schen Korper handelt sind die auf ihn wirkenden Krifte unabhingig des ,,Anstellwinkels™.

Slip-Condition

Sliding-Interface Noslip-Condition

Inflow-Condition
PLLLLLLULLLELLLLLEL L
ILLLLLLLLLELLLLLL L

Outflow-Condition

Flow-Area

Slip-Condition
Abbildung 3.20: Testfall Stromungssimulation: Kreis.

In der Abbildung 3.20 sehen wir die Konfiguration des Testfalls 2. Wir sehen direkt, dass
wir - bis auf den umstromten Korper - die gleiche Geometrie wie bei Testfall 1 gewéhlt ha-
ben. Die numerischen Experimente mit dieser Konfiguration haben uns gezeigt, dass die Di-
vergenz der Ableitungswerte aus dem ersten Testfall nicht auf schlechte Gittereigenschaften
zuriickzufiihren ist.

Testfall 3

Da wir mit dem zweiten Testfall die Zellengeometrie bei einem umstromten Tragfliigel als
Ursache ausschlieBen konnten, betrachten wir in diesem Fall erneut ein Eppler E420 als Trag-
fliigel. In der Abbildung 3.21 ist die Geometrie dieses Testfalls veranschaulicht.

Wir sehen direkt, dass wir in diesem Testfall kein sliding Interface haben. In diesem Testfall

mochten wir iliberpriifen, ob das sliding Interface eine mogliche Ursache fiir die auftretenden
Probleme bei der Berechnung der Ableitungswerte ist.
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Noslip-Condition

Inflow-Condition Outflow-Condition

Flow-Area

Abbildung 3.21: Testfall Stromungssimulation: Tragfliigel rundes Simulationsgebiet.

Die Konfiguration der Gittergeometrie entspricht der aus dem Fall des festen Gitters. Aber
anstatt dass wir die Einstrombedingung in der Richtung variieren, drehen wir in diesem Fall
das gesamte Gitter.

Untersuchungen

Da die Anwendung des Automatischen Differenzierens bei Comet in Kombination mit be-
wegten Gittern nicht funktioniert hat, haben wir eine Vielzahl von Methoden und Verfahren
getestet, um die Ursache beziehungsweise die Ursachen fiir das Nichtfunktionieren zu lokali-
sieren.

Wir klassifizieren die Methoden und Verfahren nun zuerst und betrachten diese dann detail-
liert. Neben den beschriebenen Geometrien haben wir die Losung der Gleichungssysteme und
die Art der Gradienten-Berechnung sowie die Stromungsparameter der Simulationen variiert
und untersucht.

Gitter-Konfiguration

Wir haben drei Gittervarianten untersucht, um auszuschlieBen, dass die numerischen Expe-
rimente aufgrund einer schlechten Geometrieeigenschaft bei der Berechnung der Ableitungs-
werte misslingen.

Da die Berechnung der direkt simulierten Grofle und die auf den Koérper wirkenden Kraft in
allen Geometrievarianten stabil berechnet werden kann, konnen wir ausschlieBen, dass eine
grundsitzliche Fehlkonfiguration der Geometrie beziehungsweise der Geometriegrofien vor-
liegt.

Um die naheliegende mdogliche Ursache fiir dieses Verhalten zu untersuchen, haben wir die
Geometrie des umstromten Korpers durch einen Zylinder ersetzt. So ist sichergestellt, dass al-
le Zellen gute Eigenschaften besitzen und nicht verzerrt sind oder ungiinstige Eigenschaften
aufgrund spitzer Winkel besitzen. Da diese Modifikation keine Anderung im Verhalten bei der
Berechnung der Ableitungswerte bewirkt hat, miissen wir weitere Untersuchungen anstellen.
Damit verbleibt noch die Méglichkeit, dass das sliding Interface als mogliche Problemstelle
bei der Berechnung der Ableitungswerte fungiert. Dies haben wir durch die Verwendung der
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bereits erprobte Geometrie aus dem unbewegten Comet-Fall zur Berechnung der Ableitungs-
werte mittels der Variation des Anstromwinkels untersucht.

Dass das Problem im Testfall in dem wir das Gitter vollstindig drehen, an den Eigenschaften
der Zellen liegt, kann aufgrund der positiven Ergebnisse im unbewegten Fall ausgeschlossen
werden. Damit eriibrigt sich die Betrachtung eines vollstindig bewegten Gitters in Verbindung
mit einem umstromten Zylinder.

Losung linearer Gleichungssysteme

Den Einfluss der Losungsverfahren fiir die auftretenden linearen Gleichungssysteme haben wir
bei der Problemanalyse beriicksichtigt. Da wir den Quellcode von Comet mittels dem Source-
Transformations-Ansatz differenziert haben, wurden die Ableitungswerte der Gleichungssys-
teme zundchst einfach mitberechnet. Da es bei diesem Vorgehen das Risiko gibt, dass zwar
die Losung der Funktionswerte konvergiert hat, aber die zu den Ableitungswerten gehdrende
Losung noch nicht konvergiert hat, haben wir ebenfalls die in der Bemerkung 2.2.12 beschrie-
bene Transformation angewandt. Damit haben wir zum Einem einen geringeren Aufwand beim
Losen der Gleichungssysteme, zum Anderen kdnnen wir die Konvergenz der Ableitungswer-
te kontrollieren und die Vorkonditionierungsmethoden des urspriinglichen Ldsungsansatzes
konnen auch auf das Problem angewandt werden.

Bei der Simulation konnten wir sicherstellen, dass sowohl die Losung des urspriinglichen Pro-
blems als auch die Losung der Ableitung konvergieren. Bei den Ableitungswerten traten nach
vorangeschrittener Simulationszeit allerdings Divergenzprobleme auf, da die Werte des rechten
Seiten Vektors ein extremes Oszillationsverhalten bekommen haben. Wir konnten dieses Ver-
halten durch eine Erh6hung der Anzahl der Iterationen kurzzeitig beheben. Einige Zeitschritte
spiter ist dieses Verhalten allerdings erneut aufgetreten.

Gradienten-Approximation

Hier untersuchen wir den Einfluss, den die Verwendung der Gradienten-Approximationsme-
thode auf die Giite der Simulationsergebnisse hat.

Comet stellt zwei Verfahren zur Gradienten-Approximation zu Verfiigung. Die Standardkonfi-
guration, mit der wir bisher alle Untersuchungen durchgefiihrt haben ist die sogenannte Klein-
ste-Quadrat-Methode. Hier testen wir explizit die Verwendung der alternativen Approximati-
onsmethode, die den Satz von Gaul3 verwendet. Beide Verfahren haben wir bereits beschrieben.
Der Vergleich der Simulationen mit der Gradienten-Approximation mit dem Ansatz der Klein-
sten-Quadrate zu der Methode mit dem Satz von Gauf}, welche auch in Caffa verwendet wird,
hat zwei Ergebnisse hervorgebracht. Die Ableitungswerte neigen nicht zur vollstindigen Di-
vergenz, allerdings konvergieren sie auch nicht gegen einen festen Wert, sondern zeigen ein
oszillierendes Verhalten, sodass wir nicht bestimmen konnen, ob die Werte stimmen. Die be-
rechneten Kraftwerte zeigen ebenfalls ein leicht oszillierendes Verhalten, sodass wir keine Wer-
te mit Finiten-Differenzen berechnen konnen, die Aussagekréftig sind.

In der Abbildung 3.22 sehen wir das im vorherigen Abschnitt beschriebene oszillierende Ver-

halten, dass auf die Verwendung des Gaul3’schen Gradienten-Approximationsansatzes zuriick-
zufiihren ist.
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Abbildung 3.22: Wirkende Kraft auf den Tragfliigel in z-Richtung.

Das beobachtete Verhalten hat uns gezeigt, dass die Verwendung dieses Gradienten-Approxi-
imationsansatzes zwar eine gewisse Verbesserung der Berechnung der Ableitungswerte be-
wirkt, aber die Ergebnisse der urspriinglich beobachteten Grof3en sind zu ungenau, um eine
befriedigendes Ergebnis zu erhalten und die Ergebnisse beurteilen zu kdnnen.

Wir kdnnen mit der Wahl der Methode zur Gradientenberechnung innerhalb der Finiten-Volu-
men-Methode bei Comet zwar Einfluss auf das Verhalten der Ableitungsberechnung mittels
dem Automatischen Differenzieren nehmen, allerdings sind bei der Methode, die auf dem Satz
von Gauf basiert, die urspriinglichen Werte in unserem Fall zu instabil. Somit kénnen wir auch
mit diesem Mechanismus keine zufriedenstellenden Simulationsergebnisse erzielen.

Kontrolle der Programmstruktur

Um sicherzustellen, dass die auftretenden Probleme nicht durch einen Fehler der Programm-
struktur - damit ist gemeint, dass bei der Anwendung des Automatischen Differenzierens ver-
sehentlich in Speicherbereiche geschrieben wird, die dafiir nicht vorgesehen sind - verursacht
werden, haben wir die Bedatung so gewdhlt, dass wir ein triviales Ergebnis erhalten. Unter
der Bezeichnung ,.triviales Ergebnis ““ verstehen wir die konstante Null-Losung sowohl bei den
urspriinglichen Grofen, als auch bei den abgeleiteten GrofBen.

Dies haben wir in zwei Variationen gemacht zuerst haben wir die Null-Einstrombedingung
gewdhlt, als zweite Variante haben wir bei einer Simulation mit einer von Null verschiedenen
Bedatung die Druckwerte in jedem Iterationsschritt fix auf den Wert Null gesetzt. In beiden
Fiéllen waren die beobachteten Ableitungswerte und auch die urspriinglichen Groflen stabil.
Wurde beim Setzen der Druckwerte wihrend der Simulation ein von Null verschiedener Wert
gewihlt, waren die abgeleiteten Groflen einige Iterationen stabil, bis sie langsam angefangen
haben, beginnend durch ein leichtes Rauschen, zu divergieren.

Somit kénnen wir ein grundsitzliches Problem in der Programmstruktur ausschlieBen, da die
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urspriinglichen Grofien stabil sind und wir bei Bedatung mit einer trivialen Losung diese auch
erhalten und wir, wie bereits im Punkt Ldosung lineare Gleichungssysteme erwihnt, sicherstel-
len konnen, dass die auftretenden linearen Gleichungssysteme auch fiir die zugehorigen Ablei-
tungswerte korrekt gelost werden.

Parameter-Konfiguration

Die Parameter Konfiguration umfasst eine ganze Reihe an Festlegungen, die die Simulation
beschreiben.

Zum einen haben wir dort das Fluid auf die Eigenschaften der Luft festgelegt. Diese Wahl
haben wir nicht variiert, da das betrachtete Profil fiir Stromungen in der Luft ausgelegt ist.
Ebenfalls variieren wir die Temperatur nicht und halten diesen Wert bei einer Temperatur von
10°C fest, da eine Temperatur in dieser Groflenordnung einen zu vernachldssigenden Einfluss
auf das Verhalten der Stromung hat.

Als variable Grofle haben wir zwei Werte genommen. Zuerst die Geschwindigkeit, da sie den
groften Einfluss auf die Stromung hat. Als zweite variable Grée haben wir den Anstellwinkel
variiert um auszuschliefen, dass wir uns in einem Bereich des Anstellwinkels befinden, in dem
das Profil ein nicht differenzierbares oder gar ein unstetiges Verhalten aufweist.

Da wir mit dem Ansatz des festen Gitters bei gleichen Parametern stabile Werte sowohl bei
den urspriinglichen Grof3en als auch bei den Ableitungen erhalten haben und sich dieses Ver-
halten bei der Betrachtung in bewegten Gittern auf die urspriinglichen GréBen iibertragen hat,
konnen wir ausschliefen, dass die aufgetretenen Probleme nur aufgrund einer schlechten Wahl
der Parameter herriihren.

Erkenntnisse

In diesem Abschnitt erldutern wir die Erkenntnisse liber die Anwendbarkeit des Automatischen
Differenzierens bei der Stromungssimulation mit dem Programmen Comet. Zusammenfassend
konnen wir die Erkenntnisse der Berechnung von Ableitungswerte innerhalb von Comet mit
dem Automatischen Differenzieren in zwei Punkte aufteilen.

Festes Gitter

Bei der Betrachtung einer Simulation mit einem festen Gitter ist es moglich, Ableitungswerte
stabil mit dem Automatischen Differenzieren zu berechnen, da die zugrundeliegende Simula-
tion fiir diese Berechnung stabil ist. Diese Simulationskonfiguration wurde bereits im Rahmen
der Diplomarbeit Automatic Differentiation in flow Simulation [Lei07] durchgefiihrt und vali-
diert. Im Rahmen dieser Arbeit haben wir diese Ergebnisse als Referenz zur Beurteilung der
zusitzlichen Konfigurationen hinzugezogen.

Bewegtes Gitter

Fiir die Betrachtung einer Simulation mit bewegtem Gitter miissen wir leider festhalten, dass
es in dieser Form bei Comet nicht moglich ist, Ableitungswerte mit dem Automatischen Dif-
ferenzieren stabil zu berechnen, da aufgrund einer Vielzahl von unterschiedlichen Problemen
die berechneten Ableitungswerte nicht stabil sind und somit nicht dem wahren Ableitungswert
entsprechen. Allerdings konnten wir feststellen, dass dieses Phinomen nicht auf strukturelle
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Probleme im Programmfluss oder der Bedatung der Stromungsgrofien basiert, sondern auf -
sich verstirkende - numerische Problemen beruht. Um diese Probleme zu beheben wére es
notwendig Comet, in weiten Bereichen neu zu schreiben bzw. zu entwickeln um sicher zu stel-
len, dass die Probleme behoben sind. Hierfiir erwdhnen wir exemplarisch die Bewegung der
Gittergeometrie.

3.4 Ergebnisse

Die Beurteilung der Simulationsergebnisse fallt zweigeteilt aus. Zum einen kénnen wir die
Aussage treffen, dass die Anwendung des Automatischen Differenzierens grundsétzlich im
Bereich der Stromungssimulation mit Finiten-Volumen moglich ist, wie wir aus den Ergeb-
nissen der Testreihe mit dem Programm Caffa gesehen haben. Allerdings ist die Anwendung
des Automatischen Differenzierens bei Comet mit bewegten Gittern fehlgeschlagen, da massiv
numerische Probleme aufgetreten sind.

Im Folgenden betrachten wir die Ergebnisse der beiden Programme nochmals etwas differen-
zierter.

3.4.1 Caffa

Die Beurteilung der Simulation mit Automatischen Differenzieren bei Caffa fillt durchweg po-
sitiv aus.

Wir haben, aufgrund der homogenen Programmstruktur eine sehr einfache Anwendbarkeit des
Automatischen Differenzierens mit dem Quellcode-Transformations-Tool Tapenade.

Die innere Programmstruktur - im Speziellen, dass die Gitterbewegung vollstindig in dem
Quellcode von Caffa realisiert ist - vereinfacht die Anwendung des Automatischen Differen-
zierens bei bewegten Gittern. Da die Zellen nicht nur durch die Bewegung des Randes transfor-
miert werden, sondern das Gitter noch geglittet wird und dies fiir die Berechnung der Ableitung
beriicksichtigt wird, hat das Gitter weiterhin gute Eigenschaften.

Dadurch ist gewdhrleistet, dass durch die Drehung die Konvergenz der urspriinglichen Grofien
im Vergleich zur Simulation ohne AD nicht beeinflusst wird und alle Einfliisse der Gitterbewe-
gung im abgeleiteten Code beriicksichtigt werden. Dadurch ist ein vollstdndiger und transpa-
renter Informationsfluss gewihrleistet.

In den Abbildungen 3.23 und 3.24, die im Rahmen der Diplomarbeit Automatic Differentia-
tion in flow simulation [Lei07] erstellt wurden, sehen wir die guten Simulationsergebnisse von
Caffa.

In der Abbildung 3.23 ist die Auftriebskraft, die auf den Tragfliigel in Abhédngigkeit des An-
stellwinkels wirkt dargestellt.

In Abbildung 3.24 sehen wir Ableitungswerte, die mit dem Automatischen Differenzieren
berechnet wurden im Vergleich zu den berechneten Finiten Differenzen. Wir sehen direkt, dass
die mit dem Automatischen Differenzieren berechneten Ableitungswerte realistisch sind und
im Vergleich zu den den Finiten-Differenzen-Werten einen glittenden Effekt besitzen.
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Abbildung 3.23: Auftriebskraft am Tragfliigel.
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Abbildung 3.24: Ableitungswerte mittels AD und Finiten-Differenzen.

3.4.2 Comet

Bei Comet haben wir keine so positive Ergebnisbilanz wie bei Caffa. Fiir die abschlieende
Beurteilung der Ergebnisse beziehen wir auch Erkenntnisse und Untersuchungen mit ein, die
im Rahmen der Diplomarbeit [Lei07] gewonnen wurden, da sie nach den weiteren Untersu-
chungen im Rahmen dieser Arbeit in einem neuen Licht erscheinen.

Wir unterteilen die Erkenntnisse in zwei Bereiche. Zuerst fassen wir zusammen, welche Ansét-
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ze funktioniert haben und welche Ansitze nicht funktioniert haben. Anschlieend beschiftigen
wir uns mit den Griinden fiir die Ergebnisse.

Festes Gitter

Diese Konfiguration hatten wir ja schon, wie oben beschrieben, in der Arbeit [Lei07] unter-
sucht. Zum jetzigen Zeitpunkt konnen wir die Ergebnisse, die wir damals gewonnen haben,
besser und vollstdndiger beurteilen.
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Abbildung 3.25: Krifte in x- und y-Richtung, die auf den Tragfliigel in Abhéngigkeit des An-
stromwinkels wirken.

Wie wir in den Abbildungen 3.25 und 3.26 sehen, haben wir hier - wie bei der Simulation
mit Caffa - gute Simulationsergebnisse, sowohl fiir die Auftriebskraft als auch fiir die Ablei-
tungswerte. Allerdings wissen wir nach umfangreicheren Untersuchungen, dass diese guten
Simulationsergebnisse durch die verwendeten Algorithmen zur Bewegung des Gitter zunichte
gemacht werden und keine grundsitzlichen guten Eigenschaften von Comet fiir dieses Verhal-
ten verantwortlich sind. Diese Programmstruktur ist auch bei der Berechnung der Ableitungs-
werte stabil, da Comet hochoptimiert auf Stabilitit und Geschwindigkeit ist und wir nicht in
die inneren Strukturen und Mechanismen eingreifen miissen.
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Abbildung 3.26: Ableitungswerte in y-Richtung mittels AD und Finiten-Differenzen.

Bewegtes Gitter

Bei der Untersuchung von Simulationen mit einem bewegten Gitter konnen wir festhalten,
dass diese Konfigurationen bei Comet in dieser Form nicht moglich sind. Dies basiert auf einer
Reihe von unterschiedlichen Ereignissen. Wir konnen allerdings mit Sicherheit festhalten, dass
keine grundlegenden Fehler bei der Anwendung vom AD bei Comet geschehen sind. Dies
haben wir in den vorher beschriebenen Untersuchungen ausgeschlossen.

Griinde

Wie wir schon im vorherigen Abschnitt beschrieben haben, kénnen wir nicht einen Grund
alleine als Grund fiir das Scheitern der Berechnung von Ableitungswerten mit dem Automati-
schen Differenzieren identifizieren. Als zusammenfassende Erkenntnis konnen wir festhalten,
dass die Bewegung der Gitter, wie sie in Comet realisiert ist, zu Instabilititen bei der Be-
rechnung der zugehorigen differenzierten GroBen fiihrt. Auf dieses Verhalten konnen wir nicht
ohne die Struktur von Comet grundlegend zu 4dndern, Einfluss nehmen. Um die Gitterbewegung
tiberhaupt fiir das Automatische Differenzieren erfassbar machen zu konnen, miissen wir schon
etwas in die innere Struktur von Comet eingreifen da die Gittebewegung normalerweise iiber
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3 Strémungsdynamik

einen externen Mechanismus mit einer Metasprache realisiert ist. Dadurch konnen keine sta-
bilisierenden Algorithmen auf die Gitterbewegung wirken. Zudem ist die verwendete Methode
zur Gradienten-Berechnung in der Finiten-Volumen-Simulation zwar, was die Gitterbewegung
betrifft, sehr stabil, allerdings nicht fiir die Berechnung der Ableitungswerte.
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4 Finanzmathematik

In diesem Kapitel betrachten wir finanzmathematische Simulationen zur Berechnung von Opti-
onspreisen. Das Kapitel hat folgenden Aufbau: Zuerst betrachten wir einige elementare Grund-
lagen der Finanzmathematik und bauen auf diesen Grundlagen anschlieSend das Black-Scholes
und das Heston-Modell auf. Zuletzt wenden wir auf diese Modelle das Automatische Differen-
zieren an und diskutieren die Resultate.

4.1 Grundlagen

In diesem Abschnitt befassen wir uns mit den Optionen und der Integration.

4.1.1 Optionen

In diesem Abschnitt stellen wir die wesentlichen Arten und Eigenschaften von finanzmathema-
tischen Optionen vor. Wir beginnen mit einer allgemeinen Definition einer Option, bevor wir
uns mit der Klassifizierung befassen. Der folgende Abschnitt basiert auf den Vorlesungsskrip-
ten Financial Mathematics I von Kiesel [Kie04], und Numerische Methoden der Finanzmathe-
matik von Griine [Gri09].

Definition 4.1.1 (Option)

Unter einer Option im Finanzbereich versteht man, dass der Kdufer der Option ein Recht kaufft,
ein gewisses Produkt zu vorher vereinbarten Konditionen zu kaufen beziehungsweise zu ver-
kaufen. Dies nennt man das Recht, die Option auszuiiben. Allerdings hat der Kdiufer nicht die
Pflicht die Option auszuiiben.

Im Allgemeinen handelt es sich um das Recht eine Aktie, Rohstoffe oder Wihrungen zu einem
bestimmten Kurs oder Preis zu kaufen beziehungsweise zu verkaufen. Die Option ist damit als
Instrument zur Absicherung gegen Kursschwankungen gedacht.

Optionen konnen wir nach zwei Kriterien unterscheiden. Zum einen nach der Art des Aus-
iibungsrechtes, das heiBt, ob wir das Recht haben etwas zu kaufen (Call') oder zu Verkaufen
(Put?). Das andere Kriterium ist die Filligkeit, wann wir die Option ausiiben diirfen. Ubliche
Formen sind die Europdische-Option und die Amerikanische-Option, seltener ist die Bermuda-
Option. Weitere Optionsarten sind zum Beispiel die Asiatische-Option oder die Barrier-Option.
Die genannten Varianten gibt es sowohl als Put-Optionen, wie auch als Call-Optionen.

Wir befassen uns nun etwas ausfiihrlicher mit den unterschiedlichen Typen an Optionen, bevor
wir uns mit der Frage, wie man den Preis einer Option berechnet, befassen.

"Eine Call-Option wird auch Kaufoption genannt, allerdings hat sich die englische Bezeichnung auch im deut-
schen Sprachgebrauch durchgesetzt.
’Die deutsche Bezeichnung ist Verkaufsoption, auch hier ist die englische Bezeichnung, Put-Option, iiblich.
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4 Finanzmathematik

Call-Option

Nun betrachten wir die Call-Option detailliert. Zunichst analysieren wir, welche Einflussfakto-
ren in eine Call-Option einflieBen. Dazu betrachten wir zuerst die Definition einer Call-Option.

Definition 4.1.2 (Call-Option)
Die Call-Option gibt dem Kdiufer der Option das Recht, das vereinbarte Produkt zu einem
oder mehreren festgelegten Zeitpunkten, beziehungsweise in einem Zeitfenster zu einem vorher
vereinbarten Preis zu kaufen.

Aus der Definition ergibt sich direkt, dass der aktuelle Marktpreis des Produktes und der ver-
einbarte Kaufpreis des Produktes den Wert der Option beeinflussen.

Bemerkung 4.1.3 (Eigenschaften der Call-Option)

Die Auszahlungsfunktion einer Call-Option hat folgende Charakteristik: Ist der Preis des Pro-
duktes zum Ausiibungszeitpunkt kleiner oder gleich dem vereinbarten Preis, ist der Wert der
Option Null. Fiir einen Preis der grofler dem vereinbarten Preis ist, ist damit der Wert gleich
der Differenz zwischen dem vereinbarten Preis und dem tatsdchlichen Preis. Die grafische Dar-
stellung dieses Verhaltens sehen wir in der Grafik 4.1.

Wert der Option

Produkt Preis

Abbildung 4.1: Auszahlungsfunktion einer Call-Option.

Damit ergibt sich folgender Ausdruck fiir den Wert der Call-Option:
¢ =max(0,5 — Sy), 4.1)

wobei S, den vereinbarten Kaufpreis und S den Preis beim Ausiibungszeitpunkt bezeichnet.

Put-Option
Nun betrachten wir die Put-Option, die deutsche Bezeichnung ist Verkaufs-Option.

Definition 4.1.4 (Put-Option)
Die Put-Option gibt dem Kdufer der Option das Recht, das vereinbarte Produkt zu einem oder
mehreren festgelegten Zeitpunkten beziehungsweise in einem Zeitfenster zu einem vorher ver-
einbarten Preis zu verkaufen.
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4.1 Grundlagen

Analog zur Call-Option ergibt sich der Wert der Put-Option auch aus dem aktuellen Preis des
Produktes und dem vereinbarten Verkaufspreis des Produktes.

Bemerkung 4.1.5 (Eigenschaften der Put-Option)

Die Auszahlungsfunktion einer Put-Option hat folgende Charakteristik: Ist der Preis des Pro-
duktes zum Ausiibungszeitpunkt grofser oder gleich dem vereinbarten Preis. so ist der Wert der
Option Null. Fiir einen Preis der kleiner dem vereinbarten Preis ist, ist damit der Wert gleich
der Differenz zwischen dem vereinbarten Preis und dem tatscichlichen Preis. Die grafische Dar-
stellung dieses Verhaltens sehen wir in der Grafik 4.2.

Wert der Option

Produkt Preis

Abbildung 4.2: Auszahlungsfunktion einer Put-Option.

Damit ergibt sich folgender Ausdruck fiir den Wert der Call-Option:
p = max(0,S, — 5), 4.2)

wobei S, den vereinbarten Verkaufspreis und S den Preis beim Ausiibungszeitpunkt bezeich-
net. Im Folgenden betrachten wir Optionsarten, die sich im Ausiibungszeitpunkt unterscheiden.

Europaische Option

Wir betrachten nun eine Call-Option. Die Aussagen sind analog auf die Put-Option {ibertragbar.
Diese Einschriankung treffen wir nur um die Notation einfacher zu halten.

Definition 4.1.6 (Europiische-Option)
Bei einer Europdischen-Option erwirbt der Kdufer zum Zeitpunkt t = 0 das Recht, die Option
zum vorher vereinbarten Endzeitpunkt t = T" auszuiiben.

Diese Art der Option ist sinnvoll, wenn man sich gegen Kursschwankungen zu einem festen
Zeitpunkt absichern méchte. Als Beispiel konnte man folgende Situation betrachten: Wenn
man weil3, dass man zum Begin des Winters seinen Heizoltank fiillen muss, konnte man bei-
spielsweise rechtzeitig einen Hochstbetrag vereinbaren.

Bemerkung 4.1.7 (Eigenschaften der Européischen-Option)
Durch den fest vereinbarten Ausiibungszeitpunkt ist die Betrachtung im Vergleich zur
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4 Finanzmathematik

Amerikanischen- oder Bermuda-Option einfach zu berechnen, da nur ein fester Zeitpunkt be-
trachtet werden muss.
Fiir den tatsdchlichen Wert der Option spielt nur der Endzeitpunkt eine Rolle.

Eine Option mit flexiblmn Ausilibungszeitpunkt betrachten wir nun im Anschluss mit der
Amerikanischen-Option.

Amerikanische-Option

Analog zur Europidischen-Option beschrianken wir uns hier auf die Betrachtung einer Call-
Option.

Definition 4.1.8 (Amerikanische-Option)

Bei einer Amerikanischen Option erwirbt der Kdufer das Recht, die Option im Zeitintervall
I := [0, T] auszuiiben. Damit steht der Ausiibungszeitpunkt beim Kauf der Option noch nicht
fest. Lediglich der spdteste Ausiibungszeitpunkt ist damit festgelegt.

Bemerkung 4.1.9 (Eigenschaften der Amerikanischen-Option)

Die komplette Preisentwicklung im Intervall IT beeinflusst den Wert der Option. Damit ist die
Berechnung des Wertes einer Amerikanischen-Option um einiges komplexer als die Berechnung
des Wertes einer Europdischen-Option.

Man kann die Berechnung auf ein Hindernisproblem, wie zum Beispiel in Numerische Losung
des parabolischen Hindernisproblems mit einer inneren Punkte-Methode von Wick [Wic00]
beschrieben, zuriickfiihren.

Zuletzt betrachten wir noch einige sogenannte exotische Optionen.

Andere Optionen

In diesem Abschnitt geben wir einen kurze Uberblick iiber andere verbreitete Arten von Optio-
nen, sowohl was den Ausiibungszeitpunkt als auch die Auszahlungsfunktion betrifft.

Bermuda-Option

Die Bermuda-Option ist eine Zwischenform aus Amerikanischer- und Europiischer-Option,
woher auch der Bergriff Bermuda-Option kommt, da die Bermudas zwischen Amerika und
Europa liegen. Bei der Bermuda-Option darf der Kéufer zu mehreren fixen Zeitpunkten sein
Optionsrecht ausiiben. Damit gibt es mehr mogliche Ausiibungszeitpunkte als bei der Eu-
ropdischen-Option und weniger als bei der Amerikanischen-Option.

Asiatische-Option

Anders als es die Kontinentale-Bezeichnung vermuten ldsst, unterscheidet sich die Asiatische-
Option nicht im Ausiibungszeitpunkt von den bisherigen Optionen.

Die Asiatische-Option betrachtet nicht den Wert eines Produktes zu einem Zeitpunkt sondern
den Mittelwert des Produktes iiber die gesamte Laufzeit der Option. Man unterscheidet in-
nerhalb der Asiatischen-Optionen noch die Art der Durchschnittsbildung. Hierzu seien die
Arithmetische-Asiatische-Option und die Geometrische-Asiatische-Option erwihnt.
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4.1 Grundlagen

Barrier-Option

Hier betrachtet man zwei grundlegend unterschiedliche Varianten:
Die Knock-Out-Option ist eine Option, die verfillt, wenn der Preis des Produktes innerhalb der
Laufzeit eine gewisse Schranke iiberschreitet.

Die Knock-In-Option ist eine Option, die erst aktiv wird, wenn der Preis des Produktes in-
nerhalb der Laufzeit eine gewisse Schranke iiberschreitet. Ansonsten verfillt die Option.

Weitere Exotische-Optionen, auf die wir nicht weiter eingehen werden: sind: Chooser-Optionen,
Cliquets-Optionen, Lookback-Optionen, Range-Optionen oder Russische-Optionen.

Einfithrungen in die Theorie der Optionen bieten folgende Quellen: Vorlesungsskript Finanz-
mathematik von Frey und Schmidt [FSOS], Financial Mathematics I von Kiesel [Kie04] oder
auch Numerische Methoden der Finanzmathematik von Lars Griine [Grii09].

4.1.2 Integration

In diesem Abschnitt befassen wir uns mit einigen numerischen Integrationsverfahren, die in der
Finanzmathematik Anwendung finden. Als erstes betrachten wir das wohl bekannteste Verfah-
ren innerhalb der Finanzmathematik: die Monte-Carlo-Simulation. Anschliefend betrachten
wir den darauf basierenden Algorithmus der Quasi-Monte-Carlo-Simulation. Zuletzt betrach-
ten wir noch drei Quadratur-Regeln, die nicht auf einem der ersten beiden Verfahren basieren:
Die GauB-Quadratur?, die Laguerre—Quadratur4 und die Kronrod-Quadratur”.

Monte-Carlo-Simulation

Monte-Carlo-Methoden sind Algorithmen, die auf der sehr hdufigen Wiederholung von Zu-
fallsexperimenten beruhen. Die grundlegende Idee dieser Verfahrensklasse geht auf Enrico
Fermi® zuriick, wihrend die ersten Arbeiten auf Stanislaw Ulam’ und John von Neumann®
zuriickgehen. Hierzu sei folgende Arbeit genannt Statistical Methods in Neutron Diffusion
[NR47]. Die Geschichte der Entwicklung von Monte-Carlo-Methoden findet man im Arti-
kel THE BEGINNING of the MONTE CARLO METHOD von N. Metropolis [Met87]. Die
Grundziige der Monte-Carlo Methoden wurden im Los Alamos National Laboratory in den
1940er Jahren im Rahmen des Manhattan-Project entwickelt.

Hier beschrinken wir uns mit der Betrachtung der Monte-Carlo-Simulation zur Berechnung
von Integralwerten. Im folgenden sei

()= [ fayts 43)

der exakte Wert des Integrals. Fiir die Gleichung (4.3) gilt, dass f(z) eine integrierbare Funk-
tion auf dem Gebiet Q ist, fiir die gilt f : Qy — R. Weiter ist @ € Qo c R% d € NN.

3Benannt nach dem deutschen Mathematiker Johann Carl Friedrich Gau (1777-1855).
“Benannt nach dem franzosischen Mathematiker Edmond Nicolas Laguerre (1834-1886).
SBenannt nach dem russischen Mathematiker Aleksandr Semenovich Kronrod (1921-1986).
61901-1954 Kernphysiker

71909-1984 Mathematiker

§1903-1957 Mathematiker
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4 Finanzmathematik

Den Wert der numerischen Integration beschreiben wir mit Q) i o(f), wobei N die Feinheit der
Approximation angibt. Fiir die Monte-Carlo-Simulation ergibt sich damit folgender Ausdruck:

0] N
Qn.al W Z (4.4)
Dass fiir Q@ (f) aus Gleichung (4.4) der Zusammenhang:

N—o
Qualf) = Ia(f), (4.5)
folgt, miissen folgende Voraussetzungen gelten:

x; ist eine gleichverteilte Folge, x; € {2 und 46)
f € der Riemann-integrierbaren Funktionen. '

Die obige Aussage kdnnen wir in einem Satz zusammenfassen:

Satz 4.1.10 (Konvergenz der Monte-Carlo-Simulation)
Gelten die Bedingungen aus den Gleichungen (4.6), dann gilt, dass Q)N o aus der Gleichung
(4.4) die Konvergenzeigenschaft von Gleichung (4.5) erfiillt.

Nun betrachten wir ein Beispiel zur Monte-Carlo-Simulation:

Beispiel 4.1.11 (Monte-Carlo-Quadratur)
In diesem Beispiel betrachten wir zundchst folgende Funktion:

f(z) :== —32% 42, (4.7)
auf dem Integrations Interval Q) := [—1,1]. Die Stammfunktion der Funktion f(x) aus Glei-
chung (4.7) ist

F(x)=—2*+2-x. (4.8)

Fiir das Integral ergibt sich mit der Stammfunktion (4.8),

IQ] = /Qf(x)dac =2. 4.9)

Wir berechnen nun den Integralwert zusdtzlich mit der Monte-Carlo-Simulation. Dazu verwen-
den wir ein C++-Programm, welches wir auf der CD im Verzeichnis
Programme/ex:MonteCarlo01 finden.

0
Qa.n == ’I‘;Nf(xn). (4.10)

Die Punkte x.,, sind gleichverteilte Pseudo-Zufallszahlen auf dem Intervall [—1, 1], die wir mit
der C++-Funktion rand () erzeugt haben.

Als Ergebnis betrachten wir die Differenz zwischen dem exakten Ergebnis und dem Simulations-
Ergebnis Qq,N.

Die Funktion f(x) aus Gleichung (4.7) auf dem Intervall Q) = [—1, 1] sehen wir in der Abbil-
dung 4.3.
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Abbildung 4.4: Vergleich der gemessenen Konvergenz und dem theoretischen
Konvergenzverlaufs.

In der Abbildung 4.4 sehen wir den Absolutbetrag des Fehlers aus dem Simulationsergebnis
und dem theoretischen Wert, im Vergleich zu der theoretischen Konvergenzrate der Monte-
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4 Finanzmathematik

Carlo-Simulation im Doppel-Logarithmischen Plot.

Wir sehen, dass die Konvergenzrate der Monte-Carlo-Simulation nicht allzu gut ist. Als néchstes
betrachten wir eine Funktion, an der man erkennt, weshalb die Monte-Carlo-Simulation im Be-
reich Finanzmathematik so weit verbreitet ist.

Die nun betrachte Funktion konnen wir als mehrdimensionale Erweiterung der bereits betrach-
teten Funktion (4.7) auffassen:

g(x) = (Z —327) + 2, (4.11)

wobei fiir x gilt, dass x € R® ist.
Die Konvergenzordnung fiir die Monte-Carlo-Simulation betrachten wir im nichsten Satz:

Satz 4.1.12 (Konvergenzordnung Monte-Carlo-Simulation)
Fiir eine Funktion f, die nach dem Satz 4.1.10 konvergiert, gilt zudem folgende Aussage zur
Konvergenzordnung:

+2

b
nlggop(%a < Ru(f) < %b) = \/1277/ e~z dt. (4.12)

Damit gilt fiir die Monte-Carlo-Simulation, dass sie die asymtotische Konvergenzordnung ﬁ
besitzt.

Beweis. Die Aussage folgt direkt aus dem starken Gesetz der grofien Zahlen. Einen ausfiihr-
lichen Beweis dieser Aussage findet man in Einfiihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie von
Andreas Eberle [Ebel0]. ]

Die Konvergenzgeschwindigkeit ist mit der Ordnung /N nicht allzu gut, allerdings besitzt
die Monte-Carlo-Simulation die positive Eigenschaft, dass die Konvergenzgeschwindigkeit un-
abhingig von der Dimension des Integrals ist. Somit gilt der sogenannte Fluch der Dimensio-
nen (engl. curse of dimensionality) nicht fiir die Anwendung der Monte-Carlo-Simulation.

Bemerkung 4.1.13 (Fluch der Dimensionen)

Es gibt noch andere Moglichkeiten, den Fluch der Dimensionen zu kontrollieren, die wir im
Rahmen dieser Arbeit nicht ndher betrachten mochten. Der Vollstindigkeit halber seien hierzu
die Diinngittermethoden erwdhnt. Die Quasi-Monte-Carlo-Methoden werden wir im néichsten
Abschnitt betrachten.

Im Folgenden kombinieren wir die Monte-Carlo-Simulation mit dem Automatischen Differen-
zieren. Dazu betrachten wir folgendes Beispiel.

Ableitung beziiglich der Parameter
Das Interesse an der Sensitivitdt des Wertes eines Integrals beziiglich der Funktionsparame-

ter ist eine zentrale Frage innerhalb der Finanzmathematik. Im Black-Scholes-Modell wird die
Sensitivitit beziiglich der Parameter mit die Griechen bezeichnet. Auf diese Aspekte gehen wir
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4.1 Grundlagen

im Abschnitt 4.2.2 ndher ein.

Hier beschrinken wir uns auf die Betrachtung eines einfachen ein-dimensionalen Problems.
Wir betrachten eine Funktion deren Stammfunktion wir kennen.

Beispiel 4.1.14
Wir betrachten die Funktion

f(z) = —ax? + 1, (4.13)
fiir x gilt © € R, und approximieren den Wert des Integrals auf dem Intervall I := [—1, 1] mit

der Monte-Carlo-Simulation. Simultan dazu mochten wir die Empfindlichkeit des Integralwerts
beziiglich des Parameters a ermitteln.

Zundichst bestimmen wir beide Grifsen auf analytischem Wege. Die Stammfunktion von f(x)
ist:

F(z) = —af32% +x (4.14)

und fiir die Sensitivitdt beziiglich a gilt:

dF 1,

%(fv) =—3% (4.15)

Fiir das Integral auf dem Intervall I ergibt sich damit eine Sensitivitit vom Wert —2/3 .

1= . — . . .
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Abbildung 4.5: Vergleich der gemessenen Konvergenz und dem theoretischen Konvergenzver-
lauf, fiir das Integral und die Ableitung des Integrals beziiglich a.

In der Grafik 4.5 sehen wir, dass die Konvergenz der Ableitung des Integrals beziiglich des
Parameters direkt mit der Konvergenz des Integrals korreliert ist.
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Quasi-Monte-Carlo-Simulation

Das Quasi-Monte-Carlo-Verfahren ist eine Modifikation des Monte-Carlo-Verfahrens in dem
man keine Zufallszahlen verwendet, sondern Quasi-Zufallszahlen mit besseren Eigenschaften.
Dadurch erhilt man eine besser Konvergenzrate Statt ﬁ erhilt man % Allerdings ist diese
Konvergenzrate nicht vollstindig unabhiingig von der Dimension des Integrationsproblems.
Auf die Quasi-Monte-Carlo-Simulation wollen wir hier gar nicht ndher eingehen, sondern ver-
weisen beispielsweise auf Monte Carlo and quasi-Monte Carlo methods von Caflisch [Caf98]
oder Numerische Methoden in der Optionspreistheorie: Monte Carlo und Quasi-Monte Carlo
Methoden von Leippold [Lei97].

GauB-Quadratur

Das GauB-Quadratur-Verfahren® ist ein numerisches Integrationsverfahren, bei dem die Stiitz-
stellen und die Gewichte so gewihlt werden, dass der Grad der Approximation maximal wird.
Der maximale Approximationsgrad bei einer vorgegebenen Anzahl von n Stiitzstellen ist
2n — 1, da wir die Stiitzstellen x; und die Gewichte «o; frei wihlen konnen und wir somit
2n Freiheitsgrade haben. Damit ergibt sich, dass wir ein eindeutig bestimmtes Interpolations-
polynom vom Grade n —1 erhalten kdnnen. Fiir das Polynom gilt, dass wir es mit n Stiitzstellen
exakt integrieren konnen.

Formal konnen wir diese Aussage in folgendem Satz ausdriicken:

Satz 4.1.15 (GauB3-Quadratur)

Sei f € C*"*2, auf dem Intervall I := |a, b|. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit betrachten
wir im Folgenden das Intervall I := [—1, 1], ansonsten betrachten wir eine Variablentransfor-
mation, sodass wir das gegebene Intervall auf [—1,1] abbilden. Dann existieren Stiitzstellen
T1,T2,...,Tnt+1 € I und dazu gehorige Gewichte oy, o, . .., py1, SO dass

/ 1f(2)ds =2 n + Lagf (1) + R(f), .16)
-1 i=1
mit R(p) = 0 fiir alle p € Pay1 ist. Weiter gilt fiir das Restglied aus Gleichung (4.16):

[(n+ )14
[(n+ 1)!]3(2n + 2)

IR(f)| = 2272 f(on + 2)(x)| (4.17)

fiir eine Zwischenstelle x € (—1,1).

Eine ausfiihrliche Betrachtung der Herleitung finden wir zum Beispiel in Numerische Mathe-
matik 1 von Stoer [Sto02] oder im Vorlesungsskript Numerik 1b von Urban [Urb06].

In den folgenden drei Abschnitten betrachten wir drei gebriduchliche Varianten zur Konstrukti-
on der Stiitzstellen und der zugehorigen Gewichte.

Tschebyscheff-Quadratur

Als Stiitzstellen fiir die GauB-Quadratur auf dem Intervall [—1, 1] verwenden wir im Folgenden
die Nullstellen der Tschebyscheff-Polynome.

“Benannt nach dem Mathematiker Carl Friedrich Gau (1777-1855).
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4.1 Grundlagen

Diese Variante ist auch unter Gauf3-Tschebyscheff-Quadratur oder einfach nur unter dem Na-
men Gauf3-Quadratur bekannt. Eine gebrduchliche Darstellung der Tschebyscheff-Polynome
ist:

T, (x) = cos(n arccos x) (4.18)

fir z € [-1,1] und
T, () = cosh(n arccoshz) (4.19)

fiir || > 1. Die zur Gleichung (4.18) gehorigen Nullstellen x; ,, lassen sich iiber

2i —1
2n

Tip = cos( ), (4.20)

berechnen. Die entsprechende Gewichtsfunktion lautet:

1
w(r) = Nt (4.21)

damit ergibt sich fiir die Gewichte folgender Ausdruck:

Oy = L (4.22)
n

)

Damit konnen wir in folgender Tabelle 4.1 die Stiitzstellen und Gewichte fiir die Tschebyscheff-
Quadratur angeben:

Beispiel 4.1.16 (GauB3-Quadratur)
Als Beispielfunktion betrachten wir das Integral der Funktion:

f(z) == 2cos 2ze* %" (4.23)
auf dem Interval Q) := [—1, 1. Die Stammfunktion der Funktion (4.23) ist:
F(z) = 2, (4.24)
Damit ergibt sich fiir das Integral
I= /Q f(z)dzx, (4.25)
aus der Stammfunktion (4.24):
I =F(1) - F(—1) = 2.07977. (4.26)

Berechnet mit der Tschebyscheff-Quadratur ergibt sich fiirn = 5
Qs = 2.02298 4.27)

In der Abbildung 4.6 sehen wir den Konvergenzverlauf der Tschebyscheff-Quadratur beziiglich
n der Anzahl der Stiitzstellen.
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Ordnung

N =2

132

Z;

0.7071067811865
-0.7071067811865

0.8660254037844
6.123233995737e-17
-0.8660254037844

0.9238795325113
0.3826834323651
-0.3826834323651
-0.9238795325113

0.9510565162952
0.5877852522925
6.123233995737e-17
-0.5877852522925
-0.9510565162952

0.9659258262891
0.7071067811865
0.2588190451025
-0.2588190451025
-0.7071067811865
-0.9659258262891

0.9749279121818
0.781831482468
0.4338837391176
6.123233995737e-17
-0.4338837391176
-0.781831482468
-0.9749279121818

0.9807852804032
0.8314696123025
0.5555702330196
0.1950903220161
-0.1950903220161
-0.5555702330196
-0.8314696123025
-0.9807852804032

8%}

1.570796326795
1.570796326795

1.047197551197
1.047197551197
1.047197551197

0.7853981633974
0.7853981633974
0.7853981633974
0.7853981633974

0.628318530718
0.628318530718
0.628318530718
0.628318530718
0.628318530718

0.5235987755983
0.5235987755983
0.5235987755983
0.5235987755983
0.5235987755983
0.5235987755983

0.4487989505128
0.4487989505128
0.4487989505128
0.4487989505128
0.4487989505128
0.4487989505128
0.4487989505128

0.3926990816987
0.3926990816987
0.3926990816987
0.3926990816987
0.3926990816987
0.3926990816987
0.3926990816987
0.3926990816987

1.11072073454
1.11072073454

0.5235987755983
1.047197551197
0.5235987755983

0.3005588649422
0.7256132880349
0.7256132880349
0.3005588649422

0.1941611038725
0.5083203692315
0.628318530718

0.5083203692315
0.1941611038725

0.1355173351172
0.3702402448465
0.5057575799637
0.5057575799637
0.3702402448465
0.1355173351172

0.09986716162673
0.2798215687297
0.4043538823593
0.4487989505128
0.4043538823593
0.2798215687297
0.09986716162673

0.07661179030404
0.2181719203259
0.3265173532116
0.385153478958
0.385153478958
0.3265173532116
0.2181719203259
0.07661179030404

Tabelle 4.1: Gewichte fiir die GauB-Tschebyscheff-Quadratur.



4.1 Grundlagen
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Abbildung 4.6: Konvergenzverlauf der Tschebyscheff-Quadratur in Abhéngigkeit der
Stiitzstellen fiir das Integral (4.25).

Legendre-Quadratur

Die GauB-Quadratur fiir das Intervall [a, b] mit den Nullstellen der Legendre Polynome wird
auch als Legendre-Quadratur bezeichnet.

Fiir die Gewichtsfunktion der Legendre Polynome gilt:
w(x) =1. (4.28)

Mit der Gewichtsfunktion (4.28) ergibt sich fiir die Gewichte w; folgende Form:
2
(1 = ) (Ph(x:))*

Die Darstellung (4.29) findet man beispielsweise auch in NUMERICAL RECIPES IN C: THE
ART OF SCIENTIFIC COMPUTING [NRCS8].

w; = (4.29)

Die in Tabelle 4.2 angegebenen Stiitzstellen x; und der zugehorigen Gewichte o; haben wir
mit der rekursiven Legendre-Polynom-Darstellung und einem Bisektionsverfahren berechnet.

Das Programm finden wir auf der CD im Verzeichnis Programme\ex : Legendre.

Beispiel 4.1.17 (Legendre-Quadratur)
Als Beispielfunktion betrachten wir das Integral der Funktion:

f(z) == 2cos 2zesn 2@, (4.30)
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4 Finanzmathematik

auf dem Interval ) := [—1, 1].
Dies ist dieselbe Funktion und Konfiguration wie im Beispiel 4.16. Damit gilt fiir die Stamm-
funktion der Funktion (4.23) ebenfalls:

F(z) = 2, 4.31)

und das Integral ergibt sich zu dem Term:

I= / f(z)dz. (4.32)
Q
Daraus ergibt sich mit der Stammfunktion (4.31):
I=F(1)— F(-1) =2.07977. (4.33)
Berechnet iiber die Legendre-Quadratur ergibt sich fiirn = 5
Qs = 2,02298. (4.34)

In der Abbildung 4.7 sehen wir den Konvergenzverlauf der Legendre-Quadratur beziiglich n
der Anzahl der Stiitzstellen.

1 T
[ Legendre-Quadratur ~ +
N
01l 4
.
0.01 | ]
&
=
.
0.001 —
r . ]
N
0.0001 |- 4
1e-05 1 1 1 1 1
2 3 4 5 6 7 8

Anzahl der Knoten

Abbildung 4.7: Konvergenzverlauf der Legendre-Quadratur in Abhingigkeit der Stiitzstellen
fiir das Integral (4.25).
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Ordnung
N=1

N =2

—0.57735026919
0.57735026919

—0.774596669241
—8.30201112542e — 19
0.774596669241

—0.861136311594
—0.339981043585
0.339981043585
0.861136311594

—0.906179845939
—0.538469310106
—8.30201112542e — 19
0.538469310106
0.906179845939

—0.932469514203
—0.661209386466
—0.238619186083
0.238619186083
0.661209386466
0.932469514203

—0.949107912343
—0.741531185599
—0.405845151377
—8.30201112542¢ — 19
0.405845151377
0.741531185599
0.949107912343

—0.960289856498
—0.796666477414
—0.525532409916
—0.183434642496
0.183434642496
0.525532409916
0.796666477414
0.960289856498

Tabelle 4.2: Gewichte fiir die Legendre-Quadratur.

87

0.555555555556
0.888888888889
0.555555555556

0.347854845137
0.652145154863
0.652145154863
0.347854845137

0.236926885056
0.478628670499
0.568888888889
0.478628670499
0.236926885056

0.171324492379
0.360761573048
0.467913934573
0.467913934573
0.360761573048
0.171324492379

0.129484966169
0.279705391489
0.381830050505
0.417959183673
0.381830050505
0.279705391489
0.129484966169

0.10122853629

0.222381034453
0.313706645878
0.362683783378
0.362683783378
0.313706645878
0.222381034453
0.10122853629

4.1 Grundlagen
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4 Finanzmathematik

Laguerre-Quadratur

Die Laguerre'%-Quadratur ist eine Variante der GauB-Quadratur, die die zu untersuchende
Funktion auf dem Intervall von [0, co] integriert.

Sie ist auch unter den Namen GauB-Laguerre-Integration oder Gauf3-Laguerre-Quadratur be-
kannt.

Wir betrachten nun das Integral:

/ h f(z)dz. (4.35)
0

Wir formen nun das Integral (4.35) in
I= / w(z)e f(x)dx (4.36)
0

um. Die Gewichtsfunktionen w(x) sind die orthogonalen Laguerre-Polynome. Die Laguerre-
Polynome lassen sich durch drei gebrduchliche Formen darstellen:

e Uber die Rodrigues'!-Formel:

e’ d"”

L,(z) = e (x"e™®), (4.37)

e Fine alternative Darstellung ist die rekursive Definition

2n+1—2)L,(x) —nL,—1(x)

Ly(x) = , 4.38
(@) o @39)
fiir den Rekursionsanfang gilt
Lo(z) =1,
ol) (4.39)
Ll (ZE) =—x+ 17
undn =2,3,---.
e Die letzte gebriuchliche Definition ist die Losung der Differentialgleichung:
vy (z) + (1 — 2)y'(2) + ny(x) = 0, (4.40)

fiir n gilt n € INp.

Das Integral (4.36) approximieren wir nun zur numerischen Auswertung durch die Summe
n
Q=) f(z:)e" . (4.41)
1=

Die betrachteten Stiitzstellen x; sind die Nullstellen des Laguerre-Polynoms der entsprechen-

den Ordnung und fiir die Gewichte gilt:
T
o = . 4.42)
" (4 1) Lnga ()

"Benannt nach dem franzésischen Mathematiker Edmond Nicolas Laguerre (1834-1886).
""Benannt nach dem franzésischen Mathematiker Benjamin Olinde Rodrigues (1795-1851).
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Ordnung z;

N =2

0.585786437627
3.414213562373

0.415774556783
2.294280360279
6.289945082937

0.322547689619
1.745761101158
4.536620296921
9.395070912301

0.263560319718
1.413403059107
3.596425771041
7.085810005859
12.640800844276

0.222846604179
1.188932101673
2.992736326059
5.775143569105
9.837467418383
15.982873980602

0.193043676560
1.026664895339
2.567876744951
4.900353084526
8.182153444563
12.734180291798
19.395727862263

0.170279632305
0.903701776799
2.251086629866
4.266700170288
7.045905402393
10.758516010181
15.740678641278
22.863131736889

Tabelle 4.3: Gewichte fiir die Laguerre-Quadratur.

Q

0.853553390593
0.146446609407

0.711093009929
0.278517733569
0.010389256502

0.603154104342
0.357418692438
0.038887908515
0.000539294706

0.521755610583
0.398666811083
0.075942449682
0.003611758680
2.33699724e-05

0.458964673950
0.417000830772
0.113373382074
0.010399197453
0.000261017202
8.98547906e-07

0.409318951701
0.421831277862
0.147126348658
0.020633514469
0.001074010143
1.58654643e-05

3.17031548e-08

0.369188589342
0.418786780814
0.175794986637
0.033343492261
0.002794536235
9.07650877e-05
8.48574672e-07
1.04800117e-09

oge’
1.533326033119
4.450957335055

1.077692859271
2.762142961902
5.601094625434

0.832739123838
2.048102438454
3.631146305822
6.487145084408

0.679094042208
1.638487873603
2.769443242371
4.315656900921
7.219186354354

0.573535507423
1.369252590712
2.260684593383
3.350524582355
4.886826800211
7.849015945596

0.496477597540
1.177643060861
1.918249781660
2771848636232
3.841249122489
5.380678207922
8.405432486828

0.437723410493
1.033869347666
1.669709765659
2.376924701759
3.208540913348
4.268575510825
5.818083368672
8.906226215292

4.1 Grundlagen
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4 Finanzmathematik

Bemerkung 4.1.18 (Nullstellenberechnung Laguerre-Polynome)

Die Stiitzstellen in Tabelle 4.3 wurden mit einem C++-Programm berechnet, in dem wir die
Laguerre-Polynome iiber die rekursive Definition (4.38) berechnet haben und die Nullstellen
iiber einen einfachen Bisektions-Algorithmus gesucht haben.

Das Programm liegt im Verzeichnis Programme/ex:Laguerre.

Beispiel 4.1.19 (Laguerre-Quadratur)
Wir betrachten das Integral der Funktion

flx):=e", (4.43)

auf dem Interval Q := [0,00). In der Abbildung 4.8 sehen wir den Konvergenzverlauf des
approximierten Integralwert gegen den exakten Wert 1(f,2) = 1 in Abhdngigkeit von der
Anzahl der verwendeten Stiitzstellen.

0.98 |- + + + - 4
0.96 |- + 4
0.94 | * B

0.92 - —

Wert

0.88 |- —
0.86 |- —

0.84 - B
Laguerre-Quadratur ~ +
exakter Wert
|

0.82 ! ! ! ! ! !
2 4 6 8 10 12 14 16 18

Anzahl der Knoten

Abbildung 4.8: Konvergenzverlauf der Funktion (4.43) mit der Laguerre-Quadratur.

Kronrod-Quadratur

Die Kronrod-Quadratur ist eine Variante der Gau3-Quadratur. Hierbei wird die Gau3-Quadratur
um zusitzliche Stiitzstellen, die Nullstellen der Stieltjes-Polynome, erweitert. Durch diesen
Ansatz ldsst sich ein Verfahren mit zugehorigem Fehlerschitzer konstruieren.

Eine gebriuchliche Variante ist die G7,K15 auf dem Intervall [—1, 1]. Hierbei wird die 7-Punkt

GauB3-Quadratur mit einer 15-Punkt Kronrod-Quadratur als Fehlerschitzer verkniipft. Fiir die
Knoten und Gewichte gilt:
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GauB3

Knoten

+0.949107912342759

£0.741531185599394

+0.405845151377397

Gewichte

0.129484966168870

0.279705391489277

0.381830050505119

0.417959183673469

4.2 Das Black-Scholes-Modell

Knoten
40.991455371120813
40.949107912342759
+0.864864423359769
+0.741531185599394
40.586087235467691
40.405845151377397
+0.207784955007898
0

Kronrod

Gewichte

0.022935322010529
0.063092092629979
0.104790010322250
0.140653259715525
0.169004726639267
0.190350578064785
0.204432940075298
0.209482141084728

Tabelle 4.4: GauB3-Kronrod Knoten und Gewichte fiir die G7,K15 Variante.

Fiir ndhere Betrachtungen sei hierzu auf folgende Arbeit verwiesen: CALCULATION OF
GAUSS-KRONROD QUADRATURE RULES von Dirk P. Laurie [Lau97].
Diese Quadratur-Regel wird gerne zur Berechnung des Hestons-Modell verwendet.

4.2 Das Black-Scholes-Modell

Das Black-Scholes-Modell'? wurde 1973 erstmals in der Arbeit The Pricing of Options and
Corporate Liabilities von Black und Scholes [BS73] veroffentlicht.

4.2.1 Das Modell

Auf eine detaillierte Herleitung des Black-Scholes Modell wollen wir an dieser Stelle ver-
zichten. Wir betrachten die Gleichungen des Modells und erlautern diese. Eine Herleitung des
Black-Scholes Modell finden wir beispielsweise in der Originalarbeit von Black und Scholes
[BS73] oder von Merton [Mer73].

Zunichst betrachten wir die Call-Option:

C(8,t) = SD(dy) — Ke " T (dy). (4.44)
Fiir die Put-Option gilt:

P(S,t) = Ke " T 0&(—dy) — SB(—d,), (4.45)

wobei die GroBen d;, d2 und ®(z) wie folgt erklirt sind:

In(S/K)+ (r+"[2)(T —t)
dy = 4.46
1 P (4.46)
dy =dy —oVT —t (4.47)
®(z) = S /z 712 g, (4.48)
DY A '

2Benannt nach Fischer Black (1938-1995) und Myron Samuel Scholes (1941).
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Die GroBen d; und do werden zur einfacheren Darstellung verwendet. ®(x) ist die Verteilungs-
funktion der Standardnormalverteilung. Folgende fiinf Parameter beschreiben damit den Wert
einer Option im Black-Scholes-Modell:

e Der aktuelle Aktienkurs S,

der vereinbarte Basispreis K,

der Zinssatz r,

die angenommene Volatilitit o des Basiswerts,

sowie die Restlaufzeit 7' — ¢ die sich aus dem Endzeitpunkt 7" und der aktuellen Zeit ¢
berechnet.

Als nichstes befassen wir uns mit den Ableitungen des Optionspreises beziiglich seiner Para-
meter, dies sind die Sensitivititen des Modells. Diese Sensitivititen werden als die “Griechen”
bezeichnet.

4.2.2 Die “Griechen”

Wir betrachten nun die sogenannten Griechen (engl. the Greeks). Sie werden aufgrund ihrer
iiblichen Bezeichnung mit den griechischen Buchstaben A, I', A, ©, P und 2 so genannt.

Formal betrachtet sind die Griechen die Ableitungen der Black-Scholes-Formel (4.44) bezie-
hungsweise (4.45) beziiglich der Parameter. Sie représentieren damit die Sensitivitit des Mo-
dells beziiglich des entsprechenden Parameters. Im Folgenden geben wir nun die 6konomische
Reprisentation der Griechen wieder.

A (Delta)

Delta A gibt die Sensitivitit des Optionspreises beziiglich der Anderungen des Basiswertes an.
Im Detail bedeutet dies die Abhiingigkeit des Optionspreises bei einer Anderung des zugrun-
deliegenden Basiswerts um eine Einheit.

Damit gilt fiir eine europdische Call-Option:

oC
Ar=— =d(d;) > 0. 4.49
C=3g (dv) > (4.49)
Analog folgt fiir die europdische Put-Option:
P
Ap = gS =—P(—dy) =P(d1) - 1< 1. (4.50)

Hiufig wird A als wichtigste Sensitivitit einer Option betrachtet, da der Basispreis die vola-
tilste GroBe ist.
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4.2 Das Black-Scholes-Modell

0.1 | I I I I I
20 30 40 50 60 70 80 920

Abbildung 4.9: Delta.

In der Abbildung 4.9 sehen wir den Verlauf von A fiir unterschiedliche Zeitpunkte ¢ in Abhéngigkeit
des Basiswerts.

I' (Gamma)

Gamma I" nimmt eine Sonderrolle unter den Griechen ein, da es als einzigste Grofie eine zwei-
te Ableitung beschreibt und damit nicht direkt die Sensitivitit beziiglich einer Einflussgréfie
wiedergibt, sondern die Kriimmung. In diesem Fall beschreibt I die Schwankungen von A.
Aus den Gleichungen (4.49) und (4.50) folgt, dass I fiir Call und Put identisch ist:

0.06 ,
=00 ——
—~ =025 ——
7\ =05 ——
0.05 |- / t=0.75 ——

-0.01 1 1 1 1 1 1
20 30 40 50 60 70 80 90

Abbildung 4.10: Gamma.

2 2 /
:80_8P_ d’(d1) >0 4.51)

r = = .
05 95?2  SoyT —t
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4 Finanzmathematik

In der Abbildung 4.10 sehen wir den Verlauf von I fiir unterschiedliche Zeitpunkte ¢ in Abhéngigkeit
des Basiswerts.

A (Lambda)

Die GroBe Lambda A wird gelegentlich auch mit Kappa « oder Vega bezeichnet. A gibt die
Sensitivitidt des Optionspreises beziiglich der Volatilitat o an. Damit beschreibt es das Ver-
halten des Optionspreises beziiglich der Unsicherheit der Volatilitit. Fiir Lambda gilt, dass es
unabhiingig von der Betrachtung eines Calls beziehungsweise eines Puts ist. Damit folgt:

oC 0P
A=—""=""=8b(d)VT —t>0. (4.52)
do do
45 ——
///// 1;6922 I
40 - _— =05 —— -
- t=0.75 ——
35 // [ |
30 | i
15 | i
10 - - 4
0 ./:i/::i/ i
5 L L L L L L
20 30 40 50 60 70 80 90

Abbildung 4.11: Lambda.

In der Abbildung 4.11 sehen wir den Verlauf von A, fiir unterschiedliche Zeitpunkte ¢ in
Abhingigkeit des Basiswerts.

O (Theta)

Der Griechische Buchstaben Theta © beschreibt die Sensitivitdt des Black-Scholes-Modells
beziiglich der Zeit.
Fiir eine Europiische-Option ergibt sich damit aus der Gleichung (4.44):

_0C _ 5¥(d)o
RN

Da sich der Payoff mit der Zeit dem Auszahlungswert annéhert, ist © unter der Voraussetzung,
dass alle anderen Groflen unverindert bleiben, nie positiv.

Analog konnen wir © auch fiir einen Europdischen Put angeben. Dies folgt direkt aus der
Gleichung (4.45):

Oc rKe " T (dy). (4.53)

P S (d))o e
Op = =27 | L Ke T (g 4.54
P= T ovr—i ¢ (=d2) (39
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4.2 Das Black-Scholes-Modell

Das Vorzeichen fiir eine Put-Option kdnnen wir nicht so eindeutig angeben wie fiir die Call-
Option, da es von unterschiedlichen Parametern abhingig ist.

20

18 - T R

16

14 |

12

10 -

20 30 40 50 60 70 80 90

Abbildung 4.12: Theta.

In der Abbildung 4.12 sehen wir den Verlauf von O fiir eine Europiische-Call-Option fiir un-
terschiedliche Zeitpunkte ¢ in Abhéngigkeit des Basiswerts.

P (Rho)

Die Unsicherheiten durch mogliche Zinsschwankungen werden durch die Grée Rho P be-
schrieben. Die Ableitung des Optionspreises ist fiir den Call und den Put unterschiedlich. Fiir

den Call gilt:

Po = ?TC = (T — t)Ke "TDd(dy) > 0. (4.55)
T

P ist fiir eine Européische-Call-Option immer positiv.
Fiir die Put-Option ist P durch folgende Gleichung beschrieben:

oP

= - =—(T- HKe " T 0d(—dy) <0 (4.56)

Pp
und P nimmt nur negative Werte an.

In der Abbildung 4.13 sehen wir den Verlauf von P fiir eine Européische-Call-Option fiir un-
terschiedliche Zeitpunkte ¢ in Abhéngigkeit des Basiswerts.
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20 30 40 50 60

Abbildung 4.13: Rho.

Q (Omega)

Q) beschreibt das Verhiltnis einer normierten Differenz des Optionspreises

90

% Zur normierten

Differenz des zugrundeliegenden Aktienpreises %. Damit beschreibt €2 die Elastizitdt der
Option oder kann auch als eine prozentuale Sensitivitit interpretiert werden. Fiir eine Call-

Option gilt damit:

ag S
Qc =45 = <1>(d1)6 > 0.
S

Bei einer Put-Option ergibt sich fiir {2:

&£ S
Qp = é = ((I)(dl) — 1); < 0.
S

(4.57)

(4.58)

25 ;

Abbildung 4.14: Omega.
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4.2 Das Black-Scholes-Modell

In der Abbildung 4.14 sehen wir den Verlauf von (2 fiir eine Europidische-Call-Option fiir un-
terschiedliche Zeitpunkte ¢ in Abhéngigkeit des Basiswerts.

4.2.3 Die Berechnung

Da das Black-Scholes-Modell vollstindig in einer geschlossenen Formel vorliegt, ist die Be-
rechnung eines Optionspreises mit diesem Modell relativ einfach. Dies hat sicher zur starken
Verbreitung des Modelles beigetragen.

In diesem Teilabschnitt gehen wir nur kurz auf die Berechnung des Wertes einer Européischen-
Call-Option mit dem Black-Scholes-Modell ein. Die Vorgehensweise ist fiir eine Put-Option
analog.

Algorithmus 4.2.1 beschreibt die Berechnung des Wertes einer Europdischen Call Option. Die
Funktion Q(-) in Zeile 8 steht stellvertretend fiir ein geeignetes Quadraturverfahren zur Be-
rechnung der Funktion ®(-) aus Gleichung (4.48).

Im folgenden Beispiel betrachten wir die Umsetzung und die Ergebnisse des Algorithmus 4.2.1.

Algorithm 4.2.1 Europiische Call Option mit dem Black-Scholes Modell
1:set:r, T, K, o,

2: setS,t .
3 dy = 1n<S/K>+U(:«/+TOTt/2 NT—t)

4 dy=dy —oJT — ¢

50 C(S,t) = SB(dy) — Ke " TDd(dy)
6:

7: ‘ID(:U)

¢ = Q(ffoo 6722/2 dz)

9: return 2L
s

o0

Beispiel 4.2.2 (Black-Scholes-Berechnung)
Wir betrachten in diesem Beispiel eine Europdische-Call-Option, die wir nach dem in Algo-
rithmus 4.2.1 beschriebenen Verfahren berechnen.

Die Implementierung der Zeilen 1-5 aus dem Algorithmus 4.2.1 bendtigt keine niihren Be-
trachtung, da wir sie direkt umsetzen konnen. Interessanter ist die Berechnung der Funktion ®,
genauer gesagt die Wahl des Quadraturverfahrens.

Wir nutzen die Eigenschaften der zu integrierenden Funktion aus und bezeichnen diese im
Folgenden mit:

Nl w

$(z):=e (4.59)

Da die Funktion (4.59) beziiglich der Null symmetrisch ist, konnen wir das Integral ®(x)wie

folgt schreiben:
1 xr o0 T
O(x) := 27T/—oo gb(z)dz:/o —1—/0 ¢(2)dz.
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Des Weiteren gilt:

|z|]—o0
%

¢(2) 0.

Damit miissen wir nur den Bereich nahe um die Null sehr genau approximieren. Fiir den Be-
reich x — oo konnen wir eine einfachere Approximation verwenden. Konkret haben wir fol-
gende Approximation verwendet:

O(z) = Q(o(-),z) = Q1 + Q2 + Q3 + Qu(x) (4.60)

Q1 := ILaguerre,lG,Q:(lO,ooJ (¢>

‘= I coendre.8.0—
Q2 = Iegendre.s.0=[2,10)(4) 4.61)

Q3 = ILegendre,S,Qz[O,Q](d))
Q4(:U) = ILegendre,S,Q:[O,x](d))

Wir betrachten eine Europdische-Call-Option mit folgenden Parametern:

Grofje  Wert Beschreibung

0.08 risikoloser Zins

1. Gesamtlaufzeit der Option (in Jahren)
50 Kaufpreis

0.25 Volatilitdt

S

Wir betrachten nun den Optionspreis fiir folgende Zeitpunkte t = 0, t = 0.25, t = 0.5 und
t = 0.75, fiir Aktienpreise aus dem Bereich S € (20, 80). Die Optionspreise sind in der Abbil-
dung 4.15 abgebildet.

35

30

25

20 -

15 -

10 -

20 30 40 50 60 70 80 90

Abbildung 4.15: Optionspreise einer Europdischen Option, mit dem Black-Scholes-Modell.
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4.3 Das Heston-Modell

Wir sehen, dass die Optionspreise mit kiirzer werdender Restlaufzeit 13 gegen den Ausiibungs-
wert konvergiert.

Die Implementierung fiir unser Beispiel ist in C++ realisiert. Wir haben die Berechnung des
Optionspreises und der Griechen in einer Klasse zusammengefasst. Das Programm kann ne-
ben einer Europdischen-Call-Option auch den Wert einer Europdischen-Put-Option und den
Jeweils zugehorigen Griechen berechnen.

Die Implementierung liegt im Verzeichniss Programme\ex:BlackScholes.

Im nédchsten Abschnitt befassen wir uns mit dem Grund und den Moglichkeiten die das Auto-
matische Differenzieren bei der Optionspreisberechnung mit dem Black-Scholes-Modell bie-
tet.

4.2.4 Automatisches Differenzieren im Black-Scholes-Modell

Da die Ableitungen des Black-Scholes-Modells die sogenannten Griechen, schon in geschlos-
sener Form vorliegen, ist es grundsitzlich nicht mehr notwendig Berechnung der Ableitungs-
werte liber das Automatische Differenzieren zu bestimmen.

Allerdings bietet sich die Verwendung des Automatischen Differenzierens in diesem Fall trotz-
dem an, da die wir bei der Verwendung einer bereits getesteten AD-Bibliothek zum einen den
Implementierungsaufwand zur Berechnung der Griechen reduzieren und zum anderen reduzie-
ren wir auch mégliche Fehler bei der Implementierung der Griechen Berechnung.

Wir betrachten nun die Berechnung der Griechen durch Erweiterung des Beispieles 4.2.2 mit
dem Konzept des Automatischen Differenzierens zur Berechnung der Griechen. Als Grundla-
ge verwenden wir das Programm aus dem vorherigen Abschnitt. Da wir die dort entwickelte
Klasse zur Berechnung einer Europdischen-Option als Template-Klasse implementiert haben,
reicht es nun aus, dass wir den bisher verwendeten Gleitkomma-Typ'* durch einen AD-Typ
zuersetzen und die Variablen, beziiglich derer wir differenzieren mochten, entsprechend zu in-
itialisieren.

Beispiel 4.2.3 (Black-Scholes Griechen Berechnung mit AD)

Wir betrachten nun folgendes Ausgangsproblem: Im Folgenden berechnen wir nun den Wert der
Europdischen-Call-Option mit dem Black-Scholes-Modell und simultan dazu berechnen wir ©,
also die Sensitivitdt beziiglich t, mit dem Automatischen Differenzieren. In der Abbildung 4.16
sehen wir den Preis der Option fiir unterschiedliche Parameter. In der Abbildung 4.17 sehen
wir die zugehorigen Sensitivitdten.

Die Programme, die wir fiir dieses Beispiel verwendet haben, finden wir im Verzeichnis
Programme\ex:BlackScholes.

4.3 Das Heston-Modell

Das Heston-Modell ist als Erweiterung des Black-Scholes-Modell zu verstehen. Es beseitigt
die bekannte Problematik, beziehungsweise die Schwachstellen der konstanten Volatilitéit des
Black-Scholes-Modells.

"In Unserem Fall heiBt dies ¢ — 1.
“Im vorherigen Abschnitt haben wir double verwendet.
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35
30 —
25 | -
20 | -
15 |- B
10 |- B
5 L 4
0 = ! ! ! !
20 50 60 70 80 90
Abbildung 4.16: Europiische-Call-Option fiir unterschiedliche Parameter 7'.
20 T
t=0.0 ——
t=0.25 ——
t=0.5 —— ]
t=0.75 ——
2 ! ! ! ! ! !
20 30 40 50 60 70 80 90

Abbildung 4.17: Zur Abbildung 4.16 gehorige Sensitivititen ©.

Das erste Mal wurde es im Jahr 1993 von Steven L. Heston in der Arbeit A Closed-Form So-
lution for Options with Stochastic Volatility with Applications to Bond and Currency Options
[Hes93] vorgestellt.
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4.3 Das Heston-Modell

4.3.1 Das Modell

In diesem Abschnitt beschreiben wir nun das Kapitalmarkt-Modell nach Heston. Dazu betrach-
ten wir zunéchst noch einmal das Kapitalmarkt-Modell nach Black und Scholes (4.44), (4.46),
(4.47) und (4.48). Wir sehen, dass die Volatilitdt in die Groflen dq, do und damit indirekt in
®(z) einflieft. Da wir die Schwachstelle der konstanten Volatilitit im Black-Scholes Modell
beheben mochten, dndern wir die Konstante Volatilitit o in eine dynamische Grofe. Dies rea-

lisieren wir durch einen Wurzel-Diffusions-Prozess'> :
dX, = k(O — X;)dt + o/ X, dW, (4.62)
K, o, t und O sind reelle Grofen, die folgende Bedingungen erfiillen:
k>0,
t>0,
0 > 0.

(W,) ist eine Brownsche Bewegung'® . Die Losung der Stochastischen-Differential-Gleichung
(4.62) X; nennt man einen Wurzel-Diffusions-Prozess.

Ein Wurzel-Diffusions-Prozess hat folgende Eigenschaft: X; > 0 und die Parameter lassen
sich in folgender Weise interpretieren:

e o beschreibt die Volatilitit des Prozesses.
e O legt das Niveau des Gleichgewichts fiir den Prozess fest.

o x bestimmt die Geschwindigkeit der Riickkehr des Prozesses zu seinem Gleichgewichts-
zustand. Damit ist « ein Regulierungsparameter!’

Auf eine tiefergreifende theoretische Untersuchung des Wurzel-Diffusions-Prozess mochten
wir an dieser Stellen verzichten und verweisen auf folgende Quelle [Ger(06].

Fiir den Integrand ergibt sich, mit der iiber den Wurzel-Diffusions-Prozess modellierten Vola-
tilitét, folgender Ausdruck:

(b(u, t) — eiu(ln So-l-(r—q)t)ea(u,t)eb(u,t). (4.63)
Fiir die GroBen a(u, t) und b(u, t) aus der Gleichung 4.63 gilt:

1— dt
a(u,t) := rtiu + g <(cj — poiu+ d)t — 21n lge>
o

-9
1 . 1— et
blus ) i= 5(ej = poiutd)y— 5
cji=Kk+o9—(2—j)po firj=1,2 (4.64)
d:=\/(poiu — ;)2 — 0 (kjiu + 1u?)
¢ = polutd

9= cj — poiu —d

kj = —1"1 fiirj = 1,2

SDie englische Bezeichnung square-root diffusion ist im Deutschen ebenfalls gebriuchlich.

SDie Brownsche Bewegung wird auch als Brownsche Molekularbewegung bezeichnet und ist nach dem schotti-
schen Botaniker Robert Brown (1773-1858) benannt.

Im Englischen wird  als mean reversion speed bezeichnet.
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Auf die anschauliche Bedeutung der eingehenden Parameter gehen wir nun im Einzelnen ein.

e v reprisentiert die langfristige Varianz des Modells.

K gibt die Ddmpfung der dynamischen Volatilitit an.

p ist ein Korrelationsparameter.

o beschreibt die Volatilitdt der Varianz.

oo gibt die Volatilitdtsniveau der dynamischen Volatilitit an.

Der Wert einer Europédischen-Call-Option ergibt sich nun analog zum Black-Scholes-Modell,
mit der Formel:

e~ log K o)
Clu,t) = / Reo(u, t)du. (4.65)
n 0
Fiir eine Put-Option konnen wir genauso vorgehen und kommen zu folgendem Ergebnis:
e~ log K )
P(u,t) = / Reo(u, t)du. (4.66)
Q 0

Fiir detailliertere Betrachtungen und Herleitungen mochten wir an dieser Stelle auf die verwen-
deten Arbeiten von Sergei Mikhailov und Ulrich Nogel Heston’s Stochastic Volatility Model
Implementation, Calibration and Some Extensions [MNOS5], Nimalin Moodley The Heston Mo-
del: A Practical Approach [Moo05] und Patrik Karlsson The Heston Model [Kar09] verweisen.
Im nichsten Abschnitt gehen wir noch etwas vertieft auf die Bedeutung und Modellierung der
Volatilitdt im Heston-Modell ein.

4.3.2 Volatilitat des Heston-Modells

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Auswirkungen der Erweiterung um eine nicht kon-
stante Volatilitdt im Heston-Modell im Vergleich zum Black-Scholes-Modell mit konstanter
Volatilitit.

In einem ersten Schritt gehen wir nochmals auf die Problematik der konstanten Volatilitit o
im Black-Scholes-Modell ein und stellen die dynamische Modellierung der Volatilitit mit dem
Wurzel-Diffusions-Prozess gegeniiber.

Modellierung mit dynamischer und konstanter Volatilitat

Das bekannteste Finanzmarkt-Modell, das Black-Scholes-Modell, modelliert die Volatilitét des
Marktes konstant. Dies bedeutet, dass die Flexibilitit der Dynamik iiber die gesamte Laufzeit
als konstant angenommen wird.

Diese Voraussetzung beschreibt das Verhalten des Marktes nur in speziellen Fillen ausrei-
chend. Damit dies erfiillt ist, diirfen wir nur kurze Laufzeiten betrachten, da bei einer kurzen
Laufzeit die Dynamik des Marktes ndherungsweise konstant ist. Der andere Fall ist die Be-
trachtung des Marktes zu einer sehr ruhigen Zeit. Damit ist gemeint, dass keine strukturellen
Veridnderungen und auch keine plotzlichem Nervosititen den Markt beunruhigen.

Da die Einschriankung, nur kurze Laufzeiten betrachten zu kdnnen, nicht ausreichend ist. Die
Finanzkrise von 2007/2008 sowie die Schuldenkrise im Euroraum hat gezeigt, dass unsere
Finanzmirkte plotzlich und unerwartet sehr nervés und empfindlich auf Ereignisse reagieren
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konnen. Somit ist die Annahme der konstanten Volatilitéit nicht ausreichend. Im Heston-Modell
wird versucht, dieses Problem des Black-Scholes Modells durch eine dynamische Volatilitit zu
beheben.

Das Heston-Modell modelliert die Volatilitidt durch einen Wurzel-Diffusions-Prozess. Damit
konnen wir die Volatilitit besser beschreiben, da es neben einem Volatilitdtsniveau einen Damp-
fungsparameter und eine Volatilitdt der Markt-Volatilitdt gibt. Zusétzlich werden im Heston-
Modell noch eine langfristige Varianz und eine zugehorige Korrelation als Groflen eingefiihrt.
Den Preis, den wir durch die bessere Modellierung der Volatilitit zahlen miissen, ist ein gestie-
gener Aufwand bei der Implementierung und der Berechnung. Zudem wird die Kalibrierung
des Modells durch die gestiegene Anzahl an Parametern, die nicht direkt im Markt beobachtbar
sind, schwieriger.

Durch die erhohte Komplexitdt des Modells steigt der Nutzen von Methoden zur Effizienz-
steigerung bei der Kalibrierung und der Berechnung von Sensitivititen. Im Rahmen dieser
Arbeit verwenden wir den Ansatz des Automatischen Differenzierens, um die Sensitivititen
zu berechnen. Zudem verwenden wir die berechneten Ableitungswerte auch zu Kalibrierungs-
zwecken. Dies werden wir im Abschnitt 4.3.4 und 4.3.5 niher betrachten.

Vergleich der dynamischen und konstanten Volatilitat

Hier stellen wir, um die Auswirkungen der dynamischen Volatilitdt im Heston-Modell zu veran-
schaulichen, ein vergleichbar Konfiguriertes Black-Scholes-Modell zur Optionspreis-Berechnung
gegeniiber.

Als Referenz-Beispiel verwenden wir eine Europdische-Call-Option mit folgenden initialen
Parametern:

Groe Wert Beschreibung

r 0.08 risikoloser Zins
T 1. Gesamtlaufzeit der Option (in Jahren)
K 50 Kaufpreis

Die Volatilitdat im Black-Scholes-Modell setzen wir auf den Wert o = 0.25. Im Heston-Modell
wihlen wir fiir die Modellierung der Volatilitit folgende GroBen:

Grofe 1.Fall 2.Fall 3.Fall 4.Fall 5.Fall

v 0 0 0 0 0.05
K 0 0 0 3 3

p 0 0 -0.5 -0.5 -0.5
o 0 0.25 0.25 0.25 0.25

00 025 0.25 0.25 0.25 0.25

Die Ergebnisse der einzelnen Félle haben wir in der Abbildung 4.18 fiir eine Europiische-
Call-Option veranschaulicht.
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Abbildung 4.18: Europdische-Call-Option: Heston- und Black-Scholes-Modell im Vergleich.

Im 1. Fall sollten das Black-Scholes- und das Heston-Modell iibereinstimmen. In den anderen
Fillen kénnen wir die Auswirkungen der einzelnen Parameter der dynamischen Volatilitdt auf
den Optionspreis erkennen.

4.3.3 Berechnung

In diesem Abschnitt befassen wir uns mit der numerischen Berechnung des Heston-Modells
zur Bestimmung des Preises einer Européischen-Call-Option. Dazu verwenden wir die Formu-
lierung des Heston-Modells in der Formulierung aus den Gleichungen (4.63) und (4.63).

Fiir die Berechnung des Integrals:

e~ log K

Clut) = / " Red(u, t)du, .67)
0

™

greifen wir auf die im Abschnitt 4.1.2 betrachteten Quadratur-Varianten zuriick, beziehungs-
weise wir verkniipfen die einzelnen Methoden geschickt miteinander.

e Kronrod f;f(a:)da; ~ Y f(m)wi

e Laguerre fooo f(x)dr ~ Y| flz)evia;

e—alog K

C(u,t)

™

(P Reg(u, t)du + [ Red(u + b, t)du)
670‘71r0gK (Z:L:kl RC(Z)(U7 t)wz + 2?41 Re(b(u + b7 t)emlal)

Fiir die Berechnung des Optionspreises konnen wir zwei verschiedene Strategien verfolgen:
Beim ersten Ansatz betrachten wir die Funktion ¢(u,t) direkt als Komplexe-Funktion unter
der Verwendung von komplexen Datentypen. Ein naheliegender Vorteil dieses Vorgehens ist
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die einfache und direkte Umsetzung, da wir die Gleichung (4.63) unter der Verwendung der
Groflen (4.64) direkt implementieren konnen. Ein moglicher Nachteil dieses Vorgehens ist,
dass die Effizienz der komplexen Datentypen hiufig schlechter ist als die der reellen Datenty-
pen.

Die zweite Strategie beriicksichtigt von Anfang an, dass wir am Ende nur den Realteil der
Funktion ¢(u,t) bendtigen. Dies verwenden wir direkt, indem wir von der Funktion ¢(u,t)
nur den Realteil berechnen. Dazu betrachten wir alle Teilgrofen aufgeteilt in ihren Realteil
und Imaginirteil und berechnen so den Realteil der Funktion ¢ (u, t) nur iiber die Verwendung
reeller Datentypen. Der offensichtliche Nachteil dieses Vorgehens ist der deutlich erhdhte Auf-
wand die Gleichungen so aufzustellen und zu implementieren. Allerdings ergibt sich damit der
Vorteil, dass wir den Berechnungsaufwand reduzieren konnen und ausschliefSlich auf Standard-
Datentypen zuriickgreifen miissen.

Im Folgenden betrachten wir den vollstdndigen Algorithmus zur Berechnung einer Européischen-
Call-Option mit dem Heston-Modell. Im Algorithmus 4.3.1 betrachten wir die komplexe Vari-
ante und im Algorithmus 4.3.2 die Variante, die nur auf den reellen Datentypen aufbaut.

Algorithm 4.3.1 Heston-Modell - Komplex
P;(i) = 1 + LGauss(i)
C() = SiP,(0) = Ke rorh
for i=1,N do
Q+ = f(z)
end for
Poan := efa:gKQ

function f(j, ¢)

T = popl — b;

d= V12— 0%(2ujpl — ¢?)
bjfpd(bIer

9= b,=podl—d
e~ 16 1og(K)C(§,T—t,0)+D(§,T—t,$)Vi+1dx

R AN R > e

_ =
—_ O

12: fo= I

13: return real(fy)

14:

15: function C'(j, A, @)

16: return 7¢I A; + % (bjpde)Atl:zlog(l_QEdAt)
17:

18: function D(j, A, ¢)

19: return bj_p;’fprd 1—c?

1—gedBt

Der Algorithmus 4.3.1 beschreibt die direkte Umsetzung der Gleichungen (4.63) und (4.64).
Die Berechnung des Integrals wurde durch eine Quadratur-Regel ersetzt. Analog zum Algo-
rithmus 4.3.1 haben wir im Algorithmus 4.3.2 den Optionspreis berechnet. Allerdings haben
wir bei der Formulierung des Algorithmus die komplexwertigen Gréfen in ihren Real- und
Imaginir-Anteil aufgeteilt und so eine reelle Version des Algorithmus erhalten.
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Algorithm 4.3.2 Heston-Modell - Reell

1:

D A A o

e e e e

(o))

W oW RN RN NNN D =~
— S © © N L E WORN =~ O \©

(98]
[N

A A B A AP B W W W W W W
RV NV I SRR S R R = RS - N VR SO

T,
LT

for i=1,N do
Q+ = f(x)

end for
—alog K
Poay = ——Q

function f(x)

[¢R’ ¢1} = ¢($v _(a + 1)’ T)
7, = (& +a —2?)

D = 7122 + 7'12

: function ¢(x,, x,, 1)

C TR = —2p)\xl — K ,
" TR = A (_xl +x, — xI)

. — 2
T3 r = Tl,R Ti1 + Tor

. — /.2 2
T, = TB,R—FTBJ

cd, = /7, co8(T:/2)
DTy = KpAT, —dy
D TR = KPAT, +dy
LTy, = TQ%R +7—22,1

g = T1,rT2,R +T1,I7-2,I/7'3
P T, = e_th
: Ty = cos(d,t)

P Tyr = 1—m, (gRTS,R - 917—3,1)
. 7, = log(So) + (r — )t

T3.Rr :T_xITR,
T, = e 3R
: 51,1?, =T, COS(TB’I)
LT, =55
C Ty = (1_9R)2+g?
" Tor = Ty rT3 — 7—4,191/7'3

A /TzR —i—TGQJ
P Tyr = To (Tl,Rt - 210g(77))
. T

-
— ¢To.R
10 = ¢

: SQ,R =Ty COS(TQ,I)

P Ty =Tanr T Tag
To.r = cos(—d,t)
7R — T5T6.R
S8R 7-1,1%(1 - T7,R) - 7-1,1(_7-7,1

P Tor = ToTsrTan T TsaTur /T3
DT = eT97R

&y p = Ty c08(T, )

: QZ)R = (51,R£2,R - 51,152,1)53,3 - (51’1523 + 51,R€2,1)§3,1
: ¢1 = (§1,R§2,R - §1J€271)§37[ + (£I,I§2,R + §1,R€2,I)§3,R

: return [, ¢,

)

Tr

T

= (2a+ 1)z

g PAL

_\2
T = A (xR + Qxsz)
Tsr = 2T1,TT1,I + Tor
T5 = arg TB,R77_3,I
d, = /7, sin(7:/2)
Tig = _p)\xR - dI
Ty = —PAT, +d,

91 = T1,rRTo.r — T1,172,1 <4+ >/7’3

T3‘

Ty

&,

T,

o

TG
Tg

Ty

&,

B I B

&

, = sin(d,t)

R Ty (gRTS,I + 917—3,55)
1 — TrTg

;=T Sin(7’3,1)
=7, 9

= TyrTs +7—4,Rgr/7'3
= a‘rg(Tﬁi,R’ TG,I)
1T (Tl,lt - 27—8)
1= Tio Sin(Tg,I)
R

, =sin —d,t

1 — Ts5Te.1

1= TI,R(_T7,I) + 7_1,1(1 -
7 = ToTsaTar ~ Ts,rTaa /7-3

1 Tio Sin(TQ,I)

return (cos(—210g(K)) (¢, 7, + ¢,7,) = sin(~zlog(K))(¢,7,, = 6,7,)) 5

)
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Nachdem wir nun beide Algorithmen zur Berechnung eines Optionspreises mit dem Heston-
Modell betrachtet haben, sehen wir, dass der Aufwand zur Implementierung fiir eine rein reelle
Umsetzung deutlich hoher ist. Allerdings konnen wir bei der reellen Variante des Algorithmus
auf einfachem Weg die Sensitivititen berechnen. Prinzipiell konnten wir nun den Algorithmus
von Hand beziiglich der Eingangsgrofen analog zum Vorgehen beim Black-Scholes Modell
differenzieren. Bei der offensichtlichen Komplexitit des Algorithmus ist aber der Aufwand
und die Fehleranfilligkeit signifikant, sodass es effizienter ist, wenn wir den Ansatz des Auto-
matischen Differenzierens wihlen. Hierauf gehen wir im Abschnitt 4.3.4 niher ein.

Als Test-Methode, um unsere Implementierung zu iiberpriifen, wihlen wir die Gréen so, dass
wir als Spezialfall einen Optionspreis nach dem Black-Scholes-Modell erhalten. Dies ist be-
reits in der Betrachtung von den Auswirkungen der dynamischen Volatilitidt im Abschnitt 4.3.2
geschehen.

Die Implementierung finden wir auf der CD im Verzeichnis Programme/ex :Heston01.
Dort ist sowohl eine komplexe als auch eine reelle Version zur Berechnung einer Européischen-
Option mit dem Heston-Modell vorhanden.

4.3.4 Sensitivitaten Berechnung

In diesem Kapitel untersuchen wir die Sensitivititen des Heston-Modells. Analog zum Black-
Scholes-Modell untersuchen wir die Abhingigkeit des Preises beziiglich der Eingangsgrofien,
bevor wir im Folgenden die Sensitivititen betrachten und ihre Bedeutung fiir das Modell
erldutern, beschreiben wir das Vorgehen bei der Berechnung.

Aus der Komplexitit des Algorithmus resultiert, dass das Risiko Fehler beim manuellen Erstel-
len der Sensitivitdtsableitungen zu machen, deutlich steigt. Des Weiteren ist der Zeitaufwand
fiir das Erstellen der Ableitung nicht unerheblich. Daher bietet sich das Ableiten des Algorith-
mus’ mit dem Automatischen Differenzieren an. Wir verwenden die reelle Version des Algo-
rithmus’ da die Berechnung der Ableitungen bei komplexwertigen Funktionen im Vergleich zu
reellwertigen Funktionen generell komplexer ist und in unserem Fall die Funktion auch nicht
holomorph beziiglich aller relevanten EinflussgroBen ist. Die Sensitivitdten erhalten wir nun
durch die Verwendung eines AD-Datentypes in unserer Implementierung.

In unserer Implementierung haben wir dies von Anfang an bei der Berechnung der Sensiti-
vitdten beriicksichtigt und die Klasse als Template-Klasse realisiert. Somit miissen wir nur den
Template-Parameter nur von double auf AD dndern und die AD-Variablen entsprechend der
gewilinschten Sensitivititen initialisieren.

Die Implementierung finden wir auf der CD im Verzeichnis Programme/ex:Heston02.
Das Programm basiert auf der reellen Version, zur Berechnung einer Européischen Option mit
dem Heston-Modell.

Nun geben wir noch einen Uberblick iiber die einzelnen Sensitivititen des Heston-Modells.
Wir haben die Bezeichnung der einzelnen Sensitivititen analog zu den Bezeichnungen der
Griechen im Black-Scholes Modell gewihlt.

A (Delta)

Die Sensitivitit A (Delta) ist die Ableitung des Optionspreises beziiglich des Aktienpreises
(Basiswert).

oC

Ap =2
¢~ 9s
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4 Finanzmathematik

Damit ist das A ein Ma8 fiir die Empfindlichkeit gegeniiber Kursschwankungen.

A (Lambda)
Die GroBe A (Lambda)'® gibt die Sensitivitit nach dem Volatilititsniveau an.

oC

Ao = —
¢ 80'0

A kann somit als Indikator fiir die Empfindlichkeit des im Modell zugrundeliegenden Volati-
litdtsniveaus aufgefasst werden. In diesem Punkt unterscheidet sich die genaue Interpretation
der Sensitivitdt vom Black-Scholes-Modell, da anstatt einer konstanten Volatilitdt eine dyna-
mische Volatilitdt verwendet wird.

O (Theta)
Die Ableitung des Optionspreises nach der Zeit bezeichnen wir mit © (Theta).

_
- oT

So ist © die Sensitivitit beziiglich der Zeit und gibt damit die Empfindlichkeit des Options-
preises nach der bereits vergangenen Zeit an.

Oc¢

P (Rho)

Die Sensitivitét beziiglich des im Modell beriicksichtigten Zinses wird durch P (Rho) beschrie-
ben.

e
“T o
Damit ergibt sich eine Kenngrée zur Beurteilung von Zinsrisiken.

Wir verzichten hier auf eine grafische Darstellung der Sensitivitdten, da wir den Fokus beim
Heston-Modell mehr auf die Kalibrierung des Modells gelegt haben. Dazu betrachten wir die
Sensitivititen als Ableitungswerte, um ein gradientenbasiertes Verfahren zur Kalibrierung des
Modells verwenden zu konnen. Dieses Vorgehen wird im Abschnitt 4.3.5 betrachtet.

4.3.5 Kalibrierung

In diesem Abschnitt betrachten wir anhand eines einfachen exemplarischen Beispiels, wie wir
das Heston-Modell mit Hilfe der Ableitungen kalibrieren konnen. Wir betrachten im Folgenden
eine Europiische-Call-Option, fiir die wir uns einen Referenzpreis P* vorgeben. Damit ergibt
sich unsere Zielfunktion zu:

N
Fy(o0,0,p,kv) := Y _|P(K;, Ti, 00,0, p,k,v) — P*(K;, T;)|" fiir d > 0. (4.68)
=1

Als nichstes miissen wir nun die Funktion Fy(oy, 0, p, k) minimieren. Durch die Wahl von d
konnen wir das Konvergenzverhalten steuern.

18 A (Lambda) wird gelegentlich auch mit Vega oder Kappa bezeichnet.
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4.3 Das Heston-Modell

Bemerkung 4.3.3
Seien oj;, 0%, p*, k* und v* die Parameter, die das Minimum von Fy(oy, 0, p, kv) beschreiben,
ist dies unabhdingig von der Wahl des Parameters d und es gilt Fy(oy, 0™, p*, k*v*) = 0.

Als Optimierungsmethode wihlen wir das Gradienten-Verfahren. Auf eine Beschreibung die-
ses Verfahrens mochten wir an dieser Stelle verzichten und auf das Buch von Wilhelm Alt
Nichtlineare Optimierung [Alt02] verweisen.

Optimierungsparameter d

Zuerst betrachten wir die Variation des Optimierungsparameters d und die aus ihm resultieren-
de Konvergenzgeschwindigkeit.

In der Abbildung 4.19 haben wir die folgenden Parameter verwendet:

Parameter Zielwert Startwert
T 0 0

q 0 0

So 100 100

T (e 1/31/22/35/61] [Ue1/31/22/35/61]
K [90100110] [90100110]
«@ 0.75 0.75

K 3.00 3.5

A 0.25 0.15

v 0.0625 0.0625

) -0.5 -0.5

o 0.2 0.1

Wir lassen «, A, v, p und o als Optimierungsparameter zu. Fiir die Wahl von d haben wir
die Werte 2 und 4 als Vertreter gewihlt. Die Fehlerdarstellung in der Grafik 4.19 zeigt den
Fehlervektor e, der Anhand des exakten Losungsvektors berechnet und mit der 2-Norm ||e||2
in normierter Form geplottet wurde.

Asymptotisch betrachtet ist das Konvergenzverhalten identisch. Betrachten wir gezielt unser
exemplarisches Beispiel, nimmt der absolute Fehler mit dem Parameter d = 2 am Anfang
schneller ab. Da wir im Folgenden, das obige Beispiel als Grundlage fiir unterschiedlichen
Modifikationen verwenden, setzen wir den Parameter d im Folgenden immer auf den Wert
zwei. So sind die unterschiedlichen Ergebnisse leichter vergleichbar sind.

Wir betrachten nun das Konvergenzverhalten fiir 2 Parameter x, und A. Den Optimierungs-
parameter d haben wir, wie oben beschrieben, auf 2 gesetzt.
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4 Finanzmathematik

Konvergenzgeschwindigkeit in AnhArngigkeit des Optimierungsparamter d
10 L T T T T

01} :

Fehlerwert

0.001 |- 4

0.0001 L L I I
0 2000 4000 6000 8000 10000

Anzahl der lterationen

Abbildung 4.19: Verlauf des Kalibrierungsfehlers fiir unterschiedliche d in normierter
Darstellung.
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lambda

Abbildung 4.20: Verlauf des Kalibrierungsfehlers beziiglich x und .

Zunichst betrachten wir erst eine Optimierung beziiglich der Parameter s und A, bevor wir fiir
alle fiinf Parameter x, A, v, p und o unseres Ausgangsproblem kalibrieren.

In der Abbildung 4.20 ist das Verhalten des Kalibrierungsfehlers fiir unterschiedliche Startwer-
te abgebildet. Die x-Komponente entspricht dem aktuellen x-Wert und die y-Komponente dem
A-Wert. Die z-Komponente gibt den Fehlerwert in einer logarithmischen Darstellung wieder.
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4.3 Das Heston-Modell

Wir sehen, dass beide Kalibrierungslidufe gegen den gleichen Wert konvergieren. Anschlieend
vergleichen wir in der Grafik 4.21 die Konvergenzgeschwindigkeit fiir die beiden unterschied-
lichen Startwerte.

T
Fehlerwert -
Fehlerwert -

0.001 -

0.0001

Fehler

1e-05 |-

1e-06 |-

1e-07 -

1e-09 I I I I I I
0 50 100 150 200 250 300 350 400

Anzahl der Iterationen

Abbildung 4.21: Konvergenzgeschwindigkeit beziiglich x und .

Wir sehen in der Abbildung 4.21, dass das anfingliche Konvergenzverhalten etwas von der
Wahl des Startwertes abhingig ist. Allerdings gleicht sich das asymtotische Verhalten sehr
schnell an.

Als Nichstes Beispiel betrachten wir die Kalibrierung nach allen fiinf Parametern: s, A, v, p
und o.

Der sich daraus ergebende Verlauf des Kalibrierungsfehlers ist in der Abbildung 4.22 abgebil-
det. Der Parameter d ist wie beschrieben aus Griinden der Vergleichbarkeit ebenfalls 2.

10

T
Fehlerwert

0.01

0.001 -

Fehler

0.0001

1e-05 |

1e-06 |

1e-07

I I I I
2000 4000 6000 8000 10000
Anzahl der Iterationen

Abbildung 4.22: Verlauf des Kalibrierungsfehlers fiir eine Kalibrierung nach allen fiinf
Parametern.

Wir sehen, dass verglichen mit der Optimierung nach 2 Parametern die Anzahl der bendtigten
Iterationen deutlich, steigt.
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4 Finanzmathematik

4.4 Richtlinien zur Sensitivitatenermittiung in der
Finanzmathematik

Hier fassen wir alle gesammelten Erkenntnisse zusammen, die das Anwenden des Automati-
schen Differenzierens zur Sensitivititen Ermittlung im Bereich der Finanzmathematik verein-
facht.

4.4.1 Voraussetzungen

Die Voraussetzungen teilen sich in zwei Bereiche auf. Zum einen sind es grundsitzliche Be-
dingungen fiir das Automatische Differenzieren, zum Anderen sind es Voraussetzungen, die
gerade bei finanzmathematischen Problemen von Relevanz sind.

Zu den elementaren Voraussetzungen gehort, dass das betrachtete Ausgangsproblem differen-
zierbar beziiglich der zu untersuchenden Eingangsgrofie ist. Des Weiteren muss der Quellcode
zur Verfiigung stehen. Fiir die Programmiersprache muss zusitzlich noch eine AD-Implementie-
rung vorhanden sein.

Sind diese Bedingungen erfiillt, miissen wir noch Voraussetzungen an den Algorithmus stellen.
Folgende Punkte muss die Implementierung des Algorithmus erfiillen:

Er muss in in einer rein reellen Form vorliegen. Wenn der Grundalgorithmus auf einem kom-
plexen Ansatz beruht miissen wir ihn analog zum Vorgehen beim Heston-Modell in eine reelle
Form iibersetzen und implementieren. Dieser Abschnitt kann relativ aufwendig sein und birgt
auch das Risiko, das Fehler entstehen. So bietet es sich an, die kompaktere komplexe Formu-
lierung parallel zu entwickeln und als Referenzimplementierung zu verwenden.

Eine weitere Eigenschaft, die gewihrleistet sein muss, ist bei einem iterativen Algorithmus, -
zum Beispiel bei einer Monte-Carlo-Simulation - dass wir sicherstellen konnen, dass der Funk-
tionswert, aber auch die berechnete Ableitung eine vorausgesetzte Giite erfiillen.

4.4.2 Effizienz

Hiufig gibt es gerade bei der Berechnung von Finanzprodukten zwei Phasen. In der ersten Pha-
se mochte man das Modell und seine Implementierung testen und seine Sensitivitdten beziiglich
unterschiedlichster Einflussfaktoren ermitteln. In dieser Phase ist es vertretbar oder sogar zwin-
gend notwendig, die Sensitivititen immer mit zu berechnen. In der Anwendungsphase, der
zweiten Phase, sind wir nur noch an dem Preis des Produktes interessiert und eventuell noch
an einzelnen Sensitivititen. Allerdings ist zu diesem Zeitpunkt die Laufzeit sehr wichtig, so-
dass es sich anbietet, nur die benétigten Werte zu berechnen. Dies kann relativ einfach in C++
durch die Verwendung von Templates realisiert werden, indem wir einen generischen Datentyp
wihlen und ihn bei Bedarf als AD-Datentyp oder als reinen Floating-Datentyp zur Kompilezeit
festlegen.

Ein Vorteil dieser Vorgehensweise ist es, dass der Code nur einmal implementiert werden muss
und wir durch die Wahl des Datentypen beziehungsweise dessen Bedatung die Funktionalitit
beeinflussen konnen.

4.5 Zusammenfassung

Zuletzt fassen wir die Ergebnisse dieses Kapitels zusammen. Wir haben uns auf zwei Methoden
zur Bewertung von Optionspreisen beschrinkt und uns mit géngigen Implementierungsvarian-
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4.5 Zusammenfassung

ten fiir beide Methoden befasst. Bei der ganzen Untersuchung war das Ziel, die Sensitivititen
der Simulationen bestimmen zu konnen. Die Beurteilung der Sensitivitidten ist von zentraler
Bedeutung innerhalb der Finanzmathematik. Gerade durch die Finanzkrise hat die Frage nach
der Verldsslichkeit der Methoden und Bewertungsansétze stark an Bedeutung gewonnen.

Hierzu miissen wir zwei Aspekte betrachten. Die erste Frage befasst sich mit der Modellierung
des Modells. Ist das verwendete Modell zuverlissig, beschreibt es die Realitit genau genug.
Oder gibt es Grenzen bei denen das Modell versagt? Diese Frage kénnen wir mit der hier vor-
gestellten Methode nicht beantworten. Dies war auch nicht das Ziel dieser Arbeit.

Im Rahmen dieser Arbeit haben wir ein Werkzeug untersucht und vorgestellt, mit dem wir
auf relativ einfache Weise den Einfluss der einzelnen Eingangsparameter auf das Ergebnis ei-
ner Simulation bestimmen konnen. Diese so ermittelten Sensitivitdten geben uns somit einen
Indikator, ob das Modell beziiglich moglicher Schwankungen der Parameter empfindlich oder
robust reagiert. Des Weiteren kann man iiber diese Sensitivititen auch ermitteln, in welchem
Umfang und mit welchem Aufwand wir die Parameter bestimmen, beziehungsweise schitzen
miissen, um ein Ergebnis mit einer gewiinschten Zuverldssigkeit zu erhalten.

Wir haben uns auf zwei giingige Methoden beschrinkt, um das eigentliche Werkzeug - das Au-
tomatische Differenzieren - griindlich zu untersuchen. Das Black-Scholes-Modell ist aufgrund
seiner Einfachheit noch immer weit verbreitet, obwohl seine Schwichen bekannt sind. Fiir uns
war dieses Modell sehr gut geeignet, da fiir dieses Modell die Sensitivitdten in geschlossener
Form - die sogenannten Griechen - bekannt sind und mit einem moderaten Aufwand implemen-
tierbar sind. Anhand der Griechen hatten wir ein geeignetes Werkzeug unsere Sensitivitéten,
die wir iiber das Automatische Differenzieren berechnet haben, zu iiberpriifen. Des Weiteren
zeigt dies auch die Grenzen auf, die fiir den Ansatz des Automatischen Differenzierens gelten.
Jede Sensitivitit, die wir mittels dem AD-Ansatz bestimmen, konnte man auch durch manuelle
Berechnung und Implementierung von Hand erhalten. Allerdings ist dieses Vorgehen aufwen-
dig und anfillig fiir Fehler.

Das zweite betrachtete Modell war das Heston-Modell, welches eine Erweiterung des klassi-
schen Black-Scholes Modell darstellt und die bekannte Schwiéche der Konstanten-Volatilitét
behebt. Im Abschnitt 4.3 haben wir allerdings auch gleich die Schwierigkeiten gesehen, die bei
der Berechnung der Optionspreises auftreten. Ublicherweise ist die Funktion ¢(z) komplex-
wertig definiert. Im Komplexen ist die Ermittlung der Ableitung deutlich schwieriger, wenn
sie liberhaupt erklart ist. Daher mussten wir um das Automatische Differenzieren anwenden
zu konnen, den Algorithmus 4.3.1 in eine reelle Formulierung iibertragen. Diese Formulierung
ist im Algorithmus 4.3.2 abgebildet. Im Algorithmus 4.3.2 sehen wir schon, dass der Code
aufgeblédht und uniibersichtlicher geworden ist, sodass der Aufwand zur Bestimmung der Sen-
sitivititen erhebliche Ausmafle annehmen wiirde, wollten wir dies manuell vornehmen.

Generell konnen wir fiir das Automatische Differenzieren im Bereich der Finanzmathema-
tik festhalten, dass es ein geeignetes Werkzeug zur Ermittlung der Sensitivititen ist, welches
hdufig mit einem vertretbaren Mehraufwand verwendet werden kann. Eine weitere Moglichkeit
der Anwendung ist bei der Ermittlung von Modell-Parametern, da mit dem Automatischen Dif-
ferenzieren die Berechnung der Ableitungswerte ermoglicht wird und wir somit ableitungsba-
sierte Optimierungs- beziehungsweise Suchverfahren einsetzen konnen. Eine griindliche analy-
tische und theoretische Untersuchung eines neuen Modells zur Bestimmung der Modellgrenzen
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4 Finanzmathematik

nimmt es uns aber nicht ab, auch wenn die zur Verfiigung stehenden Sensitivititen eventuell
helfen die Grenzen leichter zu ermitteln.

Die Erkenntnisse zur einfachen Bestimmung der Sensitivititen in finanzmathematischen An-
wendungen, die wir im Rahmen dieser Arbeit ermittelten, sind im Abschnitt 4.4 Richtlinien zur
Sensitivititenermittlung in der Finanzmathematik zusammengefasst.
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5 Zusammenfassung

Im letzten Kapitel dieser Arbeit fassen wir die Ergebnisse dieser Arbeit zusammen und ana-
lysieren die Ergbenisse in einem gesammtheitlichen Kontext. Zuerst fassen wir die Resultate
der einzelnen Kapiteln noch einmal zusammen, anschliefend verkniipfen wir die Resultate zu
einem Gesamtergebniss und stellen die neuen Erkenntnisse dieser Arbeit zusammen. Zuletzt
geben wir einen Ausblick auf mogliche weitere Forschungs- und Entwicklungsmdoglichkeiten.

5.1 Automatisches Differenzieren

Im Kapitel 2 haben wir die Grundlagen des Automatisches Differenzieren beschrieben und
sind auf die unterschiedlichen Varianten vom AD eingegangen und haben die auftretenden
Problematiken aus technischer und numerischer Sicht, sowie im Bereich der Effizienz einge-
hend betrachtet und analysiert. Zudem haben wir die im Rahmen dieser Arbeit entstandenen
AD-Tools und Libraries vorgestellt und erldutert.

Mit GAuDi ist ein Framework im Rahmen der Arbeit entstanden, das zwei unterschiedli-
che Bereiche umfasst: Eine generelle Idee zur Umsetzung eines Programmiersprachen un-
abhingigen Source-Transformtion-Tools, als auch eine C++ Bibliothek, die eine integrierte
Debbuging-Einheit zum Auffinden von numerischen Instabilitdten beinhaltet. Die Besonder-
heit der Debbunging-Funktionalitit ist, dass sie ohne Modifikation per Compiler-Option zuge-
schaltet werden kann und bei Inaktivitit keinen zusitzlichen Aufwand erzeugt.

5.2 Stromungsdynamik

Die Stromungsdynamik ist ein relevantes und anspruchsvolles Thema aus physikalischer und
numerischer Sicht. In diesem Kapitel haben wir deshalb - ausgehend von der Physik - die we-
sentlichsten Aspekte der Stromungsmechanik zusammengestellt und die numerische Herange-
hensweisen erldutert, bevor wir auf die - aus Sicht dieser Arbeit - relevanten Fragestellungen,
der Anwendung des Automatisches Differenzierens in numerischen Stromungssimulationen,
eingegangen sind. Innerhalb dieses Bereichs haben wir zwei Implementierungen von CFD-
Programmen verwendet eine 2D-Software Caffa und eine 2D/3D-Software Comet.

Bei der Verwendung des Automatischen Differenzierens in Caffa kdnnen wir zusammenfas-
send feststellen, dass die Anwendung von AD ohne Einschrinkung umsetzbar ist. Bei der
Kombination von Comet mit dem Automatischen Differenzieren ist ein abschlieBendes Ur-
teil nicht so eindeutig. Wird ausschlieBlich ein starres Gitter betrachten, ist die Umsetzung
moglich. Bei bewegten Gittern ist aufgrund der internen Struktur und der verwendeten Berech-
nungsmethoden von Comet eine Anwendung nicht méglich, da numerische Instabilitdten bei
den Ableitungswerten auftreten.
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5.3 Finanzmathematik

Analog zu den anderen Kapiteln haben wir im Bereich der Finanzmathematik (Kapitel 4) eine
kurze Einfiihrung in die fiir uns relevanten Methoden und Modelle, sowie ihre numerische Um-
setzung, gegeben. Wir beschrinken uns auf die Bewertung von Optionen. Dazu fiihren wir den
Begriff der Option ein und befassen uns niher mit der numerischen Berechnung von Integra-
len, da dies fiir uns eine entscheidende Rolle spielt. Im Anschluss befassen wir uns mit dem am
weitesten verbreiteten Modell zur Bewertung von Optionen, dem Black-Scholes-Modell und
den Anwendungsmoglichkeiten des Automatischen Differenzierens in der Optionspreisberech-
nung. Zuletzt iibertragen wir die gewonnenen Erkenntnisse auf das komplexere Heston-Modell,
welches die grofiten Schwichen des Black-Scholes-Modells behebt und betrachten erneut den
Einsatz des Automatischen Differenzierens im Senisitivéts- und Kalbibrierungskontext.
AbschlieBBend hat sich gezeigt, dass die Verwendung vom AD im Bereich der Finanzmathema-
tik sehr gut umsetzbar ist. Zum Teil muss man die gebriduchliche Formulierung in Complexer
Notation in eine reelle Formulierung, aus Griinden der Anwendbarkeit der AD-Tools, umfor-
men. Dieser zusitzliche Aufwand lohnt sich allerdings meist, schon da die Simulation in einer
rein reellen Formulierung leichter von Hand optimiert werden kann. Zudem ist aufgrund der
besser optimierten Umsetzung von Reellen-Datentypen innerhalb des Compilers die Laufzeit
aufgrund der moglichen Optimierungen des Compilers in der Regel besser.

5.4 Gesamtergebnisse

Die Gesamtergebnisse dieser Arbeit gliedern sich in drei Bereiche:

Die elementaren Erkenntnisse, die sich im Bereich des Automatischen Differenzierens ergeben
haben. Im Speziellen sind hier die in dieser Form nicht vorhandenen, beziehungsweise zusam-
mengetragenen Erkenntnisse der auftretenden Problematiken, sowie die Entwicklung einfacher
und trotzdem effizienter Tools, beziehungsweise Librarys, genannt.

Bei der Betrachtung der Stromungsmechanik liefern detaillierten Erkenntnisse der Anwendung
des Automatischen Differenzierens auf bestehenden Code unter Verwendung verschiedener
Ansitze neue Erkenntnisse zur erfolgreichen Integration vom Automatischen Differenzieren in
Stromungssimulationen. Die Erkenntnisse sind allerdings auf eine Vielzahl von unterschiedli-
chen Simulationen in anderen Bereichen iibertragbar.

Die Anwendung des Automatischen Differnzierens auf Problemstellungen aus dem finanzma-
thematischen Bereich im Rahmen dieser Arbeit zeigt die Flexibilét der bisher meist im Zu-
sammenhang mit technisch-naturwissenschaftlich angewandten Methode. Die Kalibrierung des
Heston-Modells in dieser Form wurde bisher noch nicht in dieser Art und Weise betrachtet.

5.5 Ausblick

In diesem Abschnitt fassen wir interessante Fragestellungen, die beim Erstellen dieser Arbeit
aufgeworfen wurden, zusammen. Die Beantwortung dieser Fragen hitte allerdings den Rahmen
dieser Promotionsarbeit gesprengt. Die Gliederung des folgenden Abschnitts ist analog zum
restlichen Aufbau der vorliegenden Arbeit.
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5.5 Ausblick

5.5.1 Automatisches Differenzieren

Ein moglicher Ausblick, damit die Verbreitung des Automatischen Differenzierens zunimmt,
ist die Weiterentwicklung der betrachteten Tools sowie die Integration der Bibliotheken in an-
dere, bereits bestehende Bibliotheken mit gezielten Erweiterungen. So kann eine Effizienzstei-
gerung - sowohl aus Sicht der Recheneffizienz, als auch aus Sicht des Anwenders - erreicht
werden. Andere denkbare Weiterentwicklungen sind die Entwicklung von noch detaillierte-
ren und effizienteren Methoden zur Erkennung von Singularititen aus numerischer Sicht zur
Beschleunigung der Laufzeit der entsprechenden Simulation, sowie die Entwicklung von Me-
chanismen zur Steigerung der Robustheit der Ableitungswerte beim Auftreten numerischer
Singularititen oder in deren unmittelbarer Umgebung.

5.5.2 Stromungsdynamik

Bei der Betrachtung des Automatischen Differenzierens im Bereich der Stromungsdynamik
haben wir einige neue Ansitze aufgeworfen. Zum Beispiel die Entwicklung eines numeri-
schen Stromungslosers der gezielt unter den Aspekten der Verwendung von bewegten Git-
tern und dem Automatischen Differenzieren entwickelt wird. Hierzu miisste man zunichst ei-
ne geeignete Datenstruktur fiir die Gittergeometrie und das Bewegen des Gitters entwickeln,
die fiir das Automatische Differenzieren flexibel genug ist und auf der anderen Seite den Ef-
fizienzanspriichen fiir Speicher- und Recheneffizienz geniigt, speziell fiir den Fall, dass die
Funktionalitit des Automatischen Differenzierens nicht benétigt wird. Dazu miisste man Sta-
bilitdtsbetrachtungen fiir die Simulation, sowohl fiir die primiren GroBen als auch die auftre-
tenden sekundiren Groflen (Ableitungsgrofien), bei der Wahl der Losungsalgorithmen beriick-
sichtigen.

5.5.3 Finanzmathematik

Die Verwendung des Automatischen Differenzierens ist gerade bei nicht auf Monte-Carlo ba-
sierenden Methoden im Bereich der Finanzmathematik noch nicht sehr stark vertreten. Daraus
folgt, dass das Feld fiir Ausblicke hier entsprechend grof} ist. Man kann die Einsatzmdglichkei-
ten und Untersuchungen fiir das Automatische Differenzieren auf die meisten Berechnungen
von finanzmathematischen Produkten und Fragestellungen ausweiten und generelle Erkennt-
nisse fiir den Einsatz vom AD in der Finanzmathematik aufstellen.
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Bezeichnungen

AD

CFD
CFG

div -
elementare Operationen
elementare Rechenoperationen

FDM

FEM

FVM

GAuDi-STT

J

K (Stromungsmechanik)
Ma

v
vV

Vi
W

Automatisches Differenzieren oder auch Algorithmisches Diffe-
renzieren (engl. automatic differentiation)

Computational Fluid Dynamics

Control Flow Graph

symbolisiert die durch AD bestimmte zugehorige abgeleitete Va-
riable

Reprisentiert die Divergenz div - := ", gT1
gleichbedeutend mit elementare Rechenoperationen.

Dies beschreib alle nativ in einer Programmiersprache
verfiigbaren Rechenoperationen bzw. mathematische Funk-
tionen.gleichbedeutend mit

Finite Differenzen Methode siehe Finite-Differenzen-Methode .
Finite Elemente Methoden siehe Finite-Elemente-Methode .
Finit Volumen Methoden siehe Finite-Volumen-Methoden .

GNU Automatic Differentiation - Source Transformation Tool
Stromdichte

Die Wirmeleitfahigkeit in £472.

Die Mach-Zahl, ist die dimensionslose KennzahlMa = %, wobei
c die Schallgeschwindigkeit beschreibt.

= (5%, -2, -2 )im R? mit kartesischen Koordinaten.

6% ? %7 815
Vf = (achl’ any Tgi)im R? mit kartesischen Koordinaten und

f € CL(R3).
V - f = div f im R? mit kartesischen Koordinaten und f &
CH(R3).

Die Prandtl-Zahl, ist die dimenensionslose KennzahlPr = %2,

Rt :={zeR:z >0}

Rt :={zeR:z >0}

Rt:={zxeR:z <0}

Rt:={zeR:z <0}

DiedReynolds—Zahl, ist die dimenensionslose KennzahlRe =
Py

n -
Kontrollvolumen mit fester Masse.
Kontrollvolumen mit festem Volumen.
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