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Vorwort

Es sei R C R ein Paar von Ringen, wobei R vollstindig bewertet sei, und R
sei ein dichter Unterring von R. Dann kann man folgenden Satz betrachten.

Approximationssatz Es sei (p;)icr ein System von Polynomen in

R[Y] = R[Y1,...,YN]. Es sei § € RY cine Lisung des Gleichungssystems
pi(Y) =0, i € I. Dann gibt es Losungen y € RN desselben Gleichungssy-
stems, welche beliebig nahe an y liegen.

Dieser Satz ist wohlbekannt in den folgenden Fillen.

e R ist ein vollstindig bewerteter Korper der Charakteristik 0, und R ist
ein dichter Unterkérper von R, welcher algebraisch abgeschlossen in R
sei. (S. Lang, [15])

e R = K{C,...,(n} ist die Algebra der konvergenten Potenzreihen in
endlich vielen Unbestimmten iiber einem vollstindig bewerteten Korper
K der Charakteristik 0, und R = K[(1,...,(,] ist die Algebra der
formalen Potenzreihen iiber K . (M. Artin, [1])

Im Jahre 1981 veroffentlichte S. Bosch eine rigid-analytische Version des Ar-
tinschen Satzes. Es sei dazu K ein vollstindiger nicht-archimedisch bewerteter
Korper, und fiir jedes ¢ € \/|K*| sei

K{cX¢) = {f € K[(1,...,¢a] 5 f konvergiert auf D" (c)}

die Algebra der Potenzreihen in n Unbestimmten iiber K, welche auf dem
n-dimensionalen Ball D" (¢) mit Radius ¢ konvergieren. Man setze

R = K(Q) = lim  K(c'¢() € B = K(0).

Dann gilt der obige Approximationssatz fiir R C R, d.h. eine Lésung ¥ € RN
des Gleichungssystems, welche auf dem Ball mit Radius 1 konvergiert und
[Ylsup < 1 erfiillt, kann durch eine Lésung y € RY approximiert werden,
welche auf einem ,etwas grofleren“ Ball konvergiert.

Tatséchlich behauptet Bosch in [10] eine noch allgemeinere Version des Appro-
ximationssatzes. Es seien dazu

A = K(&) = K(&,---a&m)



mit Unbestimmten &;,...,&,, und
— 1 -1
AlQ)y == lim | Afe ™)

die Algebra der formalen Potenzreihen in Unbestimmten (i,...,(, iiber A4,
welche auf einem Ball mit einem Radius etwas gréfier als 1 konvergieren. Dann
wird der Approximationssatz fiir das Paar (A(()t,A(¢)) anstelle von (R, R)
behauptet. Weiterhin diirfen die p; dort sogar Potenzreihen sein, welche auf
einem etwas grofieren Ball konvergieren. Genauer sei vorausgesetzt

pi € A(Ca Y>T

mit Unbestimmten Y7i,...,Yx . Zum Beweis werden dort die Methoden aus Ar-
tins Arbeit ([1]) an diese Situation angepafit. Dabei spielt der Weierstrafische
Vorbereitungssatz eine zentrale Rolle. Insbesondere wird verwendet, dafl bei ge-
eigneter Wahl der Koordinaten &,( jedes Element von A((){ ein Weierstraf}-
divisor ist. Das gilt jedoch fiir diese Algebra nicht, sofern die Unbestimmten ¢
auftreten. Die Behauptung bleibt richtig, falls die ¢ nicht auftreten, d.h. falls
A=K.

Erlaubt man das Auftreten der £, so erhilt man eine relative Version des
Approximationssatzes, welche ein Analogon zu einer entsprechenden Aussage
iiber Schemata vom endlichen Typ

§ = SpecRIE[C],
S = SpecR[¢][(]

wire. Dieser Fall ist unbekannt und wiirde einen Approximationssatz fiir hen-
selsche Paare (siehe [18], chapitre IX) nach sich ziehen, d.h. eine Losung des
Gleichungssystems iiber der (¢)-adischen Komplettierung S kénnte durch eine
Losung iiber der Henselisierung von S im Ideal (¢) approximiert werden. Dies
bedeutet, dafl eine Losung iiber einer étalen Erweiterung S’ — S existierte,
welche iiber ( = 0 ein Isomorphismus wiére.

In dieser Arbeit werde ich die absolute Version des Approximationssatz fiir das
Paar (K (), K(¢)) mit Hilfe des Artinschen Gldttungssatz beweisen. Die hier
verwendeten Methoden beruhen auf den Beweisen in [9] und werden in der
Einleitung erklirt.



Kapitel 1

Einleitung

1.1 Der artinsche Approximationssatz

Es sei A die Henselisierung einer Lokalisierung einer endlich erzeugten Alge-
bra iiber einem Korper oder einem exzellenten diskreten Bewertungsring. Zum
Beispiel betrachte man den Polynomring k[(1,...,({,] tiber einem vollstindig
bewerteten Koérper k. Dann kann man fiir A die Henselisierung der Lokalisie-
rung von k[C1,...,Cp] im Ideal ((i,...,(,) wihlen. Da der Ring der konver-
genten Potenzreihen k{(i,...,(,} henselsch ist, konnen die Elemente von A
als konvergente Potenzreihen dargestellt werden.

Es sei f(Y) = 0 ein polynomiales Gleichungssystem iiber A. Im Jahre 1969
bewies M. Artin, da$ sich eine Losung 4 € AY von f(Y) = 0 in der Kom-
plettierung A stets durch eine Losung in A approximieren li8t, siehe [2]. Im
Spezialfall der konvergenten Potenzreihen bedeutet das also, daf} eine Losung,
die in Form von formalen Potenzreihen gegeben ist, sich durch eine Lésung in
Form von konvergenten Potenzreihen approximieren 148t.

In der Sprache der Schemata iibersetzt findet man zu jedem A-wertigen Punkt
o : SpecA — X eines Schemas X iiber SpecA vom endlichen Typ einen
A -wertigen Punkt ¢’ : Spec A — X , der mit ¢/ modulo dem maximalen Ideal
my4 von A iibereinstimmt.

Spec A < Spec A

Eine alternative Formulierung dieses Satzes ist, da} der Ring A die Approxi-
mationseigenschaft hat.

Spec A
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Dieser Satz ist wohlbekannt, falls X glatt iiber Spec A ist. Im Spezialfall des
Rings der konvergenten Potenzreihen iiber den komplexen Zahlen 148t sich
dies mit rein analytischen Methoden unter Verwendung des Satzes iiber um-
kehrbare Abbildungen beweisen. Dies ist gleichbedeutend damit, da§ der Ring
C{¢1,-.-,¢y} henselsch ist. Wir wollen dies kurz ausfithren. Es sei X glatt
iiber S von der Dimension n, wobei S ein Ball um den Punkt s mit Radius
r sei. Es sei £ € X ein Punkt iiber s. Dann gibt es Funktionen fi,..., f,
mit z € V(f1,..., fn) derart, daB V(f1,..., fn) quasiendlich in z iiber S ist
und die Differentiale dfi,...,df, im Punkt z linear unabhingigin Qy/g sind.
Dann ist V(f1,...,fs) in z eine Mannigfaltigkeit und die Abbildung

V(fi,--osfa) = S

erfiillt die Bedingungen des Satzes iiber umkehrbare Abbildungen. Sie induziert
also einen Isomorphismus von einer Umgebung von z auf eine Umgebung von
s. Die lokale Umkehrung dieser Abbildung erlaubt es, einen Schnitt von einer
Umgebung von s in X durch z zu definieren.

Der allgemeine Fall kann auf eine raffinierte und technisch anspruchsvolle Weise
auf den glatten Fall zuriickgefithrt werden. Man konstruiert eine Glattung X9
iiber X derart, daB sich der A -wertige Punkt von X durch einen A -wertigen
Punkt von X9 approximieren 148t. Man konstruiert also ein kommutatives
Diagramm der Form

X9 (1.1)

X —" Spec A

|

Spec A

so, dafl X9 glatt iiber Spec A ist. Dies geschieht durch Ersetzen aller Koef-
fizienten aller gegebenen Gleichungen durch Unbestimmte und eine trickreiche
Anwendung der Weierstrafischen Division, siehe [3] bzw. [9], 3.6.

1.2 Gliattung und Approximation fiir rigide Riume

Es sei K ein vollstindiger diskret bewerteter Kérper mit Parameter 7. Es sei
S = Dg(l+e)

der n-dimensionale Ball vom Radius 1+ ¢ iiber K. Die Funktionen auf S
entsprechen den formalen Potenzreihen in n Unbestimmten iiber K , die auf
dem Ball mit Radius 1+ ¢ konvergieren. Es sei

X = V(f) cD§

die Nullstellenmenge eines Systems von strikt konvergenten Potenzreihen
f= (fl, .. .,f,,-) mit fz € A<Y1, C ,YN> , wobei A= OS(S) . Es sei

A~

S = Dg(1)
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und

f(a) = 0, a=(ai,...,an) mit 4 € Og(S)
eine Losung des Gleichungssystems f(Y) = 0 in der Form von Potenzreihen,
die auf dem Ball mit Radius 1 konvergieren. Wir wollen die Lésung a appro-
ximieren auf

S' = DL(1+4)

fiir ein 0 < 0 < ¢, d.h. wir suchen eine Losung a’ in Form von Potenzreihen,
die auf einem Ball mit gréBerem Radius 144§ konvergieren, derart, daff a’ nahe
bei a liegt.

Wir wollen die Fragestellung in die Sprache der rigiden Rdume und in ein Dia-
gramm iibersetzen. Die Losung & induziert einen S -Morphismus o : S X.
Wir werden eine Relation ,relativ S-kompakt in“, in Zeichen U €g X , fiir
einen Teilbereich U eines rigiden Raumes X iiber S derart definieren, dafl
DX (c) €s D¥ (¢') genau dann gilt, wenn ¢ < ¢’. Anschaulich soll dies bedeu-
ten, dal U echt im Innern von X liegt. Dann 148t sich die Situation durch
folgendes Diagramm darstellen.

Gegeben ist also S € S und ein Morphismus ¢ : § — X mit der zusitzlichen
Voraussetzung

U(S) €s X,

sowie ein vorgegebenes Ag > 0. Gesucht ist ein § € §’ C S und ein
o'+ 8’ — X derart, daB o und ¢’ modulo 7 iibereinstimmen.

~

Die Zusatzvoraussetzung o(S) €s X ist im allgemeinen notwendig fiir die
Existenz, wie man wie man anhand der Wahl X := S und ¢ :=id sieht. Wir
bemerken noch, dafl diese Voraussetzung stets erfiillt ist, falls X — S eigentlich
ist.

Im Falle X glatt iiber S ist diese Aussage relativ einfach zu beweisen, aber
nicht vergleichbar mit dem Fall im vorigen Paragraphen. Die Aussagen folgen
nidmlich aus den Approximationstechniken des Lemmas von Elkik ([12], Seite
555). Dieses sagt aus, daB man eine Niherungslosung o) : S' — ID)éV , gegeben
durch a* € AN mit

f(a*) = 0 mod 7,
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analog zum Newton-Verfahren zu einer verbesserten Niherungslosung
ort1 1S — DY liften kann, d.h. man findet ein a**! € AN | welches

A+1 A

= 2 mod 7w h

a

(1.2)
f*!) = 0 mod 7!
erfiillt. Der Parameter h, der die Ubereinstimmung der Niherungslésungen
regelt, ergibt sich aus der Glattheitsbedingung von X iiber S . Diese iibersetzt
sich ndmlich in eine Bedingung, in der gewisse Minoren der Jacobimatrix

M@ = (o) @ (13)

nach unten durch 7" fiir ein gewisses h abgeschiitzt werden konnen.

Falls geeignete Bedingungen an die Ndherungslésung o) erfiillt sind, so kon-
vergieren diese Niherungslosungen gegen eine tatsichliche Losung o' auf S’
die mit o modulo 7*° iibereinstimmt.

Wir wollen kurz ausfithren, wie man ausgehend von a* eine Liftung a’! fin-

det, welche (1.2) geniigt. Dazu reduzieren wir die Potenzreihen f modulo 72
und liften sie zu Polynomen f* in A[Y1,...,Yy]. Wir setzen mit a**! =a* —y
und einer Taylorentwicklung

@) = @t —y) = @) - M@y + Z Qij(@y)yiy;  (14)

an, wobei M™* entsprechend zu (1.3) die Jacobimatrix zu den Polynomen f* sei.
Die Abschitzung jener Minoren durch 7" impliziert eine analoge Abschiitzung
der entsprechenden Minoren von M*(a*) durch 7. Mit Mitteln der linearen
Algebra findet man damit ein y € AV mit

= 0 mod mh

y
i f*(a?) = 7"M*(al)y mod 7.

Kiirzt man diese Gleichung mit 7" und verbindet sie mit der Taylorentwicklung
(1.4), und setzt man dariiberhinaus A > 2h voraus, so erhilt man die Losung
aM! :=a* —y von (1.2). Auf diese Weise bekommt man eine Liftung oy, :
S — ]D)év von o?, die noch nicht nach X abbildet, sich aber besser an X
anschmiegt als oy . Dabei lassen sich die Minoren entlang der Liftung a’t!

durch dasselbe 7" abschitzen.

Um die tatsichliche Lésung o’ : S — X {iber einem echt grofieren Teilbe-
reich ' C S mit § € S’ zu erhalten, konstruiert man zuniichst eine Nihe-
rungslosung a* zu dem Level \ := Ao + h. Man verwendet die Bedingung
o(8) €s X, umein § >0 und S = DE(1 + &) zu finden, so daB a* einen
Morphismus o : S’ — D& induziert, der i.a. noch nicht nach X abbildet,
und die Situation des Lemmas von Elkik erzeugt. Wir kénnen dann sukzessi-
ve Néherungslosungen oy,0541,... konstruieren derart, dal o, und o, auf
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dem Level y — h iibereinstimmen fiir alle p > p > A. Somit fiigen sich die
Niherungslésungen zu einer tatséichlichen Losung o' : S — X zusammen.

Im allgemeinen Fall ist es moglich, analog zum Diagramm (1.1) eine gewisse
Glittung X9 von X zu konstruieren, um die Aussage auf den glatten Fall
zuriickzufithren. Wir werden dies beweisen, wenn X und S affinoid sind und
S @ S eine spezielle Gestalt hat, nimlich die eines Weierstrafibereiches. Dies
kann auf den Fall

S :=DE(1) € S := DE(c).

zuriickgefithrt werden, wobei |c| > 1. Unter diesen Voraussetzungen wird der
Hauptsatz der folgende Arbeit bewiesen.

Satz 5.1.1 (Glittungssatz) Es seien K ein vollstindiger nicht-archimedisch
bewerteter Korper, und c1,...,¢,, S und S seien wie oben definiert . Es seien
ferner X ein affinoider S -Raum und o ein S -wertiger Punkt von X derart,
daf$ o(S ) €g X . Dann gibt es ein kommutatives Diagramm affinoider Raume

derart, daff X9 — S rig-glatt ist und dafi 09(5’) Eg X9 gilt.

Dazu wird auf sehr technische Weise ein Diagramm der folgenden Art konstru-
iert.

/N.
U <— DN <—— X9

9
) , \ p

I

\

S

Man fithrt eine Induktion nach der Anzahl n der Unbestimmten. Zunichst
kann man annehmen, da8 6*A? ein WeierstraBdivisor ist, wobei A ein Minor
der Jacobimatrix ist. Der WeierstraBsche Vorbereitungssatz liefert eine Glei-
chung, in der dann alle Koeflizienten durch Unbestimmte ersetzt werden. Dies
liefert ein groBeres Gleichungssystem, welches in n — 1 Unbestimmten gele-
sen werden kann. Die Induktionshypothese liefert dann das Schema U und
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die Abbildungen o und 9, wobei U glatt iiber S ist, 1(S) € U gilt und
a*A? gewisse Teilbarkeitsrelationen erfiillt. Dann definiert man einen Morphis-
mus ]D)[l]N — ID)éV , der formal die Taylorentwicklung in Unbestimmten imitiert,
und definiert X9 als den Teilbereich davon, auf dem die X definierenden Glei-
chungen erfiillt sind. Mit Hilfe des Nullschnitts 7 erhilt man so die gewiinschte

Gliattung X9 — X iiber S. Die relative Kompaktheit von ¢9(S) in X9 ist
dabei in die Gleichungen eingebaut, die X9 iiber I[Dév definieren.

Der Approximationssatz folgt dann aus den Approximationstechniken von Elkik
im glatten Fall.

Im letzten Kapitel werden Anwendungen der Approximation und Ausdehnung
von Morphismen auf die Struktur eigentlicher rigider Gruppen erklért.



Kapitel 2

Rigide Geometrie

2.1 Tate-Algebren

Es seien k ein Korper mit einer vollstdndigen nicht-trivialen nicht-archimedischen
Bewertung und n € Ny . Es seien (1,...,(, Unbestimmte iiber k. Wir ver-
wenden stets Multiindexschreibweise, d.h. wir schreiben

v=(vi,...,vn) €Ny

und ,
¢V o= Gt G
| = vi+...+uy

fiir beliebige vy, ...,v, € Ny . Die Tate-Algebra in n Unbestimmten iiber k ist
definiert als

To(k) = KO = k{C1,---,Gn)

= Z a,(” ; ay € k fir allev € Ny, lim |ay,| — 0

N
veNy |v|—00

Sie ist eine Unteralgebra der k-Algebra k[(1,...,(,] der formalen Potenz-
reihen in n Unbestimmten iiber k. Die Elemente von T,,(k) heiflen strikt
konvergente Potenzreihen. Auf T, (k) betrachten wir die Gaufl-Norm

Z a,(”| == max{|a,| ; vEN;} .

veNg

Es handelt sich hierbei um eine k-Algebra-Norm im Sinne von [4]. Mit dieser
Norm wird T, (k) zu einer Banachalgebra, d.h. sie ist vollstindig. Ferner ist
der Polynomring k[(1,...,(,] dicht in Tj, (k).

Man kann die Elemente von f € Tj,(k) auch als Funktionen
{(@1,--yzp) € (K" |z <1, i=1,...,n} = D, — k°,

(xla"',xn) = f(mla"',xn)

11
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auffassen. Dabei bezeichne k% den algebraischen Abschlufl von k. Die Elemente
von T, (k) entsprechen eineindeutig denjenigen Funktionen D}’ — k“, welche
durch eine Potenzreihenentwicklung dargestellt werden, die auf D/, konver-
giert, und welche I}’ nach %k abbilden. Die durch ein Element f € T, (k) auf
diese Weise definierte Funktion D/, — k* ist dquivariant unter der Operation

der absoluten Galoisgruppe I' := Gal(k®/k), d.h. es gilt f(oz) = o(f(z)) fir
alle z € D, undalle o € T'.

Die Banachalgebra T, (k) erfiillt das Mazimum-Modulus-Prinzip, d.h. es gilt
fiir alle f € T, (k)

[fl = max{[f(z)]; 2 €Dga} .

2.2 Weierstraf3-Riickert-Theorie fiir die Tate-Algebra

Der Korper k sei wie im letzten Abschnitt. Wir fixieren k& und schreiben kurz
T, fir T,(k). Es sei

o
9= 9. € Tn,
v=0
wobei g, € Tp,—1 = k{C1,...,(p—1) - Die strikt konvergente Potenzreihe g heifit
Weierstrafidivisor in (, vom Grade s € Ny, falls
e ¢, eine Einheit in T,,_; ist,

o |gs| =|g| und |gs| > |g,| fiir alle v > s.

Im Falle |g| =1 ist dies gleichbedeutend damit, dal das Bild von g in

ein normierbares Polynom vom Grade s in der Unbestimmten (, ist. Dabei
ist

(Tn)° = {f€e€Tn; |fl<1},

(Tn)” = {feTh; |fl<1},
und es gilt T,” = k[¢1, ..., ] mit k:=k°/k .

Ist g Weierstrafidivisor in {,, vom Grade s, so kann man zu jedem f € T,
die Weierstra3division

f=a9+r

durchfithren mit eindeutig bestimmten ¢ € T,,, r € T,_1[(,] derart, da§
Gradr < s.

Ein normiertes Polynom w € T;,_1[(,,] mit |w| =1 heifit Weierstrafipolynom in
(n - Ein solches w ist dann Weierstraf3divisor in (;,, vom Grade s, wobei s der
Grad von w in (, sei. Eine Folgerung der Weierstrafidivision ist der folgende
Satz ([4], 5.2.2., Theorem 1).
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Satz 2.2.1 (Weierstraflscher Vorbereitungssatz) FEs sei g € T,, ein Wei-
erstrafidivisor in (, vom Grade s. Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes Wei-
erstrafipolynom w € T,,_1[(,] vom Grade s und eine eindeutig bestimmte Ein-
heit w € T, derart, daff g =u-w.

Der Weierstrafische Endlichkeitssatz sagt dann aus, da8 T;,/wT,, ein endlicher
freier T, 1 -Modul ist fiir jedes Weierstralpolynom w € T}, .

Die Existenz geniigend vieler Weierstrafidivisoren, nach einer eventuellen Va-
riablentransformation, zeigt folgender Satz (siehe [4], 5.2.4, Prop. 1).

Satz 2.2.2 Es sei f € T, \ {0} . Dann gibt es einen Automorphismus o von
T, vom Typ

U(Cn) = (n, U(Cz) = Ci+C7cli, 1=1,....,n—1

derart, dafy o(f) Weierstrafidivisor in (, ist. Insbesondere ist o(f) assoziiert
zu einem Weierstrafipolynom.

Mit Hilfe dieser Theorie kann man zeigen, daf} T;, ein noetherscher, faktorieller
Jacobson-Ring ist, und daf alle Ideale in T;, (sogar strikt) abgeschlossen sind.

2.3 Affinoide k-Algebren

Es sei wieder ein vollstdndiger nicht-archimedisch bewerteter Kérper k£ gege-
ben. Unter einer affinoiden k -Algebra A versteht man das homomorphe Bild
einer Tate-Algebra T, .

Ist «:T, - A ein Epimorphismus, so kann fir f € A die Restklassennorm

|fla := inf{lg|; g € Tn, a(g) = f}

betrachtet werden. Dann ist A ebenfalls eine k-Banachalgebra und ein noether-
scher Jacobson-Ring.

Zu jeder affinoiden k-Algebra A gibt es eine Noether-Normalisierung, d.h. es
gibt ein d > 0 und einen endlichen Monomorphismus Ty < A (siehe [4], 6.1.2).
Dabei ist d gerade die Krull-Dimension von A.

Die Supremum-Seminorm auf A ist fir f € A definiert durch
|f|sup = Sup{|f(m)| yme Ma‘XA} :

Dabei ist Max A die Menge aller maximalen Ideale von A. Fiir jedes m €
Max A ist f(m) definiert als das Bild von f in A/m. Nun ist A/m eine
endliche Erweiterung von k, und die Bewertung von &k kann eindeutig auf
A/m fortgesetzt werden. Fiir die Supremum-Seminorm gilt eine Version des
Mazimum-Modulus- Theorems, d.h. das Supremum in der Definition ist ein Ma-
ximum.
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Die Supremum-Seminorm entscheidet dariiber, ob ein Element beschréinkte Po-
tenzen hat oder ob es topologisch nilpotent ist beziiglich einer beliebigen Rest-
klassennorm. Fiir f € A gilt ndmlich, daf

sup |f", <oo <= |[flsup <1,
n€eNp

Tm [, =0 = [flap<1.
Es gilt stets |flsup < |f|o fiir alle in Frage kommenden Epimorphismen o :
T, — A.Im Falle der Tate-Algebra A = T;, ist die Supremum-Seminorm gleich
der Gauf-Norm.

Die Supremum-Seminorm ist eine Norm genau dann, wenn A redusziert ist.
In diesem Falle ist die Supremum-Seminorm &dquivalent zu jeder vollstdndigen
k -Algebra-Norm, insbesondere zu |f|, . Man spricht dann von einer Banach-
Funktionen-Algebra.

Verallgemeinerte Bruchringe. Es seien A eine k-affinoide k-Algebra und
fis--es frs91,---,9s € A. Wir wollen konvergente Potenzreihen in den Ele-
menten fi,... ,fr,gfl, .. ,gs_1 itber A bilden. Dazu schreiben wir kurz f:=
(f1,---»fr) und g := (g1,...,9s). Dann gibt es eine ,kleinste* affinoide k-
Algebra iiber A, in der die Elemente von g Einheiten sind, und in der f und
g~! Supremum-Seminorm < 1 haben. Genauer kann man mit Unbestimmten

¢:=(C15---,¢r) und 1 := (n1,...,7s)
p: A = Alf,g7") = A n)/(¢—f,gn—1)

definieren. Dann ist A(f,g~!) eine affinoide k-Algebra, die ¢(g,) sind Ein-
heiten, und die Elemente ¢(f,) und ¢(g,) haben Supremum-Seminorm < 1.
Ferner erfiillt A(f,g=!) eine universelle Eigenschaft iiber A beziiglich diesen
Bedingungen.

Es seien nun fi,..., fr,g € A gegeben, welche zusammen das 1-Ideal erzeu-
gen. Wir wollen konvergente Potenzreihen in den Elementen %, .. % iiber A

bilden. Ahnlich wie oben betrachten wir den Homomorphismus
f
pid > A(5) = AO/aC 1)

Dann ist A <§> eine affinoide k-Algebra, 1(g) ist eine Einheit, und die Ele-

mente 1/)(%), - ,¢(f?’) haben Supremum-Seminorm < 1.

2.4 Affinoide Varietidten und Teilbereiche

Auf der Tate-Algebra T,, = T,,(k) kann man die Menge der maximalen Idea-
le MaxT;,, mit den Punkten von D/, modulo der Operation der absoluten
Galoisgruppe I' = Gal(k®/k) identifizieren. Genauer gibt es eine Surjektion

T:f, —» MaxT,,

z = my:={feT,; f(r) =0},
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die eine Bijektion DJ, /T' = MaxT,, induziert. Das Auswerten einer Funktion
f €T, in einem Punkt z ist dann kompatibel mit diesem Isomorphismus. Fiir
jedes m, € Max7,, kann man eine Einbettung i, : T,,/m, — k* wihlen. Auf
diese Weise induziert f eine Abbildung MaxT, — k®. Verkettet man diese
mit der kanonischen Abbildung k* — k%/T' in die Menge der Bahnen unter
der Operation der Galoisgruppe auf k%, so ist die resultierende Abbildung
MaxT,, — k%/T' unabhingig von der Wahl der Einbettungen i, . Es gibt somit
ein kommutatives Diagramm.

D,

P

Max T, —— k*/T

Daher macht es Sinn, die affinoide Varietit einer k-affinoiden k-Algebra A
als das Paar
SpA = (Max A4, A)

zu definieren und die Elemente von Max A als die Punkte von Sp A zu be-
zeichnen.

Fiir jede Teilmenge F' C A ist
V(F) = {z € SpA| f(z) =0, Vf € F}

die abgeschlossene Untervarietdt zur Menge F' von X . Es gilt dann V(F) =
V(a) fiir ein eindeutig bestimmtes reduziertes Ideal a von A, und man kann
V(F) mit Sp(A/a) identifizieren.

Ein Morphismus affinoider k-Varietiten Sp A — Sp B ist ein Paar (o,0%),
wobei ¢* : B — A ein k-Algebra-Homomorphismus ist, und die Abbildung
o:MaxA — Max B, z ~ (0*)"!(z) davon induziert wird. Der Morphismus
SpA — Sp B heifit abgeschlossene Immersion, falls B — A ein Epimorphis-
mus ist. Man kann eine abgeschlossene Immersion Sp A — Sp B stets mit der
Inklusion der abgeschlossenen Untervarietit V (ker(B — A)) < Sp B identifi-
zieren.

Eine Teilmenge U C Sp A heift affinoider Teilbereich von Sp A, wenn es eine
affinoide k-Varietit Sp A’ und einen Morphismus ¢ : SpA’ — SpA gibt
derart, dafl ¢(Sp A’) C U gilt, und ¢ die universelle Eigenschaft besitzt, daf§
jeder Morphismus % : SpB — SpA mit ¢¥(SpB) C U eindeutig iiber ¢
faktorisiert. In diesem Fall bildet ¢ die Punkte von Sp A’ bijektiv auf U ab.
Man sagt, der affinoide Teilbereich werde von Sp A’ < Sp A reprisentiert und
schreibt suggestiv U = Sp A’ .

SpB

@BEU
=L
\%

SpA'—*~ SpA
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Es seien f1,...,fr,91,---,9s,9 € A gegeben und f := (f1,...,f), g =
(91,---,9s) - Dann kann man folgende affinoiden Teilbereiche von X := Sp A

definieren.
Weierstrafbereich : Sp A(f) = X(f)
={z e X; |filz)| <1, Vi}
Laurentbereich :SpAf,gt) = X(f,g 1)
={z e X; |filz)] <1< |g;(=)], Vi, j}
Rationaler Bereich: Sp A <§> =X (5)
={z € X; |fi(z)] <lg(z)], Vi} .

Im Falle des rationalen Bereich sei dabei vorausgesetzt, dafl fi,...,fr,g das
1-Ideal in A erzeugen.

Jeder affinoide Teilbereich ist eine endliche Vereinigung rationaler Bereiche.

Die Weierstralbereiche in Sp A bilden die Basis der kanonischen Topologie
auf Sp A, welche feiner ist als die Zariski-Topologie. Beziiglich der kanonischen
Topologie sind affinoide Teilbereiche stets offen, und Morphismen von affinoiden
Varietdten sind stets stetig. Diese Topologie heifit kanonisch, da sie im Falle
der Tate-Algebra T, gerade die Quotiententopologie beziiglich der Abbildung
Dj. — MaxT, ist.

Wihlt man fiir jeden affinoiden Teilbereich U C X = Sp A eine Reprisentation
U =SpA" < SpA, so erhiilt man durch die Definition Ox(U) := A’ eine
Priagarbe Ox von affinoiden k-Algebren auf der Familie der affinoiden Teilbe-
reichen. Die Keime Ox ; sind dann noethersche lokale Ringe mit maximalem
Ideal {h € Ox ; h(z) =0}, und es gilt Ox, = A beziiglich der z-adischen
Topologie.

Ein Morphismus affinoider Varietdten ¢ : X — Y heilit lokal abgeschlossene
Immersion bei x bzw. offene Immersion bei = , falls er injektiv in z ist, d.h.
es gilt ¢~ (p(z)) = {z}, und falls die induzierte Abbildung auf den lokalen
Ringen Oy,y;) = Ox,o surjektiv bzw. bijektiv ist.

Eine lokal abgeschlossene bzw. offene Immersion ¢ : X — Y bei z ist dasselbe
wie eine abgeschlossene Immersion bzw. ein Isomorphismus = € ¢~ 'Y’ — Y’
mit einem affinoiden Teilbereich Y/ C Y .

Eine offene Immersion ist dasselbe wie die Inklusion eines affinoiden Teilberei-
ches.

Die Priagarbe Ox ist auf der Familie der affinoiden Teilbereichen azyklisch
beziiglich endlicher Uberdeckungen, d.h. sie hat die Eigenschaft einer Garbe,
daf folgende Sequenz fiir alle endlichen Uberdeckungen X = Uier Ui von X
durch affinoiden Teilbereiche U; exakt ist. (Tatescher Azyklizitétssatz)

0 — Ox(X) — HOX(UZ') = H Ox(U;nUj)

i€l ijel

(fi)ier = (fj— fo)ijer -
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2.5 Rigide Riume

Die affinoiden Teilbereiche einer affinoiden Varietit X = Sp A und die end-
lichen Uberdeckungen, fiir die der Tatesche Azyklizititssatz gilt, konnen als
topologische Struktur von X verstanden werden. Genauer handelt es sich um
eine Grothendieck-Topologie auf X , d.h. definiert man die zuldssigen Mengen
als die affinoiden Teilbereiche U von X , und definiert man die zulissigen Uber-
deckungen von U als die endlichen Uberdeckungen durch affinoide Teilbereiche,
so gilt

e U,V zulissig — U NV zulissig.

U zulissig = {U} zulissige Uberdeckung von U .

(Vi,j); =zuléssige Uberdeckung von U; fiir alle i, (U;); zuléssige Uber-
deckung von U = (V};);; zuléssige Uberdeckung von U .

U,V zuléssig, (U;); zuldssige Uberdeckungvon U, V CU = (VNU;);
zuldssige Uberdeckung vo V.

Die eben betrachtete Grothendieck-Topolgie auf X heifle die schwache Grothen-
dieck-Topologie auf X . Der Tatesche Azyklizititssatz besagt dann, dal Ox auf
der schwachen Grothendieck-Topologie eine Garbe darstellt.

Wir betrachten nun folgende Eigenschaften von Grothendieck-Topologien auf
einer Menge X , welche die Zulissigkeit lokal charakterisieren.

(Go) 0 und X sind zulissig.

(G1) TIst U zulissig, V C U, und gibt es eine zulissige Uberdeckung (U;);
von U derart, daBl U; NV zuléssig ist fiir alle 4, so ist V' zuléssig.

(Gg) Ist (U;); eine Uberdeckung einer zulissigen Menge U durch zulissige
Mengen U;, und besitzt (U;); eine zulissige Verfeinerung, so ist (U;);
eine zuléssige Uberdeckung.

Es gibt eine Verfeinerung der schwachen Grothendieck-Topologie auf X zur
sogenannten starken Grothendieck-Topologie derart, dafl die Eigenschaften Gy,
G1 und @9 erfiillt sind. Beziiglich der starken Grothendieck-Topologie sind
z.B. alle Mengen der Form

{zeX; [fl@)] <1}, {ze X |f(2)] > 1}, {z € X; [f(2)] > 0}

zulissig fiir f € A, und endliche Vereinigungen solcher Mengen bilden zulissige
Uberdeckungen. Dasselbe gilt auch fiir Zariski-offene Teilmengen von X und
natiirlich fiir affinoide Teilbereiche. Ferner sind Morphismen zwischen affinoiden
Varietiten stets stetig beziiglich der starken Grothendieck-Topologie, und die
Urbilder zulissiger Uberdeckungen sind wiederum zuliissige Uberdeckungen.

Zur Garbe Ox auf X, welche zunichst auf der schwachen Grothendieck-
Topologie definiert wurde, gibt es nun eine eindeutige assoziierte Garbe, die
auf der starken Grothendieck-Topologie definiert ist. Wir wollen diese wieder
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mit Ox bezeichnen. Auf diese Weise haben wir zu jeder affinoiden k -Varietit
Sp A einen lokal Grothendieck-geringten Raum (X, Ox) konstruiert.

Ist speziell A = T,(k) die Tate-Algebra in n Unbestimmten iiber k£ und
X :=SpT,(k), so heiit

]D)l? = (X7 OX)
der n -dimensionale Finheitsball iber k. Diese Bezeichnung ist gerechtfertigt,

denn die Punkte von X lassen sich mit den Punkten in I}, modulo der Ga-
loisgruppe Gal(k®/k) identifizieren.

Der so konstruierte Funktor
{Affinoide k-Varietiten} — {lokal Grothendieck-geringte Rédume iiber k£ }

ist voll-treu. Unter diesem Funktor entspricht eine offene Immersionen X — Y
von affinoiden k -Varietéten einem Isomorphismus von (X, Ox) nach (U, Oy|y)
fiir einen affinoiden Teilbereich U von Y .

Definition 2.5.1 Fin rigider Raum tiber k ist ein lokal Grothendieck-gering-
ter Raum (X,Ox) dber k derart, daf§ die Grothendieck-Topologie auf X die
Eigenschaften Gy, Gy und Go erfillt, und daff X eine zulissige Uberdeckung
(X3)i durch affinoide k -Varietiten X; besitzt.

In der Kategorie der rigiden k-Riume existiert ein Faserprodukt X xgY fiir
Morphismen X — § und Y — S von rigiden k-Réumen. Im affinoiden Falle
X =SpA, Y =SpB und S=SpR gilt

SpA xspr SpB = Sp(A®gB),
wobei A®rB das vervollstindigte Tensorprodukt der normierten % -Algebren
A und B iiber R sei.

Ist S ein rigider k-Raum, so definieren wir den N -dimensionalen Ball iber
S durch
DY = DY xx S.

Im affinoiden Falle S = Sp R gilt

]D)S]\}])R = SpR(ClaaCN) .

Allgemeiner werden wir den N -dimensionalen Polyzylinder iber S mit Radien
c=(c1,--.,¢cn), ¢ € (k*)*, durch

DY (c) := DN (c) xx S
definieren, wobei
DY (c) = Spk{c] Cly---,cn'CN) -

Im Falle |¢;| <1 fiir i =1,..., N und Koordinaten (j,...,{xy von D¥ iiber
S gilt
D§' (c) = {zeD{||G(z)| < ey i=1,...,N}.
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Dies ist ein abgeschlossener Teilbereich und ein Weierstrabereich in D& .
S

Der GAGA-Funktor (Géometrie Algébrique et Géometrie Analytique) Es
gibt einen Funktor

{Schemata lokal vom endlichen Typ iiber K} — {rigide k-Raume}

(2,0z) ~ (Z°%,0zan)

und jeweils einen Morphismus lokal Grothendieck-geringter k-Riume
(Z2",Ogan) — (Z,0z) derart, daB fiir jeden rigiden k-Raum (Y,0Oy) jeder

Morphismus von lokal Grothedieck-geringten k-Ridumen Y — Z eindeutig
ilber Z?" — Z faktorisiert.

(Y, Oy) -~ = (229, O gan)

|

(Za OZ)

Der rigide Raum Z?" ist als eine analytische Version des algebraischen Schemas
Z zu verstehen. Wir wollen in drei Féllen diese Analytifizierung beschreiben.

e Der rigide Raum (A7)*". Es sei Z = A} der affine n-dimensionale
Raum, aufgefafit als algebraisches Schema. Es sei ¢ € k mit |¢] > 1.
Man definiere

TO = k(c'¢) = {f € k[¢] ; f konvergiert auf D (|c[*)} .

Dann gibt es Inklusionen

0)

7, = 17 & 70 — o K[

Dr = SpT, < SpTS" < ... < Maxk[(].

Es gilt Max k[¢] = U2, Max T}\" . Also kann man die rigiden % -Réumme
Sp T,(LZ) zusammenkleben und erhilt so den rigiden k-Raum

o0
(apy = | JspT
1=0

der punktweise mit Max k[(] iibereinstimmt. Wir werden in Zukunft die
Bezeichnung A} fiir den affinen n- dimensionalen rigiden Raum (A})?"
verwenden.

e Der allgemeine Fall. Es sei Z = Spec B ein Schema, welches vom endli-
chen Typ iiber £ sei, d.h. wir konnen annehmen, da B = k[(]/a fiir ein
System von Unbestimmten ¢ = ((1,...,(,) und ein Ideal a < k[(] ist.
Dann gibt es Inklusionen

7@ « TM/@ < ... < k[(]/e = B

pT9/@) < SpTV/(a) < ... < MaxB.
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Es gilt Max B = |J;2, Max T /(@) . Also kann man die rigiden k-Raum-

me Sp T,ﬁi)/ (a) zusammenkleben, und erhilt den rigiden k-Raum

= Use¥/(@)
1=0

der punktweise mit Max B iibereinstimmt. Bei dieser Konstruktion ent-
sprechen die offenen Unterschemata von Z = Spec B genau den offenen
Untervarietiten von Z2". Durch Zusammenkleben lokaler Daten kann
man diese Konstruktion auf Schemata erweiteren, die lokal vom endli-
chen Typ sind.

Der rigide Raum (P)*" . Der projektive n-dimensionale rigide Raum
(PZ)*" kann wie im algebraischen Fall durch Zusammenkleben von n + 1
Kopien von (A})*" verstanden werden. Da aber jeder Punkt von (P})an
mit homogenen Koordinaten vom Betrag < 1 dargestellt werden kann,
kann man auch n + 1 Kopien des Einheitsballs ;' zusammenkleben.

Man schreibt dazu
€0 Cn >
D = = Spk =
g < Cz Cz

fir ¢ =0,...,n, wobei 2—9, e QC 1, Sigt —’,‘ als Unbestimmte aufge-

fafit werden Dann definiert man die afﬁnmden Teilbereiche

C -1
Xij = Xi ((5) ) C X

und Isomorphismen ¢;; : X;; — Xj; durch

& cj)‘lcu B
Qoz] C] = (C@ CZ O,...,n.

Dann kann man die rigiden Rdume X; mit entlang der Isomorphismen
X;j = Xj; zusammenkleben und erhélt so den projektiven n-dimensio-
nalen rigiden Raum (P})?*", den wir in Zukunft kurz mit P} bezeichnen
werden.

2.6 Eigentliche Morphismen und relative Kompakt-

heit

Ein Morphismus X — Y rigider Rdume heifit separiert, falls die zugehdorige
Diagonalabbildung

A: X > X xy X

eine abgeschlossene Immersion ist. Beispiele separierter Morphismen sind

e abgeschlossene Immersionen,
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e offene Immersionen,

endliche Morphismen,

Morphismen zwischen affinoiden Varietéten,

A} — Spk,

P} — Spk,

X3 — Spk, wobei X ein algebraisches Schema iiber k ist.

Wie im algebraischen Fall ist , separiert“ eine lokale Eigenschaft, die stabil unter
Komposition, Basiswechsel und Faserprodukten ist.

Definition 2.6.1 FEs sei ein Morphismus X — Y affinoider Varietiten X =
SpA und Y = SpB gegeben, und U C X sei ein affinoider Teilbereich. Dann
heiffit U relativ Y -kompakt in X , in Zeichen

U ey X,

wenn es eine affinoides Erzeugendensystem f1,..., f, von A dber B gibt (d.h.
die Abbildung B(f1,...,fr) = A ist ein Epimorphismus), derart daf

UCXE') ={zeX;|filr))<e,i=1,...,r}
fir ein € € (k%) mit |e|] <1.

Dies ist dquivalent zur Existenz einer abgeschlossenen Immersion ¢ : X < Dy,
derart, daBl ¢(U) C Dy, (e) gilt firein |e] <1, d.h.esgilt € = (e1,...,&) mit
gi € (k*)* und |g| < 1. Das folgende Diagramm soll diesen Sachverhalt dar-
stellen.

Uey X < U<->Dy(e)

|

C_ D
X abg. Y

Die Eigenschaft ,relativ kompakt“ ist stabil unter Basiswechsel und Bildung
von Faserprodukten.

Lemma 2.6.2 Es sei unter Beibehaltung obiger Bezeichnungen U €y X , und
V C X sei eine abgeschlossene Untervarietdt. Dann gilt UNV €y V.

Beweis: Nach Voraussetzung gibt es eine abgeschlossene Immersion ¢ : X —
Dy (e) mit |e] < 1. Die Inklusion ¢ : V < X liefert eine abgeschlossene
Immersion

potp:V = Dy(e),
und die Behauptung folgt aus

(po)(UNV) C o(U) C Dy(e).
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Definition 2.6.3 Ein Morphismus p : X — Y rigider Riume heiffit eigent-
lich, wenn er separiert ist, und wenn es eine zuldssige affinoide Uberdeckungen
Y=U,Y; und p}(Y;) = U; Xzfj =U; Xij gibt derart, dafs fiir alle 4,5 gilt

Xij Cy; Xz!j .

Wie im algebraischen Fall sind abgeschlossene Immersionen und endliche Mor-
phismen eigentlich, und ,eigentlich“ ist eine lokale Eigenschaft, die stabil unter
Basiswechsel und Faserprodukten ist. In analoger Weise gelten auch folgende
Zusammenhinge im Falle eines kommutativen Diagramms von Morphismen ri-
gider Riume.

X —Y

N

Z
e Ist X — Z separiert, so ist auch X — Y separiert.
e Sind X — Z eigentlich und Y — Z separiert, so ist X — Y eigentlich.

e Sind X — Y eine abgeschlossene Immersion und Y — Z eigentlich, so
ist X — Z eigentlich.

Der folgende Satz gibt liefert eine vollstindige geometrische Charakterisierung
eigentlicher Morphismen.

Satz 2.6.4 (Stein-Faktorisierung) Es sei o: X — Y ein eigentlicher Mor-
phismus rigider k-Rdume. Dann gibt es einen rigiden k-Raum Z und eine
Faktorisierung von o der Form

N

wobei 0 : X — Z surjektiv und eigentlich ist mit zusammenhdngenden Fasern
und o* : Oz = 0,0x ein Isomorphismus ist, und wobei T : Z — Y endlich
15t.

X

Y

Beweis: siehe [BGR], Proposition 9.6.5.

Recht aufwendig zu beweisen ist die Tatsache, dafl die Komposition eigentlicher
Morphismen wieder eigentlich ist. Dies wurde zunéchst im Falle einer diskreten
Bewertung von W. Liitkebohmert gezeigt ([16], 3.2). Der allgemeine Fall wurde
dann von M. Temkin gezeigt ([20], 4.4). Beide Beweise fithren die Eigentlichkeit
im rigiden Fall auf die Eigentlichkeit bei formellen Modellen zuriick, bei denen
abstrakte Eigenschaften leichter zu zeigen sind, aber die geometrische Beschrei-
bung fehlt. Dieser Zusammenhang sowie eine formelle Charakterisierung der
relativen Kompaktheit werden im nichsten Kapitel erklért.



Kapitel 3

Formelle Geometrie

3.1 Zulissige Algebren

Es sei R ein kommutativer Ring, der eine der folgenden Eigenschaften erfiillt.

e (R)Klassischer rigider Fall : R ist ein eindimensionaler vollstindiger se-
parierter J-adischer Bewertungsring, wobei J = (7) fiir eine Nichteinheit
m#0 von R ist.

o (N)Noetherscher Fall: R ist ein noetherscher vollstindiger und separierter
J -adischer Ring.

Eine R-Algebra A heifit topologisch vom endlichen Typ iiber R, wenn es
ein endliches System von Unbestimmten 7 iiber R und einen Epimorphismus
¢ : R(n) - A gibt. Die R-Algebra A heiit topologisch von endlicher Prisen-
tation iiber A, wenn zusitzlich der Kern von ¢ ein endlich erzeugtes Ideal von
R(n) ist. Die R-Algebra A heifit zuldssig, falls sie topologisch von endlicher
Prisentation ist und zusétzlich keine J-Torsion hat.

In beiden Fillen (R) wie auch (N) ist eine R-Algebra, welche topologisch vom
endlichen Typ ist und keine J-Torsion hat, bereits zuldssig. Im Fall (R) ist
die Abwesenheit von J-Torsion dariiberhinaus dquivalent zur Flachheit von A
iber R.

Ist A topologisch vom endlichen Typ iiber R, so ist A wiederum vollstindig
und separiert beziiglich der J-adischen Topologie, und im Falle (N) ist A wie-
derum noethersch.

Ist A topologisch von endlicher Prisentation iiber R, so ist A und jeder end-
lich priasentierte A-Modul M kohdrent, d.h. jeder endlich erzeugte A -Unter-
modul von M ist endlich prisentiert.

Fiir jedes A € Ny definiert man
Ry := R/,

Dann gilt aufgrund der Vollstandigkeit R = yLn)\ Ry . Ist A eine vollstdndige
J-adische R-Algebra, so gilt

A = &n)\A@RR)\.

23
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Insbesondere gilt dies also im Falle A topologisch vom endlichen Typ iiber R.

Mit den Algebren Ay := A ® R, lassen sich die obigen topologischen Eigen-
schaften algebraisch charakterisieren. Es gilt

A ist topologisch vom endlichen Typ iiber R
<= A, ist vom endlichen Typ iiber R) fiir alle A
<= Ag ist vom endlichen Typ iiber Ry.

und
A ist topologisch von endlicher Prisentation iiber R
<= A, ist von endlicher Prisentation iiber Ry fiir alle A.

Fiir die Flachheit gilt ein dhnliches Kriterium. Es sei A — B ein Morphismus
von R-Algebren, wobei A topologisch von endlicher Priasentation und B to-
pologisch von endlichem Typ und separiert sei. Ein kohdrenter B-Modul M
ist genau dann flach (bzw. treuflach) iiber A, wenn M) := M ®pr R, flach
(bzw. treuflach) iiber A, fir alle A ist.

3.2 Konstruktion formeller Schemata

Es sei A ein a-adischer vollstindiger separierter Ring, wobei a ein endlich
erzeugtes Ideal von A sei. Dann setzten wir

SpfA := {p € Spec A ; poffen in A} .

Ein Primideal p € Spec A ist offen in A genau dann, wenn es a enthilt.
Topologisch gilt also Spf A = Spec(A/a) . Wie im Falle algebraischer Schemata
setzt man fir f € A

D(f) := {p€SpfA; f(p) #0}.

Auf dem System aller Mengen D(f) kann man eine Prigarbe O definieren
durch

O: D(f) = A(f™") = lim (A/a")[f71] = A(¢)/(1-Cf) -

Wir bemerken, daf8 A(f~!) wiederum ein vollstindiger separierter Ring ist
beziiglich der aA(f !)-adischen Topologie, denn a war als endlich erzeugt
vorausgesetzt worden. Fiir x = p € Spf A ist der Halm

— 1; -1
Op = h—n>];cED(f) A<f )

ein lokaler Ring, dessen maximales Ideal von x erzeugt wird. Die Pragarbe
O ist in der Tat eine Garbe und kann zu einer Garbe auf dem System al-
ler Zariski-offenen Teilmengen von Spf A fortgesetzt werden. Der so erhaltene
lokal-topologisch-geringte Raum

(Spf A, Ospf A)

heiit das affine formelle Schema von A.
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Morphismen zwischen affinen formellen Schemata sind stets als Morphismen
lokal topologisch-geringter Rdume zu verstehen, d.h. die enthaltenen Ringho-
momorphismen sind als stetig vorausgesetzt. Dann entsprechen die Morphismen
Spf A — Spf B genau den stetigen Morphismen B — A.

In der Kategorie der affinen formellen Schemata existieren Faserprodukte. Sind
R - A und R — B Momorphismen von adischen Ringen, so gilt

SpfA XSpf R Spr = SpfA@RB,

wobei AQrB das vollstindige Tensorprodukt von A und B iiber R sei.

Es sei nun (X,0x) ein algebraisches Schema und Y C X ein abgeschlos-
senes Unterschema, das durch ein quasi-kohédrentes Ideal ¢ C Ox definiert
sei. Man definiere die Garbe Oy durch Einschrinkung des projektiven Limes
Iim Ox / #"™ auf Y. Dann ist der lokal-topologisch-geringte Raum (Y, Oy)
die formelle Vervollstindigung von X entlang Y . Diese Konstruktion sieht lo-
kal wie folgt aus. Man nehme X = Spec A an und _# sei assoziiert zum Ideal
a < A. Dann ist die formelle Vervollstindigung von X entlang Y = Spec(4/a)
gegeben durch

(Y,0y) = SpfA,
wobei A die a-adische Vervollstindigung von A sei.

Es sei nun R ein gegebener J-adischer Ring, der den klassischen rigiden Fall
(R) oder den Noetherschen Fall (N) erfiille. Ein formelles R-Schema X ist
definiert als ein lokal topologisch-geringter Raum (X, Ox) derart, dafl es eine
Uberdeckung von X durch offene Mengen (U;); gibt, wobei jedes (U;, Ox|v;)
isomorph zu einem affinen formellen Schema Spf A; mit einer R-Algebra A;
ist. Falls zusétzlich alle A; topologisch vom endlichen Typ (bzw. topologisch
von endlicher Prisentation bzw. zulissig) sind, so heiit X lokal topologisch
vom endlichen Typ (bzw. lokal topologisch von endlicher Prdsentation bzw.
zuldssig). Ist X quasikompakt und lokal topologisch vom endlichen Typ (bzw.
lokal topologisch von endlicher Prisentation und quasi-separiert), so heifit X
topologisch vom endlichen Typ (bzw. topologisch von endlicher Présentation).

Ist das formelle R-Schema X topologisch vom endlichen Typ, so sind die
obigen R-Algebren A; ebenfalls J-adische Ringe, d.h. die Topologie auf A;
ist durch JA; definiert. Im klassischen rigiden Fall (R) sind die A; also -
adische Ringe.

Zu einem zuldssigen formellen R-Schema X kann man die zugehorigen
R) -Schemata auf dem Level A definieren durch

X\ = X ®rR),

indem man X = J; Spf A; mit zuléissigen R-Algebren A; schreibt und dann

X, = USpec(Ai ®r R))
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entlang der lokalen Daten aus der Uberdeckung von X zusammenklebt. Es gilt
dann

X = lig X, .

Der rig-Funktor. Wir betrachten den klassischen rigiden Fall, d.h. R sei
vollstédndiger separierter eindimensionaler Bewertungsring mit Quotientenkor-
per K . Wir wollen einen Funktor von der Kategorie der formellen R -Schemata
in die Kategorie der rigiden K -Riume konstruieren. Ist X = Spf A eine affines
formelles R -Schema, das lokal topologisch vom endlichen Typ vorausgesetzt sei,
so definieren wir den Funktor rig durch

rig: X = SpfA ~ X, :=Sp(A®r K) .
Bei A @ K handelt es sich um eine affinoide K -Algebra. Ist
@ :Spf A — SpfB

ein Morphismus affiner formeller R-Schemata, welche lokal topologisch vom
endlichen Typ sind, so induziert der zugehorige Morphismus ¢* : B —+ A von
R-Algebren einen Morphismus <pfig :BRr K — AQ®pg K, der wiederum einen
Morphismus

¢rig : (SpfA)ig = SpA®r K — (SpfB)g = SpB ®r K
definiert. Unter diesem Funktor korrespondiert eine offene Menge
X(D(f)) = SptA{f™)
von X = Spf A zum Laurentbereich
Xiig(f™) = Sp(A@r K){f7).

Also bildet der Fuktor rig offene Immersionen affiner formeller Schemata auf
offene Immersionen affinoider Rdume ab. Durch Zusammenkleben lokaler Daten
erhilt man so den gewiinschten Funktor

rig : {R-Algebren top. veT iiber R} — {rigide K-Riume}

X ~ Xrig .

3.3 Zuldssige formelle Aufblasungen

Es sei X ein zuléssiges formelles R-Schema mit definierendem Ideal
F =30x, und es sei &/ C Ox ein offenes kohérentes Ideal. Dann heifit das
formelle R-Schema

X' = lig Projéw ®0, (OX//’\“)
n=0

die formelle Aufblasung von & in X . Lokal sieht diese Konstruktion wie folgt
aus. Nimmt man X = Spf A an, so korrespondiert ¢ zum Ideal JA und &
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zu einem offenen kohirenten Ideal a < A. Dann ist die formelle Aufblasung
von X in & genau die J-adische Vervollstindigung der schementheoretischen
Aufblasung von SpecA in a.

Im affinen Fall X = Spf A kann man die formelle Aufblasung X’ von X in &
explizit beschreiben. Es sei etwa a von f,..., f, erzeugt. Da a = (fo,..., fr)
offen ist, enthélt es eine Potenz des definierenden Ideals JA. Somit gilt

(an"'af'f)®RK = A®RK3

d.h. wir haben (fo,...,fr) ® Ox,, = Ox
Raum X, = Sp(A ®g K). Man setze

Ci = A<ﬁ;j¢z‘>
fi
und A; := C;/(3 — Torsion) . Hier stimmt die J-Torsion von C; mit der f;-

Torsion iiberein. Dann ist U; := Spf A; der Ort von X', wo #/Ox: von f;
erzeugt wird, und die U; bilden eine offenen affine Uberdeckung von X'.

1z auf dem zugehdrigen rigiden K -

Jede formelle Aufblasung wie oben heift eine zuldssige formelle Aufblasung von
X.

Der kanonische Morphismus X’ — X ist universell beziiglich der Tatsache, daf
2/ Ox: invertierbar ist.

Wr geben noch einige Eigenschaften zuléissiger formeller Aufblasungen.

e Ist Y das durch & C Ox definierte abgeschlossene Unterschema von
X ,und ist U C X ein formelles offenes Unterschema mit Y NU =0, so
induziert der kanonische Morphismus ¢ : X’ —+ X einen Isomorphismus

-1 ~
- (U)=U.

e Zulissige formelle Aufblasungen sind in der Kategorie der zuldssigen for-
mellen R -Schemata vertriglich mit flachem Basiswechsel.
e Sie sind in naheliegendem Sinne transitiv.
Die formellen Aufblasungen erlauben es, den Funktor rig genauer zu beschrei-
ben, siehe ([19]).
Satz 3.3.1 (Raynaud) Im klassischen rigiden Fall (R) induziert der Funktor
rig : X ~ Xy
eine Aquivalenz von Kategorien zwischen
(i) der Kategorie der quasi-kompakten zuldssigen formellen R -Schemata lo-
kalisiert nach den zuldssigen formellen Aufblasungen, und
(ii) der Kategorie der quasi-kompakten quasi-separierten rigiden K -Rdume.

Ist Y ein rigider K -Raum, so heifit ein formelles R-Schema X ein formelles
Modell von Y , wenn X, =Y gilt. Nach obigem Satz besitzt zumindest jeder
quasi-kompakte quasi-separierte rigide K -Raum ein formelles Modell. Ist z.B.
Z ein algebraisches Schema, welches iiber K separiert und vom endlichen Typ
ist, so erfiillt der zugehorige rigide K -Raum Z?" diese Voraussetzungen und
besitzt daher ein formelles Modell.
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3.4 Rig-Punkte

Definition 3.4.1 FEs sei X ein zuldssiges formelles R-Schema. Fin

rig- Punkt (bzw. abgeschlossener rig-Punkt) von X ist ein Morphismus
von zuldssigen formellen R-Schemata u : T — X mit den folgenden Figen-
schaften.

(i) u ist eine lokal abgeschlossene (bzw. abgeschlossene) Immersion.

(ii) T ist affin, etwa T = Spf B, wobei B ein lokaler Integrititsbereich der
Dimension 1 ist. Der Quotientenkérper von B heiffit dann der Rest-
klassenkdrper von u.

Im klassischen rigiden Fall sind rig-Punkte stets abgeschlossen.

Ist ¢ : X' - X ein Morphismus zuliissiger formeller R-Schemata und ' :
T — X' ein rig-Punkt von X', so faktorisiert der Morphismus gou' : T — X
eindeutig iiber einen rig-Punkt w: 7 — X .

TI ............ > T
u’l :U

Y
X — X

Auf diese Weise induziert der Morphismus ¢ : X' — X also eine kanonische
Abbildung

rig-¢ : {rig-Punkte von X'} — {rig-Punkte von X}, v’ — u.

Ist ¢ : X' — X eine zulissige formelle Aufblasung, so ist die zugehorige Ab-
bildung rig-¢ bijektiv und erhilt die Restklassenkorper.

Lemma 3.4.2 FEs sei X = Spf A ein zuldssiges affines formelles S -Schema,
wobei S = Spf R ebenfalls affin sei. Dann gibt es bijektive Korrespondenzen
zwischen den Punkten folgenden Typs.

(a) abgeschlossene rig-Punkte von X (modulo natiirliche Isomorphismen)
(b) nicht-offene Primideale p C A mit dimA/p =1

(c) abgeschlossene Punkte des Komplements der speziellen Faser des gewdhn-
lichen Schemas Spec A (d.h. mazimale Ideale von AQp K )

Beweisskizze:

o Ist u: Spf B — Spf A ein rig-Punkt, so ist p = Kernu* ein Punkt vom
Typ (b)-

e Ist p ein Punkt vom Typ (b), so ist p ® g K ein Punkt vom Typ (c).

e Ist m ein maximales Ideal von A®pg K , so setze man p:=mNA. Dann
ist der kanonische Morphismus Spf A/p — Spf A ein Punkt vom Typ

(a) -
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Im klassischen rigiden Fall erhalten wir daher eine kanonische Bijektion
{rig-Punkte von X} = Xrig

zwischen den rig-Punkten von X wund den Punkten des korrespondierenden
rigiden K -Raums X . Sie ist funktoriell in X und ordnet einem rig-Punkt
u: T — X das Bild der korrespondierenden abgeschlossenen Immersion Tyig —
Xrig 7u.

Es sei Ry = R/J der Restklassenkérper von R. Dann heifit Xy := X ®r Ry
die spezielle Faser von X . Jeder rig-Punkt 7" — X induziert eine abgeschlos-
sene Immersion Ty — Xy und definiert daher einen abgeschlossenen Punkt der
speziellen Faser von X . Daher bekommen wir eine kanonische Spezialisations-
abbildung

Xrig — X() .

Diese Abbildung ist surjektiv auf die Menge der abgeschlossenen Punkte von
X .

3.5 Morphismen in der lokalisierten Kategorie

Es sei wieder S = Spf R gegeben, und K sei wieder der Quotientenkorper von
R . Im klassischen rigiden Fall kann die Kategorie der rigiden K -Raume mit
der Kategorie der formellen R-Schemata modulo zuldssiger formeller Aufbla-
sungen identifiziert werden. Im allgemeinen Fall wéhlen wir diese Beschreibung
als Definition.

Definition 3.5.1 Die Kategorie der rigiden S-R#ume (Rig/S) ist de-
finiert als die Lokalisierung der Kategorie (FSch/S) der zulissigen formellen
Schemata iiber S nach den zuldssigen formellen Aufblasungen.

Ein Morphismus X — Y in (Rig/S) ist definiert als eine Aquivalenzklasse
eines Diagramms der Form
XI

AN

X Y

wobei X' — X ein zuliissige formelle Aufblasung ist. Zwei Diagramme X <
X! =Y und X < X} — Y sind dabei dquivalent, falls eine zulissige formelle
Aufblasung X" — X gibt, die iitber X] und X/ faktorisiert und folgendes
Diagramm kommutativ macht.

XII
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Um zwei Morphismen X — Y und Y — Z, gegeben durch Diagramme
X« X' 5>Y und Y « Y' = Z, zu verketten, ziehen wir die Aufbla-
sung Y/ — Y mittels des Morphismus X’ — Y zuriick und erhalten eine
zulissige formelle Aufblasung X” — X', die das folgende Diagramm kom-
mutativ macht. SchlieBlich wihlen wir noch eine zulissige formelle Aufblasung
X" — X, die iiber den Morphismus X” — X faktorisiert. Das folgende Dia-
gramm X <« X" — Z reprisentiert dann die Komposition X - Y — Z.

P
X
X' \ Y
AN
X Y  Z

3.6 Glattheit

Definition 3.6.1 FEs seien f : X — Y ein Morphismus klassischer rigider
Raume und z € X .

(i) f heiffit unverzweigt in x, falls es eine offene Umgebung U C X won
z und eine Y -Immersion j: U — Dy gibt, so daf$ die Idealgarbe ¢ :=
ker j* ein Erzeugendensystem gi1,...,gn besitzt mit der Figenschaft, dajfs
Q]]lw/y ®0pp k(z) wvon den Differentialen dgi,...,dgn erzeugt wird.

(i) f heifit glatt in = von der relativen Dimension r, falls es eine of-
fene Umgebung U C X won z und eine abgeschlossene Y -Immersion
j : U = D¢ gibt so, daff die Idealgarbe ¢ := kerj* ein Erzeugen-
densystem ¢ry1,-..,9n der Linge n — r besitzt und die Differentiale
dgri1,--.,dgn € Qﬁ)s’?”/Y ®0py k(z) linear unabhdngig sind.

(iii) f heifit étale in x, falls f glatt in = von der relativen Dimension 0
15t.

Wie im algebraischen Falle sind die Eigenschaften unverzweigt, glatt und étale
stabil unter Komposition, Basiswechsel und der Bildung von Faserprodukten.

Wir wollen nun den Begriff der Glattheit auf Morphismen formeller Schemata
iibertragen. Dies geschieht mittels des rig-Funktors, der im klassischen rigiden
Fall eine bijektive Korrespondenz zwischen den rig-Punkten des formellen Sche-
mas X und den Punkten von X, induziert.

Definition 3.6.2 FEs scien f: X — Y ein Morphismus formeller S -Schemata
und x ein rig-Punkt von X .

(i) [ heifit quasi-endlich in x, falls = isoliert in seiner Faser ist.
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(ii) f heiffit unverzweigt in x, falls es eine offene Umgebung U C X won
z und eine Y -Immersion j:U — Dy gibt so, daf8 die Idealgarbe 7 :=
ker 7* ein Erzeugendensystem gi1,...,gn besitzt mit der Eigenschaft, dajfs
Q]}){}/Y ®<9D¢ k(z) wvon den Differentialen dgi,...,dg, erzeugt wird.

(iii) f heifit glatt in x von der relativen Dimension r, falls es eine of-
fene Umgebung U C X won = und eine abgeschlossene Y -Immersion
Jj U — D¢ gibt so, daff die Idealgarbe ¢ := kerj* ein Erzeugen-
densystem ¢y41,...,9n der Linge n — r besitzt und die Differentiale
dgri1,--.,dgn € Q]]lw/y ®0py k(z) linear unabhingig sind.

(iv) f heifit étale in x, falls f glatt in x wvon der relativen Dimension 0
15t.

(v) f heifit rig-quasi-endlich, bzw. rig-unverzweigt, bzw. rig-glatt, bzw.
rig-€tale, falls f quasi-endlich, bzw. unverzweigt, bzw. glatt, bzw. étale
ist in allen rig-Punkten von X .

Im klassischen rigiden Fall sind die Rig-Unverzweigteit, Rig-Glattheit und Rig-
Etaleheit eines Morphismus formeller Schemata X — Y gleichbedeutend mit
der entsprechenden Unverzweigteit, Glattheit und Etaleheiti der zugehorigen
rigiden Réume X,j; — Yjz im Sinne von Definition 3.6.1.

3.7 Eigentlichkeit im Fall formeller Modelle

Definition 3.7.1 FEin Morphismus f : X — Y zuldssiger formeller R -Sche-
mata heift eigentlich, falls die zugehiorige Abbildung fo: Xo — Yy von alge-
braischen Ry -Schemata eigentlich ist.

Diese Definition héngt mit der Definition fiir rigide Rdume im Falle einer dies-
kreten Bewertung wie folgt zusammen.

Satz 3.7.2 Es sei f: X — Y ein Morphismus zuldssiger formeller R -Sche-
mata, und es sei frig : Xyig — Yriig der zugehdrige Morphismus rigider K -
Rdume. Zusdtzlich sei R ein diskreter Bewertungsring. Dann ist f eigentlich
genau dann, wenn frig eigentlich ist.

Dies ist in ([17]), Theorem 3.1 bewiesen.

Die Riickrichtung dieser Behauptung beruht auf folgendem Lemma, das die
relative Kompaktheit mittels formeller Modelle charakterisiert und auch fiir
sich von Interesse ist.

Lemma 3.7.3 Es sei X — Y = Spf A ein Morphismus zuldssiger formeller
R -Schemata, und U C X sei einen offenes Unterschema. Die zugehdrigen rigi-
den Riume Xz und Yiig seien affinoid. Dann ist Uyig relativ kompakt in X,ig
iber Yig im Sinne von Definition 2.6.1 genau dann, wenn der schematische
Abschlup Uy von Uy in Xo eigentlich iber Yy ist.
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Beweis: (Siehe auch ([16]) Lemma 2.5) Da X, affinoid ist, gibt es in jedem
Fall eine abgeschlossene Immersion

. r
Prig * Xrig — ]D)Yrig
fiir ein geeignetes r. Es sei etwa

Qrig c O(K‘ig)(Cla"wC?")

das zugehorige Ideal, so dafl

Xrig = V(arig) g ]D);rig .
Wir iibertragen dies auf die formellen Modelle durch

a = arigno(y)<C17'-'7€7)7 V = V(a) g M,

wobei
Dy := Spf A((1,-.-,¢) -

Es gilt somit Xz = Viz. Nach Satz 3.3.1 bzw. der Beschreibung der Mor-
phismen in der lokalisierten Kategorie gibt es eine zulissige formelle Aufbla-
sung V < X' — X derart, da8 die Abbildungen auf den rig-Rdumen sich
zu Morphismen der formellen Modelle ergéinzen lassen. Man bekommt also ein
Diagramm der Art

blow abg.
UI C XI V C ]D)}";

By

US X Y

wobei U’ := Ux x X' ein offenes Unterschema von X’ ist und 7 der Nullschnitt
sel.

Wir beweisen nun die Notwendigkeit der Bedingung. Es gebe also ein |¢| < 1
so, dafl

¢rig(Urig) € Dy (e) -
Dann gilt |¢;| <1 auf Usg, und Uy wird folglich in den Nullschnitt 7 : Yy —
Ay abgebildet, d.h.
po(Up) S 70(Y0) -
Es folgt U} C ¢y (10(Yp)), d-h. U] wird ebenfalls in den Nullschnitt 7(Y)

abgebildet. Nun ist X — (IDJ)o eigentlich, da zulissige formelle Aufblasungen
stets eigentlich sind. Daher ist

7(I) = (Dy )

eigentlich. Da das Bild im Nullschnitt 7(Yj) enthalten ist, und da dieser endlich
iiber Y} ist, folgt o
Uy = Y
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eigentlich. Somit liegt folgende Situation vor.

— surj. — sep.
Us Uy —= Y

eig.

Nach [13], 5.4.3 (ii), ist Uy — Yp eigentlich.

Wir beweisen nun die Riickrichtung. Es sei also Uy — Y, eigentlich. Dann ist
auch 7{) — Yj eigentlich, da U’ — U eine zulissige formelle Aufblasung ist. Es
sei By das Bild von 7(’) in Vy. Dann ist By ein abgeschlossenes Unterschema
des affinen Schemas V. By ist daher affin und eigentlich iiber Yj, also endlich
iiber Y. Die Koordinaten (i|p,,-..,(r|B, erfilllen mithin Ganzheitsgleichun-
gen Fi(Cilp,) = 0 mit F; € O(Y)[¢]. Die Funktionen Fi,...,F, definieren
eine endliche Abbildung

F:Dj - Df,
die By in den Ursprung abbildet. Daher gibt es ein ¢ < 1 so, dafl
Frig(Urig) - ]D){/rig (8) :

Die Abbildung F und die Inklusion & : Dy, — Dy, (¢) definieren fiir ein
lc| > 1 eine abgeschlossene Immersion

(¢, F) : Xpig — ]D){/rig — ]D){/rig (c) X Yyt ]D){/rig .
Hier wird Uyg unter (i, F) in Dy, (1) Xy, Dy,, (€) abgebildet. Daher gilt

Urig @}/rig Xl‘lg .

Korollar 3.7.4 Aus Usig S Xrig und Ulig € X,ig Viig € Xiig folgt
Urig €Yy Viig -

Beweis: Es seien ﬁov bzw. VOX der schematische Abschlufl von Uy in Vj
bzw. Xy . Dann gilt nach Voraussetzung und Lemma 3.7.3

eigentlich
—v —X -~
U() UO X 0 YO
eigentlich

Dann ist auch ﬁov — Yy eigentlich und somit auch die Komposition ﬁov —
Yy . Die Behauptung folgt. O

Korollar 3.7.5 FEs seien X — Y ein Morpshismus zuldssiger formeller Sche-
mata, V C X ein abgeschlossenes Unterschema und U CV ein offenes Um-
terschema. Die zugehirigen rigiden Rdume Urg, Vig, Xig und Yig seien
alle affinoid. Es gelte Unig S Viig - Dann gilt auch Uyg S Xirig -
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Beweis: Es sei Uy der schmematische Abschluf von Uy in Vy. Dann ist U
auch der schematische Abschluff von Uy in Xy, da Vy ein abgeschlossenes
Unterschema von X ist. Dann folgt die Behauptung sofort aus dem vorigen
Lemma. O.

!
n

Beispiel 3.7.6 Es seien ¢ = (c1,...,¢,) und ¢ = (c},...,c,) gegeben mit

¢, c e K*.
(i) DE(c) €x DRE() <= |a| < || fir alle i .

(i) Es seien 1 < ¢; < ¢ fiir alle i. Dann gilt Dg (c) €pp Dg(c') genau
dann, wenn |c;| < |c| fir alle i mit |c)| < 1.

Beweis: Die Riickrichtung ist jeweils klar im Falle n = 1, und der allgemeine
Fall folgt durch Bildung von Produkten. Fiir die Hinrichtung von (i) wibhle
man eine zulissige formelle Aufblasung X von S := Spf R(c'~!¢) derart, daB
die offene Immersion D (¢) < D7 (¢') von einem offenen Unterschema U C X
induziert wird. Dann ist das Bild von Uy in Sp zusammenhingend, affin und
eigentlich iiber Sy, also endlich iiber Sy . Es besteht also nur aus dem Ursprung
von Sy . Daraus folgt die Behauptung.

Fiir die Riickrichtung von (i¢) verwendet man Lemma 3.7.4, um es auf den Fall
(7) zu reduzieren. O

3.8 Vergroflerung von Teilbereichen nach Aufblasung

In diesem Abschnitt wollen wir erkldren, wann sich ein offener affinoider Teil-
bereich Uy, eines rigiden Raums X, echt vergroflern 148t, d.h. wann es einen
echt grofleren affinoiden Teilbereich einer Aufblasung von X, gibt, in dem
Urig relativ kompakt und eventuell zusétzlich ein Weierstralbereich ist.

Wir betrachten folgende Voraussetzungen.

e X — Y = SpfA ist ein separierter Morphismus zuléssiger formeller R -
Schemata, und R ist ein vollstindiger diskreter Bewertungsring.

e U C X ist ein offenes Unterschema und Uy, ist affinoid.

e Der schematische AbschluB Uy von Uy in Xy ist eigentlich iiber Y.

Dann 1d8t sich Uy modulo einer Aufblasung von X echt vergréfiern. An-
schaulich gesprochen bedeutet dies, daf} eigentliche rigide Rdume keinen Rand
haben. Wir bemerken noch, daf§ im Falle X, affinoid die obige Voraussetzung
gerade Urig S X:ig besagt. Sie ist somit notwendig.

Satz 3.8.1 Unter obigen Voraussetzungen g¢ibt es eine zuldssige formelle Auf-
blasung X' — X wund ein offenes Unterschema U’ C X' mit den folgenden
FEigenschaften.

(i) U;ig ist affinoid, und der schematische Abschluf ﬁé von U} ist eigentlich
iiber Uy und daher eigentlich iiber Y .
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(ii) Der schematische Abschlufi von (U xx X')o in X{, ist in Uy enthalten.

Insbesondere gilt Uvig €y, Uy, -
Wenn U zusdtzlich affin ist, oder allgemeiner, wenn der schematische Abschluf
Uy von Uy in Xy einen effektiven Cartier-Divisor zuldfit, welcher ample auf
dem Rand von Uy ist, dann kann man X' — X derart wihlen, daff sein

Zentrum disjunkt von U ist, und das offene Unterschema U’ von X' derart,
dafs
(iii) die Restriktionsabbildung Ox/(U')ig — Ox(U)rig ein dichtes Bild hat.

Insbesondere ist Uyig ein Weierstrafbereich von Ur'ig.

X' <-—---- _)UI
blow_ ~ s
A// «”
X U
Y =SpfA
Spf R

Dies ist ein tiefes, bekanntes Resultat. Zum Beweis siehe [16], Theorem 5.1.

Beispiel. Es sei mit obigen Bezeichnungen etwa
Xrig = Y;ig = ]D)Il( ) Urig = ]D)Il((c)

mit |c| < 1. Wegen Uy — Y, eigentlich bildet U in eine endliche zusam-
menhéingende Teilmenge von Yy = A} ab, also in den Ursprung. Essei X' — X
die Aufblasung in (¢,c), so daff

Ur,ig = ]D)l (CI)
mit |c| < |¢'| < 1. Es sei
U:=U XX X’ .
Dann folgt .
Uy C U,.

Die speziellen Fasern Xy und Yy sehen wie folgt aus.

Ipl

0|0 Al

Al
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Dabei hat P! die Koordinate ¢~'¢ und A! die Koordinate (. Es gilt
Uy = P\ {0} .

Das Zentrum der Aufblasung X’ — X ist hier also gleich {co} und disjunkt
von U . Die spezielle Faser X{ sieht wie folgt aus.

bPI a]P’l

00

Dabei hat ,P' die Koordinate ¢'~!¢, P! hat die Koordinate ¢~ '¢, und A!
hat die Koordinate (. Es gilt

Uy = oP' U 4P \ {00}, To = oP"\ {a00} .



Kapitel 4

Approximation und
Ausdehnung

4.1 Lemma von Elkik

In [12] beweist R. Elkik ein Resultat iiber die Existenz von Losungen polyno-
mialer Gleichungssysteme iiber henselschen Ringen, wenn Approximationen von
Losungen vorliegen, unter speziellen Voraussetzungen an das Gleichungssystem.
Das erste Lemma in jener Arbeit erklirt, wie man aus einer approximativen
Losung eine echte Losung gewinnt, die nahe der approximativen Losung liegt,
sofern eine geeignet formulierte Glattheitsbedingung erfiillt ist.

Der entscheidende technische Trick wird hier als gesondertes Lemma formuliert.
Diese Technik wird im ndchsten Paragraphen dann auf konvergente Potenzrei-
hen iibertragen

Es seien A ein Ring, B eine endlich prisentierte A-Algebra, d.h. B = A[Y]/I
mit I = (f1,...,fq) < A[Y] fur gewisse fi,...,f; € A[Y] = A[Y1,...,Yn].
Fiir jedes p € {1,...,q} und jeden Multiindex o = (a,...,p) mit 1 < a; <
.<ap < g osei

Fy = (fau---afap)SA[Y]
K, = {ge€AlY]; gl C F,}
Ma = (8.]06”)

Y ) iq,.pjet,iN

und A, < A[Y] sei das von allen p-Minoren der Matrix M, erzeugte Ideal.
Ferner sei Hp < A[Y] ein Ideal mit

HB g ZKaAa ’

p,x

wobei die Summe iiber alle p € {1,...,q} und alle Multiindices a wie oben
gebildet werde. Fiir beliebiges a € AV sei stets

I(a) := {g(a); g€ I}.

37
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Eine Losung a € AN des gegebenen Gleichungssystems f(Y) = 0 mit f :=
(fi,...,fq) bedeutet also, da8 I(a) = 0 gilt. Unter einer approximativen
Losung versteht man dann ein a € AV mit I(a) C (7)" fiir einen Parameter
m und ein n > 1.

Satz 4.1.1 (Lemma von Elkik) Fs seien m € A so, daff A wollstindig sei
beziiglich der () -adischen Topologie, A :={a € A| ar™ =0 fiir ein m € N},
k,h,n €N so, daf§

An(m*=(0),
n > max{2h,h + k} ,
a=(ay,...,an)' € AN mit
Hp(a) 2 (m)",
I(a) C (m)"
Dann gibt es ein a® = (a?,...,a%)t € AN mit

a’=a mod " ",

I(a%) =0.

Die Bedingung Hp(a) D (7)" bedeutet gerade, da B iiber A eine gewisse
Glattheitsbedingung erfiillt.

Wir wollen dem Beweis ein technisches Lemma voranstellen. Die Voraussetzun-
gen sind allgemein genug gehalten, damit es auch im nichsten Paragraphen
verwendet werden kann. Das in diesem Lemma konstruierte z erlaubt es dann,
eine approximative Losung des Gleichungssystems zu verbessern.

Lemma 4.1.2 Es sei a = (a1,...,0p) ein Multiindez, 0 ein p-Minor von
M, und g € A[Y] mit
gI C F, +7™A[Y].

Es gelte
I(a) C (m)"
Es sei M := (g}i’) . Dann gibt es ein z € AN mit
J17/4=1,...,q, j=1,...N
z = 0 mod 7",
g(a)é(a)f(a) = M(a)z mod 72" .
Beweis: Es sei 0.B.d.A. a =(1,...,p). Ferner kénnen wir annehmen, daf} der

p-Minor 0 von M, genau die Variablen Y7,...,Y), involviert, d.h. es gilt

6 = det (afi> .
8Y7 1,j=1,...,p
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Fir j=p+1,...,q gilt nach Voraussetzung
P
gfj = Z )\ijz mod WQnA[Y]
=1
mit gewissen \;; € A[Y]. Daraus folgt durch Ableiten fir j =p+1,...,¢9 und
l=1,...,N, da}

af] — . afl 2n
95y, = Zz:;)\” oY, mod I + (7°")A[Y] .

Durch Einsetzen von a erhalten wir unter Beachtung von I(a) C (m)", daf§

p

g(a)fi(a) = ZAij(a)fi(a) mod 72" | (4.1)
=1

g(a) Z—Q(a) = sz-j(a) g—{;l(a) mod 7" .

=1

Also gilt fiir jeden Vektor b = (b1,...,bs)" im Bild von M(a) fiir
j=p+1,...,q,daB

P
g(a)b; = Z/\z’j(a)bi mod 7" . (4.2)
i=1
Falls es ein ¢ = (c1,...,cy) € AV gibt derart, daB
b = M(a)-c, ¢;€ ()", i=1,...,N, (4.3)

so gilt die Kongruenz (4.2) sogar mod 7" . Es sei

ofi
MO = ( (a‘)> )
aYJ 2,J=1,...,p

d.h.
d(a) = det My .

Es sei Ny € AP*P die adjungierte Matrix zu My, d.h. es gilt
My- Ny = No-My = 6(a)-Ep,

wobei E, die p-dimensionale Einheitsmatrix sei. Man fiille Ny durch Nullzei-
len zu einer Matrix Nj € AV*P auf. Es gilt dann

5(a)f1(a)

f1(a) :
M(a) - N{ - : _ | Y@h) =:b

fr(@) ot

Uq
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mit gewissen up41,...,uq € A. Damit erfiillt b die Voraussetzung (4.3), und
nach (4.2) folgt fir j=p+1,...,¢9 dann

P
g@u; = 8(a)Y Nj(a)fi(a) mod 7
i=1
=, @) ) mod 2.
Daraus folgt
f1(a)
M(a)- Ny - g(a) [ = g(a)b
fo(a)
= g(a)é(a)f(a) mod 72" .
Mit
fi(a)
z = Ny g(a) :
fo(a)
folgt die Behauptung. m|

Beweis des Lemmas von Elkik: Es geniigt zu zeigen, daB es ein y € AN gibt
mit
y = 0 mod 7" ",

Ifa=y) C (m)*=2". 4

Denn wegen 2n —2h > n kann man nun eine Folge (a,a—1y,...) von Punkten
in AV konstruieren, die aufgrund der Vollstindigkeit von A gegen eine Losung
a’ konvergiert.

Wir miissen nachweisen, daB die Voraussetzung Hp(a —y) D (7)) erfiillt ist.
Es gilt wegen y =0 mod 7"~ nach Taylorentwicklung vom Grade 2

g9(a) = gla—y+y) € Hpla—y)+ (x)""
fur alle g € Hp . Daraus folgt wegen n—h > h+ 1, daf}
7" € Hp(a) C Hp(a—y) + (7)"*L.
Folglich gibt es ein a € A so, daf
(1 —7a) € Hp(a—y).
Wegen 1 — ma € AX liefert dies 7" € Hp(a —y).

Wir wollen nun die Existenz von y € AV zeigen, welches die Bedingungen (4.4)

erfillt. Es sei
M = <af Z) .
8Y7 i=1,...,q, j=1,....N
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Wir verwenden von nun an Vektorschreibweise, d.h. wir schreiben f fiir den
fi Y1
Vektor | : |, y fiir den Vektor : etc.

fq YN
Durch Taylorentwicklung vom Grade 2 erhilt man fiir beliebiges y € AV
fla—y) =f(a) - M(a)y + > Qij(a,y)yiy;
i,j

mit Vektoren Q;;(a,y) der Lange ¢, deren Eintrége Polynome in

Ala1,...,an,y1,...,yn] sind. Es geniigt also zu zeigen, daB es ein y € AN
gibt mit
y = 0 mod 7« P,
fa) = M(a)y mod w22k,

Es sei nun p € {1,...q}, a = (o,...,0p) ein Multiindex, § ein p-Minor
von M, und g € K, . Nach Lemma 4.1.2 gibt es zu jedem Tripel («,d,g) ein

z € AN mit
z = 0 mod #"

g(a)é(a)f(a) = M(a)z mod =2".
Wegen 7" € Hp(a) ist 7" Summe gewisser g(a)d(a), und es folgt dann
7'f(a) = M(a)z mod "

fir ein 7 € AN mit 7 = 0 mod 7" . Schreibt man nun % = 7Py; mit y; €
(m)»~h fiir i =1,..., N, so exrgibt sich

(a) = 7"M(a)y mod 7" .

Wegen AN (m)" " = (0) und fi(a) € (7)" sowie y; € (7)™ " folgt somit
fla) = M(a)y mod n?"~h |

Damit ist also die Behauptung bewiesen. m|

Wir wollen noch den noetherschen Fall erliutern. In diesem Falle kann man die
Bedingung lockern, dafl die Topologie auf A von einem Hauptideal definiert
werde.

Satz 4.1.3 Es sei A noethersch, a < A so, daff A ein vollstandiger a-
adischer Ring sei. Dann gibt es zu jedem h € Ny ein Paar (ng,7) € N02 so,
dap fir alle n > ng, a° = (a),...,al)t € AN mit

Hp(a) 2 a",

I(a) C a
ein a=(ai,...,a,)" € AN existiert mit
a = a moda™ ",

I(2%) = 0.
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Beweis: Es sei a = (t1,...,%). Wir fithren Induktion nach [.

Im Falle [ = 0 ist die Behauptung trivial. Wir nehmen also an, die Behauptung
sei bewiesen fiir [ — 1 Erzeuger von a. Es sei

A = {a€ Alat" =0firein meN}.
Nach dem Lemma von Artin-Rees gibt es ein k& € N so, daf
AN (t)F = (0) .

Es sei s > max{2h,h + k} fest. Wir setzen

A1 = A/t‘i .
Wendet man die Induktionshypothese auf A; an, so findet man ng,r’ so, da8
fir alle n > nj und alle a = (a1,...,a,)" € AV mit Hp(a) O a® und
t n—r'

I(a) C a" ein a' = (a},...,aly)' € AN existiert mit a’ = a mod a"™" ,
a € AN und

I(a") C (t1)*Na™™" .

Nach dem Lemma von Artin-Rees gibt es n1,A € N so, daf} fiir n — 1’ > n;
gilt
I(a') C #a™ " A,

Andererseits gilt
a" C Hp(a) C Hp(a') +a™ " .

Ist n grof genug, so dafl n—r’ > h, so folgt nach dem Lemma von Nakayama,
Hp(a') D a"* D (t)".
Nach dem Lemma von Elkik gibt es ein b = (by,...,by)" € AV so, daB
I(b)y =0

und
_ ol (!
b; a; € ti h anr h - qnts (r'+A+h)

Das beweist die Behauptung. m|

4.2 Der Liftungssatz

In diesem Abschnitt wollen wir die Techniken des Lemmas von Elkik auf konver-
gente Potenzreihen anwenden. Zunichst soll eine approximative Losung eines
Gleichungssystems konvergenter Potenzreihen iiber einer topologisch endlich
préisentierten A-Algebra verbessert werden, indem man die Situation durch
Reduktion modulo 72" auf Polynome zuriickfiihrt. Im rig-glatten Fall wird
dann der Liftungssatz hergeleitet, demzufolge sich ein Schnitt, der auf einem be-
stimmten Level gegeben ist, sich approximativ fortsetzen 1ift zu einem tatséichli-
chen Schnitt. Dieses Ergebnis fithrt dann zum Ausdehnungssatz, demzufolge
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sich im rig-glatten Fall ein Morphismus, der auf einem Weierstrabereich ge-
geben ist und dessen Bild relativ-kompakt ist, nach Aufblasung auf einen echt
groferen Teilbereich ausdehnen 148t.

Es sei A ein vollstindiger a-adischer Ring, und B sei eine topologisch endlich
prisentierte A-Algebra, etwa B = A(Y)/I mit I = (fi,...,f,) < A(Y) fir
gewisse fi,...,f; € AY) = A(Y1,...,Yn). Die Objekte F,, Ko, M, und
A, seien nun in analoger Weise wie im vorangehenden Paragraphen definiert,
d.h.

Fy = (fal""’fap)SA<Y>
Ko, = {geAY); gl CF,}
M, = (%)

Y ) i1, p j=t,..N

und A, < A(Y) sei das von allen p-Minoren der Matrix M, erzeugte Ideal.

Fiir jedes n € N sei A, :=A/a", I, :=1®4A, und B, := B®4A, = B/a™.
Dann gilt I, < A,[Y] und B, = A,[Y]/I, .

Es sei C eine zulédssige A-Algebra. Im ersten Schritt wollen wir einen A, -
Morphismus B,, — C,, durch einen A,s-Morphismus B, — C,s approximie-
ren fiir ein n’ > n. Die Approximation soll dabei durch ein festes h gesteuert
werden, das eine gewisse Glattheitsbedingung von B iiber A erfiillt.

Cy —> C, wobeioy =0, modnr" "

A
| Opt On
|

B, — B,

Satz 4.2.1 (Potenzreihenversion des Lemmas von Elkik) Es seien
a =7mA ein Hauptideal und © kein Nullteiler in A. Es sei h so, daf

e Y Kol .
yaes

Es seien n > 2h und
on:B, = C,=C®4 A,

ein Ay, -Homomorphismus. Dann gibt es einen Aoy, op -Homomorphismus
Oon—2h * Ban—on — Can—2p ,

der mit o, bis zum Level n — h tbereinstimmt, d.h. die von o9,_op und o,
induzierten Abbildungen B, _p — C,_p stimmen tiberein.

Beweis: Es seien c1,...,cy € C Liftungen der Bilder von Yi,...,Yx unter der
Abbildung
AY) » B » B, — C,.
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Wir liften die Bilder der fi,..., fg in As,[Y] zu Polynomen

fir-- fq € AlY].

Es seien dann I* := (ff,..., f;) < A[Y], Fy < A[Y], M} und A}, < A[Y]
wie im Lemma von Elkik definiert. Ferner sei in Abweichung von dortiger De-
finition

K!:={geAlY]; gI* C F: + " A[Y]} .

Dann besagen die Voraussetzungen gerade
€ (Z K;;A;) (c) + 7"C, (4.5)
Py

I(¢) C #"C,

wobei ¢ := (¢1,...,cn) . Es sei

M* = (3]?) .
)i, i=1, N

Wir verwenden wieder die Vektorschreibweise

/T Y1
=l fy=|:|ecm.
fq YN

Durch Taylorentwicklung vom Grade 2 erhilt man fiir beliebiges y € OV
f*(c —y) = f*(c) = M*(e)y + Y Qij(c, y)wiy;
2
mit Vektoren Q;j(c,y) der Linge ¢, deren Eintrige Polynome in
Alet, ... ,eN,Y1,---,yn] sind. Wir wollen zeigen, daB es ein y € CV gibt mit

y = 0 mod 7" P, (4.6)
f*(c) = M*(c)y mod a2 2, .

Denn dann definiere man c® := ¢ —y und eine Abbildung

Agn—on[Y] = Con—op, Y 0.
Es gilt dann f*(c°) = 0 mod 7?"2" | d.h. diese Abbildung faktorisiert iiber
By, 9, und liefert so die gewiinschte Abbildung oo, o . Wegen

0 —

& =c¢ moda™"

stimmt diese mit o, auf dem Level n — h iiberein.

Wir wollen nun zeigen, daB es ein y € CV gibt, welches (4.6) erfiillt. Es sei p €
{1,...¢}, a=(a1,...,ap) ein Multiindex, ¢ ein p-Minor von M} und g €
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K} . Wir wollen Lemma 4.1.2 auf C anstelle von A anwenden und betrachten
dazu alle iiber A definierten Polynome als Polynome iiber C' vermége der
Abbildung A — C'. Nach jenem Lemma gibt es zu jedem Tripel («,d,g) ein
z € CN mit

z = 0 mod @

g(c)d(c)f*(c) = M*(c)z mod =2".
Nach (4.5) ist 7* Summe gewisser g(c)é(c) modulo 72", und es folgt dann
¥ (c) = M*(c)z mod 7"

fir ein 7 € AN mit Z = 0 mod (n)". Schreibt man nun % = 7Py; mit
y; € (m)» P fir i =1,...,N, so ergibt sich

*(c) = 7"M(c)y mod n?",
und da 7 kein Nullteiler in C ist, folgt

f*(c) = M*(c)y mod 72k
Damit ist also die Behauptung bewiesen. O

Wir wollen dieses Ergebnis nun verwenden, um einen Liftungssatz fiir den Fall
eines rig-glatten formellen S-Schemas herzuleiten. Es sei dazu A wie bisher
und S, := Spf A,, , und fiir ein beliebiges zulissiges formelles R -Schema sei an
die Definition X, = X ®4 A,, erinnert.

Satz 4.2.2 FEs seien T und V zuldssige affine formelle S -Schemata, und V
sei rig-glatt iber S. Dann gibt es ng € N und h € N, welche nur von V
abhdngen derart, dafi es zu jedem m > ng und jedem A, -Homomorphismus
on Ty — Vi einen Apy1 -Homomorphismus op41 : Thy1 — Vpy1 gibt mit
Op41 = on, mod b d.h. on+1 und o, stimmen auf dem Level n — h tbe-
rein. Insgesamt erhdlt man ein System von Morphismem

(O-V|Tu7h)y2n ’

welches einen S Morphismus o : T — V definiert. Ist o, ein Isomorphismus,
so ist auch o ein Isomorphismus.

T DI > Tn+1 <—)Tn
| I
/ I 3o | Jon lt"n
Y Y
d... BAVA -
rig-glatt ntl Vi

Beweis: Es sei etwa V — § rig-glatt von der relativen Dimension N — m.
Wir schreiben
V = SpfA(Y)/I

mit I = (f1,...,f;) < AY). Es sei

M = (afz> .
aY? i=1,...q, j=1,...N




46 KAPITEL 4. APPROXIMATION UND AUSDEHNUNG

Es sei nun z ein rig-Punkt von V. Dann ist V rig-glatt iiber S in z, und
nach dem Jacobikriterium gibt es einen Multiindex « der Lénge m und einen
m X m-Minor § € A, von M, derart, daf}

6(z) # 0,
I, = (fala"'afam)w'

Insbesondere folgt dann
(0Ky)z = Ay -

Da dies fiir alle rig-Punkte von V gilt, folgt

(; KaAa)ﬂ = A,.

Dann gibt es ein h > 0 gibt derart, dafl
VL= ZKaAa .

Setzt man ng := 2h+1, so sind fiir n > ngy die Voraussetzungen von Satz 4.2.1
erfiillt. Wegen 2n — 2h > n folgt die Existenz von 0,41 wie behauptet. Per
Induktion bekommt man ein System von Morphismen o, fiir v > n. Wegen

T = lig, T, V = liy, Vi

erhilt man so einen Morphismus

g = hjn On -
Es sei nun o, ein Isomorphismus. Nun ist ¢,4; ein Isomorphismus modulo
m,und V,41 und Th4; sind flach diber S,4;. Daraus folgt, dal auch 0,4
flach ist, nach dem Kriterium fiir Flachheit auf den Fasern. Dann ist 0,41 ein
offene Immersion, und folglich ein Isomorphismus. O

Damit kénnen wir den Approximationssatz im rig-glatten Fall beweisen. Die
Voraussetzung der rig-Glattheit wird dann im néchsten Kapitel durch den
Glittungssatz beseitigt.

Satz 4.2.3 Es sei V C Dé\’ eine abgeschlossene Untervarietdt, die rig-glatt
iber S ist. Es seien Z — S ein Morphismus zuldssiger formeller Schemata
und U C Z ein offenes formelles Unterschema. Es sei eine der beiden folgenden
Bedingungen erfillt.

(1) Zg ist affinoid und Uy ist ein Weierstrafbereich in Zyg .

(2) Z ist eigentlich iber einem affinen formellen Schema, U ist affin, und
der zugrundeliegende Bewertungsring sei diskret.

Es sei ¢ : U —V ein S -Morphismus so, daff o(U) €sV , und es sei A\g € N.
Dann gibt es eine zuldssige formelle Aufblasung Z' — Z , welche endlich iiber
U ist, und ein offenes Unterschema U' C Z' so, daff
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(a) der schematisch Abschluf von (Z' xz U)y in Z} in U} enthalten ist,
(b) U} eigentlich iiber Uy ist, und

(c) es einen Morphismus ¢’ : U' =V gibt so, daf ¢'|y mit ¢ bis zum Level
Ao ubereinstimmdt.

Falls 4 : U — V ein weiteres Modell von ©rig 15t, wobei U ein offenes Unter-
schema eines Modells Z von Zyg ist, so existiert eine Aufblasung Z' - Z,
ein offenes Unterschema U’ C Z' mit den Eigenschaften (a) und (b), und es
gibt einen Morphismus o' : U' — V so, daf Y|y mit i bis zum Level Ao
ubereinstimmd.

ZI< ,,,,, JUI
blow 7 7/
/ sy
v s
a (@4 /
Z<—)U /’
/g

rig-glatt

Beweis: Nach Satz 3.8.1 konnen wir in jedem Falle annehmen, dafl Z, affinoid
ist und da8 Uiz ein Weierstrafibereich in 7, ist. Man setze A = Ao + ng,
wobei ng wie in 4.2.2 gewihlt sei. Verkettet man den Morphismus ¢ mit der
abgeschlossenen Immersion V — ID)éV , S0 bekommt man einen Morphismus

p:U LV aDY.
Es seien Yi,...,Yx die Koordinaten von ]D)év , und es sei
yi == Y'Y, € C = 0z(U)

fir i =1,...,N . Es gibt y; € O(Z;g) so, daB

yi — gilv € @C,

und es ist insbesondere y;|y € C. Wegen ¢(U) €s V ist der schematische
Abschlufl von Uy unter ¢ in V; eigentlich iiber Sy . Nunist V; affin iiber Sj .
Daraus folgt, daf} dieser schematische Abschluf} endlich iiber Sy ist. Also gibt es
ein normiertes Polynom F; € Og(S)[T] derart, dafl F;(y;) € wCy . Insbesondere
erhalten wir Fj(g;|y) € 7Co. Es sei 7 € N so, daB 7" Fi(y;) € O(Z). Nun
betrachte man die Aufblasung Z’ — Z von

J = (7"F(y), ©" )i=1,..N »

und es sei W' das offene Unterschema von Z', wo J von 7" erzeugt wird.
Nach Lemma 4.2.4(ii) gilt dann U €z W', denn 7" F;(#%;|y) € " T1C . Daher
kénnen wir Z durch W’ ersetzen. Insbesondere ist dann ||gillsuyp < 1, und
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nach Lemma 4.2.4(i) gibt es eine Aufblasung Z’' — Z , welche affin iiber U ist,
derart, dal 7; auf Z' definiert ist. Daher kénnen wir annehmen, daf} die y;
auf Z definiert sind. Man betrachte die von 1 induzierte Abbildung

p:Z — DY .

Es sei I das Ideal, welches V als abgeschlossenes Unterschema von ]D>§V defi-
niert. Es gilt

(¥'1) 0y ¢ P20y,

da Y|y mit ¢ bis zum Level 72 iibereinstimmt. Es sei nun Z’ — Z die
Aufblasung von B
J = (ﬂ-)\_Ha '(p I)Oz,

und es sei U’ das offene Unterschema, wo J von w
Lemma 4.2.4 (i) ist insbesondere U €z U’. Dariiberhinaus ist Uy,
d.h. wir kénnen die Steinfaktorisierung

M1 erzeugt wird. Nach

affinoid,

U — T' = Spt(T(U", Oz))

betrachten. Nun faktorisiert v iiber die Steinfaktorisierung, also erhalten wir
eine Abbildung

P:T — Dy .
Wegen I C 71Oy gilt auch I C 72t Op . Also induziert 1 einen Morphis-
mus T3 — V. Nach Satz 4.2.2 148t sich dieser zu einer Abbildung 77 — V
liften, die bis zum Level Ao = XA — ng iibereinstimmt. Indem man diese mit
U’ — T'" verkettet, erhalten wir den gesuchten Morphismus ¢' : U' — V.

Nun betrachten wir ein Modell ¢ : U — V. Wiederum diirfen wir annehmen,
daB Bedingung (1) erfiillt ist. Ferner diirfen wir annehmen, da V — V eine
zulissige formelle Aufblasung ist, etwa die eines offenen Ideals J mit 7"~ ! € J.
Wir kénnen n < Ao annehmen. Auf diese Weise erhalten wir eine Abbildung
7 : U — V. Nach der vorherigen Behauptung gibt es eine Aufblasung Z' —
Z und ein offenes Unterschema U’, welche den Behauptungen (a) und (b)
geniigen, sowie einen Morphismus 7/ : U’ — V derart, da 7/ und 7 auf U,
iibereinstimmen. Wir kénnen annehmen, daf§ (7"*J)Op;, invertierbar ist. Daher

erhalten wir eine Liftung ' : U’ — V von 7'. Nun gilt

(T"Dlg = (=" Dlg ,

Qa 7/ und 7 modulo 7 iibereinstimmen und 7" in J en:chalten ist. Da
V — V die Aufblasung von I ist, stimmen ¢'|; und ¢ auf Uy, iiberein. O

Es bleibt noch das im vorangehenden Beweis verwendete Lemma nachzureichen.

Lemma 4.2.4 Es seien Z ein zuldssiges formelles Schema und U C Z ein

offenes Unterschema.
(i) Es sei f € O(Zyg) eine Funktion mit ||f|Urig |sup < 1. Dann gibt es eine

zulissige formelle Aufblasung Z' — Z derart, daff Z' — Z affin iiber U
ist und daf f € Oz (Z' xz U) gilt.
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(ii) Es seien a C Oy ein kohdrentes Ideal und n € N so, daf aly C 7" 10y .
Es sei Z' — Z die Aufblasung von (n™,q), und U' sei das offene Un-
terschema von 7', wo a in Oz enthalten ist. Dann ist U €z U’ .

(iii) Es seien a C Oz ein kohdrentes Ideal und n € N so, daf§ (7") C ma dber
U. Es sei Z' — 7 die Aufblasung von (7",a), und U’ sei das offene
Unterschema von Z', wo ©" in aQy enthalten ist. Dann ist U €5 U’ .

Beweis:
(i) Folgt aus [5], 4.5.
(ii) Wir nehmen an, es gibe einen Punkt z € Up \ U} . Dann gilt
0z C a0z .

Aus topologischen Griinden gibt es dann einen Punkt z € Uy derart, dafl
7Oz, C a0z , . Daher folgt

™0z, C a0z, C 7" 10y , .
Das ist jedoch unmdéglich.
(iii) Wir nehmen an, es giibe einen Punkt z € (Z’ xz U)o \ U}, . Dann folgt
a0z 5 C 7Oy .

Dann gilt aOz C 70Oz auch in einer Umgebung von z, und es gibt
folglich einen Punkt z € (Z' xz U)o so, daB aOz , C "0y ,. Daher
folgt

™0z, C ma0z , C 0z, .

Das ist jedoch unméglich. O
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Kapitel 5

Rigid-analytische Versionen
des Gliattungssatzes und des
Approximationssatzes

5.1 Der Glattungssatz

Das Ziel dieses Paragraphen ist es, die rigid-analytische Version des Artinschen
Glattungssatzes zu beweisen. Wir erinnern an die Definition des Polyzylinders

D (c) = SpK{(c] Cly---s00 Cn)

fir Radien cy,...,c, € (K%)*. Es seien speziell |¢;| > 1 fir i = 1,...,n.
Dann gilt

S :=Dp(1) € S := DE(c).
Wir wollen zeigen, daB zu jedem affinoiden S-Raum und zu jedem Schnitt
S — X, dessen Bild relativ S -kompakt in X liegt, ein Schnitt § — X9 in
einen rig-glatten Raum X9 iiber S konstruiert werden kann, der den gegebenen
Schnitt fortsetzt.

Satz 5.1.1 (Gléttungssatz) Es seien K ein vollstindiger nicht-archimedisch
bewerteter Korper, und ci,...,c,, S und S seien wie oben definiert . Es seien
ferner X ein affinoider S -Raum und o ein S -wertiger Punkt von X derart,

A

daff o(S) €s X . Dann gibt es ein kommutatives Diagramm affinoider Rdume

X9
Y
| « 09
| N

N
o

%

derart, dap X9 — S rig-glatt ist und daf o9(S) €5 X9 gilt.

S

51
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Beweis: Wir zeigen die Behauptung des Artinschen Glattungssatzes durch In-
duktion nach n. Im Falle n =0 setze man X9 :=S=S.Esseinun n > 1.
Wir kénnen annehmen, dafl

X =V(fi,-.,fr) € DY = SpOs(S)(%i,..., V)

fiir gewisse f1,..., fr € Os(S)(Y1,...,Yn), und daB o(5) C DY (¢) fiir gewisse
€1,.-,6n <1 und € = (e1,...,&,) -

In einem ersten Schritt wollen wir unter der Verwendung der Induktionshypo-
these eine Zwischenbehauptung beweisen.

Behauptung Es sei fo € O(DL) beliebig mit |0* fo| = 1. Dann gibt es ein
kommutatives Diagramm der Art

U (5.1)

so, daf

o a*fy teilt o f; fir i=1,...7,

o U — S ist rig-glatt,

e Y(S)esU.
Beweis dez‘ Zwié’chenbehauptung: Zunichst gibt es ndmlich einen Automorphis-
mus 7: S5 =+ 8§ vom Typ ( —= (ny G G+ ¢ fiir e =1,...,n—1 so,
daB 7*c*fy ein WeierstraBidivisor in der Variablen (,, vom Grade d ist. Er-
setzt man dabei S durch einen geeigneten Polyzylinder D mit S € D C S,

so kann erreichen, daf§ diese Transformation S invariant 148t. Wir wollen dies
kurz ausfiihren.

Wir definieren dj,...,d, € (K%)* so, daB
|di| = g firi=1,...,n—1,

|dn| = min{|cl|1/b1,...,|cn,1\1/b"*1, lenl} -

Ist eines der b; = 0, so sei der entsprechende Term |¢;|'/% zu streichen. Diese
Definition ist so gewihlt, dafl

|dn|% < || firi=1,...,n—1. (5.2)
Mit d := (d1,...,d,) folgt dann also, daf

SeD:=Did) C S.
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Nun 148t sich 7 : § =3 S zu einem Automorphismus D —» D fortsetzen.
Denn einerseits folgt aus

|G| <|di| firi=1,...,n

mit Ungleichung (5.2) sofort

G+ ¢l < max {1, 6"} < max {|di], [dnf%} = |di]
fir 1 =1,...,n — 1. Und andererseits folgt aus
G+ Y| <|di| firi=1,...,n—1, [Ca] < |dy]

mit Ungleichung (5.2) sogleich

Gl < max {6+ ¢, 6ol } < max {|dil, [dnf*} = |di]

fir i=1,...,n—1. Also kénnen wir S durch D C § ersetzen, und anschlie-
Bend die Transformation 7 beriicksichtigen. Wir verwenden von nun an wieder
die urspriingliche Bezeichnung, d.h. § =D} (c).

Man setze
S := Dy () in den Koordinaten (i,...,¢n 1,
§" = D'(1) in den Koordinaten ¢y,...,Cu-1 ,
wobei ¢, :==¢; fir i=1,...,n—1 und ¢ := (c},...,d,_1) sei. Es folgt nach
dem Weierstrafischen Vorbereitungssatz
oc*fo = 4-p, (5.3)
wobei

p=Cl4d, . +ah € OS],
laf| <1fird=0,...,d -1,
i€ (0(89))%.

Wir fithren nun neue Variablen Y,s, A5, Z, fir 6§ =0,...,d —1 und v =
1,..., N ein und definieren ¢ durch

1, _ _ —(d—48
]D)év (@) :== SpK({ culgu, cnlg‘n,cle,,g, cn( )A(;, chu;

p=1...,n—-1,v=1,...,N,6=0,...,d—1),

wobei
N :=dN+d+N.

Auf dem Raum ID)éV ' (¢) gelten also die Ungleichungen
Yool < leal ™ A8l < lenl®?, 1Z0] < eal 7.

Das Polynom
pi= (A Gl 4+ A
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ist ein Weierstrafipolynom in ¢, auf dem Polyzylinder, der durch |(,| <1 und
|As| <1 definiert ist. Dariiberhinaus ist p ein Weierstrafidivisor in ¢, auf der
Menge, die durch |(,| < |c,| und |As| < |c,|%0 definiert ist. Dies wird von
Bedeutung sein, wenn wir ¥(3) €5 U zeigen wollen.

Die Wahl der Radien erméglicht die Abbildung

!

T:D?(E)—)DSN,

die durch
d—1
T*Yu = ZYung +Z, -p
6=0
fir v =1,..., N definiert ist. Mit der Weierstraf3division erhalten wir
d—1
= filh+aip (5.4)
6=0
fir 1 =0,...,r, wobei nach der Definition von 7* die f;s nicht von

Cn, Z1,--., 4N abhingen. Es gilt

_ —(d—é
fis € K( ;' Cu> Vs, 0455
p=1,....,.n=1,v=1,...,N, §=0,...,d—1).

Nun setze man

dN+N (-6 — — s
Vo= V(fis) € DY’ xk  Dile?) =D
~ ~ v —_——
in Koordinaten Y,s,Z,, in Koordinaten Ags,
v=1,...,,N, 6=0,...,d—1 6=0,...,d—1
N (.— _
V' = V(fis) C DN (c,?)  xkx  Dg(ci)
—_—— N —
in Koordinaten Y, in Koordinaten Ag,
v=1,..,N, 6=0,...,d—1 6=0,...,d—1

Es gilt also

V = DY (en, ¢, %) in Koordinaten ¢, Z,, v =1,...,N .

Wir wollen nun einen Schnitt definieren
o :8 — Dg,N (c;‘s) XK ]D)Id( (cfl_‘s)

durch
(@I)*Yl/ts = y,’,(s )
((pl)*A5 = ag ;
wobei die y; € K((1,...,(n—1) durch die WeierstraBdivision

d—1
oYy = Y uhsCo+ i p
6=0
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definiert sind. Die Wohldefiniertheit des Schnittes mufl noch geklirt werden.

Wegen o(S) C DY (¢) gilt |0*Y,| <1 fir v=1,...,N, und daher

lyls| <1 und |3,| <1 fir v=1,...,N und § =0,...,d—1. Wegen |c,| > 1
kann man nach eventueller Verminderung von ¢, , aber unter Beibehaltung der
Ungleichung |c,| > 1, annehmen, daf}

lylsl < e < 1, v=1,...,N,§=0,...,d—1,

(5.5)
2] < ¢,® < 1, v=1,...,N.

Mit dieser Anpassung ist der Schnitt ¢’ wohldefiniert.

In analoger Weise definiert man ¢ : § — DY "(€), indem man zusitzlich noch
©*Z, = %z, setzt. Es gilt dann o =10 .

Wir wollen noch zeigen, dafi ¢’ iiber V' faktorisiert und dafi ¢ iiber V fak-
torisiert. Wir beachten dazu, daf aus (5.4) die Gleichungen

d—1
o'fi = o' fi = O fis Q4+ ¢ qi P
6=0
d—1
= > ¢fis- G +eq-p
6=0
fir 2 = 0,...,r folgen. Dies ist eine Weierstrafldivision von o*f; durch p.

Andererseits ist o*f; = 0 fiir 4 = 1,...,r, und mit (5.3) gilt somit o*f; =0
mod p fir ¢ = 0,...,r. Aufgrund der Eindeutigkeit der Weierstraldivision
folgt also

o fis = " fis = 0

fir 1 =0,...,7 und § =0,...,d— 1. Daraus folgen die Faktorisierungen von
¢ und ¢'. Der Einfachheit halber bezeichnen wir die induzierten Abbildung
S =V bzw. 8" = V' wieder mit ¢ bzw. ¢'.

Wegen |aj| <1 gilt

la| < @0 §=0,...,d—1.
Zusammen mit den Ungleichungen (5.5) folgt daraus ¢'(S') €g V' . Wir kénnen
somit die Induktionshypothese anwenden und erhalten ein kommutatives Dia-
gramm

(V)¢

| X

VI<(‘0—S«/

|

SI
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wobei (V')9 rig-glatt iiber S’ ist und ¢'($') €g (V')9 gilt. Dann setzen wir

U = D(l‘j',])\g (cn,c;?) in den Koordinaten ¢, Z,, v=1,...,N

und definieren

Pv: S —->U

durch
vz, = 2,,v=1,...,N

als Morphismus iiber v'. Es gilt ¢(S) €5 U wegen |,| < |cu|™¢ fiir v =
1,....N.

Die Abbildung (V')9 — V' induziert die Abbildung
U = D(l‘j',%(cn,c;‘i) — V = D‘I,TN(cn,c;‘s).

Insgesamt bekommen wir ein kommutatives Diagramm:

DY < DY (¢) =<—V =—U

S

Es seinun o : U — Dév die durch die obere Zeile des Diagramms definierte
Abbildung. Wir wollen noch zeigen, dal « die geforderten Teilbarkeitsbedin-
gungen der Zwischenbehauptung erfiillt.

Wegen o = 7o gilt

a-p = 0"fo = (p"q) D,
und daher ist 4 = ¢*qy eine Einheit in (’)(5) . Somit ist ¢g eine Einheit in Oy
in einer Umgebung von <p($’) . Ferner ist 7*f; =¢q;-p in Oy fir i=1,...,r,
und wir schlielen, dal 7*fy = ¢gp-p in Oy ein Teiler von 7*f; = ¢; - p in einer
Umgebung von <p(;§ ) ist . Diese Teilbarkeit setzt sich fort, wenn man «o*fy und
o* f; in einer Umgebung von 1 (S) betrachtet. Dann kann man U durch diese
Umgebung ersetzen, und die Zwischenbehauptung ist bewiesen.

~

Wir kénnen nun X durch den schematischen Abschlul von o(S) ersetzen.
Dann ist X irreduzibel und reduziert. Da S — S glatt ist, ist der schematische
Abschlufl X geometrisch reduziert. Daher ist X generisch glatt iiber K, und
o(8) ist nicht im singuliren Ort enthalten. Da es einen Schnitt ¢ iiber S gibt,
ist die Abbildung X — S generisch glatt, etwa von der relativen Dimension
N —m fiir ein m; siehe [14], 4.4 & 4.11. Also kénnen wir annehmen, daf§

A = det (‘%)
8Y7 1,j=1,...m
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nicht iiberall verschwindet, und dal X = V(f1,..., fm, fm+1,--- fr) dicht in
X = V(fi,---, fm)

liegt. Wir wollen noch begriinden, warum man X = X und m = r annehmen
kann. Es sei dazu angenommen, die Behauptung des Satzes wiire fiir X anstelle
von X gezeigt, d.h. es gibe ein kommutatives Diagramm der Form

X9

mit X9 — S glatt. Nun gibt es eine offene dichte Teilmenge U C X derart,
daB
filo =0
fir i =m+1,...,r. Dann folgt auch
19*f’i|z9_1(U) =0
fir i =m+1,...,r, und 971(U) ist ebenfalls offen und dicht in X9. Nun ist
X9 glatt iiber K, also irreduzibel und reduziert. Daraus folgt

9fi =0
fir i=m+1,...,7, und X9 — X faktorisiert folglich iiber X .

Damit haben wir gezeigt, da man X = X und m = r annehmen kénnen.
Nach eventueller Normierung von f; gilt

l|o*A%] = 1.
Wir kénnen daher die schon gezeigte Zwischenbehauptung auf fo := A2 anwen-

den und erhalten somit ein Diagramm der Form (5.1) mit den dort behaupteten
Eigenschaften.

Wir wollen den Induktionsschritt beweisen, indem wir ein Diagramm der Form
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konstruieren, welches abgesehen vom linken oberen Quadrat kommutativ ist .

Wir verwenden von nun an Vektorschreibweise und setzen also

f .= (fl,...,fr)t .
Die Teilbarkeitsaussage in der Zwischenbehauptung fiirr fo = A? bedeutet, daf
es einen Vektor a’ = (a},...,al)" gibt, dessen Komponenten in Oy (U) liegen,
mit

atf = o*A?.a . (5.6)

Die r x r-Minoren der Matrix

5fi)
J = (—
Oy )izt v v=1,..N

geuoy

bezeichnen wir mit Ay := A, Aq,..., Ay fiir [ := (1;7) . Nach der Cramerschen
Regel gibt es zu jeder r x r-Untermatrix von J eine adjungierte Matrix so, dafl
deren beider Produkt das A) -fache der Einheitsmatrix E, ergibt. Indem wir
eventuell mit Nullspalten auffiillen, erhalten wir N x r-Matrizen M) derart,
daB

J-My = Ay-E, (5.7)

fir A=1,...,1. Unser Ziel ist es, X9 als Untervarietéit von lD)[l]N zu realisieren.
Es sei p: ]D)Il]N — U die Projektion, und wir definieren 8 durch das folgende
kommutative Diagramm.

U ~—— DY

a

D3’

Wir bezeichnen die Koordinaten von ]D)[l]N iber U mit Z,, fir A =1,...,1
und v =1,...,N. Ein §-Morphismus g : ]D)(l]N - ]D)éV sei definiert durch

l
Q'Y = Y BAN-Zxn + Y,

A=1
fir v=1,..., N. Wir setzen nun abkiirzend
ay, = pB'Y,
a = (ag,...,ay)"
l
by = Y BAN-Zy (5.8)
A=1
Zoy = (2., Zw)"
l
b o= (br,...,bn)" = Y BTANZy) - (5.9)

A=1
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Wir kénnen die Definition von ¢* dann in der Form
oY = a+b

schreiben. Durch Taylorentwicklung folgt

N Bf- N )
o' fi = fila+b) = fi(a,)—l—ZaYZ (@b, + Y clbyb,
v=1 v,u=1

v

N5 £ N
= ﬁ*fz--l-Zﬂ*aYZ b+ Y cbb,
v=1 v v,u=1
mit gewissen globalen Schnitten c,(,z,l von ]D)[l]N fir 4 = 1,...,r. Aus dieser
Gleichung ergibt sich mit der Vektorschreibweise ¢, := (c,(,lu), e ,c,(,:?)t und
durch Einsetzen von (5.8) und (5.9)
N
of = BF+BT b+ Y cnubiby
v,u=1
!
= B+ BAN BT Ty (5.10)
A=1
l N
+ ) B AN B D
Ar=1 vpu=1

-~

=iy
Weiter folgt aus Gleichung (5.6)
B = praf = p*(a*A-afA) - pral
= B'A-(B*A-E,) ptal .
Aus Gleichung (5.7), angewandt mit A = 1, ergibt sich daraus
B = B*A. BT - B*M; - p*a’ . (5.11)

Aus Gleichung (5.7) folgt auBerdem

l l
D BBy = BT B My ay (5.12)
y=1 y=1
fir A=1,...,l. Man setze nun abkiirzend
dy = BMp
a’()‘) = 0 firA=2,...,]

!
an = D B M,y aq .
y=1
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Die Gleichungen (5.11) und (5.12) lauten somit

* — * * !

l
Y B A an = BT qp, -

=1

Setzt man dies in (5.10) ein, so erhilt man

l
of = 3B AN BT - (ay + 2oy ) -
A=1

Es sei
X9 = V(a,l()\) —f—Z()‘) —|—q()\) ; A= 1,...[) C ]D)[l]N

die abgeschlossene Untervarietidt von ]D)[l]N , die durch die Komponenten der
Vektoren
al(/\) +Zoy tqpy firA=1,...,1 (5.13)

definiert ist. Da nach Konstruktion die Bilder der p*f; in Oxs(XY) verschwin-
den, faktorisiert die Abbildung X9 — ID)IIJN 4 Dév iitber X . Damit haben wir
ein Diagramm von S -Morphismen

p
U DFY > X9
\
«a /\ 1/}\
DY > X 2 S

S

konstruiert, welches abgesehen vom linken oberen Quadrat und vom linken
oberen Dreieck kommutativ ist.

Wir wollen nun mit Hilfe von % und des Nullschnitts
7:U— ]D)[l]N

eine Abbildung o9 : § — X9 konstruieren, die die Behauptung erfiillt.

Mit (5.6) folgt
0 = o'f = ¢Y*a’f = o*A?-y*a’,

und da ¢*A? nicht iiberall verschwindet, folgt somit

Pp*al = 0.
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Nach Definition des Nullschnittes 7 : U — ]D)IZJN gilt por = idy. Wegen
B = aop folgt dann o7 = «. Die Definition von a’(l) liefert

,(p* * I — ¢*T*(5*M1-p*a') — O'*Ml"lp*al —

Wegen a'()‘) =0 fir A >2 und 77y = 7*q) =0 fiir A=1,...,1 faktori-

siert 7o : S — ]D)[l]N iiber X9, d.h. es gibt einen Morphismus o9 : S — X9,
welcher auf ]D)[lJN mit 7o iibereinstimmt. Das Diagramm sieht nun wie folgt
aus.

/Iﬁ
U <— DY <— X9

9
) , \ p

K

Uy

i

S
Als nichstes ist zu zeigen, dafl das rechte obere Dreieck kommutiert.
Aus der Definition von p folgt die Identitit o = po 7. Es gilt damit folgende
Gleichungskette von Abbildungen.

S5 XI5 X DY = §5 x99 D LY

A

- SAUSDY LDy

= §%Uu 3Dy

= §5X<—DY.
Daraus folgt die gewiinschte Kommutativitét.

Wir wollen nun die Rig-Glattheit von X9 — S nach eventueller Verkleinerung

von X9 zeigen. Dazu zeigen wir mit dem Jacobi-Kriterium, da X9 — U rig-

étale entlang des Nullschnitts 7 ist, d.h. in jedem Punkt z € 7(U) N X9 . Es

seien hy, die Koeflizienten der Vektoren in (5.13). Wir miissen zeigen, daf

die Differentiale d(hy,)(z), A =1,...,1, v =1,..., N, linear unabhingig in

QI}), N U ® k(z) sind. Nun ist aber a,'(l) ein Vielfaches von p*a’, und es folgt
d(a.l(l)) =0.

Ferner ist Z),(z) = 0 nach der Wahl von z. Da die g¢), Potenzreihen der
Ordnung > 2 in den Z), sind, folgt d(gy,)(z) = 0. Insgesamt folgt

d(h)\u)(z) = d(Z)\I/) ®1
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fir A=1,...,] und v =1,..., N, und diese bilden eine Basis von

QHIJJ{JN 0,2 ® k(z) . Der rig-étale Ort von X9 iiber U enthilt also ¢9(S). Daher
konnen wir X9 durch diesen rig-étalen Ort ersetzen, und es folgt X9 — U
rig-étale. Da U — S bereits als rig-glatt bekannt war, folgt daraus die Rig-

Glattheit von X9 — S.

Wir wollen schliefilich noch zeigen, da§ ¢9(S) €s X9 gilt. Die Ersetzung von
X9 durch den rig-étalen Ort bedeutet, daB X9 nun eine lokal-abgeschlossene
Untervarietiat von DIZJN der Form

X9 = W\W
ist, wobei W, W abgeschlossene Untervarietiten von ]D)[l]N sind, und es gilt
Wnr(S) = 0.

Nach der Zwischenbehauptung gilt 1(S) €g U . Nach Korollar 3.7.5 folgt dar-
aus

T($(8)) €s DF .

Da W eine abgeschlossene Untervarietit von lD)[l]N ist, folgt nach Lemma 2.6.2

A

T(p(S)NW €5 W.
Wegen W N 7(1$(S)) = 0 folgt daraus

~

o9(8) = T((S))NXI eg X9 .

5.2 Der Approximationssatz

Satz 5.2.1 (Approximationssatz) FEs sei K ein Korper, der vollstindig be-
ziiglich einer nicht-archimedischen Bewertung sei. Es sei S ein affinoider K -
Raum. Es sei S ein Weierstrafibereich in S so, daff S €S. Essei X ein
aﬁ‘inoidgr S -Raum und X\ € N. Es sei o ein S'—wertz'ger Punkt von X so,

dafy o(S) €s X . Dann gibt es einen offenen Teilbereich S' von S und einen
S’ -wertigen Punkt o' : S' — X derart, daf

(i) Ses.

(ii) o'|g =0 mod 7 beziiglich gegebener Modelle.
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Beweis: Zunichst wollen wir die Situation reduzieren auf den Fall, dafl S und S
Polyzylinder sind wie im Gldttungssatz. Wir schreiben die gegebene Beziehung
dazu in Gleichungen um, d.h.

S = V(gl,---;gs) c DIT}(C)

S = SnDi(1)
X = V(fi,---, fr) C D¥
a(5) < DE(e)
mit gewissen Radien cj,...,¢, > 1, und einem ¢ < 1. Es seien (i,...,(,
bzw. Yi,...,Yyx die Koordinaten von Dz bzw. ]D)éV . Der Schnitt ¢ induziert
Elemente
7, € K((i,...,¢), v=1,...,n
a'z'j € K(Cl,...,cn% 1=1,...,7,7=1,...,s
derart, daf}

1

AN
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S
) = aig;,
=1

?

denn es gilt o(S) €y D (e) . Umgekehrt induziert jedes System ((4y), (éi;))
mit diesen Eigenschaften einen S -wertigen Punkt o : § — X . Nach geeigneter
Wahl von g¢q,...,g, kann man annehmen, daf}

||&ZJ|| <l,2=1,...,r, 5=1,...,s.

Man betrachte nun das Gleichungssystem
S
f’i = ZZZ]gJa 1= 1,___,71
=1

in den Variablen Y und Z . Diese Gleichungen haben eine Losung iiber K(() .
Das Gleichungssystem definiert eine affinoide Varietiit iiber K{c~!¢) derart,
da8 die Losung einen Schnitt iiber Sp K{c~!¢) definiert, welcher iiber eine
relativ S -kompakte Untervarietit faktorisiert. Daher kann man S = D2 (1)
und S =D} (¢) annehmen.

Nun kénnen wir den Glittungssatz anwenden und folglich annehmen, daffi X
relativ glatt iiber S ist von der relativen Dimension N —m . Das Resultat folgt
nun aus Satz 4.2.3. |
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Kapitel 6

Anwendungen

6.1 Approximation von endlichen Abbildungen

Es sei ein Diagramm zuléssiger formeller separierter S-Schemata der Form

Z U (6.1)

o| o)

X <—V

|

S

gegeben, wobei U €g Z und V €g X offene Unterschemata seien, die in Z
bzw. X relativ kompakt seien.

Zusitzlich zu obigen Bedingungen werden wir voraussetzen, dafl ¢ri; endlich
ist bzw. eine abgeschlossene Immersion ist. Das Ziel dieses Abschnittes ist es,
Aufblasungen Z' — Z, X' — X und ein Diagramm der Form

Al
Z 2 /

L

|
|
|
|
|
Plu v
7 X! ~—— —)VI

R

X Y

S

zu konstruieren derart, dafl Uy €g, Uy, Vo Eg, Vj , und (<p|U){rig sich fortsetzen

148t zu einem Morphismus ¢ : U’ — V', der gewisse Eigenschaften von (¢|v)rig
erbt, z.B. endlich oder abgeschlossene Immersion.

65
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Wir wollen dabei die Schreibweise € fiir formelle und algebraische Schemata
iibernehmen. Ein formelles Schema U C Z heifle relativ S -eigentlich in Z , in
Zeichen U €g X , falls Uy relativ Sy -eigentlich in Z; ist, in Zeichen Uj E€g,
Zy, d.h. der schematische AbschluB Uy von U in Z; ist eigentlich iiber Sy .

Lemma 6.1.1 Es sei ¢ : Z — X ein Morphismus zuldssiger formeller Sche-
mata, und V sei ein offenes Unterschema von X FEs sei _Z ein kohdrentes
Ideal von Ox so, daf8 V( Z0x,) = Xo\ Vo. Es sei X" — X die zulissige
formelle Aufblasung von (m, Z™), und V" sei das offene Unterschema von
X", wo w in F"Oxn enthalten ist. Es sei ferner o= (V) = UUW eine
disjunkte Vereinigung offener Unterschemata. Dann gibt es ein ng € N so, dafs
fir alle n > ngy eine disjunkte Vereinigung

o (V") = UPUW™
offener Unterschemata ezistiert mit
Une Y(V) = U, W'ne Y(V) = W.
Beweis: Es seien % und ¥ offene kohirente Ideale von Oz so, daf
V(F0z,) = Zo\Uy, V(90z,) = Zo\Wy.
Es sei Z™ — Z die zulissige formelle Aufblasung von (m, #™,%4"™). Man setze
AL Ut = {z€Z"; 1€ F"Ozn,} 2 U,

zZ"n O W' = {z€Z";m€9"Ozn,} 2 W.

v

Da % bzw. ¥ topologisch nilpotent auflerhalb von Uy bzw. Wy sind, gibt es
ein n; € N so, dal UNW" = () gilt fiir alle n > ny. Wegen ¢ (V) = UUW
und V(_#0Ox,) = Xo \ Vu gibt es ein v € N so, da8

705 C (F,9)0; .

Also sehen wir, da8 Z" xx V™ — Z" iiber U™ U W™ faktorisiert fiir alle
n > np . Daraus folgt die Behauptung. m|

Lemma 6.1.2 Es sei ein Diagramm der Form (6.1) gegeben. Es sei U ein
offenes Unterschema von Z mit Uy €s, Zo, und V sei ein offenes quasi-
kompaktes Unterschema von X mit Vo €5, Xo. Wir nehmen an, daff die
Einschrinkung ¢|y : U =V einen Morphismus liefert, und daf8 (¢|v)rig eine
der folgenden Bedingungen erfillt.

(i) eigentlich,
(ii) endlich,
(#ii) Isomorphismus,

(iv) abgeschlossene Immersion.
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Dann gibt es ein Diagramm der Form (6.2), d.h. es gibt zuldssige formelle
Aufblasungen Z' — Z bzw. X' — X und ein offenes Unterschema U’ von
Z' mit Uy Es, U}y sowie ein offenes Unterschema V' von X' mit Vy €s, V§
derart, daf sich (p|y')ig 2u einem S -Morphismus ¢' : U' — V' fortsetzen
laft, der dieselbe Bedingung erfiillt.

Beweis:

(i)

(iii)

Es sei _Z eine kohdrente Garbe offener Ideale von Ox derart, da8
V(Z0Ox,) = Xo \ Vo . Man betrachte die formelle Aufblasung X" — X
von (m, #") in X und das offene Unterschema V", welches durch die
Bedingung m € _# Ox» definiert sei. Fiir n > 2 ist das Unterschema V"
nach [16], 3.8, ebenfalls relativ S -eigentlich in X™ . Auf dhnliche Weise
definiert man Z" und U" beziiglich (7, #")Oz . Dann erhilt man ein
kanonisches kommutatives Diagramm

ur ——=vyn . (6.3)

L

Zn —= X"

Nun ist (¢|y)rig eigentlich, und nach Lemma 3.7.3 ist auch ¢|ly : U —» V
eigentlich. Daher ist die Inklusionsabbildung U < ¢~1(V) eigentlich
nach [13], 5.4.3. Folglich ist U eine Zusammenhangskomponente von
0 Y(V). Wéhlen wir n grof genug, so gibt es nach Lemma 6.1.1 eine
Zusammenhangskomponente W™ von U™ mit W"Ny~}(V) = U . Dann
ist W™ auch relativ S -eigentlich in Z. Indem man Z durch W™ er-
setzt fiir ein ng, kann man annehmen, da8 U = ¢~1(V) gilt. Dann ist
die obere horizontale Abbildung im Diagramm (6.3) eigentlich, da der
schematische Abschlu8 von Uj in Zj eigentlich {iber Sy ist.

Nun nehmen wir an, daB8 (¢|y)g endlich ist. Also ist diese Abbildung
auch eigentlich. Nach (i) kénnen wir annehmen, dal ¢, eigentlich ist.
Nach Lemma 3.7.3, kénnen wir annehmen, dafl ¢ eigentlich ist. Wie in
(i) kann man annehmen, daB ¢~}(V) = U gilt. Man setze

Bk = {r € Xiig; dim¢ '(z) > 1}.

Dann ist By eine abgeschlossene analytische Teilmenge von X, und
disjunkt zu Vg . Wir wollen dieselbe Notation wie in (i) verwenden. Dann
gibt es ein n € N so, daB By die Menge V" nicht trifft. Wir kénnen
annehmen, daff X = V™. Somit hat ¢, endliche Fasern. Mit [6], 5.10,
folgt, daB es ein Modell von wiig gibt, welches endlich ist. Ein solches
Modell kann durch eine zuldssige Aufblasung von X erhalten werden.
Daraus folgt die Behauptung.

Nach (ii) konnen wir annehmen, dafl ¢, endlich ist, und wie vorhin
erklirt, dal ¢ endlich ist. Dariiberhinaus kann man wie vorher annehmen,
daB8 ©~1(V) = U gilt. Man betrachte den Morphismus

/\:Ox—>(p*OZ.
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Der Triger seines Kerns bzw. Cokerns ist disjunkt zu V . Also gibt es ein
n € N derart, dal der Triger die Menge V™ nicht trifft. Daher kénnen
wir X durch V" ersetzen. Somit ist ¢ ein Isomorphismus.

(iv) Wiederum kénnen wir annehmen, da§ ¢ endlich ist. Dann kénnen wir X
durch das schematische Bild ersetzen und die Situation auf den Fall (iii)
reduzieren. O

Dieser Satz impliziert auch das Ergebnis von [10], Corollary 1.

Wir wollen diese Ergebnisse nun auf die Situation von Satz 4.2.3 anwenden.

Satz 6.1.3 Es sei ein Diagramm zuldssiger formeller S -Schemata der Form

7 ~—U (6.4)

|

X —V

|

S

gegeben, wobei U € Z und V €s X offene Unterschemata seien, die in Z
bzw. X relativ S -kompakt seien. Zusdtzlich sei Zyig affinoid und Uiz ein Wei-
erstrafbereich in Zg . Dann gibt es eine zuldssige formelle Aufblasung Z' — Z
und ein offenes Unterschema U' von Z' mit Uy Es, Uy, sowie eine zulissige
formelle Aufblasung X' — X wund ein offenes Unterschema V' wvon X' mit
Vo €s, Vi, und es gibt einen S -Morphismus ¢' : U' — V' so, daf8 die Ein-
schrinkung ¢'|y : U — V' einen Morphismus liefert, der mit ¢ bis zu einem
vorgegebenen Level \ tbereinstimmt derart, dafi

(i) wenn ¢ig endlich ist, so ist es auch ¢y, ,

(ii) wenn @rg eine abgeschlossene Immersion ist (bzw. ein Isomorphismus),
s0 st es auch ¢y, .

Wir bekommen also ein Diagramm der Form

e
4,0’
A

U

|

|

|

|

|

7 N

XI - —DVI

>
X %

|

S
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Beweis: Die Approximation ¢’ und das Diagramm (6.5) folgt aus dem Appro-
ximationssatz (5.2.1), wobei man Uiz = S und Zyig = S in jenem Satz wéhle.
Wir miissen noch kliren, dal die Approximation so gewéihlt werden kann, dafl
die Zusatzeigenschaften erfiillt sind.

(i) Eine Abbildung ¢ : Spf A — Spf B ist endlich genau dann, wenn die
Abbildung By — Ap endlich ist. Daher kénnen wir die Approximation
so einrichten, daf§ die Einschrinkung (¢'|¢)rg endlich ist. Dann folgt die
Behauptung aus Lemma 6.1.2.

(ii) Wie in (i) kénnen wir annehmen, dafl (¢'|)ng eine abgeschlossene Tm-
mersion bzw. ein Isomorphismus ist. Dann folgt die Behauptung aus Lem-
ma 6.1.2.

6.2 Stabilitidt formeller Néron-Modelle

Wir wollen in diesem Abschnitt die Ergebnisse des letzten Abschnittes, speziell
Satz 6.1.3, auf rigide Gruppen anwenden und auf die Frage nach der Stabilitit
formeller Néron-Modelle eingehen. Wir beginnen mit einem Spezialfall von Satz
6.1.3.

Korollar 6.2.1 Es sei ¢ : D < X eine offene Immersion, wobei X ein
separierter glatter rigider Raum sei. Es gelte o(D?) € X . Dann gibt es eine
Approzimation ¢' : D%(c) < X won ¢ mit einem ¢ > 1, welche ebenfalls eine
offene Immersion ist. Insbesondere kann man die Approximation so wdhlen,
daf die Bildmengen von ¢ und ¢'|pa tibereinstimmen.

Wir betrachten nun eine rig-glatte Gruppe G 1iiber einem vollstindigen dis-
kret bewerteten Korper K mit Bewertungsring R und Restklassenkorper k.

Unter einem formellen Néron-Modell von Gy versteht man die gréfite Unter-
gruppe N von G , welche ein glattes quasi-kompaktes formelles Modell iiber
R zuldfit. Man kann zeigen, dal Gk ein formelles Néron-Modell besitzt, wenn
sie beschrankt ist, d.h.quasi-kompakt und abelsch. Dies ist zum Beispiel erfiillt,
wenn G eigentlich iiber K ist.

Ein formelles Néron-Modell N von Gk heifit stabil, falls die 1-Komponente
kompatibel mit endlicher Kérpererweiterung von K ist. Man sagt, das formelle
Néron-Modell N habe semi-abelsche Reduktion, falls N Q@ p k semi-abelsch ist.

Hat ein formelles Néron-Modell semi-abelsche Reduktion, so ist es stabil. Die
Umkehrung gilt im Falle einer eigentlichen Gruppe und ist schwieriger zu zeigen.
Das Hauptargument ist Satz 6.2.2.

Man sagt, eine quasi-kompakte rigide Gruppe Ggx hat unipotente Reduktion,
falls Gg ein glattes formelles Modell iiber R besitzt derart, dal die spezielle
Faser Gy eine unipotente algebraische Gruppe ist.

Satz 6.2.2 Es sei Gk eine beschrdankte rig-glatte Gruppe. Es sei Hy eine
offene quasi-kompakte zusammenhdngende Untergruppe, welche ein formelles
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glattes Modell H mit unipotenter Reduktion zuldft. Falls Hx € Gk, dann
gibt es nach endlicher separabler Kirpererweiterung eine Untergruppe Hy vom
selben Typ wie Hgx mit Hg € Hp, .

Beweis: Wir nehmen zunéchst an, der Restklassenkorper von R sei perfekt. Da
Hy unipotent ist, gibt es nach dem Satz von Lazard ([11], IV, §4, n%, 4.1)
einen Isomorphismus von Schemata

o

’U,A% — Hp.

Nach der Liftungseigenschaft der Glattheit gibt es einen Isomorphismus formel-
ler Schemata
U ]D)l% = H.
Wegen Hyg € G konnen wir Korollar 6.2.1 anwenden. Also gibt es eine Ap-
proximation
u': DE (c) = Vk

von U, wobei ¢ = (c1,...,¢q4) mit ¢; > 1 fiir i =1,...,d, und wobei

Hix € Vg € Gk .

o~

Dabei la8t sich u' zu einem Isomorphismus D& —s Hp einschrinken. Wir
fithren nun eine Koérpererweiterung derart durch, da |¢;| € |[K*| liegen. Dann
hat DZ (c) ein glattes Modell iiber R. Nach [17], Remark 1.6, kann man HY
als die von u' erzeugte Gruppe wihlen. Diese hat nach dem Satz von Lazard
ein glattes Modell mit unipotenter Reduktion.

Ist der Restklassenkorper nicht perfekt, dann gibt es eine endliche separable
Korpererweiterung K’ von K mit Bewertungsring R’ und Restklassenkorper
k' so, daB die zugrundeliegende Varietit von (H ®g R')o isomorph zu AY, ist.
Dann kann man das oben Bewiesene anwenden. O

Korollar 6.2.3 Fin stabiles formelles Néron-Modell einer eigentlichen rig--
glatten Gruppe tber K hat semi-abelsche Reduktion.

6.3 Multiplikative Untergruppen eigentlicher rigider
Gruppen

Eine letzte Anwendung des Approximationssatzes ist die Ausdehnung formeller

multiplikativer Gruppenhomomorphismen.

Es sei dazu B
Gmx = {z€Gpk; |2| =1}

der Einheitentorus.
Satz 6.3.1 Es sei ¢ : Gm,K — Gk ein Homomorphismus rigider Gruppen.

Wir nehmen an, daf @(Gm,K) € Gg . Dann lafit sich @ zu einem Homomor-
phismus ¢ : Gk — Gk ausdehnen.
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Dies ist [17], Prop. 3.1. Im Beweis geht man wie folgt vor.
e Man approximiert @ durch ein ¢’ : Gy k() - Gk mit [c| > 1.

e Man zeigt ¢’ = x -9, wobei x : Gy, k — Gk ein multiplikativer Grup-
penhomomorphismus ist, und ¢ : Gy, x(c) - Gg ,nahe“ 1 ist; d.h.
¢|Gm, « = 1+¢ fiir ein € ~ 0. Insbesondere ist ¢’ eine Fortsetzung von

Q.
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Abstract

Let K be a field with a complete non-archimedean valuation. Let S be an
affinoid K -space, and let S be a Weierstrass domain in S which is relatively
compact in S. Let o : S — X be an S-morphism such that the image of o
is relatively S -compact in X . The main theorem of this thesis states that o
factors through an affinoid S-space X9 which is smooth over S.

As a consequence, a version of Artin’s approximation theorem is proved. It
states that under the above conditions, one can find an extension S’ of §, i.e.
an open subdomain $' of S such that S is relatively compact in §’, and an
S’ -morphism ¢’ : 8’ =+ X which approximiates the given morphism o up to
a given level on the formal models.

As a special case, let S = D% be the n-dimensional ball of radius 1 over
K, and let S =Dp(1+¢) be the n-dimensional ball of radius 1+ ¢, where
€ > 0. Let f be a system of formal power series in N variables over the ring
O(S), and let @ be a solution of the system f(Y) = 0 over O(S), i.e. over
the ring of formal power series converging on 5. Then there exists a slightly
larger ball S" = D (1 +d) where € > 6 > 0 and a solution a' of the system
f(Y) =0 over O(S’) such that o' approximates the given solution a up to a

given bound.

If X is smooth over S, the approximation result is already well-known. In this
thesis, a new proof is given using the approximation techniques of R. Elkik.
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