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Kurzfassung

Die wachsende Bedeutung modellbasierter Verfahren bei technischen Geréten und
Anlagen fihrt dazu, dass immer mehr Modelle fiir unterschiedliche Systeme benotigt
werden. Um diesem Umstand gerecht zu werden, kommen in den letzten Jahren
verstirkt Verfahren zur datenbasierten Modellbildung zum Einsatz, da diese meist zu
genauen Modellen mit einer geringen Modellkomplexitét fithren. Gleichzeitig steigen
jedoch auch die Anforderungen an die Sicherheit der Systeme. Eine genaue Kenntnis
der Modellunsicherheit ist erforderlich, um auftretende Fehler sicher zu detektieren.
Einen vielversprechenden Ansatz hierzu stellen mengenbasierte Verfahren dar, da an
Stelle einzelner Werte mit der Menge aller moglichen Werte gerechnet wird.

In dieser Arbeit wird ein Verfahren zur mengenbasierten Black-Box-Identifikation li-
nearer Systeme vorgestellt. Den Ausgangspunkt des Verfahrens stellen Messdaten mit
unbekannten, aber beschréankten Fehlern dar, welche durch Intervalle reprasentiert
werden. Das Verfahren wird zunéchst fiir Systeme mit einer Ausgangsgrofle vorgestellt
und anschliefend fiir Systeme mit mehreren Ausgangsgrofien erweitert. Als Ergebnis
wird von dem Verfahren ein zeitdiskretes Gleichungsfehlermodells in ARX-Struktur
(Auto Regressive with eXogenous input) mit minimaler Modellordnung bestimmt.

Den Schwerpunkt der Arbeit bildet dabei die Ordnungsbestimmung des Systems. Die
so bestimmte minimale Ordnung wird mit verschiedenen mengenbasierten Parameter-
identifikationsverfahren zur mengenbasierten Black-Box-Identifikation verwendet.
Als mogliche Anwendung der so identifizierten Modelle wird in dieser Arbeit die
Fehlerdetetektion betrachtet. Dazu wird eine Moglichkeit vorgestellt, direkt die
bei der Identifikation gewonnenen ARX-Modelle zu nutzen. Die Vorgehensweise
wird anhand verschiedener simulativer Beispielsysteme sowie an unterschiedlichen
Laborsystemen demonstriert.






Abstract

The increasing importance of model-based methods for technical equipment and
installations leads to a growing demand for models of various systems. To meet
these demands, data-based modeling approaches have been applied often in the
past few years, as they usually lead to precise models with a low model complexity.
The demands on the safety of the systems increased at the same time. A detailed
knowledge on the model uncertainty is necessary to reliably detect faults. Therefore,
promising approaches are set-membership based methods, as they compute the whole
set of possible values instead of individual values.

In this work, a set-membership method for black-box identification of linear systems
is presented. Starting point of the method is measurement data with unknown but
bounded errors, which are represented by intervals. The method is initially presented
for systems with a single output and afterwards extended to multiple output systems.
The result is an equation-error model in ARX (Auto Regressive with eXogenous
inputs) structure with the minimal model order.

The main focus of this work is the order determination of the system. The thereby
determined minimal order is used with various set-membership parameter identifica-
tion methods to obtain a complete black-box system identification method. In this
work, fault detection is considered as possible application of the identified models.
For that purpose, a fault detection method directly using the identified ARX-model
is presented. The procedure is demonstrated by means of several simulative examples
as well as various laboratory systems.
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Kapitel 1
Einleitung

Kaum ein technisches System kommt heutzutage noch ohne regelungstechnische
Verfahren aus. Die steigende Systemkomplexitit sowie die Forderung nach immer
effizienteren Systemen erfordert immer stirker den Einsatz fortschrittlicher Rege-
lungsverfahren, welche auf Erkenntnissen aus dem Bereich der Systemtheorie beruhen.
Gleichzeitig steigt der Bedarf an Verfahren zur Fehlerdetektion und zur System-
iiberwachung, um potentielle Gefahren frithzeitig abwenden zu kénnen. Durch den
verstiarkten Einsatz von Mikrocontrollern und Mikroprozessoren steht heute bei
vielen Geréten eine Plattform zur Verfiigung, um auch gréflere Datenmengen und
komplexere Algorithmen im Betrieb zu verarbeiten und somit die Mdoglichkeiten der
Geriite und Anlagen besser auszunutzen. Dazu wird allerdings eine genaue Kenntnis
des Systemverhaltens benétigt. Das Verhalten muss dabei zum einen in Form von
Expertenwissen vorhanden sein, um geeignete Verfahren auszuwéhlen und diese erfolg-
reich fir den geplanten Einsatzzweck anzupassen. Zum anderen wird aber meist auch
eine mathematische Beschreibung des Systemverhaltens benotigt, um die Verfahren
durch Simulationen zu optimieren sowie fiir den Einsatz modellbasierter Verfahren.
Die wesentlichen Anforderungen an die eingesetzten Modelle sind, abhéngig von der
geplanten Modellnutzung, beispielsweise die exakte Abbildung des Systemverhaltens
in einem groflen Betriebsbereich oder auch eine geringe Rechenkomplexitit, um den
Einsatz bei Echtzeitanwendungen zu ermoglichen.

Die Erzeugung derartiger Modelle erfolgt klassischerweise durch Untersuchung der
dem System zugrundeliegenden Effekte, beispielsweise der physikalischen Gesetze
oder der chemischen Reaktionsgleichungen. Dieser rigorose Ansatz zur Modellbildung
erfordert jedoch einen hohen Aufwand, da eine grofle Zahl verschiedener Effekte
beriicksichtigt werden muss und vorab nicht klar ist, welche davon sich tatséchlich
im Ausgangsverhalten des Systems widerspiegeln. Die daraus resultierenden Modelle
ermoglichen einen detaillierten Einblick in die inneren Ablédufe im System, was jedoch
durch eine meist hohe Modellkomplexitat erkauft wird. Fiir viele Anwendungen ist
daher eine Modellreduktion erforderlich, bei der fiir den vorgesehenen Einsatzzweck
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vernachlassigbare Modellanteile verworfen werden. Die Bestimmung der im Modell
enthaltenen Parameter fiir das betrachtete System stellt eine weitere Schwierigkeit
bei der Modellbildung dar.

Um die Schwierigkeiten der Modellbildung zu reduzieren, kommen in den letzten
Jahrzehnten verstarkt Identifikationsverfahren zum Einsatz. Dabei wird die Modell-
bildung unterstiitzt, indem am System gemessene Daten bei der Bestimmung des
Modells mit genutzt werden. Im Extremfall, bei der Black-Box-Identifikation, erfolgt
die Bestimmung sowohl der mathematischen Zusammenhéinge als auch der darin
vorkommenden Parameter aus den Messdaten, ohne dass Wissen iiber den inneren
Aufbau und die Abldufe im System erforderlich ist. Haufig resultieren aus dieser
Vorgehensweise Modelle mit hoher Genauigkeit und dennoch geringer Komplexitat,
da Vorgénge ohne signifikante Auswirkung auf die Ausgangsgréfien des Systems nicht
durch das Modell abgebildet werden. Die so erzeugten Modelle sind jedoch nur in
einem eingeschrinkten Giiltigkeitsbereich anwendbar.

Bei der Modellbildung, sei es durch rigorose Modellierung oder durch Nutzung von
Identifikationsverfahren, ist die Beriicksichtigung von Unsicherheiten ein wichtiger
Faktor. Effekte wie beispielsweise Messfehler, ungenaues Stellverhalten der Aktorik
oder Toleranzen der Bauteile im System miissen bei der Modellbildung berticksich-
tigt werden, um beim spéteren Einsatz des Modells eine gute Ubereinstimmung
zwischen Systemverhalten und modelliertem Verhalten sicherzustellen. Insbesondere
bei modellbasierten Verfahren zur Fehlerdetektion und Fehlerdiagnose stellt dies
eine elementare Anforderung an das Modell dar. Um eine belastbare Aussage zum
Betriebszustand eines Systems zu treffen werden daher Modelle bendtigt, deren
Verhalten in Bezug auf Unsicherheiten ausreichend genau bekannt ist.

Zur mathematischen Beschreibung der Unsicherheiten gibt es verschiedene Mog-
lichkeiten. Meist werden diese durch stochastische Groflen beschrieben, die einer
bestimmten Wahrscheinlichkeitsverteilung unterliegen. Diese Annahme ist jedoch
nicht immer erfiillt, oft sind stattdessen fiir die Unsicherheit nur eine sichere obere
und untere Schranke um den aktuellen Wert bekannt. Es handelt sich dabei um
Daten mit beschranktem Fehler, fiir welche mengenbasierte (engl. set-membership)
Verfahren zur Unsicherheitsbeschreibung eingesetzt werden koénnen.

Die Arbeit an systemtheoretischen Verfahren basierend auf mengenbasierten Unsi-
cherheitsbeschreibungsformen begann in den sechziger Jahren des vorherigen Jahr-
hunderts und wurde in den letzten Jahrzehnten immer populérer. Insbesondere in
den Bereichen Fehlerdetektion und Diagnose (vgl. z. B. [Pla07; Woll0]), Erreich-
barkeitsanalyse (vgl. z. B. [Alt10]) oder Lokalisierung (vgl. z. B. [CMG™06]) haben
mengenbasierte Verfahren eine gewisse Verbreitung erreicht. Dabei unterscheiden
sich die mengenbasierten Verfahren grundlegend von Verfahren mit anderer Unsi-
cherheitsbeschreibung, da anstatt eines einzelnen Werts die Menge aller moglichen
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Werte betrachtet wird. Bei Beriicksichtigung der speziellen Eigenschaften dieser
Unsicherheitsbeschreibung bei den mathematischen Operationen werden dadurch
garantierte Aussagen in den Verfahren erméglicht.

Auch bei Nutzung mengenbasierter Verfahren werden in der Regel Modelle zur
sicheren Beschreibung des Systemverhaltens benttigt. Um die am System auftreten-
den Unsicherheiten im Modell abzubilden, werden dabei die Parameterwerte durch
Parametermengen abgebildet. Die Erzeugung dieser Modelle erfolgt bisher haufig
durch klassische Modellbildung mit anschliefender Erweiterung der Parameter zu
Parametermengen. Um die Parametermengen systematisch zu bestimmen, kénnen
verschiedene Parameteridentifikationsverfahren aus der Literatur genutzt werden. Es
ist jedoch bisher kein Verfahren zur mengenbasierten Black-Box-Identifikation be-
kannt. Insbesondere wird bisher die Bestimmung der Modellordnung aus gemessenen
Daten in der Literatur nicht behandelt.

Ziel dieser Arbeit ist es, diese Liicke zu schlieen und eine Moglichkeit zur men-
genbasierten Black-Box-Identifikation fiir lineare, zeitinvariante Systeme anzugeben.
Durch eine neue Methode zur Ordnungsbestimmung aus Messdaten mit beschrankten
Fehlern stehen alle Bausteine dazu zur Verfiigung. Anhand verschiedener Beispiele
wird die Nutzung der so gewonnenen Modelle zur Fehlerdetektion demonstriert.

Die Arbeit ist dabei folgendermafien gegliedert: Im néchsten Kapitel (Kapitel 2)
werden die Grundlagen fiir die Arbeit definiert. Zunédchst werden verschiedene Be-
schreibungsformen fiir Systeme vorgestellt. Der Schwerpunkt wird dabei auf die in
dieser Arbeit betrachteten linearen, zeitinvarianten Systeme gelegt, welche als zeit-
diskrete Zustandsraummodelle oder als Modelle in zeitdiskreter Ein-/Ausgangsform
beschrieben werden. Weiterhin werden verschiedene Moglichkeiten zur Beschreibung
von Unsicherheiten vorgestellt. Das Kapitel schliet mit einer kurzen Ubersicht
iiber klassische Verfahren zur Identifikation dynamischer Systeme bei stochastischer
Unsicherheitsbeschreibung.

Im dritten Kapitel wird der Stand der Forschung und Technik im Umgang mit
beschrankter Unsicherheit préasentiert. Dabei liegt der Schwerpunkt auf Verfahren
zur Identifikation von Modellen auf Basis von Messdaten mit beschrénkter Unsicher-
heit. Verschiedene Parameteridentifikationsverfahren fiir unterschiedliche Arten der
mengenbasierten Unsicherheitsbeschreibung, welche fiir diese Arbeit relevant sind,
werden ausfiihrlich vorgestellt. Zusitzlich beinhaltet das Kapitel eine Ubersicht der
bekannten Ansétze zur Fehlerdetektion bei Systemen mit beschrinkter Unsicherheit.

Das vierte Kapitel beschéftigt sich mit der Bestimmung der Systemordnung basierend
auf Messdaten mit beschriankter Unsicherheit und stellt damit den Kern der Arbeit
dar. Dabei werden zu Beginn Systeme mit lediglich einer Ausgangsgrofie betrachtet,
um die Grundidee des beschriebenen Verfahrens vorzustellen. Die fiir das Verfahren
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notwendigen Voraussetzungen werden dabei ausfiihrlich diskutiert. Anschliefend
werden verschiedene Anséitze zur Erweiterung dieser Grundidee fiir Systeme mit
mehreren Ausgangsgréfien betrachtet. Die beschriebenen Vorgehensweisen sowie
FEigenschaften werden anhand verschiedener Beispielsysteme verdeutlicht. Dieses
Kapitel basiert auf den Veroffentlichungen [ZBD13; ZBD14a; ZBD14b; ZBD14c].

Nachdem in den Kapiteln 3 und 4 die einzelnen Komponenten der Identifikation
dynamischer Systeme betrachtet wurden, wird in Kapitel 5 hieraus eine Kombination
zur Black-Box-Identifikation aus Messdaten mit beschrankter Unsicherheit vorge-
stellt. Dabei wird beschrieben, wie die bei der Ordnungsbestimmung eingesetzten
Datenstrukturen vorteilhaft bei der Parameteridentifikation genutzt werden kénnen.
Anschlieflend wird vorgestellt, wie die daraus resultierenden Modelle bei der Fehler-
detektion verwendet werden kénnen. Zur Verdeutlichung werden die Beispielsysteme
aus dem vorherigen Kapitel hier erneut betrachtet.

Kapitel 6 demonstriert die Anwendung der in den vorherigen Kapiteln beschriebe-
nen Vorgehensweise zur Black-Box-Identifikation an realen Systemen. Dabei wird
zum einen ein Wassertank und zum anderen verschiedene Schaltungen mit RC-
Gliedern betrachtet. Die so gewonnenen Modelle werden an den realen Systemen zur
Fehlerdetektion eingesetzt.

Die Arbeit endet mit einer kurzen Zusammenfassung im siebten Kapitel. Darin
werden die wesentlichen Erkenntnisse der Arbeit zusammengestellt und erneut kurz
betrachtet.



Kapitel 2

Grundlagen

In diesem Kapitel werden die allgemeinen Grundlagen fiir die weiteren Kapitel
beschrieben. Die verwendeten Beschreibungsformen und Verfahren werden dabei mit
ihren spezifischen Eigenschaften und Voraussetzungen in das grole Themengebiet der
Systemtheorie eingeordnet. Zudem wird in diesem Kapitel die verwendete Notation
eingefithrt. Die Vorstellung der Beschreibungsformen und Verfahren in diesem Kapitel
stellt keine vollstdndige Auflistung aller Moglichkeiten dar, sondern beschrankt sich
auf die fiir diese Arbeit relevanten Grundlagen.

Im ersten Teil des Kapitels werden dazu die verwendeten Systembeschreibungsformen
vorgestellt. Diese werden in den Kontext der mathematischen Systembeschreibungen
eingeordnet und die charakteristischen Eigenschaften der jeweiligen Beschreibungs-
form verdeutlicht. Aulerdem werden Méglichkeiten zur Umformung zwischen den
betrachteten Systembeschreibungsformen vorgestellt. Dabei beschrankt sich dieser
Abschnitt auf die Betrachtung von linearen, dynamischen Systemen.

Im darauf folgenden Abschnitt werden verschiedene Moglichkeiten zur Beschreibung
von Unsicherheiten vorgestellt. Der Schwerpunkt wird dabei auf die in dieser Arbeit
verwendeten mengenbasierten Beschreibungsformen gelegt. Dabei werden die cha-
rakteristischen Eigenschaften ebenso betrachtet wie die Unterschiede zwischen den
unterschiedlichen Beschreibungsformen.

Der dritte Abschnitt des Kapitels widmet sich der Bestimmung von Modellen ba-
sierend auf gemessenen Daten. Dazu werden zunéchst allgemeine Annahmen und
Voraussetzungen eingefiihrt. Einige der klassischen Verfahren zur Systemidentifikati-
on werden anschlieBend analysiert und die Vorgehensweise der Verfahren erldautert.

Das Kapitel schliefft mit einer kurzen Zusammenfassung der in diesem Kapitel
vorgestellten Themen. Die Bedeutung der betrachteten Themen fiir die folgenden
Kapitel wird in einem kurzen Ausblick dargestellt.
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2.1 Modelle dynamischer Systeme

Fir die mathematische Beschreibung des Verhaltens dynamischer Systeme werden Mo-
delle bendtigt. Um eine Auswahl geeigneter Modelle fiir den geplanten Einsatzzweck
zu treffen, ist es zunéchst erforderlich, die charakteristischen Systemeigenschaften zu
analysieren (vgl. [Bucl0]). Eine grundlegende Moglichkeit zur Kategorisierung der
Systeme ist die Anzahl der Ein- und Ausgangsgrofien. Im Mehrgrifenfall (MIMO,
Multiple Input, Multiple Output) werden Systeme mit mehreren Eingangs- und
mehreren Ausgangsgrofien betrachtet. Ein Spezialfall dieses allgemeinen Falls ist
der Fingrifienfall (SISO, Single Input, Single Output), bei dem nur jeweils eine
Eingangs- und Ausgangsgrofie vorhanden ist. Fiir diese Arbeit spielt die Zwischenform
der MISO-Systeme eine wichtige Rolle, nicht jedoch SIMO-Systeme, welche jeweils
aus MIMO-Systemen durch Beschrinkung auf eine Ausgangs- bzw. Eingangsgrofie
gebildet werden.

Systeme konnen weiterhin in lineare und nichtlineare Systeme unterteilt werden. Da-
bei stellt die Annahme eines linearen Systemverhaltens haufig eine Vernachlissigung
nichtlinearer Effekte in einem begrenzten Giiltigkeitsbereich des Modells dar. Haufig
vorkommende Beispiele hierfiir sind Haftreibungseffekte oder auch physikalische
Beschrankungen. Wenn die Charakteristik der Reaktion eines Systems auf eine
Eingangssignalinderung unabhiingig vom Zeitpunkt des Auftretens der Anderung
eintritt, ist das System zeitinvariant, ansonsten zeitvariant.

Eine Kombination dieser Eigenschaften fiihrt zur Klasse der linearen, zeitinvarianten
Systeme (LTI, Linear Time-Invariant), welche in dieser Arbeit betrachtet wird. Diese
Systemklasse spielt in der Regelungstechnik eine wichtige Rolle, da ihr viele Syste-
me zumindest ndherungsweise zugeordnet werden kénnen und in vielen Bereichen
ausgereifte Verfahren zur Verfiigung stehen.

Die Schnittstellen zwischen Systemen und ihrer Umwelt weisen zeitkontinuierliche
Signalverlaufe auf. Modelle, die dieses Verhalten beschreiben, werden daher als
zeitkontinuierlich bezeichnet. Wenn Modelle dagegen die Signalverldufe nur zu
einzelnen Zeitpunkten abbilden, werden sie als zeitdiskrete Modelle bezeichnet. Dies
liegt insbesondere bei Modellen vor, welche auf digitalen Prozessoren realisiert
werden, oder beim Umgang mit gemessenen Daten. Meist werden Signale, z. B. y(t),
dabei zu dquidistanten Zeitpunkten y(kT,) mit der Abtastzeit T, € Rt und dem
Zeitindex k € Z betrachtet. In dieser Arbeit wird hierfiir die abgekiirzte Notation
y(k) = y(kT,) verwendet.



2.1 Modelle dynamischer Systeme 7

u(k) —| 29 L Ol 55— (k)

Abbildung 2.1: Aufbau des allgemeinen Eingangs-/Ausgangs-Modells

2.1.1 Modelle in Ein-/Ausgangsform

Fiir zeitdiskrete LTI-Systeme ist in [IM11; Lju99; Nel01; Sch09] eine allgemeine
mathematische Beschreibung fiir den SISO-Fall angegeben:

B(z) C(z)
k) = k) + -v(k 2.1
y(k) F) - AG) (k) D) A7) v(k) (2.1)
deterministischer Anteil, stochastischer Anteil,
Eingangsiibertragungsfunktion Storiibertragungsfunktion

Dabei wird die Eingangsgrofie mit u(k) und die AusgangsgroBe mit y(k) bezeichnet.
Dieses allgemeine Modell besteht aus einem deterministischen und einem stochasti-
schen Anteil. Die zugehérigen Polynome sind durch

A)=1 +a1-27  +.. . +ap, 27", (2.2a)
B(z)=bg+bi-2" ... 4by, 2™, (2.2b)
Cz)=14cr 27 +...+ey -2, (2.2¢)
D(z)=1 +dy 27 +...+dy, 2™, (2.2d)
Fz)=1+4+fi-z7 "+ . 4 f, 27 (2.2¢)

gegeben. In dieser Darstellung stellt z~! den Verzogerungsoperator dar, also bei-
spielsweise 2~ 1y(k) = y(k — 1). Das Signal v(k) stellt eine unbekannte Stérung des
Systems dar, welche durch die Storiibertragungsfunktion in Gleichung (2.1) gefiltert
auf den Ausgang wirkt. Fiir technische Systeme wird dabei vorausgesetzt, dass der
Grad des Nennerpolynoms grofier oder gleich dem Grad des Zéhlerpolynoms ist,
um kausales Verhalten sicherzustellen. Da das Modell direkt die Eingangs- und
Ausgangsgrofien verkniipft, wird es als Modell in Ein-/Ausgangsform bezeichnet,
oder auch als Input-Ouput-Modell (I0-Modell).
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Abkiirzung Name verwendete Polynome
AR Auto Regressive D(z)
MA Moving Average C(z
ARMA Auto Regressive Moving Average C(z), D(z

Auto Regressive Moving Average with

eXogenous input

(2)
(2)

ARX Auto Regressive with eXogenous input  A(z), B
ARMAX (2)
(2)

OE Output Error B

Tabelle 2.1: Auswahl linearer Modelle zu Gleichung (2.1)

In Abbildung 2.1 ist eine schematische Darstellung dieses allgemeinen Modells dar-
gestellt. Fiir praktische Anwendungen lassen sich aus dem allgemeinen Modell (2.1)
verschiedene vereinfachte Modellformen bilden. Eine Ubersicht einiger hiufig einge-
setzter Modelle ist in Tabelle 2.1 gegeben. Die im jeweiligen Modell nicht benétigten
Polynome werden identisch eins gesetzt. Die ersten drei der angegebenen Modelle
(AR, MA, ARMA) bestehen lediglich aus dem stochastischen Anteil, der deter-
ministische Anteil wird nicht betrachtet. Als Eingang wird fiir diese Modelle das
stochastische Signal v(k) betrachtet. Gelegentlich wird dabei in der Literatur an-
statt des Polynoms D(z) das Polynom A(z) verwendet, was fir diese stochastischen
Modelle implizit u(k) = 0 Vk voraussetzt.

Im Folgenden wird exemplarisch das ARX-Modell vorgestellt, da es in dieser Arbeit
hiiufig eingesetzt wird. Dazu wird die allgemeine Ubertragungsfunktion (2.1) zu

A(2) - y(k) = B(2) - ulk) + v(k) (2.3)

vereinfacht, wobei hier zundchst der SISO-Fall betrachtet wird. Die Polynome A(z)
und B(z) werden entsprechend der Gleichungen (2.2a) und (2.2b) verwendet. Dieses
Modell kann zur Pradiktion des Ausgangs im néchsten Abtastschritt verwendet
werden, indem der deterministische Anteil des Modells betrachtet wird (vgl. z. B.
[Lju99; Nel01; Sch09]):

g(klk = 1) = B(z)u(k) + (1 = A(2)) y(k)- (2.4)

Mittels dieser Pradiktion kann der Pradiktionsfehler e(k) = y(k) — §(k) des Modells
gebildet werden:

e(k) = A(2)y(k) — B(2)u(k). (2.5)
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u(k)

\4

System mit Storung > y(k)

- B(z) —_>(f<— Az) |«

e(k)

Abbildung 2.2: Struktur des Gleichungsfehlers im ARX-Modell

Bei diesem Fehler handelt es sich um einen Gleichungsfehler, was in Abbildung 2.2
deutlich wird. Das ARX-Modell gehort somit zur Klasse der Gleichungsfehlermodelle,
welche dadurch gekennzeichnet sind, dass sowohl im deterministischen wie auch im
stochastischen Anteil der Ubertragungsfunktion (2.1) ein gemeinsamer Anteil ﬁ
enthalten ist. Die Storung v(k) greift dabei so im System an, dass sie durch die
Ubertragungsfunktion ﬁ gefiltert auf den Ausgang y(k) wirkt.

Gleichung (2.4) kann alternativ als Differenzengleichung im Zeitbereich angegeben
werden:

g(klk—1)= Zaly —i) + Zbu —i) + bou(k). (2.6)

Dabei gilt, wie beim allgemeinen 10-Modell, n, > n. In dieser Arbeit wird die
Ordnung der beiden Systemanteile ohne Beschrinkung der Allgemeinheit als identisch
angenommen, also narx = N, = nyp. Falls diese Annahme fiir ein betrachtetes System
nicht zutrifft, sind die Parameter b; = 0 fiir alle ny, < i < narx. Der letzte Term
bou(k) in Gleichung (2.6) beschreibt einen optional vorhandenen Durchgriff von
u(k) auf y(k), was zu einem sprungfihigen System fithrt. Wenn die Parameter in
Gleichung (2.6) zu

O=(a1 - an, bo -+ bu)" (2.7)

a

zusammengefasst werden, kann die Gleichung (2.6) mit dem Regressor

(k) = (—y(k—1) - —y(k—na) ulk --- ulk—ny)) (28
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als lineares Gleichungssystem
G(klk — 1) = 9™ (k)0 (2.9)
geschrieben werden.

Das ARX-Modell kann fiir den MISO-Fall erweitert werden, falls mehrere Eingangs-
signale vorhanden sind. Die Modellgleichung in Pradiktionsform

MARX MNARX

Glklk —1)==>" ay(k Z b} u(k—i)+byu(k) (2.10)
i=1

unterscheidet sich von Gleichung (2.6) durch vektorielle Parameter b;. Die verschie-
denen Eingangssignale werden zu einem vektoriellen Eingangssignal u(k) € R
zusammengefasst. Auch fiir den MIMO-Fall kann das ARX-Modell erweitert werden:

NARX MNARX

G(klk —1)= Z Agy(k—i)+ > Biu(k—i)+Bou(k). (2.11)

Die Grolen A; € R™*™ und B; € R"™*™ gtellen die Parametermatrizen des Sys-
tems dar. Analog zum MISO-Fall werden nun die Ausgangsgrofien zu Vektoren
y(k) € R™ zusammengefasst. In den Parametermatrizen A; des AR-Systemanteils
sind auch Kopplungen zwischen verschiedenen Ausgangsgrofien enthalten, welche
durch die Matrixelemente a; ; mit ¢ # j beschrieben werden. Im Gegensatz zum SISO-
und MISO-Fall ist das MIMO-ARX-Modell nicht eindeutig, da Kopplungen zwischen
verschiedenen Ausgingen bestehen kénnen. Es kann mehrere Modelle gleicher oder
auch unterschiedlicher Modellordnung geben, die dasselbe Ein-/Ausgangsverhalten
eines Systems beschreiben.

In der Literatur existieren verschiedene Definitionen dieser Modellform, welche sich
insbesondere hinsichtlich der deterministischen und stochastischen Einflussgrofien
unterscheiden. Die hier angegebene Definition des ARX-Modells wird in den folgenden
Kapiteln dieser Arbeit auch fiir Systeme mit mengenbasierten Unsicherheiten genutzt,
wie dies auch in der Literatur (vgl. z.B. [CGV11l; CGV12]) geschieht.

2.1.2 Zustandsraummodelle

Eine andere Moglichkeit zur Beschreibung dynamischer Systeme ist die Zustandsraum-
darstellung. Fir den zeitkontinuierlichen Fall wird dabei die Differenzialgleichung
n-ter Ordnung des Systems in n Differenzialgleichungen erster Ordnung zerlegt
[Bucl0; IM11; Lun08a; Lun08b]. Im zeitdiskreten Fall werden anstatt der Differen-
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zialgleichungen Differenzengleichungen betrachtet. Das Zustandsraummodell eines
zeitdiskreten LTI-Systems wird durch

z(k+1) = dx(k) + Hu(k) + ¢ (k), (2.12a)
y(k) = Ca(k) + Dulk) + &(k) + F (k) (2.12b)

geschrieben. Dabei bezeichnet @ € R™ den Zustandsvektor und n die Ordnung des
Systems . Die Systemmatriz (oder auch Dynamikmatriz) ® € R™*™ beschreibt dabei
die freie Bewegung des Systems und entspricht somit dem AR-Anteil der IO-Modelle.
Die erzwungene Bewegung des Systems und damit die Wirkung der Eingangs-
grofen u(k) € R™ wird durch die Eingangsmatric H € R™*™ beschrieben. Die
Ausgangsmatriz C € R™*™ und die optional vorhandene Durchgriffsmatriz (auch
Durchgangsmatriz) D € R™*™ beschreiben, wie die Ausgangsgrofien y(k) € R™v
vom Zustand und den Eingangsgréfien im aktuellen Abtastschritt k& abhdngen. Glei-
chung (2.12a) wird Zustandsgleichung genannt, Gleichung (2.12b) Ausgangsgleichung.
Die Stérung wird beim Zustandsraummodell haufig in die zwei Anteile Prozessrau-
schen (k) und Messrauschen €(k) aufgeteilt [Bucl0], wobei durch die Matrix F
eine Korrelation der Stérungen von System- und Ausgangsgleichung hergestellt wird.

Ein dynamisches System wird als vollstindig steuerbar [Lun08b] bezeichnet, wenn
es durch eine passend gewéhlte Eingangsfolge u(k), 0 < k < k. < 0o von jedem
beliebigen Anfangszustand «(0) in einen beliebigen gewiinschten Endzustand (k)
iiberfiithrt werden kann. Wenn aus dem bekannten Verlauf der Eingangs- und Aus-
gangsfolge u(k) bzw. y(k), 0 < k < k. < co auf den Anfangszustand x(0) geschlos-
sen werden kann, wird das System als vollstdndig beobachtbar bezeichnet. Diese
Eigenschaften kénnen fiir Zustandsraummodelle iberpriift werden, indem beispiels-
weise die von Rudolf E. Kdlman eingefithrten Kriterien angewandt werden [Lun08b].
Dazu wird der Rang der Steuerbarkeits- bzw. Beobachtbarkeitsmatrix

Qs=(H ®H --- ®"'H) bzw. (2.13a)
C
Co

Qp = . (2.13b)
C@T‘L*l

untersucht, und das Zustandsraummodell bei vollem Rang als vollstdndig steuerbar
bzw. vollstindig beobachtbar bezeichnet. Alternativ zu diesem Kriterium ist eine
Uberpriifung durch die Kriterien von Elmer G. Gilbert oder Malo L.J. Hautus méglich
[Lun08b]. Wenn ein Zustandsraummodell sowohl vollstdndig steuerbar als auch
vollstandig beobachtbar ist, handelt es sich um eine Minimalrealisierung. Es gibt dann
kein Zustandsraummodell geringerer Ordnung, welches dasselbe Systemverhalten
beschreibt.
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Ein wesentlicher Vorteil der Zustandsraumdarstellung gegeniiber I0-Modellen ist,
dass durch die Zerlegung des Systems in einzelne Zustandsgréfen ein Einblick in die
inneren Abldufe des Systems ermoglicht wird. Durch Zustandsraummodelle kénnen
selbst Abldufe beschrieben werden, die nicht durch die Eingangsgrofien beeinflusst
werden konnen oder keine Auswirkung auf die Ausgangsgréfien haben.

Die Zustandsraumdarstellung eines Systems ist dabei nicht eindeutig. Es gibt un-
endlich viele Zustandsraummodelle gleicher Ordnung, die dasselbe Systemverhalten
beschreiben und durch eine feste Wahl der Zustandsgrofien definiert sind (Isomorphis-
mus der Zustandsraumdarstellung, vgl. [Bucl0; Lun08b]). Zwischen unterschiedlichen
Realisierungen ist eine Transformation

g=T 'z, ®=T"'®T, H=T'H, C=CT, D=D (2.14)

mit einer reguldren Transformationsmatrix T' € R™*™ moglich. Damit ist es moglich,
Modelle in eine Form zu transformieren, die fiir die geplante Anwendung vorteilhaft
ist. Eine in dieser Arbeit verwendete Form fiir SISO-Systeme ist die Beobachtungs-
normalform (BNF):

0 ... 0 —ap bo - bnao
1 ... 0 —ai bl - bnal

®p=1|. . . | hp = . : (2.15a)
0o ... 1 —Aan—-1 bn—l - bnan_1

cg=(0 -+ 0 1), d = by,. (2.15b)

Eine Transformation in diese Darstellung ist nur fiir vollstdndig beobachtbare Systeme
moglich. Die Parameter a; und b; entsprechen den Koeffizienten der Differenzenglei-
chung des Systems, wodurch diese Darstellung sehr einfach aufgestellt werden kann.
Analog hierzu kann auch eine Regelungsnormalform (RNF) fiir vollstiandig steuerbare
Systeme angegeben werden [Lun08a]. In [IM11] ist eine mogliche Erweiterung von
BNF und RNF auf MIMO-Systeme angegeben.

2.1.3 Umrechnung verschiedener Modellformen

Von den in den vorherigen Abschnitten vorgestellten Modellen sind die Zustands-
raummodelle weiter verbreitet, weshalb fiir diese eine grofie Zahl von ausgereiften
Verfahren und Methoden existiert. Im Folgenden wird ein Zusammenhang zwischen
den Modellen hergestellt, um diese Verfahren auch fiir Modelle in Ein-/Ausgangsform
nutzbar zu machen. Dabei beschrinkt sich dieser Abschnitt auf die fiir diese Arbeit
relevante Umrechnung von ARX-Modellen in den Zustandsraum.
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Fiir SISO-Systeme ist die Umrechnung zwischen ARX- und Zustandsraummodell
direkt mittels der BNF (2.15) moglich, welche die Koeffizienten a; und b; der
Differenzengleichung enthélt. Dies ist moglich, da das ARX-Modell im SISO-Fall
eindeutig definiert ist und die minimalen Ordnungen der beiden Beschreibungsformen
identisch sind, also n = narx. Im Mehrgréflenfall kann jedoch die Ordnung des
ARX-Modells kleiner sein als die minimale Ordnung eines Zustandsraummodells
fir dasselbe System. Die im Folgenden vorgestellte Umrechnung wurde vorab in
[ZBD14b] veréffentlicht. In [GD12] wird eine Alternative hierzu vorgestellt und auch
die Umrechnung vom Zustandsraum zum [O-Modell beschrieben.

Die Umrechnung vom ARX-Modell (2.11) in die Zustandsraumdarstellung (2.12)
geschieht mit einer Erweiterung der BNF fiir den Mehrgroflenfall. Zunéchst werden
jedoch die skalaren Parameter a; j, und b; j; in den Parametermatrizen des ARX-
Modells (2.11) ndher betrachtet. Die verwendete Indizierung ist dabei so gewéhlt,
dass die Verkniipfung zwischen den Ein- und Ausgéingen verdeutlicht wird:

1. Index (i): Nummer des beeinflussten Ausgangs (Ziel),
2. Index (j): Nummer des beeinflussenden Ein- bzw. Ausgangs (Quelle),
3. Index (k): Zeitliche Verzégerung der Auswirkung (Anzahl z~!-Glieder).

Der Parameter b; 2 3 beschreibt beispielsweise den Einfluss des um drei Abtastschritte
verzogerten zweiten Eingangs auf den ersten Ausgang des ARX-Modells.

Diese Parameter werden nun zu Blockmatrizen zusammengefasst, wobei fiir die
Blockmatrizen dasselbe Indizierungsschema (ohne die zeitlichen Verschiebungen)
verwendet wird. Damit ergeben sich die Matrizen des Zustandsraummodells (2.12)
zZu:

@171 \:[1172 e \I’lmy
‘I’QJ (")2_’2 e ‘I’Q’ny

P = . ) . , (2.16a)
‘IJny,l ‘Ilny,Z B Qny,ny
h111 hl,nu CT 0

H = , C=1: - ] (2.16D)
hny,l e hny,nu, 0 e CT

Der Durchgriff ergibt sich, sofern vorhanden, zu:

biio - bin,o0

D= ) (2.16¢)

bny,l,O cee bny,nu,O
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Die Blockmatrizen ©;; auf der Hauptdiagonalen der Systemmatrix ® entsprechen
jeweils der Systemmatrix eines SISO-Modells in BNF und beschreiben die AR-
Dynamik jedes einzelnen Ausgangs. Sie sind durch

0 ... 0 —Qi4,p
1 oo 0 —Giipa

0,,=]. . . e (2.17a)
0o ... 1 —Qj,4,1

gegeben. Die verbleibenden Matrizen ¥; ; beschreiben die Kopplung zwischen den
einzelnen Teilsystemen:

0" —aijp
0T —aijp

v, =1 . l.“F . (2.17b)
0" —aija

Die Elemente der Eingangsmatrix H sind durch

bi,j,p —Qilp - —Oin,p b1,j,0
by ; s —a by
,J5p—1 i,1,p—1 -+ 1,my,p—1 2,7,0
hi)j: : + : . . (2.17C)
bi 1 —Gi11 - —Giny, 1 bn, 5,0

gegeben, wobei der zweite Summand nur im Falle eines Durchgriffs vorhanden ist
(bi j,0 # 0). Die Ausgangsmatrix in Gleichung (2.16b) setzt sich aus den Vektoren

c'=0 ... 0 1) (2.17d)

zusammen, was bedeutet, dass n, Zustinde direkt messbar sind. Bei dieser Um-
wandlung des ARX-Modells in ein Zustandsraummodell resultiert im Allgemeinen
keine Minimalrealisierung eines Systems. Hintergrund ist, dass fiir jeden Ausgang
des Systems Blockmatrizen gleicher Dimension verwendet werden. Wenn jedoch
beispielsweise entkoppelte Teilsysteme unterschiedlicher Ordnung vorliegen, fithrt
dies im Allgemeinen zu einer zusétzlichen Erhohung der Ordnung.

Zur Verdeutlichung des Zusammenhangs ist in Abbildung 2.3 ein Beispielsystem
dargestellt. Es handelt sich um ein ARX-Modell dritter Ordnung mit zwei Eingdngen
und zwei Ausgéingen. Im Zustandsraum lésst sich dies mit dem hier vorgestellten
Zusammenhang als Modell sechster Ordnung darstellen.
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Abbildung 2.4: Wirkung verschiedener Stérungen auf ein System

\

u(k) 20, System > y(k)

2.2 Beschreibung von Unsicherheiten

Die im vorherigen Abschnitt 2.1 vorgestellten Modelle beschreiben das Verhalten
eines Systems, welches durch zusétzliche Unsicherheiten bzw. Stérungen iiberlagert
wird. Die drei am héiufigsten anzutreffenden Arten von Unsicherheiten sind die
FEingangsunsicherheit ¥, die Prozessunsicherheit 1 sowie die Messunsicherheit .

Die Eingangsunsicherheit beschreibt dabei Abweichungen zwischen der angenomme-
nen EingangsgroBe (beispielsweise von der Regelung vorgegeben) und der tatséachlich
auf das System wirksamen Eingangsgrofie. Mogliche Ursachen hierfiir sind u. a.
Stellungenauigkeiten der eingesetzten Aktorik oder Stérungen der Sollwertiibertra-
gung. Diese Unsicherheit beeinflusst dabei das Verhalten des Systems, da dieses
auch auf die Stérung der Eingangsgrofien reagiert. Als Messunsicherheit £ wird die
Unsicherheit der eingesetzten Sensorik zur Signalerfassung sowie der unmittelbar
damit zusammenhéngenden Signalverarbeitung betrachtet. Dadurch dndert sich das
Systemverhalten nicht, lediglich die Wahrnehmung des Verhaltens wird verdndert.

Im Gegensatz zu diesen beiden Unsicherheiten, welche nur auerhalb des tatséchlichen
Systems auftreten, beeinflusst die Prozessunsicherheit direkt das Verhalten des
Systems. Mogliche Ursachen fiir diese Stérung sind beispielsweise Einkopplung
externer Einflussfaktoren wie elektromagnetischer Strahlung oder auch die Alterung
von Bauteilen. Bei der Modellierung eines Systems werden auftretende Modellfehler
und -ungenauigkeiten oft ebenfalls als Prozessunsicherheit interpretiert.

In Abbildung 2.4 ist die Wirkung der drei Unsicherheitsarten auf ein System noch-
mals verdeutlicht. Dabei konnen die Unsicherheiten nicht nur direkt an den jeweiligen
Stellen auftreten, sondern auch durch zuséitzliche statische oder dynamische Sys-
temteile gefiltert. Im Allgemeinen sind die auf ein System wirkenden Stérungen
unbekannt und nicht messbar. Daher werden Moglichkeiten bendtigt, die Wirkung
dieser Unsicherheiten auf das System abzuschitzen und als Modell abzubilden.
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Zur Beschreibung der charakteristischen Eigenschaften der Unsicherheit gibt es
verschiedene Moglichkeiten, abhédngig von vorhandenen Informationen iiber die Art
der Storung. In den folgenden Abschnitten 2.2.1 und 2.2.2 werden die zwei ge-
brauchlichsten Beschreibungsformen vorgestellt, wobei der Schwerpunkt auf den
in dieser Arbeit eingesetzten mengenbasierten Unsicherheitsbeschreibungsformen
(Abschnitt 2.2.2) liegt. Die beiden Beschreibungsformen sind dabei nicht als kon-
kurrierende Ansétze zu betrachten, da sie auf unterschiedlichen Voraussetzungen
basieren und auch eine unterschiedliche Zielsetzung verfolgen. Ergénzend ist in der
Literatur (z.B. [Pla07]) eine Beschreibungsform fiir Stérungen mit beschrankter Si-
gnalenergie (engl. energy-bounded) bekannt, welche in dieser Arbeit nicht betrachtet
wird.

2.2.1 Stochastische Unsicherheitsbeschreibung

Eine hiufig gewédhlte Moglichkeit zur Beschreibung von Unsicherheiten beruht auf
der Annahme eines stochastischen Prozesses. Wenn das Leistungsdichtespektrum
des stochastischen Prozesses (zumindest im relevanten Frequenzbereich) konstant
ist, spricht man von weiffem Rauschen. Dabei wird die Storung als Zufallsvaria-
ble angenommen, welche einer gegebenen Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion (PDF,
Probability Density Function) folgt. Meist kommt dabei die Normalverteilung

fla) = ——eH (=), (2.18)

e
oV2r

auch GauB-Verteilung genannt, mit Erwartungswert (erstes Moment) p und Varianz
(zweites zentrales Moment) o2 zur Beschreibung der PDF zum Einsatz, aber auch an-
dere Verteilungen, wie beispielsweise die Gleichverteilung oder die Poisson-Verteilung,
werden gelegentlich eingesetzt.

Die stochastische Unsicherheitsbeschreibung ist im Bereich der Systemtheorie weit
verbreitet, da sie intensiv erforscht wurde und eine Vielzahl an Verfahren zum Umgang
mit derartigen Unsicherheiten vorliegen. Eine ausfiihrlichere Vorstellung der zugrunde
liegenden Methoden ist zum Beispiel in [Unb09; Unb98] oder [IM11] sowie den darin
angegebenen Quellen zu finden. Voraussetzung fiir diese Beschreibungsform ist jedoch
immer, dass Informationen zur PDF bekannt sind, da diese einen groflen Einfluss
auf die zur Verfligung stehenden Verfahren und Methoden hat. Ist die PDF nicht
bekannt, wird fiir viele Anwendungen eine Normalverteilung angenommen. Bei der
Anwendung der stochastischen Unsicherheitsbeschreibung sind die Rechenergebnisse
ebenfalls durch Wahrscheinlichkeiten beschrieben, sodass zur Entscheidungsfindung
ein passendes Konfidenzniveau gewédhlt werden muss.
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2.2.2 Mengenbasierte Unsicherheitsbeschreibung

Eine andere Herangehensweise wird bei der mengenbasierten Unsicherheitsbeschrei-
bung (engl. set-membership) verfolgt. Bei diesem Ansatz wird zu jedem Abtastpunkt
die Menge aller moglichen Stérungen anstelle eines konkreten Wertes der Unsicherheit
betrachtet, also v(k) € V(k). Dabei wird keine Kenntnis tiber die Verteilung der
Unsicherheit v innerhalb der betrachteten Wertemenge V), also keine PDF, bendo-
tigt. Alle in der Menge der méglichen Stérungen enthaltenen Werte sind zu jedem
Abtastpunkt gleichwertig. Daher wird diese Vorgehensweise in der Literatur (z. B.
[MNPW96; Pla07]) auch als Beschreibung durch unbekannte, aber beschrinkte Fehler
(engl. UBB, Unknown But Bounded) bezeichnet. Durch konsequente Rechnung mit
der kompletten Wertemenge V ist es moglich, trotz unbekannter Stérung garantierte
Aussagen zum Systemverhalten zu treffen. Dies stellt einen wesentlichen Unterschied
zur stochastischen Beschreibungsform dar.

Problematisch sind dabei unbegrenzte Unsicherheitsmengen, da sich daraus keine
Information entnehmen lasst. Somit ist die praktische Anwendbarkeit im Allgemeinen
auf Storungen begrenzt, die einer stark begrenzten Menge zugeordnet werden kénnen.
Diese Annahme liegt, wie in der Literatur iblich (z. B. [MNPW96]), auch dieser Arbeit
zu Grunde. Als Beispiel fiir die mengenbasierte Unsicherheitsbeschreibung kann
ein Sensor genannt werden, dessen Hersteller lediglich Grenzen fiir den Messfehler
spezifiziert. Haufig kommt diese Form der Unsicherheitsbeschreibung auch dann zum
Einsatz, wenn fiir komplexe Systeme keine ausreichende Datensatzlinge vorhanden
ist, um daraus auf die PDF der Unsicherheit schlielen zu konnen.

Im Allgemeinen kann die betrachtete Wertemenge V' eine komplizierte Form an-
nehmen, was die Handhabung dieser Mengen erschwert. Daher wurden schon friih
Verfahren entwickelt, um die komplexe Form der Unsicherheitsmengen durch ein-
fachere geometrische Formen einzuschlieBen. Durch diesen Einschluss V 2 V kann
der Rechenaufwand reduziert werden, allerdings wirkt sich diese Uberabschétzung
auch auf die Genauigkeit des Rechenergebnisses aus. Durch den Einschluss werden
zusatzlich zu den Werten der urspriinglichen Unsicherheitsmenge weitere Werte be-
schrieben, die nicht Teil der Lésung sind und somit zu einer Uberapproximation der
Unsicherheitsmenge fiihren. In der Literatur (z. B. [JKDWO01; Wol10; Xiol3]) wird
dies als Finhiillungs-Effekt (engl. Wrapping-Effekt) bezeichnet. An der Moglichkeit,
garantierte Aussagen zu treffen, dndert sich dadurch nichts, da immer alle Werte der
Losungsmenge auch in der einschlieBenden Menge enthalten sind. In den folgenden
Abschnitten werden die gebrduchlichsten Einschlussformen zur mengenbasierten
Unsicherheitsbeschreibung vorgestellt.
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Unsicherheitsbeschreibung durch Intervalle

Der Ursprung fiir die Unsicherheitsbeschreibung durch Intervalle wird heute an dem
Buch Interval Analysis [Moo66] festgemacht, da darin die fritheren Erkenntnisse
beispielsweise aus [Mo0o62; MY59; Sun58; War56] verallgemeinert und somit allgemein
anwendbar wurden. Erste Arbeiten gehen jedoch schon bis zu Archimedes ins dritte
Jahrhundert vor Christus zuriick. Eine Ubersicht der historischen Entwicklung des
Einsatzes von Intervallen ist zum Beispiel in [MKCO09] enthalten. Die im Folgenden
préasentierte Einfithrung zu Intervallen basiert auf [Wol10] und [MKCO09].

Die Grundidee des Einsatzes von Intervallen zur Unsicherheitsbeschreibung basiert
auf der Annahme von festen oberen und unteren Schranken fiir die Unsicherheit in
jedem Abtastpunkt. Diese Arbeit beschrankt sich dabei, wie in der Literatur tiblich,
auf abgeschlossene Intervalle. Damit wird ein Intervall durch

] =[z,7] ={z€eR|z<zx <7} (2.19)

definiert, die Menge aller reellen Intervalle wird mit IR bezeichnet. Die untere
Schranke z = inf([z]) wird als Infimum, die ober Schranke T = sup([z]) als Supre-
mum bezeichnet. Spezialfille stellen das Punktintervall, bei dem die obere und untere
Schranke identisch sind, also [z] = z = T = x, sowie das leere Intervall () dar. In dieser
Arbeit wird der Begriff reellwertig synonym zu Punktintervallen verwendet, da Inter-
valle mit komplexen Zahlen hier nicht betrachtet werden. Alternativ zur Definition
mittels Schranken kénnen nichtleere Intervalle auch durch ihren Mittelpunkt

T+

om =23 (2:20)
und ihren Intervallradius
ga=2"2% (2.21)
2
definiert werden, sodass
(] = [xm — zA , Tm + Al (2.22)

Der doppelte Intervallradius wird auch als Intervallbreite bezeichnet. Weiterhin kann
die Griffe eines Intervalls

mag([z]) = ][m]) = max(|z|, |7|) (2.23)



20 Grundlagen

definiert werden, was auch als Betrag bezeichnet wird. Dabei gilt fiir den Betrag

|z] < ‘[m]’ Yo e [x]. (2.24)

Da es sich bei Intervallen um Mengen handelt, konnen darauf Mengenoperationen
angewandt werden. Der Schnitt zweier Intervalle ist durch

(max(z,y) , min(Z,7)], fallsz>yundz <7y
[2ln[y] = - - (2.25)
0, sonst

definiert. Die leere Menge () bedeutet dabei, dass es keine Losung gibt, falls die
Intervalle nicht iiberlappen. Dabei wird die leere Menge als beschrankte Menge
betrachtet. Schwieriger ist die Definition der Vereinigung [z] U [y] zweier Intervalle,
da diese nur fiir den Fall iiberlappender Intervalle zu einem Intervall fithrt und
andernfalls eine Liicke besteht. Stattdessen kann die Hiille

[z] U ly] = [min(z,y) , max(Z,7)] (2.26)

um beide Intervalle eingesetzt werden, welche allerdings durch den Einschluss der
Liicke gegebenenfalls zu einer Uberapproximation fiihrt. Weiterhin kénnen ver-
schiedene Relationen zwischen Intervallen betrachtet werden, welche in Tabelle 2.2
angegeben sind.

Die grundlegenden arithmetischen Operationen Addition, Subtraktion, Multiplikation
und Division kénnen durch die Operationen auf den Intervallschranken

2] + [y] =z +y. 7 +7], (2.27a)
—[z] = [-7, —z], (2.27b)
[x] - [y} = [min {gy, Y, 7Y, @} , max {gg, z7, Tg,Ty}], (2.27¢)
0 falls [z] = O,()],
1.1 falls0¢[o],
ﬁ —{[Lo0)  falls o] = 0,7, (2.27d)
(=00, 1] falls 2] = [z,0],
(—oo, oo) sonst

mit geringem Aufwand berechnet werden. Dabei gelten fiir Addition und Multiplika-
tion das Kommutativitdts- und Assoziativitdtsgesetz, nicht jedoch das Distributivi-



2.2 Beschreibung von Unsicherheiten 21

Bezeichnung Notation Berechnung
Gleichheit [z] = [y] z=yundT=7%
Teilmenge [2] C [y] x>y und z <7y
echte Teilmenge [z] [y] z>y und T <y
kleiner [z] < [y] T<y

kleiner oder gleich [z < [y] <y

Tabelle 2.2: Relationen zwischen Intervallen

tatsgesetz. Stattdessen wird im Allgemeinen die schwéichere Subdistributivitét

2] ([y) + 1) € lal[y] + Lo (2:28)

betrachtet. Hinzu kommt, dass fiir Addition und Multiplikation von Intervallen,
aufler fiir den Spezialfall eines Punktintervalls, kein inverses Element existiert.

Diese Rechenoperationen kénnen wie im klassischen reellwertigen Fall auch auf
Vektoren und Matrizen erweitert werden. Dabei ist ein Intervallvektor [x] € TR"

bzw. eine Intervallmatrix [X] € IR™*"™ ein Vektor bzw. eine Matrix mit Intervallen
als Elemente, welche auch Punktintervalle sein kénnen. Ein n-dimensionaler Inter-
vallvektor kann als n-dimensionaler Hyperquader interpretiert werden, was in zwei
Dimensionen einem Rechteck und in drei Dimensionen einem Quader entspricht. In
dieser Arbeit werden solche Hyperquader unabhéngig von IThrer Dimension als Box
bezeichnet. Die Kanten der Box sind dabei immer parallel zu den Achsen des Koordi-
natensystems ausgerichtet. Dadurch kann eine Uberapproximation entstehen, welche
sich fiir die Anwendung der Intervalle nachteilig auswirken kann. In Abbildung 2.5
sind eine zwei- und eine dreidimensionale Box als Beispiel dargestellt.

Beim Umgang mit intervallarithmetischen Operationen ist zu beachten, dass alle
vorkommenden Variablen als unabhéngige Groflen betrachtet werden. Mehrfach vor-
kommende Gréflen werden nicht verkniipft, sondern kénnen unabhéngig voneinander
in ihrem kompletten Wertebereich variieren. Dies fiihrt in Abhéngigkeit von der
Formulierung der Rechnung zu einer Uberschitzung des Ergebnisses und wird als
Abhdngigkeits-Effekt (engl. Dependency-Effekt) [JKDWO01; Xiol3] bezeichnet. Wenn
beispielsweise der Ausdruck y = 22 + 42 + 4 mit dem Intervall z = [—3, 1] berechnet
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z2

x1

Z1

(a) Zweidimensionales Intervall (b) Dreidimensionales Intervall

Abbildung 2.5: Beispiele fiir mehrdimensionale Intervalle

wird, konnen die verschiedenen Formulierungen

[y) = la]* +4la] +4  =[-8,17], (2.292)
] = (121 +2) (la] +2) = [-3,9], (2:290)
lyl = ([w] + 2)2 =0,9] (2.29¢)

angegeben werden, welche alle zu unterschiedlich engen Einschliissen der tatséch-
lichen Losung [0,9] fithren. Daher sollte, sofern méglich, eine Formulierung der
Berechnungsvorschrift eingesetzt werden, die so faktorisiert ist, dass jede Gréfe nur
einmal vorkommt.

Eine wichtige Eigenschaft von Intervallmatrizen ist ihr Rang. In Kapitel 4 wird
diese Eigenschaft bei der Untersuchung der Intervalldaten zur Bestimmung der
Modellordnung benutzt. Der Rang definiert sich geméf

rang ([A]) = mrin {r ‘V r =rang(A), A € [A] } (2.30)

als minimaler Rang aller reellwertigen Matrizen A, die in der Intervallmatrix [A]
enthalten sind. Anschaulich betrachtet entspricht der Rang somit der minimalen
Anzahl von linear unabhingigen Zeilen und Spalten aller durch [A] beschriebenen
Punktmatrizen. Die Definition (2.30) kann analog auch fiir den Zeilenrang zrang(-)
und Spaltenrang srang(-) {ibertragen werden. Die Bestimmung des Rangs einer
Intervallmatrix ldsst sich nicht einfach durchfiihren, selbst die Uberpriifung auf
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vollen Rang einer Intervallmatrix stellt ein NP-schweres Problem dar [Roh12; Shal4].
In [Roh12] wird jedoch eine Kombination der Bedingungen

rang(A,,) =n und (2.31a)

/(

als hinreichendes Kriterium fiir vollen Spaltenrang vorgestellt, wobei p(-) den Spektral-
radius' p(-) = max; |\;(-)| einer (reellwertigen) Matrix beschreibt. In [Shal4] werden
als Ergénzung hierzu weitere hinreichende Kriterien fiir vollen Rang vorgestellt. Ein
Kriterium basiert auf der Betrachtung von Singuldrwerten der Mittelpunkts- und
Radiusmatrix:

(A,TnAm) AT

AA> <1 (2.31D)

max (0i(Ap)) > miin (0i(Anm)) Vi=1...n. (2.32)

Ein weiteres Kriterium fiir Intervallmatrizen [A] € TR™*" mit m > n basiert auf der
Betrachtung von Betragsnormen? (engl. absolute norm, definiert durch: ||| A||| = || A]|,
vgl. [FRL11]), die durch Vektornormen definiert sind. Bei der Spaltensummen-
norm || A, = max; 3, [a; ;|, der Zeilensummennorm [|Al|, = max; }; |a; ;| oder
der Frobenius-Norm ||Allg = 4/>2; > ; i ; handelt es sich um solche Betragsnormen.

Das Kriterium fiir vollen Spaltenrang mit diesen Normen lautet:
rang(A,) =n und (2.33a)

-1
lAal < | aL] (2.33b)
Dabei bezeichnet Al die Pseudo-Inverse der Mittelpunktsmatrix A,,. Wenn diese
Kriterien (2.31),(2.32) und (2.33) fiir m x n-Intervallmatrizen mit m > n (sinnvol-
lerweise gemeinsam) angewandt werden, ist dadurch eine Untersuchung auf vollen
Spaltenrang moglich, was in Kapitel 4 hdufig benotigt wird.

Fiir Intervallmatrizen kann nach [FRL11] die Berechnung der Norm von Betragsnor-
men fiir reellwertige Matrizen abgeleitet werden:

H[A]H - H|Am|+AAH fiir x € {1,00,F} . (2.34)
Dabei bezeichnet | A,,| elementweise den Betrag der Mittelpunktsmatrix A,,. Die

Angabe der Spektralnorm ist nicht mit dieser Definition moglich und stellt eventuell
ein NP-schweres Problem dar [FRL11].

IMit A;(-) wird der i-te Eigenwert einer Matrix bezeichnet.

2Die gebréuchliche Spektralnorm ||A|l, = 1/ p (AT A) ist keine Betragsnorm.
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Bei der Implementierung der intervallarithmetischen Operationen muss die beschrank-
te Rechengenauigkeit beriicksichtigt werden, indem die beispielsweise in IEEE 754
[Ins08] standardisierten Verfahren der gerichteten Rundung (engl. directed rounding)
eingesetzt werden. Dabei wird bei der Berechnung der unteren Intervallschranke
immer abgerundet und bei der oberen Schranke aufgerundet. Die Implementierung
muss dazu fiir die jeweiligen Berechnungen den Rundungsmodus des Prozessors
entsprechend einstellen. Dies erfordert eine Anpassung der Implementierung fiir
die jeweils eingesetzte Prozessorarchitektur. Durch diese dynamische Umschaltung
des Rundungsmodus wird sichergestellt, dass das Rechenergebnis tatsachlich im
Ergebnisintervall enthalten ist. Nur so kann das Rechenergebnis genutzt werden um
garantierte Aussagen zu treffen.

Fiir Anwender der Intervallarithmetik stehen bereits einige Implementierungen fiir
unterschiedliche Programmiersprachen zur Verfiigung. Einige bekannte Implementie-
rungen sind die C++ Bibliotheken C-XSC [HK04] und PROFIL/BIAS [Knii94],
sowie die Interval Arithmetic Library der BOOST-Bibliotheksammlung [Bool5).
Auch in den Programmpaketen Maple und Mathematica stehen Intervalloperationen
zur Verfiigung. Die Verfahren in dieser Arbeit wurden im Programmpaket MATLAB
implementiert, wobei die Toolbox INTLAB [Rum99] genutzt wurde. Einige Teile
wurden aus Geschwindigkeitsgriinden als MEX-Datei in C++ umgesetzt, wobei eine
auf [JKDWO1] basierende Intervallklasse aus [Woll0] genutzt wurde.

Unsicherheitsbeschreibung durch Ellipsoide

Eine andere Form zur Beschreibung von Unsicherheitsmengen nutzt Ellipsoide. Ein
Ellipsoid kann dabei nach [Neu93] als n-dimensionale Kugel {£ € R"|||£]|, < 7}
definiert werden, die mittels der affinen Transformation & — z + L& umgeformt wird.
Somit ergibt sich die Definition

E(z,L,r)={z+ LE{|E € R", ||§]l, <7} (2.35)

der durch einen Ellipsoid beschriebenen Wertemenge mit z € R™ und einer unteren
Dreiecksmatrix L € R™*" sowie r € Ry.

Eine weitere in der Literatur (z. B. [BSA*14a; PNDW04; RST02]) sehr gebrauchliche
Definition eines Ellipsoids kann mit dem Mittelpunktsvektor ¢ € R™ und der Matrix
P = PT ¢ R"*" angegeben werden:

Ele,P)={zecR"|(z — o)TPl(x—c)<1 I8 (2.36)

sofern die inverse Matrix P~ existiert. Das Ellipsoid beschreibt dann eine nichtleere
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T2

1

Z1

(a) Zweidimensionales Ellipsoid (b) Dreidimensionales Ellipsoid

Abbildung 2.6: Beispiele fiir Ellipsoide

Menge [BSAT14a]. Die Matrix P stellt eine symmetrische, positiv definite Matrix
dar, welche die Form und die Gréfle des Ellipsoids definiert. Diese Matrix kann mit
ihren Eigenwerten A; und Eigenvektoren u; (Spalten der Matrix U) auch als

P =U -diag(\y,...,\,) - UT (2.37)

geschrieben werden [RST02], wobei die Eigenvektoren die Richtungen und v/}; die
Léngen der Halbachsen des Ellipsoids beschreiben. Die beiden Definitionen (2.35)
und (2.36) konnen mittels der Cholesky-Zerlegung P = LL7 ineinander umgerechnet
werden. In Abbildung 2.6 sind zur Verdeutlichung ein zwei- und ein dreidimensionales
Ellipsoid dargestellt, wobei die Halbachsen als rote Pfeile mit eingezeichnet sind.

Das Volumen eines Ellipsoids kann durch

Vol (£(c, P)) = V,, - /det(P) (2.38)

in Abhéngigkeit des Volumens einer n-dimensionalen Hyperkugel

\/En

V,=—~—
r(%2+1)

(2.39)

berechnet werden, wobei I'(-) die Gammafunktion® beschreibt. In [Neu93] wird ein

3T(2) = fooo t*~le7tdt  V Re{z} >0



26 Grundlagen

z2

1

Z1

(a) Zweidimensionales Polytop (b) Dreidimensionales Polytop

Abbildung 2.7: Beispiele fiir Polytope

Verfahren vorgestellt, um die affine Transformation
x— Az +b, xc& AcA],be(b] (2.40)

zu bestimmen und somit gemeinsame Berechnungen mit Intervallen und Ellipsoiden
zu ermoglichen. Weitere wichtige Operationen mit Ellipsoiden wie Schnittmenge oder
die Minkowski-Summe sind in [KV97; RST02] beschrieben, wobei die Minkowski-
Summe zweier Mengen allgemein durch A® B = {a +bla € A, b € B} definiert ist.
Bei Operationen mit Ellipsoiden ist haufig eine dufere Approximation erforderlich,
da die resultierenden Mengen fiir viele Operationen kein Ellipsoid darstellen.

Der Einsatz von Ellipsoiden zur Beschreibung von Mengen kann durch Toolboxen,
wie beispielsweise der Ellipsoid Toolbox [KV06a; KVO6b] fiir MATLAB, deutlich
vereinfacht werden. Die Verfahren aus [RST02] stehen fiir Maple ebenfalls als Toolbox
zur Verfiigung [STR15]. In Kapitel 5 werden Ellipsoide mit einem in Kapitel 3
beschriebenen Verfahren zur Parameteridentifikation und zur Diagnose eingesetzt.

Weitere Beschreibungsformen beschriankter Unsicherheiten

Zusétzlich zu den bisher eingefithrten Unsicherheitsbeschreibungen Intervall und
Ellipsoid gibt es in der Literatur weitere Beschreibungsformen zum Einschluss von
Wertemengen. Zwei wesentliche Kriterien zur Auswahl der Beschreibungsform sind
zum einen die Gréfe der Uberschitzung durch den Einschluss und zum anderen der
dazu erforderliche Rechenaufwand.
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Eine sehr allgemeine Beschreibungsform sind Polytope, wobei meist eine Einschrén-
kung auf konvexe und beschrankte Polytope erfolgt (vgl. z. B. [Alt10]). Dabei kann
ein konvexes Polytop als Schnittmenge von ¢ Halbrdumen definiert werden:

P={zxcR"|Cx<d, CecR™, decR™" }. (2.41)

Diese Konstruktionsmoglichkeit wird als H-Reprdisentation bezeichnet. Alternativ
dazu ist es moglich, konvexe Polytope als konvexe Hiille von r Eckpunkten (engl.
vertices) zu beschreiben, was als V-Reprisentation bezeichnet wird:

P = {i alv

v' €R", o' €R, o' >0, Zai=1}. (2.42)
=1

=1

Fiir MATLAB steht mit der MPT3-Toolbox [HKJM13] die Implementierung einer
Polytop-Klasse zur Verfiigung, die auch von anderen Toolboxen oder eigenen Verfah-
ren genutzt werden kann. In Abbildung 2.7 sind ein Beispiel eines zwei- und eines
dreidimensionalen konvexen Polytops dargestellt.

Polytope ermoglichen bei geeigneter Wahl der Eckpunkte eine genaue Beschreibung
von Wertemengen. Problematisch bei ihrer Anwendung in allgemeiner Form ist je-
doch, dass der Rechenaufwand exponentiell mit der Anzahl der Eckpunkte anwéchst
[LSA*13]. Bei vielen Operationen, wie beispielsweise der Bestimmung der Schnitt-
menge, kann sich die Komplexitit somit deutlich erhéhen. Haufig werden daher
Polytope eingesetzt, die zusitzliche Einschrankungen beziiglich ihrer Form aufweisen.
Ein Beispiel hierfiir sind die bereits beschriebenen Intervalle, deren Interpretation
als achsenparallele Box ebenfalls ein Polytop darstellt.

Eine andere Vereinfachung von Polytopen stellen Zonotope dar, welche punktsymme-
trisch zu ihrem Mittelpunkt sind. Sie lassen sich somit wie Polytope durch H- und

V-Reprisentation beschreiben [Alt10], bieten jedoch zusétzlich (vgl. z. B. [BSAT14a;
LSA*13]) eine G-Reprisentation

Zzp@H[b]:{p+Hb‘be[b]} (2.43)

mit dem Mittelpunktsvektor p € R™ und einer Generatormatrix H € R™*". Dabei
beschreibt & die Minkowski-Summe. Der Intervallvektor

[b]z([fl,ll 1,1 ... [—1,1])Te]HRT (2.44)

stellt einen r-dimensionalen Einheitshyperwiirfel* dar, welcher durch die r Genera-
toren (Spalten der Matrix H) in den n-dimensionalen Raum R™ abgebildet wird.

4In Literatur hiufig als r-dimensionale Box B” bezeichnet.
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(a) Zweidimensionales Zonotop (b) Dreidimensionales Zonotop

Abbildung 2.8: Beispiele fiir Zonotope

Durch r wird bei dieser Représentation die Ordnung des Zonotops in R™ angegeben,
weshalb das Zonotop gelegentlich als r-Zonotop bezeichnet wird.

In [Alt10] wird beschrieben wie ein Einschluss der Multiplikation einer Intervallmatrix
[A] = [Am—AA , Am—i—AA] mit einem Zonotop Z = p @ H[b] bestimmt werden
kann. Dazu wird die Hilfsmatrix F' mit den Elementen

i [As (S l), firi= 0.15)
1) .
7 o, fiir 4 £

bendétigt. Dabei entspricht Aa,; der i-ten Zeile der Mittelpunktsmatrix A und h,
den r Generatoren (Spalten der Generatormatrix H). Mit dieser Hilfsmatrix kann
der Einschluss der Multiplikation durch ein Zonotop mittels

[A]Z C (A, -p) ® H[b] (2.46)
mit der erweiterten Generatormatrix
H=(A,H F) (2.47)
bestimmt werden.

Abbildung 2.8 zeigt als Beispiel ein zwei- und ein dreidimensionales Zonotop jeweils
vierter Ordnung. Fiir eine Beschreibung weiterer grundlegender Rechenoperationen
mit Zonotopen wird auf beispielsweise [LSAT13] verwiesen. Auch bei Zonotopen kann
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sich durch mathematische Operationen die Komplexitéit erhohen, weshalb Verfahren
zur Ordnungsreduktion entwickelt wurden (z.B. in [LSAT13]). Fiir MATLAB enthélt
die PnPMPC-Toolbox [RBF13] die Implementierung einer Zonotop-Klasse und
einiger elementarer Operationen, welche auf der MPT3-Toolbox [HKJM13| fur
Polytope aufbaut. In Kapitel 5 werden Zonotope zur Parameteridentifikation und
auch zur Diagnose genutzt.

Die in diesem Abschnitt vorgestellten Moglichkeiten zur Beschreibung von Werte-
mengen stellen jeweils unterschiedliche geometrische Formen dar. Eine Bewertung
und ein Vergleich der unterschiedlichen mengenbasierten Unsicherheitsbeschreibungs-
formen kann nur im Hinblick auf die geplante Nutzung der Beschreibung erfolgen.
Die wesentlichen Unterscheidungsmerkmale sind dabei die GréBe der Uberschéitzung
des Einschlusses der Wertemengen, sowie der Rechenaufwand im Umgang mit den
Wertemengen. Da die Beschreibungsformen in der Literatur unterschiedlich stark
verbreitet sind, muss fiir eine Bewertung auch die Verfiigbarkeit von Verfahren
fiir die Beschreibungsformen im Gebiet der geplanten Nutzung berticksichtigt wer-
den. In dieser Arbeit wird die Parameteridentifikation in Kapitel 3 anhand der
Unsicherheitsbeschreibung durch Intervalle, Ellipsoide und Zonotope betrachtet.

2.2.3 Vergleich beider Beschreibungsformen fiir
Unsicherheiten

In den vorherigen Abschnitten wurden durch die stochastische und die mengenbasierte
Unsicherheitsbeschreibung zwei grundsétzlich unterschiedliche Beschreibungsformen
fiir Unsicherheiten vorgestellt. Diese Beschreibungsformen beruhen auf verschiede-
nen Voraussetzungen und Zielsetzungen und stellen fiir unterschiedliche Szenarien
und Anwendnungen jeweils die bessere bzw. passendere Wahl dar. In diesem Ab-
schnitt werden einige wesentlichen Eigenschaften beider Ansitze zum Vergleich
gegeniibergestellt.

Bei der weit verbreiteten stochastischen Beschreibungsform wird die Unsicherheit
durch eine PDF charakterisiert, welche bekannt sein muss oder aus den verfiighbaren
Daten abgeleitet werden muss. Hierfiir werden héufig Annahmen getroffen. Bei
der mengenbasierten Beschreibungsform dagegen werden keine Informationen zur
Verteilung der Unsicherheit benétigt. Stattdessen muss die Unsicherheit auf einen
begrenzten Wertebereich beschrinkt sein und somit absolute Schranken aufweisen.
Sofern diese Schranken nicht bekannt sind werden hierfiir Annahmen benétigt.

Als Ergebnis liefert die stochastische Beschreibungsform nicht nur einen einzelnen
Wert sondern auch eine zugehorige Wahrscheinlichkeitsverteilung des Ergebnisses.
Falls die Annahme einer bestimmten PDF nicht zutrifft fithrt dies zu Abweichungen
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des Ergebnisswertes und zu verfilschten Konfidenzannahmen. Im Gegensatz dazu
kann bei der mengenbasierten Beschreibungsform kein einzelner wahrscheinlichster
Wert angegeben werden, sondern stattdessen die Menge aller méglichen Werte. Durch
Nutzung der entsprechenden arithmetischen Operationen kann die Zugehorigkeit
zur Losungsmenge garantiert werden. Sollte der bei den Berechnungen genutzte
Wertebereich im Vergleich zur tatsédchlichen Unsicherheit zu klein gewdhlt sein, kann
diese Aussage nicht getroffen werden, da nicht alle méglichen Werte berticksichtigt
wurden. Die Wahl der Beschriankungen der Unsicherheit muss entsprechend sorgfél-
tig durchgefiihrt werden. Bei der mengenbasierten Beschreibungsform besteht die
Schwierigkeit, dass durch viele Operationen lediglich ein Einschluss der tatséchlichen
Wertemenge bestimmt werden kann und somit eine Uberapproximation entsteht.

Durch die weite Verbreitung der stochastischen Beschreibungsform stehen sehr viele
ausgereifte Verfahren fiir unterschiedliche Problemstellungen zur Verfiigung, welche
dieser Beschreibungsform viele Einsatzgebiete erschlieft. Auch fiir die seltener genutz-
te mengenbasierte Beschreibungsform wurden in den letzten Jahren und Jahrzehnten
viele Verfahren erarbeitet, sodass inzwischen auch hierfiir Anwendungsmoglichkeiten
wie beispielsweise zur Fehlerdetektion ohne Fehlalarme bestehen. Beide Beschrei-
bungsformen stellen somit keinen Gegensatz dar, sondern bieten vielmehr je nach
Zielsetzung und notwendiger Annahmen eine alternative Auswahlmoglichkeit.

2.3 Identifikation dynamischer Systeme

Nachdem in den vorherigen Abschnitten 2.1 und 2.2 mogliche Systembeschreibungs-
formen sowie die auftretende Unsicherheit betrachtet wurden, widmet sich dieser
Abschnitt der Bestimmung von Modellen mithilfe gemessener Daten. Diese Vorgehens-
weise wird Identifikation genannt, wobei nach [Lju99; Nel01] drei Félle unterschieden
werden kénnen. Bei der Grey-Box-Modellierung wird ein gewisses Vorwissen iiber
das System vorausgesetzt, welches als Modellgleichungen vorliegt. Damit sind die
Struktur und die Ordnung des Modells festgelegt. Die Parameter des Modells sind
allerdings unbekannt und sollen aus den Messdaten bestimmt werden. Daher wird
diese Vorgehensweise hédufig, wie auch in dieser Arbeit, als Parameteridentifikation
bezeichnet. Die dadurch gewonnenen Modelle ermdéglichen einen Einblick in die
inneren Abldufe des Systems, sofern diese durch die bekannten Modellgleichungen
beschrieben werden.

Im Gegensatz dazu ist bei der Black-Box-Modellierung keine Kenntnis der internen
Ablaufe erforderlich. Lediglich die Beschrankung auf eine Klasse von Modellen ist
flir die Auswahl des eingesetzten Verfahrens erforderlich. Bei den Verfahren wird
sowohl die Ordnung des Modells als auch dessen Parameter direkt aus den Messdaten
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bestimmt, was im Folgenden als Black-Boz-Identifikation bezeichnet wird. Die White-
Bozx-Modellierung, also die rein mathematische Beschreibung ohne experimentelle
Anteile, wird in dieser Arbeit nicht betrachtet.

Fiir die Bewertung des Identifikationsergebnisses und teilweise auch bereits zur
Identifikation werden Giitekriterien benétigt, welche die Ubereinstimmung zwischen
dem gemessenen Systemverhalten und dem identifizierten Modell bewerten. Das
Ergebnis der Identifikation muss vor seiner Anwendung anhand der betrachteten
Giitekriterien auch mit separaten Validierungsdaten, welche nicht zur Identifikation
eingesetzt wurden, iiberprift werden [Lju99]. Sofern das identifizierte Modell nicht
die fiir die Anwendung benétigte Genauigkeit erreicht, muss die Identifikation mit
gednderten Einstellungen oder einem anderen Identifikationsverfahren wiederholt
werden.

Der folgende Abschnitt stellt die allgemeinen Voraussetzungen zur Identifikation
und die Eigenschaften der identifizierten Modelle vor. Anschlielend werden einige
grundlegende Identifikationsverfahren fiir Systeme mit stochastischer Unsicherheits-
beschreibung kurz vorgestellt, um einen Uberblick iiber die Standardverfahren aus
der Literatur zu liefern. Systeme mit beschriankter Unsicherheit werden an dieser
Stelle nicht betrachtet. Das Kapitel 3 stellt Parameteridentifikationsverfahren fiir
Daten mit beschrankter Unsicherheit vor. Den Hauptteil dieser Arbeit bilden die Ka-
pitel 4 bis 5, welche eine Vorgehensweise zu mengenbasierten Black-Box-Identifikation
vorstellen, fir die in der Literatur noch keine Verfahren existieren.

2.3.1 Allgemeine Voraussetzungen zur Identifikation

Fiir alle Identifikationsverfahren, egal ob System- oder Parameteridentifikation, sind
Messdaten eines Systems erforderlich. Dazu miissen die Ausgangssignale y(k) und
gef. die Eingangssignale u(k) zu diskreten Abtastpunkten gemessen werden. Die
Datenpunkte sollten dabei fiir alle Signale synchronisiert zu dquidistanten Zeitpunk-
ten t = k - T, mit der Abtastzeit T, erfolgen. Dabei ist darauf zu achten, dass eine
ausreichende Datensatzldnge vorliegt. Das theoretische Minimum an linear unabhén-
gigen Datenpunkten stellt die Anzahl der unbekannten Parameter dar [Bucl0], was
fur praktische Anwendungen jedoch deutlich iiberschritten werden sollte, um den
Einfluss von unbekannten Stérungen zu minimieren.

Weiterhin ist bei der Aufnahme der Messdaten darauf zu achten, dass von den
gewidhlten Eingangssignalen alle relevanten Systemanteile angeregt werden. Das
resultierende Modell ist nur fiir den Dynamik- und Wertebereich anwendbar, der
von den zur Identifikation eingesetzten Daten ausreichend abgedeckt wird. Fiir
dariiber hinausgehende Bereiche hingt die Qualitdt der Extrapolation stark von der
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Systemstruktur ab und kann nicht generell angegeben werden sofern es sich um kein
lineares System handelt. Die Versuchsplanung muss daher so ausgefiihrt werden,
dass der Informationsgehalt der eingesetzten Signale moglichst groff ist [Lju99].
Héufig verwendete Eingangssignale sind beispielsweise (gefiltertes) weiles gauisches
Rauschen (WGR) oder zufillige Binérsignale (engl. random binary signal). Weitere
Details zur Versuchsplanung und zu den eingesetzten Signalen sind ausfiihrlich
in [Lju99] beschrieben.

2.3.2 Uberblick iiber Identifikationsverfahren mit
stochastischer Unsicherheitsbeschreibung

Fiir Systeme, deren Unsicherheit durch stochastische Gréflen beschrieben werden
kann, gibt es eine Vielzahl von ausgereiften Identifikationsverfahren. In diesem
Abschnitt wird ein Uberblick iiber einige gebriuchliche Verfahren gegeben. Dadurch
werden einige grundlegende Problemstellungen und Ansétze vorgestellt, welche auch
Einfluss auf die im néchsten Kapitel behandelten mengenbasierten Verfahren haben.
Fiir eine umfassende Einfiihrung wird auf Standardwerke der Literatur verwiesen,
beispielsweise auf [IM11; Lju99] oder fiir nichtlineare Systeme [NelO1].

Parameteridentifikation

Das bekannteste Verfahren zur Identifikation von Modellparametern ist die Methode
der kleinsten Quadrate (LS, Least Squares), welche bereits Anfang des 19. Jahrhun-
derts von Carl Friedrich Gauf} eingesetzt wurde. Basis des Verfahrens stellt eine
Systembeschreibung in der Form

Y = MO +v (2.48)

dar mit der Ausgangsmatrix Y € R¥*" dem Regressor M € RV*" den Parame-
tern ® € R™*™ und der Stérung v € RV *"v. Diese Form kann sowohl fiir statische
als auch fiir einige dynamische Systeme, wie beispielsweise ARX-Modelle nach
Abschnitt 2.1, angegeben werden, wenn dies beim Aufbau des Regressors M bertick-
sichtigt wird. Dieses Gleichungssystem ist im Fall einer quadratischen Matrix M
eindeutig 16sbar, nicht jedoch im bei der Identifikation iiblichen iiberbestimmten Fall.
Das Ziel des LS-Verfahrens ist daher die Minimierung der quadratischen Giitefunktion

. . _ 2
min Jus = min (||Y M@HF), (2.49)
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wobei |- die Frobenis-Norm ||Allp = /32,3, a7 ; bezeichnet. Bei geniigender

Anregung kann die Losung dieses Minimierungsproblems mittels
R -1
o= (MTM) MY (2.50)

berechnet werden. Wenn bei der Aufnahme der Messdaten lediglich mittelwertfreie,
unkorrelierte Rauschprozesse mit konstanter Varianz als Storung auftreten, liefert
der LS-Schétzer eine erwartungstreue Schétzung ® mit minimaler Varianz fiir die
Parameter [Bucl0; IM11; Nel01]. Vom LS-Schétzer gibt es verschiedene Varianten,
die eingesetzt werden kénnen, wenn die Storung andere stochastische Charakteristika
aufweist. Fiir statische Systeme mit Rauschen mit bekannter verdnderlicher Varianz
kann der gewichtete LS-Schitzer (WLS, weighted least squares) eingesetzt werden,
bei korreliertem Rauschen mit bekannter Kovarianzmatrix der wverallgemeinerte
LS-Schitzer (GLS, generalized least squares).

Eine weitere Verallgemeinerung fiir statische Systeme stellt die Methode der totalen
kleinsten Quadrate (TLS, total least squares) dar, bei der zusétzlich zur Unsicherheit
im Ausgang y auch der Regressor M von Stérungen tiberlagert wird. Anstatt der
Modellgleichung (2.48) wird somit

Y +v=(M+¢€)0O (2.51)

betrachtet [IM11; MHO7], wobei die Matrizen die Dimensionen M, ¢ € RY*" und
Y ,v € RV*" haben. Dieser Ansatz wird in der Literatur als Fehler in den Variablen
(EIV, Errors-In-Variables) bezeichnet. Zur Berechnung wird die Singuldrwertzerle-
gung (SVD, Singular Value Decomposition)

USV" =SVD (M) (2.52)
der erweiterten Datenmatrix
My =(M Y) (2.53)
benétigt. Der Schiatzwert der Parameter berechnet sich durch
O =-Vy'Vi, (2.54)

wobei die Matrizen Vio € R™" ™" *™ und Voy € R™*™v durch Aufteilen der Matrix

Vii. Viz
V = 2.55
("21 V22> ( )

aus der SVD bestimmt werden kénnen. Eine ausfiihrlichere Beschreibung der Eigen-
schaften des Verfahrens sowie einiger Varianten davon findet sich in [MHOT].
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Wird der LS-Schétzer fiir dynamische Systeme eingesetzt, besteht der Regressor M
aus Spalten der Eingangs- und Ausgangssignale, was zu einer Korrelation des Rau-
schens zwischen M und Y fiihrt. Dadurch sind die Voraussetzungen der Schitzung
verletzt, was zu einem nicht erwartungstreuen Schétzergebnis fiihrt.

Um diese Problemstellung zu umgehen, wurden mehrstufige Verfahren entwickelt
wie beispielsweise die im Folgenden besprochene Methode der Hilfsvariablen (IV,
Instrumental Variables) [Bucl0; IM11; Lju99]. Dabei wird der Ausgangsfehler des
Modells mit einer Hilfsvariablenmatrix multipliziert:

WI'E=w' (Y - MO). (2.56)

Die Matrix W muss dabei so gewahlt werden, dass WTM invertierbar ist und
keine Korrelation mit dem Rauschen vorliegt, wodurch fiir den Erwartungswert

E {WTE } = 0 gilt. Weiterhin sollte fiir eine schnelle Konvergenz eine maximale

Korrelation zwischen den Hilfsvariablen und dem ungestérten Regressor bestehen. Die
Schatzung der Parameter kann damit direkt durch Umstellen der Gleichung (2.56)
zu

o= (WTM)A wry (2.57)

gewonnen werden. Fiir die Wahl der Hilfsvariablen wird haufig zunéchst eine Para-
meteridentifikation des Modells mit dem klassischen LS-Schétzer durchgefiihrt und
mit diesem dann der Verlauf der Ausgangsgréfien simuliert. Diese simulierten Daten
weisen trotz der nicht erfiillten Voraussetzungen der Schitzung eine hohe Korrelation
mit den gemessenen Ausgangsgrofien und eine sehr geringe Korrelation mit dem
Rauschen auf. Somit kann die Matrix der Hilfsvariablen aus den Eingangsdaten und
den simulierten Ausgangsdaten aufgebaut werden. Diese Vorgehensweise kann mit
den so identifizierten Parametern iterativ wiederholt werden, um das Schétzergebnis
zu verbessern.

Die bisher beschriebenen Parameteridentifikationsverfahren verarbeiten den kom-
pletten Datensatz nach der Messung. Nachteil dieser Blockverarbeitung ist ihr hoher
Speicherbedarf sowie die Tatsache dass Parameter erst nach Ende der Messung
bestimmt werden kénnen. Um diese Nachteile zu vermeiden, kann der rekursive LS-
Schiitzer® (RLS, Recursive Least Squares) eingesetzt werden, welcher im Folgenden
exemplarisch fiir statische MISO-Systeme

y(k) = u(k)T0 + v(k) (2.58)

5Wird in dieser Arbeit, wie in der Literatur iiblich, als rekursives Verfahren bezeichnet, obwohl es
sich um ein iteratives Verfahren handelt.
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vorgestellt wird. Eine ausfithrlichere Beschreibung mit Herleitung basierend auf dem
klassischen LS-Schétzer ist beispielsweise in [IM11] zu finden. Die Schétzung der
Parameter erfolgt mittels der Gleichungen

1

~(k) = P(k — Du(k)™ (1 + u(k)P(k — Du(k)™) ", (2.59a)
P(k) = P(k — 1) — y(k)u(k)P(k — 1), (2.59b)
O(k) = O(k — 1) + P(k)u(k)" (y(k) —u(k)O(k — 1)) , (2.59¢)

wobei v € R™ einen Korrekturvektor und P € R™*"™ eine positiv definite Matrix
darstellt. Zur Initialisierung wird hdufig P = oI mit grofem a verwendet, sofern
keine Information {iber die Parameter vorliegt. Mit Hilfe einer Erweiterung des
RLS ist es moglich, langsam zeitvariante Parameter zu bestimmen, indem ein
Vergessensfaktor eingefithrt wird und somit weiter zuriickliegende Messwerte geringer
gewichtet werden. Der RLS-Schétzer ist eng verwandt mit dem Kalman-Filter [K&160],
sofern die Parameter als Zustdnde des Kalman-Filters interpretiert werden [NelO1].

Black-Box-Identifikation

Bei den im letzten Abschnitt vorgestellten Parameteridentifikationsverfahren wird
stets eine bekannte Modellstruktur sowie eine bekannte Modellordnung vorausge-
setzt, damit die Anzahl der zu bestimmenden Parameter bekannt ist. Liegt diese
Information nicht vor, werden Verfahren zur Black-Box-Identifikation benétigt. Die
einfachste Vorgehensweise dazu stellt die Parameteridentifikation fiir eine vorab ge-
troffene Auswahl an Modellstrukturen und Modellordnungen dar. Die identifizierten
Modelle werden anschlieBend mittels eines Giitekriteriums bewertet und das Modell
mit der groBten Ubereinstimmung als Ergebnis ausgewihlt.

In [Lju99] wird eine systematischere Vorgehensweise beschrieben, welche urspriinglich
in [Woo71] vorgestellt wurde. Dabei wird der Regressor ¢ nach Gleichung (2.8) eines
ARX-Modells genutzt, um eine Hilfsmatrix

RI(N) = Y 0, (B¢ (h) (2.60)
k=1

aufzustellen. Diese Matrix wird ohne Rauschen (bei gentigender Anregung) singulér
fiir 7 > n mit 7 = i, = Np. Im Fall mit Rauschen wird eine erweiterte Matrix
AT 9

R (N)=R"(N)-6°R, (2.61)

untersucht, wobei zur Auswertung Schwellwerte eingesetzt werden. Der Einfluss 62 R,,
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des Rauschens v auf Rn(N ) muss dabei separat geschétzt werden, beispielsweise
indem mit R, = I die Varianz des Rauschens direkt eingesetzt wird.

Eine weitere Moglichkeit stellt die Nutzung von Korrelationsfunktionen dar [Lju99].
Dabei wird untersucht, ob ein Signal weitere Information zu einem Modell geringerer
Ordnung beitragen kann. Die Vorgehensweise erhoht dabei schrittweise die Ordnung
eines I0-Modells, indem weitere zeitliche Verschiebungen der Ausgangsgrofle hinzuge-
figt werden. Dazu wird in jedem Schritt die Korrelation zwischen der verschobenen
Ausgangsgrofe y;—, und dem Modellfehler € = y — §(0) bestimmt. In jedem Schritt
des Verfahrens ist somit eine Parameteridentifikation fiir die aktuell betrachtete

Ordnung erforderlich.

Einen anderen Ansatz verfolgen Verfahren, die zur Klasse der subspace-based state-
space system identification (4SID, Subspace-Identification) gehoren. Dabei handelt
es sich um eine Gruppe von Verfahren, die in den letzten Jahrzehnten entwickelt
wurden, um die Ordnung und die Parameter von Zustandsraummodellen nach
Gleichung (2.12) nicht-iterativ aus Messdaten zu bestimmen. Eine ausfiihrliche
Vorstellung der unterschiedlichen Verfahren ist beispielsweise in [Bucl0] enthalten.

2.4 Zusammenfassung und Uberblick

In diesem Kapitel wurden die notwendigen Grundlagen fiir die weitere Arbeit ange-
geben. Dazu wurden zunéchst verschiedene Modellformen fiir lineare, zeitinvariante
Systeme vorgestellt. Der Schwerpunkt lag dabei auf den in dieser Arbeit genutzten
ARX- und Zustandsraummodellen, sowie der Umformung zwischen diesen beiden Mo-
dellformen. Anschliefend wurden verschiedene Méoglichkeiten zur Beschreibung von
Unsicherheiten néher betrachtet. Dazu wurden insbesondere mengenbasierte Beschrei-
bungsformen vorgestellt, welche in dieser Arbeit eingesetzt werden. Im Gegensatz zu
stochastischen Beschreibungsformen, sind die mengenbasierten Beschreibungsformen
auf eine beschrankte Unsicherheit ausgerichtet. In einer kurzen Gegeniiberstellung
wurden die wesentlichen Eigenschaften und Merkmale der beiden Ansétze verglichen.
Der letzte Teil des Kapitels widmete sich der Identifikation dynamischer Systeme,
wobei hier nur Verfahren fiir eine stochastische Unsicherheitsbeschreibung kurz
beschrieben wurden. Dadurch wurden grundlegende Problemstellungen und Ansétze
vorgestellt, um einen Uberblick iiber Standardverfahren der Literatur zu geben. Diese
Problemstellungen werden durch Verfahren fiir mengenbasierte Beschreibungsformen
ebenfalls betrachtet, welche in den folgenden Kapiteln ausfithrlich behandelt werden.



Kapitel 3

Stand der Technik zur
mengenbasierten Identifikation und
Fehlerdetektion

Dieses Kapitel stellt den aktuellen Stand der Technik und der Forschung im Umgang
mit beschréankter Unsicherheit in den Bereichen Systemidentifikation und Fehlerde-
tektion vor. Der grofite Teil des Kapitels beschéftigt sich dabei mit der Identifikation
von dynamischen Systemen aus Messdaten mit beschriankter Unsicherheit. Bei den
so gewonnenen Modellen handelt es sich um Modellmengen, da die jeweiligen Para-
meter des Modells durch Parametermengen beschrieben werden. Modelle mit solchen
Parametermengen kénnen zur Fehlerdetektion eingesetzt werden, was im Anschluss
an die Identifikation vorgestellt wird.

Die in der Literatur bekannten Verfahren zur mengenbasierten Fehlerdetektion, wie
z. B. [Pla07; Wol10], setzen ein geeignetes Modell voraus, meist jedoch ohne Angaben
zur Bestimmung solcher Modelle zu machen. Eine grundlegende Méglichkeit, passende
Modelle zu erzeugen, besteht darin, das System mittels klassischer Modellbildung zu
beschreiben und anschlieSend heuristisch zu mengenbasierten Modellen zu erweitern.
Da diese Herangehensweise jedoch storanfillig und nicht methodisch begriindet ist,
wird im Folgenden die datenbasierte Modellbildung fiir diese Anwendung detailliert
betrachtet.

Der erste Abschnitt dieses Kapitels beschéftigt sich mit der Black-Box-Identifika-
tion und beleuchtet die in der Literatur zu diesem Thema vorgestellten Verfahren.
Im Anschluss werden verschiedene Ansétze zur Parameteridentifikation vorgestellt.
Dabei kommen unterschiedliche Unsicherheitsbeschreibungsformen zum Einsatz. Im
dritten Abschnitt wird die Anwendung von Zustandsraummodellen mit unsicheren
Parametern zur Fehlerdetektion vorgestellt.
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Dabei kénnen an zwei unterschiedlichen Stellen bei den betrachteten dynamischen
Systemen beschriankte Unsicherheiten auftreten. Zum einen kénnen gemessene Daten
durch beschriankte Unsicherheiten bzw. Messfehler iiberlagert sein. Diese Unsicher-
heiten werden in dieser Arbeit durch Intervalle beschrieben, da jeder Datenpunkt
separat und unabhéngig von anderen betrachtet wird. Diese Herangehensweise setzt
fiir jeden Datenpunkt eine individuelle obere und untere Fehlerschranke voraus. Zum
anderen konnen die Modellparameter eine beschriankte Unsicherheit aufweisen. Die
Beschreibungsform dieser Unsicherheit wird in dieser Arbeit durch die eingesetz-
ten Identifikationsverfahren festgelegt. Die Auswahl der Verfahren sollte daher auf
den geplanten Einsatzzweck des Modells abgestimmt sein. Bei der mengenbasierten
Identifikation von Modellen wirkt sich die Unsicherheit der Daten direkt auf die
Unsicherheit der identifizierten Modellparameter aus.

In dieser Arbeit wird fiir die Aufnahme von Intervall-Messdaten davon ausgegangen,
dass es ein reales System gibt, welches von den Eingangssignalen w,n, angeregt
wird. Als Reaktion erzeugt dieses ungestorte System die Ausgangssignale y ... Fir
die Identifikation sind jedoch weder die ungestorten Eingangs- noch Ausgangssignale
bekannt. Die gemessenen reellwertigen Ausgangssignale y,, .. (k) sind durch Stérun-
gen £(k) mit der unteren und oberen Schranke &(k) bzw. £(k) iiberlagert. Dadurch
ist sichergestellt, dass der wahre (ungestorte) Wert

Ywane (B) € [U] = [Umess (k) + £(8) , Ynmess (K) + E(F)], (3.1)

im Intervall der Messdaten [y] enthalten ist. Im Fall einer Stérung mit symmetrischen
Schranken vereinfacht sich dies zu

ywahr(k) € [y] = [ymess(k) - €A(k) ) ymess(k) + €A(k)] (32)

Mit den Eingangssignalen verhélt es sich entsprechend, allerdings sind zusétzlich zu
Messfehlern auch Fehler der Aktoren moglich, die aus dem angeforderten Eingangs-
signal ug, das tatsidchlich wirksame Signal ©yay, erzeugen. Dabei kann entweder
das angeforderten Eingangssignal ugo direkt betrachtet werden, oder das tatséch-
lich wirksame Eingangssignal w,ess wird gemessen. Auch hier gilt, dass der wahre
(ungestorte) Wert im Intervall der Daten enthalten ist, also

uwahr(k) S [u] = [umess/soll(k) - VA(k) 5 umess/soll(k) + VA(k)] (33)

In Abbildung 3.1 werden die Zusammenhénge am Beispiel eines Ausgangssignals
verdeutlicht. Dabei stellt die gefiillte Fliche den Verlauf der gemessenen Werte mit
ihrer Unsicherheit dar, wahrend die rote Linie den ungestorten Ausgang darstellt.
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Abbildung 3.1: Beispiel zur Einbettung eines ungestorten Signalverlaufs in
Intervallmessdaten

3.1 Black-Box-Identifikation

Zum Thema Black-Box-Identifikation fiir Messdaten mit beschrankter Unsicherheit
gibt es sehr wenige Verdffentlichungen in der Literatur. Einige Quellen bezeichnen ihre
Verfahren als Verfahren zur Systemidentifikation, setzen aber bei ndherer Betrachtung
die Dimension des Parametervektors als bekannt voraus. Damit handelt es sich mit
der hier genutzten Einteilung der Identifikationsverfahren (vgl. Abschnitt 2.3) um
Verfahren zur Parameteridentifikation. Beispiele hierfiir sind die Arbeiten [KCM11]
und [CGV11]. Auch die Beitrage im Sammelband [MNPWO96], welche sich mit
parametrischen Modellen beschéftigen, setzen eine bekannte Anzahl an Parametern
und somit eine bekannte Modellordnung voraus.

In [KLB94] wird ein Verfahren zur Systemidentifikation von SISO-Modellen vorge-
stellt, welche als Ubertragungsfunktion im Frequenzbereich dargestellt sind. Dabei
wird zu Beginn des Verfahrens auf die Betrachtung der beschrinkten Unsicherheit
verzichtet. Stattdessen werden die Systemordnung und die Parameter mit klassi-
schen Verfahren berechnet, welche fiir stochastische Unsicherheitsbeschreibungen
entwickelt wurden. Im zweiten Schritt des Verfahrens werden die zuvor bestimmten
Parameter dann zu Intervallen erweitert, welche konsistent zu den gemessenen Daten
mit beschrankter Unsicherheit sind. Somit handelt es sich bei diesem Verfahren
streng genommen nicht um Black-Box-Identifikation basierend auf beschrinkten
Messdaten, da ein durch klassische Black-Box-Identifikation gewonnenes Modell
erweitert wird. Die speziellen Eigenschaften der beschrankten Unsicherheit werden
erst bei der Bestimmung der Parameter beriicksichtigt.

In Voruntersuchungen zu dieser Arbeit wurden, auch im Rahmen einer betreuten Ab-
schlussarbeit, Moglichkeiten zur Anwendung der klassischen Black-Box-Identifikation
auf Messdaten mit beschrénkter Unsicherheit anhand der Subspace-Identification
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untersucht. Die dabei auftretenden Schwierigkeiten, wie beispielsweise die Notwen-
digkeit einer mengenbasierten SVD, verdeutlichen die Notwendigkeit von speziell an
die Eigenschaften der beschréinkten Unsicherheit angepassten Verfahren.

Somit kann abschliefend festgestellt werden, dass es in der Literatur keine Verfahren
zur Black-Box-Identifikation gibt, welche direkt die Systemordnung aus Messdaten
mit beschréankter Unsicherheit bestimmen. Das im Kapitel 4 beschriebene Verfahren
stellt zusammen mit den zugehorigen Vorveroffentlichungen in den Fachbeitrégen
[ZBD13; ZBD14a; ZBD14b; ZBD14c| somit das erste Verfahren zur Ordnungsbe-
stimmung direkt aus Messdaten mit beschrankter Unsicherheit dar. Basierend auf
den im néchsten Abschnitt beschriebenen Parameteridentifikationsverfahren wird in
Kapitel 5 mit dieser Ordnungsbestimmung eine komplette Moglichkeit zur Black-
Box-Identifikation vorgestellt.

3.2 Parameteridentifikation

Im Gegensatz zur Black-Box-Identifikation gibt es zur Parameteridentifikation viele
verschiedene Quellen in der Literatur. Die Verfahren basieren auf unterschiedlichen
Voraussetzungen und nutzen unterschiedliche Beschreibungsformen fiir die Unsicher-
heit der resultierenden Parametermengen. Im Folgenden wird eine repriasentative
Auswahl verschiedener Verfahren vorgestellt.

3.2.1 Lineare Intervall-Gleichungssysteme

Eine gebrduchliche Form zur Beschreibung eines Parameteridentifikationsproblems
ist die Aufstellung eines linearen Gleichungssystems. Im Falle von Intervallmessdaten
hat das Intervall-Gleichungssystem (IGS) die Form®

(M9 = [y]. (3.4)

Dabei sind der Regressor [M] € IR™** und der Ausgangsvektor [y] € IR™ Intervalle
der gemessenen Daten. Die Losung des Gleichungssystems stellt die Parametermenge

m:{ﬁe]ﬁf ‘EIME[M],Eiye[y] (Mﬁ:y)} (3.5)

6Die in der Literatur iibliche Notation linearer Intervall-Gleichungssysteme [A]lz] = [b] wird hier

direkt fur die Anwendung zur Parameteridentifikation angepasst.
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Abbildung 3.2: Verdeutlichung der nichtkonvexen Losungsmenge eines IGS
mit exaktem Intervall-Einschluss, erstellt mit plotlinsol aus
INTLAB

dar, welche im Allgemeinen eine komplizierte, nicht-konvexe Form im Parameter-
raum annimmt. Ein Beispiel fiir eine derartige Losungsmenge mit ihrem exakten
Intervall-Einschluss ist in Abbildung 3.2 dargestellt. Die exakte Bestimmung dieser
Losungsmenge ist ein NP-schweres Problem (vgl. z. B. [May09; MKC09]). Selbst die
Bestimmung eines exakten komponentenweisen Einschlusses in Intervalle, also die
Einbettung in einen Hyperquader, stellt ein NP-schweres Problem dar (vgl. [KLN93;
RK95]). Stattdessen werden Verfahren eingesetzt, welche einen moglichst engen Ein-
schluss [9] D Dy der Losung bestimmen. Der MIMO-Fall, also wenn [Y] € IR™* "™

und [9] durch die Matrix [©] € IR”™ ersetzt wird, kann ohne Beschriankung
der Allgemeinheit in n, einzelne MISO-Fille zur Parameteridentifikation mit dem
jeweiligen Ausgangssignal aufgeteilt werden.

Fiir die Berechnung der Losung muss unterschieden werden, ob es sich um ein
quadratisches IGS mit m = ¢ handelt oder um ein iiberbestimmtes IGS mit m > /.
Wie im reellwertigen Fall besitzt ein quadratisches IGS eine eindeutige, beschréankte
Losung, sofern der Regressor [M] vollen Rang hat. In [Shal4] wird dies auch
fiir iberbestimmte IGS bewiesen, wobei es in diesem Fall moglich ist, dass die
Loésungsmenge bei widerspriichlichen Daten leer ist.

In [Sha02] wird die in dieser Arbeit eingesetzte Losungsmenge (3.5) als vereinigte
(engl. united) Losungsmenge bezeichnet. Weiterhin wird darin eine akzeptable (engl.



42 Stand der Technik zur mengenbasierten Identifikation und Fehlerdetektion

tolerable) Losungsmenge

Dﬁ,akzz{ﬁew ‘VMG[M],EIyG [y] (Mz‘}:y)} (3.6)
sowie eine steuerbare (engl. controllable) Losungsmenge

Dﬂ,ste:{ﬂe]Ré ‘HME[M],Vye (] (Mﬂ:y)} (3.7)

definiert. Allgemein gibt es eine Vielzahl an Losungsmengen, welche durch Austausch
der einzelnen Bedingungen V und 3 fiir Teile der GréBen [M], [y] gebildet werden und
als AE-Losungsmengen bezeichnet werden. Die Losungsmenge (3.5), welche bei der
Parameteridentifikation allgemeiner Modelle die Parametermenge beschreibt, stellt
die geringsten Anforderungen der AE-Losungsmengen dar und wird in der Literatur
(z.B. [Hlal5]) in diesem Zusammenhang als schwache (engl. weak) Losungsmenge
bezeichnet.

Quadratische Gleichungssysteme

Zu Loésung eines quadratischen IGS stehen direkte Verfahren wie das gaufische
Eliminationsverfahren oder indirekte Verfahren zur Verfiigung [MKCO09]. Dabei sind
die indirekten Verfahren den direkten im Allgemeinen beziiglich Rechenzeit und
erreichbarer Genauigkeit des Einschlusses iiberlegen, weshalb der Fokus hier auf die
indirekten Methoden gelegt wird. In [May09] werden verschiedene direkte Verfahren
ausfiihrlich betrachtet.

Zur Anwendung der indirekten Verfahren ist es vorteilhaft, das IGS mit einem
Préikonditionierer C € R zu multiplizieren und somit das modifizierte Gleichungs-
system

cMI] = C[y]. (3.8)

zu betrachten. Wird dabei ein regulérer Prakonditionierer verwendet, stimmen die
Losungsmengen der Gleichungssysteme mit und ohne Prékonditionierer {iberein.
Andernfalls ist die Losungsmenge des prakonditionierten Systems eine Obermenge
des urspriinglichen Gleichungssystems [Bee06]. Eine hiufig getroffene Wahl des
Prakonditionierers stellt die inverse Mittelpunktsmatrix

cC=M;" (3.9)

dar. Weitere Priakonditionierer werden beispielsweise in [Bee06] betrachtet.
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Eine bekannte indirekte Losungsmethode stellt die Krawczyk-Methode dar [MKCO09],
welche bereits 1969 in [Kra69] vorgestellt wurde. Fiir dieses Verfahren muss der
Prakonditionierer so gewahlt werden, dass

H[E]H - HI . C[M]H <1 (3.10)
erfiillt ist. Fiir den Prékonditionierer (3.9) ist dies meist erfiillt. Bei der Krawczyk-
Methode muss ein initialer Einschluss [9](9) D Dy der Losungsmenge bekannt sein,

welcher im Verlauf des Verfahrens iterativ mit [9]® C [9]¢—1 verkleinert wird.
Durch diese iterative Verkleinerung des Einschlusses wird das Verfahren als Kon-
traktionsverfahren bezeichnet [JKDWO01]. Im Anhang A.1 ist eine mathematische
Beschreibung der Vorgehensweise angegeben.

Auch bei der Hansen-Bliek-Rohn-Ning-Kearfott-Neumaier-Methode wird ein pra-
konditioniertes IGS gelost [Neu99]. Durch die Prékonditionierung muss bei diesem
Verfahren sichergestellt werden, dass der modifizierte Regressor C[M] eine H-Matrix
wird, was fiir den Prékonditionierer (3.9) meist erfiillt ist. Eine vollstdndige Beschrei-
bung des Verfahrens ist in Anhang A.2 angegeben. Das in INTLAB” implementierte
Verfahren zur Losung von IGS verifylss basiert auf einer modifizierten und verbes-
serten Implementierung dieses Verfahrens [Rum13], wobei eine Kombination mit der
Krawczyk-Methode umgesetzt wurde [Har02].

Eine weitere hdufig eingesetzte indirekte Losungsmethode stellt das prikonditionierte
Intervall-Gaufs-Seidel- Verfahren dar [Bee06; Woll0]. Bei diesem Verfahren handelt
es sich wie bei der Krawczyk-Methode um ein Kontraktionsverfahren, welches den
initialen Losungseinschluss eines priakonditionierten IGS verbessert. In Anhang A.3
wird das Verfahren mit den erforderliche Gleichungen beschrieben. Ein Vorteil des
Verfahrens ist, dass bei der komponentenweisen Berechnung alle bereits verbesserten
Einschliisse der anderen Elemente ebenfalls beriicksichtigt werden und das Verfahren
somit schneller konvergiert [Wol10].

Alle soeben vorgestellten Verfahren zur Losung eines quadratischen IGS liefern einen
unterschiedlich engen Einschluss der Losungsmenge des IGS. Die Grofle der dabei
auftretenden Uberapproximation hingt zudem stark vom betrachteten IGS ab. Daher
wird in Kapitel 5 eine Kombination aus mehreren der hier vorgestellten Verfahren
eingesetzt, um deren jeweilige Vorteile auszunutzen.

"In dieser Arbeit wird INTLAB in Version 7.1 eingesetzt.
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Uberbestimmte Gleichungssysteme

Bei der Parameteridentifikation werden im Allgemeinen viele Messpunkte aufgenom-
men, um den Einfluss von Stérungen auf das Identifikationsergebnis zu minimieren.
Bei der Formulierung als IGS (3.4) fiihrt dies zu einem iiberbestimmten Gleichungs-
system mit m > {. Hierfiir konnen zwei unterschiedliche Losungsmengen [HH13|
angegeben werden:

1. Strikte Losung: Die strikte Losung wird wie im quadratischen Fall durch die
Losungsmenge

Do, :{196 R ‘ M € [M), 3y € [y] (Mﬂ:y)} (3.11)

beschrieben. Diese Losungsmenge beinhaltet alle Parameter 19, die mit den vor-
liegenden Messdaten konsistent sind. Es sind somit nur die Parameter enthalten,
die mit einer reellwertigen Kombination aus [M] und [y] zu einer eindeutigen
Losung fithren. Durch diese Definition ist es moglich, dass bei widerspriichli-
chen Daten das Ergebnis die leere Menge () darstellt. Dies stellt ein Indiz dar,
dass bei der Auswahl der Modellstruktur oder der Messdatenaufnahme Fehler
gemacht wurden.

2. LS-Lésung: Bei der LS-Losung, welche durch

Dy, = {19 € R

VM € [M],Vy < [y] ﬂ:argngnMﬂ—y”}
(3.12)

beschrieben ist, handelt es sich um eine Erweiterung des klassischen LS-
Verfahrens. Diese Losungsmenge stellt anschaulich beschrieben die Vereinigung
aller LS-Losungen dar, welche fiir alle Kombinationen der in [M] und [y]
enthaltenen reellwertigen Matrizen moglich sind. Es handelt sich somit um
eine Verallgemeinerung bzw. Obermenge der strikten Losung (3.5), da diese
als exakte Losung immer die Norm in (3.12) minimiert und somit enthalten ist.
Im Gegensatz zur strikten Losung ist diese Losungsmenge jedoch auch dann
nicht leer, wenn kein enthaltenes reellwertiges System die Bedingungen des
Gleichungssystems erfiillt.

Um bei der Parameteridentifikation mittels eines iiberbestimmten IGS eine garan-
tierte Aussage zur identifizierten Parametermenge zu ermoglichen muss die strikte
Losung (3.11) eingesetzt werden. Nur mit dieser Losung kann eine Verletzung der
Voraussetzungen bzw. Annahmen detektiert werden, da die Losungsmenge bei wi-
derspriichlichen Daten leer ist, im Gegensatz zur LS-Losung (3.12).
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Die bereits vorgestellten Verfahren zur Losung quadratischer IGS kénnen allgemein
nicht direkt zur Losung des iiberbestimmten Falls eingesetzt werden. Lediglich das
Intervall-Gauf-Seidel- Verfahren kann nach [Bee06] zur Losung iiberbestimmter 1GS
erweitert werden. Eine Moglichkeit, die Verfahren trotzdem zu nutzen, stellt die
Erweiterung des tiberbestimmten Gleichungssystems zu einem quadratischen System

([1\04] [J\_ITT> ([[E]) _ ([g]) (3.13)

dar [Rum83]. Dadurch erhéht sich die Dimension des zu lsenden Gleichungssystems
auf (m + £) x (m + ¢), was fiir realistische Identifikationsdatensitze (m > 100) zu
sehr groflen Matrizen mit entsprechendem Rechen- und Speicheraufwand fiihrt.
Sofern Verfahren mit diesem Ansatz dennoch eingesetzt werden, stellt das Ergebnis
einen Einschluss der LS-Losung (3.12) des iiberbestimmten IGS dar [HH13]. Die
Funktion verifylss aus INTLAB implementiert diesen Ansatz [Ruml2].

S,

Ein wesentlicher Nachteil des erweiterten Gleichungssystems (3.13) stellt der Abhén-
gigkeits-Effekt dar (vgl. Abschnitt 2.2.2), da durch die Erweiterung die Elemente
der Matrix [M] zweimal im erweiterten Gleichungssystem enthalten sind. In [Pop06]
wird von Evgenija Popova ein Verfahren vorgestellt, welches diese Abhangigkeiten
explizit berticksichtigt und somit zu einem engen Einschluss der Losung kommt. Es
handelt sich jedoch auch bei diesem Verfahren um einen Einschluss der LS-Losung.

FEinen anderen Ansatz verfolgt eine von Jifi Rohn vorgestellte Methode, welche
nach [Roh95; Roh96] eine strikte Losung des IGS bestimmt. In dem Verfahren
wird zunichst eine LS-Losung fiir eine reellwertige Kombination von M € [M] und
Yy €< [y] bestimmt und diese dann geeignet zu Intervallen erweitert. Die Erweiterung
zur Intervalllésung erfolgt dabei iterativ. Da die Wahl von M € [M] und y € [y]
beliebig ist, lasst sich die Losung durch Wiederholung des Verfahrens mit anderen
Matrizen M und y verbessern, indem die Schnittmenge der Lésungen bestimmt
wird. Im Anhang A.4 wird das Verfahren néher vorgestellt. Fiir einen Vergleich
verschiedener Verfahren fiir iberbestimmte IGS sei auf [HH13] verwiesen.

Die beschriebenen Verfahren fiir iiberbestimmte IGS kénnen auch fiir den quadrati-
schen Fall eingesetzt werden und bestimmen dann einen Einschluss der Losungsmen-
ge (3.5). Dies wird in Kapitel 5 fiir die Verfahren von Popova und Rohn ausgenutzt,
indem sie mit den Verfahren aus Abschnitt 3.2.1 kombiniert werden.
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3.2.2 Lineare Optimierung mit Intervallen

Ein weiterer Ansatz zur Parameteridentifikation basiert wie die Verfahren im vorhe-
rigen Abschnitt auf dem tiberbestimmten Gleichungssystem (3.4). Im Gegensatz zu
den dort beschriebenen Verfahren wird nun ein lineares Optimierungsproblem zur
Bestimmung eines Einschlusses der Losungsmenge aufgestellt. Diese Vorgehensweise
basiert auf dem Oettli- Prager- Theorem [OP64], welches

(EIM e M), 3y € ly), Mﬂzy) o M9y, | <Mal9 +ys (3.14)

lautet und beispielsweise in [Roh89] bewiesen wird. Fiir die Formulierung als lineares
Optimierungsproblem muss die Ungleichung in (3.14) ohne Betriage umformuliert
werden, weshalb sie in die zwei Ungleichungen

M,,9 -y, < Ma|9 +ya fir M, 9 — vy, <0, (3.15a)
- (M9 —y,,) < Ma |9 +ya fir M, 9 —y,, >0 (3.15b)

aufgeteilt wird [HH13]. Die hierbei verbleibenden Betrige stellen einen Hinweis auf
die nichtkonvexe Struktur der Losungsmenge zu Gleichung (3.4) dar. In [Cer96]
wird gezeigt, dass diese Losungsmenge jedoch als Vereinigung von maximal 2°
konvexen Teilmengen gebildet wird, wobei jede dieser Teilmengen in einem einzelnen
Orthanten® des /-dimensionalen Parameterraums liegt. Daher wird die Berechnung
der Losungsmenge fiir jeden Orthanten « separat durchgefiihrt, wobei dieser mittels
der Diagonalmatrix D, € {-1,0, 1}“[ mit den Diagonalelementen

a; = sign (Y;) j=1...¢ (3.16)

ausgewahlt wird. Nun kann ein Einschluss der Losungsmenge durch

o) {o| (LMD s v va) o

beschrieben werden. Fiir die Bestimmung des Einschlusses miissen in jedem Orthanten
somit 2¢ Optimierungsprobleme

|

; = max 1, (3.18a)
= minv; (3.18b)

=

J

80rthant: Mehrdimensionale Verallgemeinerung des zweidimensionalen Quadranten bzw. des
dreidimensionalen Oktanten.
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mittels linearer Programmierung entsprechend der Mengendefinition (3.17) gelost
werden. Fiir die Gesamtlosung

Dy C UDﬂ(a) (3.19)

bedeuten die insgesamt 2/ - 2¢ Optimierungsprobleme einen hohen Rechenaufwand.

Die Anzahl der notwendigen Optimierungen kann nach [HH13| deutlich reduziert
werden, indem mit anderen Verfahren vorab ein Einschluss der Losungsmenge
bestimmt wird und die Optimierung somit auf die tatsédchlich relevanten Orthanten
beschriankt wird. Auf die sehr hohe Qualitit des Losungseinschlusses hat diese
Reduktion keinen Einfluss.

3.2.3 Mengeninversion

In [JW93a] wird ein Verfahren zur Mengeninversion vorgestellt, welches in [JKDWO01]
detailliert beschrieben wird. Ausgangspunkt stellt eine Intervallfunktion [f] (engl.
inclusion function) dar, welche als Intervallerweiterung (siehe z. B. [JKDWO01]) einer
reellwertigen Funktion f gebildet wird. Die Funktion [f], welche nicht linear sein

muss, bildet eine Ursprungsmenge X C R auf die Zielmenge )) C R™ ab. Ziel der
Mengeninversion ist es, fiir eine bekannte Zielmenge und eine bekannte Funktion die
Ursprungsmenge

X={zeR' |flx)eY}=F"() (3.20)

zu bestimmen, welche somit als Losungsmenge der Mengeninversion betrachtet wird.

Zur Losung dieser Aufgabenstellung kann das SIVIA (Set Inversion Via Interval
Analysis) genannte Verfahren eingesetzt werden [JKDWO01; JW93a]. Der Algorithmus
basiert auf einer initialen Losungsmenge X, welche die tatsdchliche Ursprungsmenge
enthalten muss. Diese initiale Losungsmenge wird mittels Bisektion sequenziell so
lange aufgeteilt, bis fiir jede der Teilmengen eine Aussage moglich ist oder die Grofle
der Teilmengen eine vom Anwender vorgegebene Schranke unterschreitet. Fiir die
Unterteilung (engl. subpaving) der Losungsmenge X werden Intervalle [x] eingesetzt,
sodass die Losungsmenge aus vielen mehrdimensionalen Boxen zusammengesetzt
wird. Fir jede der Teilmengen wird mittels der Intervall-Funktion [ f] iiberpriift, ob
das betrachtete Intervall ein Teil der Losungsmenge ist. Dabei sind folgende Falle
moglich:

Fall 1: Wenn [f]([z]) € ), dann gehért [z] zur Losungsmenge X.

Fall 2: Wenn [f]([z]) N Y = 0, dann gehort [x] nicht zur Losungsmenge X'
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Fall 3: Wenn [£]([z]) N Y # () und die GréBe des Intervalls iiber einer vorgegebenen
Schranke liegt, dann wird die Box [z] in zwei gleiche Teile [21] und [z2)
aufgeteilt und SIVIA fiir jede der beiden Teilmengen angewandyt.

Fall 4: Wenn [f]([x]) N Y # () und die GroBe des Intervalls unter der vorgegebenen
Schranke liegt, dann wird diese Teilmenge als unbestimmt bezeichnet.

Bei dieser Vorgehensweise wird die Losungsmenge nicht exakt bestimmt, sondern
durch zwei Mengen eingeschlossen. Zum einen wird durch den ersten Fall ein innerer
Einschluss X bestimmt. Zum anderen bildet die Vereinigung von Fall eins und vier
einen duferen Einschluss X der Losungsmenge. Insgesamt gilt somit:

XCXCA. (3.21)

Die geometrische Form der beiden Einschliisse der Losungsmenge kann dabei sehr
kompliziert werden, insbesondere falls es sich um eine nichtlineare Funktion handelt.
Durch die dabei mégliche Flexibilitdt zur Definition der Intervallfunktion kann STVIA
fiir viele Anwendungsbereiche wie beispielsweise die Parameteridentifikation linearer
und nichtlinearer Systeme genutzt werden.

Ein Nachteil des Verfahrens ist, dass die Rechenzeit des Verfahrens exponentiell mit
der Dimension des Losungsraumes ¢ wéchst, was die Anwendbarkeit stark einschrankt
[JW93a]. Daher wird z. B. in [JKDWO01] empfohlen, mittels Kontraktionsverfahren
die Anzahl der zu untersuchenden Intervalle bei der Bisektion zu reduzieren. In
[HGT*12] wird eine effiziente Implementierung des Verfahrens vorgestellt, welche
durch den verstirkten Einsatz von vektoriellen Operationen geprégt ist.

In [JKDWO1] wird beschrieben, wie anstatt einer Intervalleinschluss-Funktion [f] ein
allgemeinerer Test genutzt werden kann, welcher die Zugehorigkeit zur Losungsmenge
iiberpriift und als Ergebnis die Aussagen

1. Teil der Losungsmenge,
2. nicht Teil der Losungsmenge oder
3. unbestimmt

liefert. Diese Formulierung wird in [JKDWO1] fiir die Parameteridentifikation ge-
nutzt. Die gesuchte Losungsmenge X’ entspricht dabei den unbekannten Parametern
Dy und die Zielmenge ) den gemessenen Ausgangsgrofien [y]. Als Test fiir die
Mengenzugehorigkeit wird dabei das ARX-Modell fiir die aktuell betrachtete Box
im Parameterraum simuliert, wobei die unsicheren Eingéinge [u] mit beriicksichtigt
werden. Mit dem simulierten Verlauf der Ausgangsgréfie kann nun die Zugehorigkeit
des betrachteten Intervalls zur Losungsmenge analog zum allgemeinen Fall bei SIVIA
untersucht werden:

Fall 1: Wenn die simulierte Ausgangsgrofle fiir alle Abtastpunkte komplett im ge-
messenen Ausgangssignal enthalten ist, gehort das betrachtete Intervall zur
Losungsmenge.
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[ ] Nicht Teil der SIVIA-Lésung [ Unbestimmt [ Teil der SIVIA-Lésung

sk  Wahrer Parameter Losungseinschluss durch Intervall

Parameter a

Parameter by

Abbildung 3.3: Beispiel eines zweidimensionalen Parameterraums mit der
durch SIVIA betrachteten Aufteilung

Fall 2: Wenn die simulierte Ausgangsgrofie fiir einen oder mehrere Abtastpunkte
keine Uberschneidung mit dem gemessenen Ausgangssignal aufweist, gehért
das betrachtete Intervall nicht zur Losungsmenge.

Fall 3 und 4: Wenn sich die simulierte Ausgangsgrofie fiir alle Abtastpunkte mit
dem gemessenen Ausgangssignal iiberschneidet, wird das Intervall wie im
allgemeinen Fall weiter aufgeteilt, bis die Grofle unter der Schwelle liegt.

Durch diese Vorgehensweise ergibt sich im Parameterraum eine Menge an Inter-
vallen, deren Vereinigung die tatséchlichen Parameter beinhaltet. Fiir die weitere
Verwendung kann diese komplizierte Losungsmenge durch eine einfachere Beschrei-
bungsform wie ein Intervall oder ein Ellipsoid eingeschlossen werden. Steht bereits
bei der Berechnung die Form des Einschlusses fest, lassen sich Bisektionsschritte
einsparen, sofern die untersuchte Teilmenge komplett in einem bereits bestimmten
Einschluss enthalten ist. Dadurch kann der Rechenaufwand leicht reduziert werden.

Zur Verdeutlichung der Vorgehensweise ist in Abbildung 3.3 das Identifikationser-
gebnis fiir ein SISO-System 1. Ordnung dargestellt. Der in griin dargestellte Bereich
wurde vom SIVIA-Verfahren dem inneren Einschluss der Losungsmenge zugeordnet.
In rot ist der unbestimmte Teil des Parameterraumes dargestellt, welcher zusammen
mit dem griinen Teil den &uferen Einschluss der Losung bildet. Die in grau dargestell-
ten Bereiche sind nicht Teil der Losungsmenge. Zuséatzlich wurde als blaues Rechteck
der Einschluss der resultierenden Losungsmenge durch ein Intervall eingezeichnet.
Der tatséchliche Parameter, der bei der Simulation zu Erzeugung der unsicheren
Daten eingesetzt wurde, ist durch einen Stern gekennzeichnet.



50 Stand der Technik zur mengenbasierten Identifikation und Fehlerdetektion

3.2.4 Verfahren zum Einschluss der Parameter durch
Ellipsoide

Aufer den in den vorherigen Abschnitten beschriebenen Moglichkeiten, Parameter
durch Intervalle zu beschreiben, kénnen Parameter beispielsweise auch durch Ellip-
soide eingeschlossen werden. Zur Verdeutlichung wird hier das Verfahren aus [GS92]
vorgestellt, welches auf den Veréffentlichungen [Che91; CYP91] beruht. In Kapitel 5
wird das Verfahren zur Parameteridentifikation eines Beispielsystems eingesetzt.
Dieses MOVE (Modified Optimal Volume Ellipsoid) genannte Verfahren basiert auf
der Systemdarstellung

§(k) = T (k)0 + v, (3.22)

eines SISO-ARX-Modells entsprechend Gleichung (2.9), welches von der beschrankten
Storung vy mit

Yy S VE ST (3.23)

iberlagert wird.

Es handelt sich um ein iteratives Verfahren®, welches ein vorgegebenes Ellipsoid
&o(e, P) nach und nach verkleinert. Dabei wird das Ellipsoid in jedem Schritt zu
einer Einheits-Hyperkugel transformiert, welche dann mit den durch die Unsicher-
heiten definierten Hyperebenen geschnitten wird. Diese angeschnittene Hyperkugel
wird durch ein Ellipsoid eingeschlossen, welches nach Riicktransformation in den
urspriinglichen Parameterraum den Ellipsoid-Einschluss der Parameter beschreibt.
Im Anhang B.1 ist der MOVE-Algorithmus angegeben.

Da dieser Algorithmus nicht fiir den EIV-Ansatz, also den Fall von in ® enthaltenen
beschriankten Unsicherheit &, geeignet ist, wird in [GS92] ein zweistufiges Verfahren
vorgeschlagen, um diese Unsicherheit zusétzlich zu beriicksichtigen. Die Schwierigkeit
dabei ist, dass sich die Unsicherheit in ® durch die unbekannten Parameter 1 entspre-
chend Gleichung (3.22) auf den Ausgang auswirkt. Das Verfahren schétzt in jedem
Schritt zunéchst basierend auf der aktuellen Schitzung des Parametereinschlusses
Grenzen fiir den absoluten Fehler

4
& =vk+ > Vilix. (3.24)
=1

9Das Verfahren kann analog zum RLS-Verfahren eingesetzt werden, ohne dass der komplette
Datensatz vorliegt.
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Dazu wird die Unsicherheit &, als /-dimensionale Box betrachtet, deren Eckpunkte
den grofiten bzw. kleinsten Gesamtfehler é; hervorrufen. Zur Bestimmung dieses
Fehlers werden somit das Maximum bzw. Minimum iiber alle der 2¢ Eckpunkte
gesucht.

Sobald die Schranken des Gesamtfehlers vorliegen, wird ein Schritt des MOVE-
Algorithmus durchgefiihrt, wobei anstatt der Schranken fiir v, die soeben bestimmten
Schranken fir e, verwendet werden. Im Idealfall fithrt der MOVE-Schritt zu einer
Verkleinerung des Parametereinschlusses, wodurch sich ebenfalls engere Schranken
fiir die Gesamtunsicherheit ej ergeben. Die beiden Schritte kénnen somit iterativ
wiederholt werden, bevor weitere Daten in das Verfahren eingebracht werden und
der néchste Schritt des iterativen Verfahrens durchgefiihrt wird.

Das MOVE-Verfahren ist nicht das einzige Identifikationsverfahren mit Ellipsoiden
in der Literatur, wird in dieser Arbeit jedoch wegen der Eignung fiir EIV-Probleme
genutzt. Alternativ wird in [PPG11] z. B. ein Parameteridentifikationsverfahren mit
Ellipsoiden fiir MIMO-Systeme beschrieben, welches jedoch aufgrund der eingesetzten
OE-Modellform in dieser Arbeit nicht genutzt wird.

3.2.5 Verfahren zum Einschluss der Parameter durch
Zonotope

Als weitere Einschlussmoglichkeit wurden in Kapitel 2 Zonotope vorgestellt, welche
in [BACO06] zur Parameteridentifikation genutzt werden. Das Verfahren basiert wie
die Parameterridentifikation mittels Ellipsoiden auf einem System mit den Gleichun-
gen (3.22) und (3.23). Es handelt sich um ein iteratives Identifikationsverfahren!®,
welches jedoch nicht direkt fiir den EIV-Fall eingesetzt werden kann. Bei diesem
Verfahren werden die betrachteten Daten des Regressors und des unsicheren Aus-
gangs in jedem Schritt als Band im Parameterraum betrachtet. Die Schnittmenge
dieses Bandes mit dem Zonotop aus dem vorherigen Schritt stellt die moglichen
Parameter dar, welche wiederum durch ein Zonotop eingeschlossen werden. Die
Vorgehensweise ist somit d&hnlich zur Parameteridentifikation durch Ellipsoide, die
notwendigen Gleichungen sind im Anhang B.2 angegeben. In Abschnitt 5.1.2 wird
dieses Verfahren zur Parameteridentifikation im EIV-Fall erweitert und anschliefend
fiir ein Beispielsystem eingesetzt.

10Das Verfahren kann analog zum RLS-Verfahren eingesetzt werden, ohne dass der komplette
Datensatz vorliegt.
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3.2.6 Weitere Moglichkeiten zur mengenbasierten
Parameteridentifikation

In der Literatur gibt es eine Vielzahl weiterer Verfahren und Ansétze zur Parameteri-
dentifikation. Da der Schwerpunkt dieser Arbeit auf der zur Black-Box-Identifikation
notwendigen Ordnungsbestimmung liegt, konnen nicht alle Parameteridentifikati-
onsverfahren aus der Literatur detailliert vorgestellt werden. Dieser Abschnitt soll
dennoch einen kurzen Uberblick iiber einige weitere Ansitze fiir unterschiedliche
Anwendungsfille bieten. Die Arbeit [MV91] stellt einen Uberblick der bis zu deren
Veroffentlichung gebrauchlichen Ansétze zur mengenbasierten Parameteridentifika-
tion dar. Dabei werden nicht nur lineare, sondern auch grundlegend nichtlineare
Problemstellungen berticksichtigt.

Die Schwierigkeit, dass das Parameteridentifikationsproblem mit zunehmender Daten-
satzldnge und Parameteranzahl fiir optimierungsbasierte Verfahren schnell komplex
wird, ist Thema in [CR15]. Darin werden zwei Vorgehensweisen fir sehr grofie
Problemstellungen beschrieben um das nichtkonvexe Optimierungsproblem mittels
linearer Matriz- Ungleichungen (LMI, Linear Matrix Inequality) zu einem konvexen
Problem zu erweitern und dabei die Rechenzeit gering zu halten. Von derselben Ar-
beitsgruppe wurden in den letzten Jahren einige weitere Arbeiten veréffentlicht, die
sich mit verschiedenen Aspekten der mengenbasierten Parameteridentifikation durch
konvexe Optimierungsverfahren beschéftigen, beispielsweise [CPR11b; CPR12].

Auch fir die mengenbasierte Identifikation von nichtlinearen Systemen gibt es
Verfahren in der Literatur. In [JW93b] wird eine Vorgehensweise vorgestellt, welche
in [JKDWO1] wieder aufgegriffen wird und das bereits beschriebene SIVIA-Verfahren
zur Parameteridentifikation nutzt. Dabei muss gegeniiber dem linearen Fall lediglich
eine fiir den nichtlinearen Fall angepasste Testfunktion fiir den Einschluss der
Parameter eingesetzt werden. In [JKDWO1] wird zudem beschrieben, wie es mittels
Bedingungsfortpflanzung (engl. constraint propagation) moglich ist, Beschrankungen
der Losungsmenge bei der Parameteridentifikation zu beriicksichtigen. Ein Verfahren
zur Identifikation von zeitlich verdnderlichen Parametern wird in [RSA16] vorgestellt.
Das Verfahren beruht dhnlich zum SIVIA-Verfahren auf einer Unterteilung der
Parametermenge, setzt diese jedoch in Form einer Pradiktor-Korrektor-Struktur
dhnlich zum Kalman-Filter [K4160] um.

Dagegen wird in [CLPR14] die Parameteridentifikation als nichtkonvexe Optimierung
interpretiert, wobei der EIV-Fall betrachtet wird. Das darin vorgestellte Verfah-
ren stellt ein zweistufiges Verfahren dar, welches zunéchst die obere Schranke der
Gewichtungsfunktion des Optimierungsproblems durch eine polynomische Funk-
tion approximiert und dieses anschliefend mittels semidefiniter Programmierung
untersucht. Weitere Arbeiten beschéiftigen sich mit der Parameteridentifikation fiir
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nichtlineare Systeme mit spezieller Modellstruktur, beispielsweise [BPS09; CPRT12]
fiir lineare Systeme mit variierenden Parametern (LPV, Linear Parameter Varying)
oder [BG99; CPR11a] fir Hammerstein- bzw. Wiener-Modelle.

3.3 Mengenbasierte Fehlerdetektion

Eine hdufige Anwendung von Modellen mit mengenbasierter Unsicherheit stellt die
Fehlerdetektion dar. Dabei wird, wie in der klassischen Fehlerdetektion mit auf sto-
chastischen Unsicherheiten basierenden Modellen, zunéchst eine Auswahl geeigneter
Kriterien getroffen, welche die Unterscheidung zwischen fehlerfreiem und fehlerhaftem
Systemverhalten erméglichen. Grundlegend wird zwischen der reinen Fehlerdetektion,
also der Erkennung, dass ein Fehler aufgetreten ist, und der Fehlerisolation, also der
Differenzierung um welchen Fehler es sich handelt, unterschieden. Ein wesentlicher
Vorteil der mengenbasierten Fehlerdetektion ist die garantierte Aussage, dass ein
Fehler vorliegen muss, wenn unter Beriicksichtigung aller beschrankten Unsicher-
heiten keine Ubereinstimmung von modelliertem und gemessenem Systemverhalten
vorliegt. Umgekehrt kénnen Fehler aufgrund der beim Umgang mit mengenbasier-
ten Unsicherheitsbeschreibungen auftretenden Uberapproximationen jedoch auch
bei {ibereinstimmendem Systemverhalten nicht ausgeschlossen werden. Zur Losung
dieses Problems kann anstelle eines d&ufleren Einschlusses ein innerer Einschluss der
betrachteten Menge bestimmt werden, welche komplett in der entsprechenden Menge
enthalten ist [Pui06]. Durch diesen inneren Einschluss kann auf den fehlerfreien Fall
geschlossen werden, nicht jedoch auf das Vorliegen eines Fehlers.

Die mengenbasierte Fehlerdetektion kann nach [PIT06] grundlegend in die indirekte
und die direkte Herangehensweise unterteilt werden. Bei der indirekten Vorgehenswei-
se werden Kriterien im Parameterraum eingesetzt, bei der direkten Vorgehensweise
dagegen werden Signalverliufe wie die Ausgangsgrofie [y] zur Fehlerdetektion be-
trachtet. Zur Fehlerdetektion wird bei den mengenbasierten Verfahren in der Regel
die Schnittmenge zwischen einer aus den Messdaten gewonnenen Wertemenge und
der entsprechenden aus dem vorliegenden Modell gewonnenen Menge bestimmt. Der
wesentliche Unterschied zwischen den unterschiedlichen Verfahren besteht somit
darin, welche Mengen zur Fehlerdetektion ausgewédhlt werden.

Ein Vertreter der indirekten Vorgehensweise wird in [PIT06] vorgestellt. Das iterative
Verfahren bestimmt anhand der gemessenen Daten in jedem Abtastschritt einen
Bereich im Parameterraum, welcher mit den aktuell betrachteten Daten konsistent
ist. Als Kriterium zur Fehlerdetektion wird die Schnittmenge aus dieser Parameter-
menge und den durch das Modell vorgegebenen Parametern betrachtet. Wenn diese
Schnittmenge der leeren Menge entspricht, wenn also keine Uberlappung der beiden



54 Stand der Technik zur mengenbasierten Identifikation und Fehlerdetektion

B S(k)

asz
az

ai ai

(a) Fehlerfreier Fall (b) Fehlerhafter Fall

Abbildung 3.4: Prinzip der indirekten Fehlerdetektion

Parametermengen besteht, muss ein Fehler vorliegen, da die gemessenen Daten nicht
durch das Modell abgebildet sind. Fiir die Bestimmung der Parametermenge wird
der im Abschnitt 3.2 vorgestellte SIVIA-Algorithmus in Kombination mit einem der
Kontraktionsverfahren aus [JKDWO01] eingesetzt.

In Abbildung 3.4 wird die Vorgehensweise der indirekten Fehlerdetektion anschaulich
dargestellt. Abbildung 3.4(a) zeigt dabei den fehlerfreien Fall, in dem eine Uberlap-
pung der Parametermenge Dy(k) mit dem durch die Messung definierten Bereich
S(k) im Parameterraum vorliegt. In Abbildung 3.4(b) dagegen ist diese Schnittmenge
leer, weshalb garantiert ein Fehler vorliegen muss.

Bei den direkten Verfahren zur Fehlerdetektion werden stattdessen Kriterien ein-
gesetzt, welche anhand berechneter oder direkt messbarer Signalverldufe Messung
und Modell vergleichen. Weit verbreitet sind dabei Zustandsmengenbeobachter (engl.
state-set observer), welche basierend auf Zustandsraummodellen in jedem Abtast-
schritt die Menge der mit dem Modell und den gemessenen Daten konsistenten
Zusténde bestimmen. Als Kriterium zur Detektion eines Fehlers bei diesem Ansatz
wird diese Zustandsmenge eingesetzt, da eine leere Zustandsmenge auf das Vorliegen
eines Fehlers schlieflen ldsst. Der allgemeine Algorithmus zur Zustandsmengenbeob-
achtung fir zeitdiskrete Systeme, angelehnt an die Darstellung in [Pla07], gliedert
sich in die folgenden Schritte:

1. Berechnung der prédizierten Zustandsmenge,

2. Berechnung der Zustandsmenge fiir die aktuelle Messung,
3. Korrektur der Zustandsmenge,

4. Optional: Reduktion der Komplexitéit der Zustandsmenge.
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Abbildung 3.5: Prinzip der direkten Fehlerdetektion im Zustandsraum

Diese Vorgehensweise ist unabhéngig von der eingesetzten Form der Unsicherheits-
beschreibung. Im ersten Schritt wird mittels der Zustandsgleichung des Modells eine
Einschritt-Pradiktion der Zustandsmenge durchgefithrt. Im zweiten Schritt wird
basierend auf der aktuellen Messung und der Ausgangsgleichung des Modells eine
Zustandsmenge bestimmt. Die Umsetzung dieses Schritts stellt eines der wesentlichen
Unterscheidungsmerkmale zwischen verschiedenen Verfahren dar. Der dritte Schritt
des Verfahrens bestimmt eine neue, kleinere Zustandsmenge, indem die Schnittmenge
der Zustandsmengen aus Pradiktion und Messung gebildet wird. Je nach eingesetzter
Unsicherheitsbeschreibung erhoht sich dabei die Komplexitét, sodass optional ein
Reduktionsschritt eingesetzt werden kann, um durch Uberapproximation der korri-
gierten Zustandsmenge die Rechenzeit des Verfahrens konstant zu halten. Dies ist
beispielsweise bei Polytopen oder Zonotopen erforderlich. Im dritten Schritt wird eine
leere Zustandsmenge als Kriterium zur Fehlerdetektion genutzt. Die beschriebene
Vorgehensweise beschrankt sich dabei nicht auf lineare Systeme, sondern kann bei
entsprechender Formulierung der einzelnen Schritte auch fiir nichtlineare Systeme
angewandt werden, wie z.B. in [Wol10] beschrieben. Abbildung 3.5 verdeutlicht
dies fiir allgemeine Zustandsmengen. Im Fall einer Uberlappung der pridizierten
und der durch die Messung bedingten Zustandsmengen wird kein Fehler detektiert,
was in Abbildung 3.5(a) dargestellt ist. Wenn keine Uberlappung besteht, wie in
Abbildung 3.5(b), wird der Fehler detektiert. Fiir eine tatséichliche Implementie-
rung miissen die dargestellten Mengen durch geeignete Unsicherheitsbeschreibungen
eingeschlossen werden.

In [P1la07] wird ein Zustandsmengenbeobachter fiir zeitdiskrete Zustandsraummo-
delle in Verbindung mit Polytopen zur Unsicherheitsbeschreibung eingesetzt. Die
Bestimmung einer Zustandsmenge aus der aktuellen Messung wird hierbei durch
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Formulierung eines Optimierungsproblems gelst. Die Arbeit beschéftigt sich nicht
nur mit der Fehlerdetektion, sondern auch mit der Fehlerisolation. Dazu werden
Systemmodelle benétigt, welche den Fehler beinhalten und dessen Wirkung abbilden
koénnen. Es wird fiir jedes der Systemmodelle ein eigener Zustandsmengenbeobach-
ter eingesetzt, welcher das Verhalten des fehlerhaften Systems beobachtet. Dabei
stellen alle Modelle, welche mit den gemessenen Daten konsistent sind, moégliche
Kandidaten fiir den aktuellen Status des Systems dar. Wenn das fehlerfreie Mo-
dell im Zustandsmengenbeobachter inkonsistent mit den Messdaten wird, liegt
garantiert ein Fehler vor. Dabei kénnen alle Fehler, deren Systemmodelle derzeit
konsistent mit dem gemessenen Systemverhalten sind, am System aufgetreten sein.
Eine eindeutige Fehlerisolation ist somit nur moglich, falls lediglich ein Systemmodell
konsistent zu den Messdaten ist. In [BMRBO07] werden ebenfalls Polytope einge-
setzt, wobei die Berechnung der Zustandsmenge fiir die aktuelle Messung mittels
des SIVIA-Verfahrens durchgefiithrt wird. Eine dhnliche Vorgehensweise wird in
[ABCO05; BSAT14b; GPIWO06] eingesetzt, wobei zur Beschreibung der Unsicherheit
Zonotope eingesetzt werden. Die Zustandsmenge im zweiten Schritt des Verfahrens
wird durch geometrische Betrachtung des durch die Messung definierten Bandes im
Zustandsraum durchgefiihrt.

Anstatt einer Fehlerdetektion im Zustandsraum verwendet [MPEOS] direkt die
Schnittmenge zwischen gemessener und beobachteter Ausgangsgrofie des Systems.
Zur Bestimmung der beobachteten Ausgangsgréfie wird ein Intervall-Beobachter
eingesetzt, welcher die Struktur des Luenberger-Beobachters aufweist. Die Riick-
fithrmatrix L wird dabei gezielt gewéhlt, um die Auswirkung des Wrapping-Effekts
(vgl. Abschnitt 2.2.2) zu minimieren. Auch in [TB14] wird ein Intervall-Beobachter
eingesetzt, welcher intern mit Polytopen arbeitet. Diese Vorgehensweise wird sche-
matisch in Abbildung 3.6 dargestellt, wobei die Unsicherheit der einzelnen Ausgénge
durch Intervalle beschrieben wird. Eine leere Schnittmenge zwischen Pradiktion und
Messung, wie in Abbildung 3.6(b) dargestellt, fithrt zur Detektion des Fehlers. In
Abbildung 3.6(a) dagegen besteht eine Uberlappung, weshalb von einem fehlerfreien
System ausgegangen wird.

In [Pui06] wird eine Kombination aus direktem und indirektem Verfahren zur Fehler-
detektion eingesetzt, welche Vorwdrts-Rickwdrts-Test genannt wird. Dabei wird
zunéchst ein innerer Einschluss der Ausgangsgrofie wie bei den direkten Verfahren
bestimmt, um den fehlerfreien Fall zu detektieren. Wenn dieser Test nicht erfolgreich
ist, wird wie in den indirekten Verfahren eine verbesserte Parametermenge bestimmt,
um das Vorliegen eines Fehlers zu bestétigen. Dennoch kénnen auch bei diesem
Verfahren Fille auftreten, bei denen keine Aussage iiber das Vorliegen eines Fehlers
moglich sind, falls beide Tests fehlschlagen.

In den letzten Jahren wurden mehrere Publikationen zur mengenbasierten Fehlerde-
tektion bei nichtlinearen Systemen verdffentlicht. So wird beispielsweise in [RVZ10]
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Abbildung 3.6: Prinzip der direkten Fehlerdetektion im Ausgangsraum

ein Intervall-Beobachter mit Luenberger-Struktur fiir allgemeine zeitkontinuierliche,
nichtlineare Systeme im Zustandsraum vorgestellt, welcher intern eine Approximation
als quasi-LPV-Modell nutzt. In [Wol10] wird die Vorgehensweise des Zustandsmen-
genbeobachters ebenfalls fiir zeitkontinuierliche, nichtlineare Systeme angewandt. Mit
zeitdiskreten LPV-Systemen dagegen beschéftigen sich beispielsweise die Arbeiten
[ERZ13] (Intervallbeobachter in Luenberger-Struktur), [BPB10] (Paritatsgleichungen
fiir I0-Modelle mittels Optimierung) sowie [MPB12] (LPV-Beobachter mit Zono-
topen). In [MRT15] wird ein Verfahren zur Fehlerdetektion bei hybriden Systemen
vorgestellt, welche auf der Parameteridentifikation mittels einer speziell angepassten
Version des SIVIA-Algorithmus basiert. Es handelt sich dabei um ein indirektes
Verfahren zur Fehlerdetektion.

3.4 Zusammenfassung und Uberblick

Das dritte Kapitel dieser Arbeit stellte den aktuellen Stand der Forschung und Tech-
nik im Bereich der Identifikation und Fehlerdetektion mit beschrankten Unsicherheit
vor. Dabei wurde festgestellt, dass es zwar viele Verfahren zur Parameteridentifika-
tion fiir Systeme mit beschriankter Unsicherheit in der Literatur gibt, jedoch kein
vollstédndiges Verfahren zur Black-Box-Identifikation. Insbesondere ist keine Methode
zur Bestimmung der Modellordnung direkt aus den mengenbasierten Messdaten
bekannt. Eine Methode zum Schlieen dieser Liicke in der Literatur wird im néachsten
Kapitel vorgestellt.
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Da die Parameteridentifikation auch bei Black-Box-Identifikation notwendig ist,
wurden im dritten Kapitel verschiedene Moglichkeiten zur Identifikation von Para-
metermengen vorgestellt, die fiir diese Arbeit von Bedeutung sind. Den Schwerpunkt
bildeten dabei auf Intervallgleichungssystemen basierende Verfahren. Dazu wurden
unterschiedliche Definitionen méglicher Losungsmengen ebenso betrachtet, wie einige
Verfahren zur Losung von quadratischen und tiberbestimmten Gleichungssystemen.
Zusétzlich wurden Identifikationsverfahren fiir weitere Formen zum Einschluss der
Parametermengen kurz vorgestellt. Betrachtet wurden ein Einschluss durch Ellipsoide
und Zonotope sowie ein allgemeiner, durch Bisektion gebildeter Einschluss. Insgesamt
gibt es eine groBle Anzahl unterschiedlicher Ansétze zur Parameteridentifikation in
der Literatur, von denen eine repriasentative Auswahl vorgestellt wurde.

Eine mogliche Anwendungsmoglichkeit fur identifizierte Modelle mit beschrankter
Unsicherheit stellt die Fehlerdetektion dar. Es gibt zwei unterschiedliche Ansétze wie
dabei die mengenbasierten Modelle genutzt werden kénnen. Bei den indirekten Ver-
fahren zur Fehlerdetektion werden aus den Modellen und Messdaten Wertemengen
im Parameterraum gewonnen und zur Fehlerdetektion genutzt, die direkten Fehlerde-
tektionsverfahren basieren auf signalbasierten Kriterien. Fir beide Ansitze wurden
einige Vertreter vorgestellt. Mit den vorgestellten Anséitzen ist es moglich durch
Nutzung der mengenbasierten Modelle und Daten eine garantierte Aussage zum
Vorliegen eines Fehlers zu treffen. In den Kapiteln 5 und 6 wird die Fehlerdetektion
als Anwendungsbeispiel fiir die identifizierten Modelle demonstriert.



Kapitel 4

Ordnungsbestimmung bei
beschrankter Unsicherheit

Die im vorherigen Kapitel vorgestellten Verfahren zur Parameteridentifikation bei
beschrankter Unsicherheit benétigen vorab Kenntnis tiber die Modellstruktur und
die Modellordnung. In diesem Kapitel wird nun eine Moglichkeit vorgestellt, die
Modellordnung von linearen, zeitinvarianten Systemen direkt aus den vorliegenden
Messdaten mit beschrankter Unsicherheit zu bestimmen. Der Schwerpunkt liegt
dabei auf Modellen in ARX-Darstellung, Modelle in Zustandsraumdarstellung werden
allerdings an einigen Stellen ebenfalls betrachtet. Teile dieses Kapitels wurden in
den Vorveroffentlichungen [ZBD13; ZBD14a; ZBD14b; ZBD14c] vorab publiziert.

Im ersten Abschnitt des Kapitels wird die Grundidee des Verfahrens beschrieben,
zunéchst fiir Systeme mit einer Ausgangsgréfie. Dabei wird der theoretische Fall
betrachtet, dass keine Unsicherheit in den Daten vorhanden ist. Anhand dieser
Daten werden die verwendeten Datenstrukturen vorgestellt und die Untersuchung
der Systemordnung beschrieben. Dieser Abschnitt beschrankt sich dabei auf Systeme
mit nur einer Ausgangsgrofie. Im zweiten Abschnitt wird diese Grundidee fiir den
Fall mit beschréankter Unsicherheit erweitert. Wie zuvor werden dabei Systeme mit
einer Ausgangsgrofie betrachtet. Auflerdem werden die Grenzen des Verfahrens und
die daraus resultierenden Anforderungen an die Messdaten diskutiert. Anhand eines
simulativen Beispiels wird die Vorgehensweise demonstriert. Eine Erweiterung auf
MIMO-Systeme erfolgt im dritten Abschnitt des Kapitels. Dabei kann es mehrere
Modelle unterschiedlicher Ordnung geben, welche dasselbe Systemverhalten beschrei-
ben, sodass eine Modellauswahl erforderlich ist. Das vorgestellte Verfahren kann
eingesetzt werden, um die minimale Modellordnung zu finden. Abschliefend werden
Optimierungsmoglickeiten zur Verringerung des Rechenaufwands vorgestellt. Auch in
diesem Abschnitt wird anhand simulierter Beispiele die Vorgehensweise verdeutlicht.
Am Ende des Kapitels erfolgt eine kurze Zusammenfassung der in diesem Kapitel
vorgestellten Methode zur Ordnungsbestimmung bei beschrankter Unsicherheit.
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4.1 Grundidee ohne Unsicherheitsbetrachtung

Dieser Abschnitt stellt die Grundidee des Verfahrens zur Ordnungsbestimmung
anhand von Systemen mit einer Ausgangsgrofie, also SISO- und MISO-Systemen,
vor. Dabei wird auf die Betrachtung von Unsicherheiten verzichtet und stattdessen
das ungestorte, wahre System betrachtet. Somit entsprechen die Messdaten

u(k) = uwahr(k)a (41&)
y(k) = ywahr(k) (41b)

den reellwertigen, idealen Ein- und Ausgédngen des Systems. Die Voraussetzungen
der Identifikation bleiben zunéchst dieselben wie in Abschnitt 2.3.1 beschrieben.
Insbesondere ist eine genligende Anregung der Eingangssignale notwendig, um die
korrekte Bestimmung der Systemordnung zu ermoglichen. Bei MISO-Systemen ist
darauf zu achten, dass die verschiedenen Eingénge durch unterschiedliche oder zumin-
dest zeitlich stark verschobene Signalverldufe angeregt werden, um eine geniigende
Anregung der Systemeingénge sicherzustellen.

4.1.1 Aufbereitung der Messdaten

Fiir die Ordnungsbestimmung miissen die Ein- und Ausgangsdaten in einer Daten-
matrix angeordnet werden. Dazu werden zunéchst die Daten jedes Abtastschritts k
zu einem Datenvektor

2(k) = (w(k) - un, (k) y(k)" (4.2)

zusammengefasst. Diese Datenvektoren werden als Matrix angeordnet, indem die
aufeinanderfolgenden Datenvektoren fiir Kk = 1... N die Spalten der Matrix bilden
und diese p-fach wiederholt und jeweils um einen Abtastschritt verschoben werden.
Diese Matrix

Zi(;) zz(g) TzT(p)1
I o+ -
A(N—p)  S(N—ptl) .- Z(N-1)

der Dimension N —p X p-(n,+1) stellt eine Block-Hankel-Matrix dar, da auf den
Blockdiagonalen von rechts oben nach links unten jeweils dieselben Vektoren z(k)
eingetragen sind. Die Hankel-Struktur wird damit durch Blécke der Dimension
1xn,+1 gebildet.
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Wenn nicht durch a-priori Wissen sichergestellt ist, dass ein System ohne Durchgriff
vorliegt, muss die Matrix Z* erweitert werden, um diesen abzubilden. Dazu wird die
Matrix um eine Blockspalte der Eingangssignale

uT(p+1)
z- |z : (4.4)

\
|
I :

C\ ut()
erganzt. Bei der Matrix Z handelt es sich nicht mehr um eine Block-Hankel-Matrix,
da bei der Ergidnzung mit dem Block der Eingangssignale keine Ausgangsspalte
hinzugefiigt wird. Die Datenmatrix Z bzw. Z* hat somit

czx =p+p-n, bzw. (4.5a)
cz =p+D Ny +ny (4.5b)

Spalten. Die Anzahl der Zeilen in der Datenmatrix entspricht N — p und ist somit
abhéingig von der Liange des vorhandenen Datensatzes, sowie von der Anzahl der
Blockspalten. Der Ausgangswert y(N) zum Abtastpunkt N ist dabei nicht in der
Datenmatrix fiir die Ordnungsbestimmung enthalten und wird erst bei der Para-
meteridentifikation genutzt. Die so aufgestellte Matrix der Messdaten konnte als
Regressor zur Schatzung eines ARX-Modells (2.10) der Ordnung p entsprechend
dem Gleichungssystem (2.9) genutzt werden, wenn die Anzahl der Blockspalten p
passend zur noch unbekannten Ordnung des Systems gewéhlt wird. Im folgenden
Abschnitt wird beschrieben wie diese bestimmt wird.

4.1.2 Analyse der Datenmatrix

Bei der Bestimmung der Systemordnung nagx muss nun eine Wahl der Anzahl
an Blockspalten p getroffen werden. Dazu wird im Folgenden die Pradiktion eines
ARX-Modells fiir verschiedene zukiinftige Zeitpunkte betrachtet. Ausgangspunkt
stellt die hier erneut angegebene Pradiktionsgleichung (2.10) dar:

MARX MARX

Glklk—1) == a;y(k Z b u(k—i)+bgu(k). (4.6a)
i=1

Analog dazu kann die Pradiktion im néchsten Abtastschritt angegeben werden:

MARX TMARX

Glh+1]k) == > asy(k—i+1)+ ZbT (k—i+1)+byu(k+1). (4.6D)
=1
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In dieser Gleichung kann die Summation des AR-Anteils zu
NARX MARX
Gk+11k) =—ary(klk—1) = Y ay(k—i+1)+ Z bl u(k—i+1)+by u(k+1)
i=2
(4.6¢)

aufgeteilt werden. Der so separat angegebene Term wird nun durch die Pradiktion
aus dem vorherigen Abtastschritt ersetzt, um eine Pradiktion fiir zwei Schritte in
die Zukunft durchzufithren:

NARX NARX

Gle+1lk—1) =—ar(klk—1) — > amy(k—i+1)+ Z bl u(k—i+1)+byu(k+1).
= (4.64)
Durch Einsetzen der Priadiktionsgleichung (4.6a) ergibt sich hieraus die Gleichung
NARX NARX
Gk+1k—1) =—ay (- > awy Z b u(k—i)+by (k:))

i=1
NARX MARX

- Z aiy(k—i+1) + Z bl u(k—i+1)+blu(k-+1), (4.6¢)

welche nach Ausschreiben der Summen

Gk+1k—1) =—a; (faly(kfl) —apy(k—2) — ... — anppry(k—narx+1)
—anARXy(k—nARX) + bnARXu(k—nARx) + ...+ bou(k)>
—agy(k—1) — ... — anppx Y (k—narx+1) + by u(k—napx + 1)
+ ...+ bou(k+1) (4.6f)

lautet. Dies lasst sich zu

§(k+1k—1) = (af—az) y(k—1) + (a102 —az) y(k—2) +
+ (alanAR)(*lianARX) y(kanRX+1) + (alanARX) y(kinARX)
- albnARXu(k_nARX) + (bnARx _alb”ARX—l) u(k_nARX+1)
+ (—a1bp+b1) u(k) + bou(k + 1) (4.6g)

zusammenfassen und nach den Signalen gruppieren.
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Allgemein kann die Prédiktion eines ARX-Modells fiir N-Schritte mittels

G(k+NJk=1) = fa1(a1, ..., Gnyp)y(k — 1)
+ fa,2(a17 s 7a’nARX)y(k - 2)

+ ...
=+ fa,nARx (ala L) anARx)y(k_”ARX)
N
+ > Foiars g D)ulk + ). (4.6h)
J=—MARX

angegeben werden. Somit sind zur Pradiktion fiir N Abtastschritte die narx Anfangs-
werte des Ausgangssignals y sowie alle N + narx + 1 Werte der Eingangssignale u
notwendig.

Dies wird alternativ anhand eines MISO-Zustandsraummodells deutlich. Ebenfalls
durch rekursives Einsetzen, nun von Gleichung (2.12), ergibt sich die Pradiktion des
Ausgangssignals

N—1
y(k+N)=c"®"a(k)+) " @' Hu(k+i)+ Du(k+N) (4.7)
=0

in Abhéngigkeit des Anfangszustands x(k) mit n Elementen und der Folge an Ein-
gangssignalen. Fiir MISO-Systeme entspricht die Dimension n des Zustandsvektors
genau der unbekannten Systemordnung nagrx des ARX-Modells.

Mit diesem Wissen werden nun erneut die Matrizen Z bzw. Z* betrachtet. Da
gemaf der Voraussetzungen zur Identifikation eine geniigende Anregung der Eingénge
vorliegt, sind die Spalten der Eingangssignale in den Matrizen linear unabhéngig.
Die Spalten des Ausgangssignals hingen jedoch geméfl Gleichung (4.6h) bzw. (4.7)
voneinander und den Eingdngen ab. Damit ergibt sich der Spaltenrang der Matrizen
gemaf

srang (Z*) = narx + P Nu, (4.8a)
srang (Z) = nArRx + D * Ny + Ny (4.8b)

Ein Vergleich dieses Spaltenrangs (4.8) mit der Anzahl an Spalten gemifl Glei-
chung (4.5) verdeutlicht, dass die Matrix fiir p > narx nicht den vollen Spaltenrang
aufweist.

Somit besteht fir MISO-Systeme ohne Unsicherheit die Méglichkeit, die System-
ordnung durch Untersuchung des Spaltenrangs von Z bzw. Z* festzustellen, sofern
diese Matrix mit p > nagrx Blockspalten aufgebaut wurde. Im Folgenden wird zur
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Vereinfachung der Notation stets der allgemeinere Fall von Systemen mit Durch-
griff betrachtet. Die getroffenen Aussagen gelten jedoch ebenso fiir Systeme ohne
Durchgriff, wenn statt der Datenmatrix Z die Matrix Z* verwendet wird.

4.1.3 Beispiel eines MISO-Systems ohne Unsicherheit

In diesem Abschnitt wird die Vorgehensweise zur Ordnungsbestimmung eines MISO-
Systems anhand eines Beispiels verdeutlicht. Betrachtet wird ein System dritter
Ordnung mit zwei Eingéngen, wobei zunéchst kein Durchgriff vorhanden ist. Das
System liegt als ARX-Modell entsprechend Gleichung (2.10) vor, wobei die Parameter
durch

ar=—1 ay=—1 az=—1 (4.92)
b;=(0,1 —0,1) bo=(-0,1 0,2) b;=(0,3 —0,1) (4.9b)

gegeben sind. Im Zustandsraum (2.12) kann dieses System in BNF durch

00 —1 0,3 —0,1 0
=1 0 -1], H=[-01 02],¢e=]0 (4.10)
01 -1 0,1 —0,1 1

ebenfalls beschrieben werden.

Um die Daten zur Ordnungsbestimmung zu erzeugen wird das System fiir 1000
Abtastpunkte simuliert. Dies entspricht im Bereich der Systemidentifikation einer
realistischen Datensatzlinge. Zur Erzeugung der Eingangssignale wird fiir beide
Systemeingéinge zunichst eine Folge normalverteilter Werte mit Varianz o? = 1
erzeugt, um eine ausreichende Anregung aller Frequenzen mittels (pseudo) WGR
sicherzustellen. Diese Signale werden in diesem Beispiel anschlieend zur besseren
Verdeutlichung auf ganze Zahlen gerundet, bevor sie als Eingangssignale zur Simu-
lation des Systems eingesetzt werden. In Anhang D.1 sind die Einstellungen der
Simulation fiir dieses MISO-System nochmals zusammengefasst.

Die Vorgehensweise zum Aufbau der Matrix Z* wird in Abbildung 4.1 verdeutlicht,
wobei nur die ersten acht Zeilen und die letzten zwei bis vier Zeilen der Matrix
dargestellt sind. Dabei ist in Bild 4.1(a) der Aufbau fiir die erste Blockspalte dar-
gestellt. Im System ist kein Durchgriff vorhanden, weshalb lediglich drei Spalten
bestehend aus den Signalverldufen der beiden Eingéinge u; und us sowie des Aus-
gangs y vorkommen. Die Datenpunkte sind dabei in blauer Schrift hervorgehoben.
Der Spaltenrang der Matrix ist drei und entspricht somit der Spaltenzahl. Im zweiten
Bild 4.1(b) ist die Situation p = 2 durch Hinzufligen einer Blockspalte dargestellt.
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k uq U2 Y k
1 2 -1 0,0 1
2 0 1 0,3 2
3 2 1 08 3
4 1 2 1,7 4
5 1 0o -18 5
6 0 -1 2,0 6
7 1 1 1,8 7
8 2 0 1,7 8
998 0 2 =90 997
999 -1 1 4,7 998 1 4,7
p=1 p=1 p=2
(a) Matrix Z* fir p=1 Block- (b) Matrix Z* fir p = 2 Blockspalten
spalte
k uy u2 Y
1 2 -1 0,0
2 0 1 0,3
3 "2 -1 —0,8)
4 1 2 1,7
5 1 0 -18
6 0o -1 2
7 1 1 18
8 —2 0 1,7
995 0 0 52
996 =1 -1 -85
997 1 0 123 0 2 9,0 1 1 ,
p=1 p=2 p=3
(c¢) Matrix Z* fiir p = 3 Blockspalten
k w1 u2 Y U1 u2 Y u1 u2 Y w1 u2 Y
1 2 1 0,0 0 1 0,3
2 0 1 0,3 2 -1 —0,8
3 2 -1 —0,8 1 2 1,7
4 (1 2 1,7) 1 0 -18
5 1 0 -1.8 0 -1 20
6 0 -1 2,0 1 1 18
7 1 1 18 —3 0 1,7
8 -2 @ L7 -1 -2 -19
993 10 128 1 2 -89
994 1 2 -89 0 0 52
995 0 0 52 -1 -1 -85 T 0 123 0 2 -90
996 1 -1 -85 10 12,3 0 2 —90 1 147
p=1 p=2 p=3 p=4

(d) Matrix Z* fiir p = 4 Blockspalten

Abbildung 4.1: MISO-Beispiel ohne Unsicherheit
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Durch die farbliche Hervorhebung wird die Verschiebung aller Signale in der zweiten
Blockspalte um einen Abtastschritt hervorgehoben. Auch in diesem Fall besitzt die
Matrix Z* den vollen Spaltenrang von sechs. Fiir Bild 4.1(c) wurde eine weitere
Blockspalte zu p = 3 hinzugefiigt, was zu einer Matrix mit vollem Spaltenrang von
neun fithrt. In Bild 4.1(d) ist die Matrix Z* schlieBlich mit p = 4 Blockspalten
dargestellt. Wie in den vorherigen Bildern ist die Verschiebung der Signalverldufe
farblich hervorgehoben. In diesem Fall betragt der Spaltenrang elf, da die letzte Aus-
gangsspalte als Linearkombination der sonstigen Spalten ausgedriickt werden kann.
Bei der Ordnungsbestimmung wird diese Tatsache ausgenutzt, da durch Hinzufiigen
der vierten Blockspalte ein Rangabfall auftritt und die Ordnung somit zu narx = 3
erkannt wird.

Wenn fiir das System zusétzlich ein Durchgriff beriicksichtigt werden soll, muss
die Datenmatrix Z* in diesem Beispiel um zwei Spalten der Eingange erweitert
werden. Diese Spalten werden wie in den Bildern 4.1(b) bis 4.1(d) nochmals um einen
Abtastschritt verschoben. Der Spaltenrang erhéht sich dabei wie auch die Spaltenzahl
um zwei und hat somit hier keine Auswirkung auf die Ordnungsbestimmung. Wenn
kein Vorwissen iiber einen Durchgriff im System vorliegt, sollte stets von Systemen
mit Durchgriff ausgegangen werden. In Abschnitt 4.2.3 wird dies anhand eines
Beispiels mit Unsicherheit nochmals verdeutlicht.

4.2 Ordnungsbestimmung fiir unsichere Systeme
mit einer Ausgangsgrofle

Im Folgenden wird die soeben beschriebene Vorgehensweise fiir den Fall von Mess-
daten mit beschriankter Unsicherheit erweitert. Dabei wird fiir die Messdaten eine
Unsicherheitsbeschreibung durch Intervalle genutzt, welche zu Beginn von Kapitel 3
beschrieben ist. Neben einer Beschreibung der Vorgehensweise zur Ordnungsbe-
stimmung werden die Grenzen des Verfahrens und die daraus resultierenden An-
forderungen an die Messdaten betrachtet und das Verfahren an einem Beispiel
demonstriert.

4.2.1 Vorgehensweise fiir Intervall-Messdaten

Die Vorgehensweise zur Bestimmung der Systemordnung, die im vorherigen Ab-
schnitt 4.1 beschrieben wurde, kann grundsétzlich auch bei Intervall-Messdaten
durch eine Untersuchung des Spaltenrangs der Datenmatrix [Z] erfolgen. Die Daten-

matrix [Z] wird dabei ebenfalls entsprechend Gleichung (4.4) aufgebaut, indem die
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Intervall-Messdaten eines
linearen Systems

! !

Aufbau der Datenmatrix
fur aktuelles p

Startwert: p =1

p— p+1

A\

Uberpriifung des
Spaltenrangs

Ordnung bekannt:
narx = p—1

Abbildung 4.2: Ablauf der Ordnungsbestimmung im MISO-Fall

Intervall-Messdaten [u] und [y] genutzt werden. Diese Intervalle enthalten gemafl
den Gleichungen (3.1) bis (3.3) auch die ungestorten, wahren (aber nicht bekannten)
Werte des Systems. Entsprechend der Definition des Rangs von Intervallmatrizen in
Gleichung (2.30) ist damit sichergestellt, dass der Spaltenrang von [Z] nicht gréBer
als der Spaltenrang von Z sein kann, da diese Matrix in [Z] enthalten ist. Mogliche
Ursachen fiir eine Verringerung des Spaltenrangs von [Z] gegeniiber Z werden im fol-
genden Abschnitt 4.2.2 vorgestellt und miissen vermieden werden. Damit entspricht
der Spaltenrang von [Z] genau dem Spaltenrang Z fiir das ungestorte System und
kann somit zur Ordnungsbestimmung genutzt werden.

Da der Rang einer Intervallmatrix nicht direkt bestimmt werden kann (vgl. Ab-
schnitt 2.2.2), wird eine iterative Vorgehensweise basierend auf den Kriterien zur
Uberpriifung auf vollen Spaltenrang benétigt. Zu Beginn wird die Datenmatrix [Z]
mit p = 2 Blockspalten aufgebaut und mit den in Abschnitt 2.2.2 beschriebenen
Kriterien auf vollen Spaltenrang iiberpriift. Diese Rangiiberpriifung kann mit sehr
geringem Rechenaufwand durchgefithrt werden. Falls [Z] nicht vollen Spaltenrang

hat (aber alle Voraussetzungen erfillt sind), hat das System die Ordnung nagx = 1.

Falls jedoch eine Matrix mit vollem Spaltenrang vorliegt, wird die Anzahl der
Blockspalten p erhoht und eine neue Datenmatrix [Z] mit p — p+1 aufgebaut.
Damit startet ein neuer Durchlauf des Verfahrens, welches als Abbruchkriterium
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einen Rangabfall in [Z] oder eine vom Anwender vorgegebene Schranke nutzt. Sobald
die Datenmatrix [Z] nicht mehr den vollen Spaltenrang hat, ist die Ordnung des
Systems mit narx = p—1 bekannt.

Fir Systeme mit Durchgriff ist ein Start des Algorithmus mit p = 1 Blockspalte
sinnvoll. Wenn die Datenmatrix mit diesem Startwert bereits keinen vollen Spal-
tenrang hat, liegt ein statisches System (Modellordnung null) vor, das nur durch
den Durchgriff beschrieben wird. Fiir Systeme ohne Durchgriff hat dieser Startwert,
aufler einer zudtzlichen Ranguntersuchung, keine Nachteile. Diese Vorgehensweise ist
in Abbildung 4.2 grafisch dargestellt.

4.2.2 Grenzen der Ordnungsbestimmung

Bei der Ordnungsbestimmung basierend auf Intervall-Messdaten wird gefordert, dass
der Spaltenrang der Intervall-Datenmatrix [Z] dem Spaltenrang der unbekannten,
wahren Datenmatrix Z entspricht. Wenn jedoch in der Intervall-Datenmatrix Spalten
vorkommen, welche in allen Zeilen iiberlappende Intervalle beinhalten, enthalten diese
Intervall-Spalten linear abhéngige reellwertige Spalten. Diese in Teilen der Intervall-
Spalten enthaltene lineare Abhéngigkeit fiihrt entsprechend der Rangdefinition (2.30)
zu einem Rangabfall der Datenmatrix [Z], welcher nicht durch die Ordnung des
Systems bedingt ist.

Es gibt zwei mogliche Ursachen, die zu iiberlappenden Intervallen und somit zu einer
unerwiinschten Verringerung des Spaltenrangs der Intervall-Datenmatrix fiihren
konnen:

1. Die erste Moglichkeit basiert direkt auf der Breite der Intervalle aller Messdaten
und somit auf der Messunsicherheit. Da die Spalten in [Z] direkt den (zeit-
lich verschobenen) Signalverldufen der Ein- und Ausgangssignale entsprechen,
beeinflusst deren Unsicherheit direkt den Intervallradius in den Spalten der
Datenmatrix. Wenn nun fiir zwei oder mehr Signale die Unsicherheit derart
grof} ist, dass die Intervalle fiir alle Abtastpunkte {iberlappen, fiihrt dies zu dem
unerwiinschten Rangabfall. Dabei kann diese Uberlappung sowohl zwischen
verschiedenen Eingangssignalen als auch zwischen Eingangssignalen und dem
Ausgangssignal auftreten. Abbildung 4.3 verdeutlicht diese Problematik anhand
zweier Eingangssignale. Dabei ist die Uberlappung als griine Fliche dargestellt.
In Bild 4.3(b) besteht diese Uberlappung im Gegensatz zu Bild 4.3(a) fiir alle
betrachteten Abtastpunkte, sodass mindestens ein reellwertiges Signal in beiden
Signalverldufen enthalten ist und somit eine lineare Abhangigkeit besteht. Um
diese Ursache fiir einen Rangabfall in [Z] zu vermeiden, miissen ausreichend
genaue Aktoren bzw. Sensoren eingesetzt werden. Zudem muss die Intervall-
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IT000 wa(k) D wa(k) Uberlappung

tins

(a) Kleiner Intervallradius ua = 0,3

tins

(b) GroBler Intervallradius ua = 1,0

Abbildung 4.3: Auswirkung verschiedener Intervallradien

unsicherheit passend zur tatséchlich vorhandenen Unsicherheit gewéhlt sein.
Dabei ist zu beachten, dass eine zu geringe Intervallbreite die Voraussetzung
des sicheren Einschlusses verletzt, eine zu grofl gewéhlte Unsicherheit dagegen
die Ordnungsbestimmung durch den unbeabsichtigten Rangabfall verfalscht.
2. Die zweite mogliche Ursache fiir eine unerwiinschte Verringerung des Spalten-
rangs von [Z] wird durch eine zu kleine Abtastzeit T}, hervorgerufen. Beim Auf-
bau von [Z] werden die einzelnen Ein- und Ausgangssignale fiir jede Blockspalte
um jeweils einen Abtastschritt verschoben. Wenn jedoch diese Verschiebung
des Signalverlaufs in Relation zur Dynamik des Signals gering ist, kann es
vorkommen, dass die Anderung des Signals zwischen den aufeinanderfolgenden
Messwerten gering ist. Die Intervallmessdaten iiberlappen sich somit zwischen
aufeinanderfolgenden Werten. Sofern dies fiir alle gemessenen Abtastpunkte
der Fall ist, beinhalten die verschobenen Spalten reellwertige Spalten mit
linearer Abhéngigkeit, was zum unerwiinschten Rangabfall fithrt. In Abbil-
dung 4.4 wird dieser Effekt verdeutlicht. In Bild 4.4(a) wurde ein sinusférmiges
Signal mit einer Abtastzeit von T, = 1s abgetastet. Die in griin dargestellte
Uberlappung zwischen den um einen Abtastschritt verschobenen Signalen
besteht lediglich zu einzelnen Abtastpunkten. In Bild 4.4(b) dagegen wurde
eine deutlich kleinere Abtastzeit von T, = 0,25s bei identischer Intervallbreite
gewihlt, was zu jedem Abtastpunkt zu einer Uberlappung fithrt und somit
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Abbildung 4.4: Auswirkung verschiedener Abtastzeiten

einen unerwiinschten Rangabfall in der Datenmatrix auslést. Zur Vermeidung
dieses Effekts muss die Abtastzeit entsprechend der Dynamik des Systems
gewihlt werden, wobei das Nyquist-Shannon-Abtasttheorem eingehalten werden
muss. Bei den Eingangssignalen ist durch geniigende Anregung sicherzustellen,
dass ausreichend Anderungen der Signale vorhanden sind. Zur Realisierung
der gentigenden Anregung koénnen dabei die zur Identifikation gebrduchlichen
Eingangssignale wie z. B. weiles Rauschen genutzt werden.

Sofern beide Ursachen vermieden werden und eine geniigende Anregung der Sys-
temeingiéinge besteht, entspricht der Spaltenrang der Datenmatrix [Z] genau dem
Spaltenrang der unbekannten, ungestorten Matrix Z. Die Ordnungsbestimmung
ist damit wie im vorherigen Abschnitt beschrieben moglich. Sollte trotz sorgfal-
tiger Prifung eine der Voraussetzungen nicht erfiillt sein, wird dies in der Regel
an den Resultaten der Parameteridentifikation erkennbar, da dann eine zu geringe
Modellordnung erkannt wird und dazu keine passenden Modellparameter gefunden
werden.
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4.2.3 Beispiel des MISO-Systems mit beschriankter
Unsicherheit

Im Folgenden wird das Beispiel aus Abschnitt 4.1.3 erneut aufgegriffen, wobei jetzt
anstatt der bisher betrachteten reellwertigen Daten eine beschrinkte Unsicherheit
beriicksichtigt wird. Ausgangspunkt stellen die simulierten, gerundeten Eingangs-
und Ausgangssignalverldufe des Systems mit den Parametern (4.9) dar. Die Eingangs-
signale, welche wie in Abschnitt 4.1.3 beschrieben durch weifles Rauschen gebildet
werden, weisen dabei bei dieser Simulation eine maximale Amplitude von 3 bzw.
3,5 auf. Fur das Ausgangssignal betragt die simulierte Amplitude 15,9. Um gemes-
sene Daten Upess bZW. Ymess Nachzubilden werden die simulierten Eingangs- und
Ausgangsdaten durch einen gleichverteilten Fehler mit ua = 0,035 bzw. ya = 0,159
iiberlagert, was einer Messgenauigkeit von 1% der jeweiligen maximalen Signal-
amplitude entspricht. Diese Unsicherheit wird entsprechend zum Einschluss der
Messdaten in Intervalle [u;(k)] = [uiwmcss(k) —UA  Ujimess(k) + uA] , 1=1,2 bzw.
ly(k)] = [ymess(k) — YA Ymess(k) + yA} genutzt. Durch diese Vorgehensweise wer-
den Intervalldaten erzeugt, welche geméfl der Voraussetzungen zur Identifikation, den
ungestorten wahren Wert der Eingangs- und Ausgangsgrofen enthalten. Diese Daten
stellen eine Nachbildung gemessener Werte von einem Messgerédt dar, welches eine
Uunsicherheit von konstant 1% bezogen auf seinen Messbereichsendwert aufweist.

Wenn diese Intervalldaten zur Ordnungsbestimmung genutzt werden, wird vom
Verfahren fiir p = 1 bis p = 3 Blockspalten kein Rangabfall der Matrix [Z*] festge-
stellt, jedoch fiir p = 4 Blockspalten. Damit wird die Systemordnung nagx = 3 des
ARX-Modells korrekt erkannt. Wenn kein Wissen tiber einen Durchgriff vorhanden
ist, wird anstatt der Matrix [Z*] die Datenmatrix [Z] verwendet. Da jedoch lediglich
eine weitere Blockspalte bestehend aus zwei linear unabhingigen Eingangssignalen
enthalten ist, liefert die Ordnungsbestimmung auch in diesem Fall die korrekte
Systemordnung narx = 3.

Wird dem System ein Durchgriff von
by=(0,50 1) (4.11)

hinzugefiigt, ist auch hierfiir die Ordnungsbestimmung erfolgreich. Selbst wenn
falschlicherweise angenommen wird, dass kein Durchgriff vorliegt, liefert die Ord-
nungsbestimmung in diesem Beispiel die korrekte Systemordnung. Ursache dafiir
ist, dass die Datenmatrix [Z*] fiir p = 4 Blockspalten nicht den vollen Spaltenrang
aufweist und somit schon der Anteil des Systems ohne Durchgriff zu einem Rangabfall
fiihrt. Ein Hinzufiigen der Eingangsspalten des Durchgriffs &ndert hieran nichts. Dies
stellt jedoch einen Sonderfall dar. Im Allgemeinen kann nicht davon ausgegangen
werden, dass die Ordnungsbestimmung trotz ignoriertem Durchgriff erfolgreich ist.
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Das Beispiel wird im Abschnitt 5.1.3 zur Parameteridentifikation erneut betrachtet.
Dabei wird ersichtlich, dass die falsche Annahme eines Systems ohne Durchgriff in
diesem Beispiel Probleme verursacht und somit erkennbar ist, da das Modell ohne
Durchgriff nicht durch die Daten erklart werden kann.

4.3 Erweiterung fiir unsichere Systeme mit
mehreren Ausgangsgrofien

Nachdem in den vorherigen Abschnitten ein Verfahren zur Ordnungsbestimmung fiir
Systeme mit einer Ausgangsgrofie vorgestellt wurde, wird im Folgenden eine Erwei-
terung fiir Systeme mit mehreren Ausgangsgréfien beschrieben. Dabei wird zunéchst
untersucht, wie eine direkte Erweiterung der Vorgehensweise moglich ist und welche
Schwierigkeiten dabei auftreten konnen. Anschlieflend wird eine Vorgehensweise zur
Bestimmung eines Modells mit minimaler Systemordnung prisentiert. Eine Moglich-
keit, wie diese Vorgehensweise weiter optimiert werden kann, um den Rechenaufwand
zu reduzieren, wird ebenfalls angegeben. Anhand verschiedener Beispiele werden die
Ansétze mit ihren Eigenschaften verdeutlicht. Da fiir MIMO-Systeme weder ARX-
noch Zustandsraummodelle eindeutig sind, kénnen die beschriebenen Verfahren
jeweils unterschiedliche Modellordnungen bestimmen.

4.3.1 Ansitze zur direkten Erweiterung

Der intuitive Ansatz zur Ordnungsbestimmung von MIMO-Systemen basierend auf
Messdaten mit Intervallunsicherheit nutzt direkt die vektorielle Ausgangsgréfie zum
Aufbau der Datenmatrix [Z] entsprechend Gleichung (4.3) und (4.4). Diese Vorge-
hensweise fithrt jedoch zu Problemen, da die Datenmatrix nur in Ausnahmeféllen bei
Aufbau mit der korrekten Blockspaltenzahl p = nagx vollen Spaltenrang hat. Die
wesentliche Ursache dafiir ist direkt in der Modellgleichung des ARX-Modells (2.11)
erkennbar. Durch die Parametermatrizen A; besteht eine Kopplung zwischen den
verschiedenen Ausgangsgrofien, was zu einer linearen Abhéngigkeit der zugehorigen
Ausgangsspalten in [Z] fithrt. Selbst bei komplett entkoppelten Ausgéingen kann
es zu einem Rangabfall von [Z] kommen, sofern die Dynamiken der entkoppelten
Ausgénge eine unterschiedliche individuelle Ordnung aufweisen. Da bei dieser naiven
Vorgehensweise fiir alle Ausgiinge dieselbe Anzahl an Spalten in [Z] enthalten ist,
verursachen die Ausgénge mit geringerer Ordnung einen Rangabfall. Somit werden
aufwendigere Vorgehensweisen benétigt, um eine Modellordnung fir MIMO-Systeme
zu finden.
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Ein nur wenig komplexerer Ansatz basiert auf einer Aneinanderreihung individueller
MISO-Modelle. Dazu wird zunéchst fiir jeden Ausgang individuell ein ARX-Modell
mit der Vorgehensweise aus Abschnitt 4.2.1 identifiziert, wobei eine Parameteridenti-
fikation entsprechend Kapitel 5 durchgefithrt wird. Die Ordnung des MIMO-ARX-
Modells wird entsprechend der héchsten Ordnung aller individuellen MISO-Modelle
gewdhlt. Das MIMO-ARX-Modell entsteht dann durch die Aneinanderreihung

A=+ -~ |, Bi=| |, (4.12)

. T
0 - az’ny bi,ny

der individuellen Modelle. Bei dieser Vorgehensweise wird keinerlei Kopplung zwi-
schen den Ausgéngen beriicksichtigt, da alle A; lediglich Elemente auf der Hauptdia-
gonalen aufweisen. Es handelt sich somit im Allgemeinen nicht um eine Minimal-
realisierung des Systems. Soll anstatt eines ARX-Modells ein Zustandsraummodell
bestimmt werden, kann dies durch die in Abschnitt 2.1.3 beschriebene Transforma-
tion erreicht werden. Alternativ kénnen direkt die einzelnen MISO-ARX-Modelle
in den Zustandsraum transformiert, und diese Modelle dort zu einem Gesamtmo-
dell durch Aneinanderreihen zusammengefiigt werden. Diese Vorgehensweise zur
Ordnungsbestimmung liefert keine Information {iber die minimale Ordnung eines
Zustandsraummodells fiir das betrachtete System.

Darauf aufbauend besteht die Moglichkeit, die Ordnungsbestimmung mit der Be-
riicksichtigung von Kopplungen zwischen den Ausgéngen zu kombinieren, um die
Ordnung einer Minimalrealisierung im Zustandsraum zu ermitteln. Auch dieses
Verfahren basiert direkt auf der Ordnungsbestimmung fiir MISO-Systeme aus Ab-
schnitt 4.2.1. Im ersten Schritt des Verfahrens wird fiir jeden Ausgang y; die Ordnung
eines MISO-Modells n; bestimmt. Diese Ordnung entspricht der gréfiten Verzoge-
rung eines Signals, welches zur Beschreibung des Signalverlaufs des betrachteten
Ausgangs durch ein unabhéngiges ARX-Modell erforderlich ist. Im zweiten Schritt
wird die Ordnung des MIMO-ARX-Modells entsprechend der hochsten Verzogerung
der einzelnen Ausginge narx = max;n; gewahlt.

Die minimale Ordnung eines Zustandsraummodells fiir dieses System ist in diesem
Schritt noch unbekannt. Fiir den Ausgang y;, mit der héchsten individuellen Ordnung
wird anschlieBend im dritten Schritt die Datenmatrix [Z] = [Z] aufgebaut. Falls
mehrere Ausginge dieselbe individuelle Ordnung y, aufweisen kann ein beliebiger

Ausgang gewéhlt werden. Fiir alle weiteren Ausgénge i =1...n,, 1 # h wird jeweils
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eine andere Datenmatrix

lyi(narx —m; +1)] ... [yi(narx)]
lyi(narx —ni +2)] ... [yi(narx +1)]
W - | L am
[yi(N._ n;) . [yi(N'_ 1)]

die lediglich aus den zeitlich verschobenen Ausgangsspalten bis zur individuellen
MISO-Ordnung des Ausgangs besteht, aufgebaut. Dies erfolgt in Form einer Matrix
mit passender Zeilenzahl zur Datenmatrix [Z] fiir die Ordnung nagrx. Dadurch
bleiben die dltesten narx — n; Datenpunkte unberiicksichtigt, da fiir diesen Ausgang
keine entsprechende Verschiebung notwendig ist.

Mit diesen Datenmatrizen [W;] wird eine iterative Vorgehensweise zur Bestimmung
der Kopplungen von g5, zu y; durchgefiihrt. Dabei wird in jedem Iterationsschritt
die Matrix [Z] um eine Spalte aus einer der Matrizen [Wj] erweitert. Die erweiterte
Matrix

[Z] = ([2} [’wi,jD (4.14)

wird wie bei der MISO-Ordnungsbestimmung auf vollen Spaltenrang untersucht.
Durch diese Ranguntersuchung kann festgestellt werden, ob die aktuell betrachtete
Spalte [w; ;| weitere Information zur bestehenden Datenmatrix beitréigt, oder ob
diese als Linearkombination der bereits in [Z ] vorhandenen Eingangs- und Ausgangs-
spalten dargestellt werden kann. Wenn also die erweiterte Matrix durch Hinzufiigen
der Spalte nicht mehr den vollen Spaltenrang hat, kann diese Spalte durch die
vorhandenen Spalten beschrieben werden. Diese Abhéngigkeit beruht auf einer Kopp-
lung zwischen den in der Matrix enthaltenen Ausgéngen. Ein Rangabfall durch
Abhéangigkeit der Ausgangsspalte von den ebenfalls vorhandenen Eingangsspalten
ist nicht moglich, da dies durch die vorherige MISO-Ordnungsbestimmung und den
entsprechenden Aufbau der Matrix [W;] bereits beriicksichtigt ist. Die Spalte wird
daher wieder aus der erweiterten Matrix entfernt, sodass Z) = |Z] wird.

Die néchste Iteration beginnt durch Erweiterung mit einer anderen Spalte aus [Wj]

nach Gleichung (4.14). Falls das Hinzuftigen der Spalte [wm] nicht zu einem Abfall
des Spaltenrangs fiihrt, besteht fiir diesen Ausgang in der betrachteten zeitlichen

Verschiebung keine Kopplung und die Spalte verbleibt in der Datenmatrix [Z] = [Z],
welche die Basis fiir die néchste Iteration bildet.

Das Verfahren ist abgeschlossen, wenn fiir alle Ausgénge i =1...n,, i # h jeweils
alle Spalten aus [W;] betrachtet wurden. Die Anzahl der Spalten, die zur initialen
Datenmatrix hinzugefiigt wurden, ohne eine Verringerung des Spaltenrangs zu
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verursachen, wird mit a bezeichnet, wobei

0<a<> m, acN (4.15)
i#h

gilt. In Abbildung 4.5 wird die Vorgehensweise anhand eines Ablaufdiagramms
nochmals kompakt zusammengefasst. Das Ergebnis des Verfahrens ist eine Datenma-
trix [Z] mit vollem Spaltenrang und

¢z = (nu+1l)narx+a  bzw. (4.16a)

ez = (ny+1)naArx +1ny+a (4.16b)

Spalten. Diese Matrix kann, wie in Abschnitt 5.1.2 beschrieben, zur Parameteriden-
tifikation genutzt werden. Durch dieses Verfahren wird auflerdem die Ordnung einer
Minimalrealisierung im Zustandsraum bestimmt, welche

NZRD — NARX + & (417)

entspricht. Ein Nachteil der Vorgehensweise ist jedoch, dass Kopplungen zwischen den
Ausgéngen nicht vollstéandig beriicksichtigt werden. Da die Ordnung des ARX-Modells
anhand der MISO-Ordnung eines einzelnen Ausgangs bestimmt wird, entspricht
dieser Schritt einer Vernachlassigung der durch Kopplung zwischen den Ausgédngen
moglichen Reduktion der Modellordnung. Die weiteren Ausgénge werden anschlieflend
an diesen ersten Ausgang angekoppelt, ohne diesen zu beeinflussen. Im Allgemeinen
fiihrt dies zu einem ARX-Modell, welches eine hohere Ordnung als notwendig hat
und daher keine Minimalrealisierung darstellt.

4.3.2 Beispiele zur direkten Erweiterung

In diesem Abschnitt wird die Vorgehensweise anhand zweier Beispiele demonstriert.
Zunéachst wird das MIMO-ARX-System

yi(k) = 1%2/1(/?—1) +ur(k—1) - %W(k’—l% (4.18a)
y2(K) = 2oy (b=1) = Sya(k—1) + 2us(k—1) (4.18b)

betrachtet. Es handelt sich um ein System erster Ordnung mit zwei Ausgédngen und
zwei Eingéngen. Bei diesem System besteht eine Kopplung zwischen den Ausgéngen,
da der zweite Ausgang vom vorherigen Wert des ersten Ausgangs abhéngt.
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Die Parametermatrizen dieses Systems entsprechend Gleichung (2.11) sind durch

b 1 -}
A= , B, = (4.19)
5 - 02

gegeben, was einer alternativen Darstellung des Systems zu Gleichung (4.18) ent-
spricht. Analog zum Beispiel in Abschnitt 4.1.3 und 4.2.3 wird das System fiir
1000 Abtastpunkte simuliert. Die so erzeugten Eingangsdaten haben eine ma-
ximale Amplitude von 3,6 bzw. 3,3. Die maximale Amplitude der Daten beider
Ausgénge betrigt 6,5 bzw. 8,5. Die so erzeugten Daten werden durch einen gleich-
verteilten Fehler mit 1% der jeweiligen maximalen Signalamplitude iiberlagert
um Messdaten nachzubilden. Diese maximale Unsicherheit wird als Intervallradien
upA = 0,036, ug A = 0,033, y1. A = 0,065 und y2 o = 0,085 genutzt, um die so er-
zeugte Nachbildung der Messdaten in Intervallen einzuschliefen. Anhang D.1 fasst
die Simulationseinstellungen fiir dieses erste MIMO-System kompakt zusammen.

Die MISO-Ordnungsbestimmung fiir jeden einzelnen Ausgang mit der Vorgehensweise
aus Abschnitt 4.2.1 liefert fiir den ersten Ausgang die Ordnung n,, =1, da die
Datenmatrix [Z] fiir p = 2 Blockspalten keinen vollen Spaltenrang hat. Fiir den
zweiten Ausgang wird das Ergebnis ny, = 2 bestimmt, da bei p = 3 Blockspalten
ein Rangabfall auftritt und somit keine weitere Erhohung der Blockspaltenzahl
moglich ist. Ursache fiir die Ordnung des zweiten Ausgangs ist, dass die Kopplung
mit dem ersten Ausgang durch eine zusétzliche Signalverzogerung abgebildet wird.
Die im vorherigen Abschnitt beschriebene grundlegende Ordnungsbestimmung liefert
somit ein ARX-Modell zweiter Ordnung, welches durch ein entkoppeltes Modell
erster Ordnung ergénzt wird. Im Zustandsraum ergibt sich daraus ein Modell dritter
Ordnung.

Wenn darauf aufbauend die erweiterte Methode aus dem vorherigen Abschnitt
genutzt wird, ergibt sich ein ARX-Modell zweiter Ordnung, da die soeben bestimmte
Ordnung des zweiten Ausgangs fiir das komplette Modell verwendet wird. Im Laufe
des Verfahrens wird die Datenmatrix [Z] fiir den Ausgang y» wie im MISO-Fall
aufgebaut. Fiir den Ausgang y; wird dagegen die Datenmatrix [W;] aufgebaut, welche
aufgrund der MISO-Ordnung dieses Ausgangs lediglich aus einer Spalte besteht:

(Wi = : . (4.20)
1 (3.999)]

Diese Spalte wird dann zur Datenmatrix [Z] hinzugefiigt, was in diesem Beispiel
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zu keiner Matrix mit vollem Spaltenrang fithrt. Somit wird ¢, in Abhéngigkeit des
MISO-Modells zweiter Ordnung fiir y» ausgedriickt. Da keine Erweiterung der Daten-
matrix [Z] durchgefithrt wurde, ist @ = 0 und die Ordnung einer Minimalrealisierung
im Zustandsraum n = 2. Die Modellgleichungen (4.18) dieses Beispielsystems kénnen
alternativ als Modell zweiter Ordnung mit den Gleichungen

16 8 82 32
y1 (k) —Ew(k_?) + TOul(k_Q) - Euz(k—Q) + Eyz(k—l)
+up(k—1) — %uz(k—l), (4.21a)
4 9 41
ya(k) Zﬁm(’f—?) + Eul(k—Q) - %Uz(k—z)
3
+ Toyg(k—l) + 2us(k—1) (4.21b)

angegeben werden. Es handelt sich dabei um eine Beschreibung, bei welcher der erste
Systemausgang keine eigene Dynamik besitzt und direkt von den Eingédngen und
vom zweiten Systemausgang abhéngt, wie dies auch bei der Ordnungsbestimmung
erkannt wurde. Dadurch wird ersichtlich, dass die Ordnungsbestimmung in diesem
Fall eine korrekte Systemrepréisentation liefert. In Anhang C wird die Umformung
der Modellgleichungen ausfiihrlich hergeleitet.

Zur Verdeutlichung wird nun ein komplexeres Beispielsystem betrachtet. Es handelt
sich dabei um ein ARX-Modell zweiter Ordnung mit zwei Ausgdngen und drei
Eingéngen. In diesem System ist ein Durchgriff vorhanden. Die Parametermatrizen
des Modells entsprechend Gleichung (2.11) sind durch

08 0 (=05 0

A1—<0 0,5>, A2—< 1 0), (422&)
-1 -1 0 00 1 01 0

Bl<_2 1 0>, B2<1 0 0)’ Bo<0 0 0,3> (4.22b)

gegeben. Fiir das zugehorige Zustandsraummodell (2.12) lauten die Parametermatri-
zen dieses Systems in erweiterter BNF:

0 —05 0 0 0 05 1
1 08 0 0 (-1 —02 o
®=lp 1 0 o H=1| 1 1 o (4.232)

0 1 05 -2 1 02

0
010 0 01 0
C_(O 0 0o 1), D—(O 0 0’3>. (4.23b)
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Auch dieses Beispielsystem wird fiir 1 000 Abtastpunkte mit jeweils einer Folge nor-
malverteilter Werte (Varianz o2 = 1) fiir die drei Eingiinge simuliert. Die maximale
Amplitude dieser Eingangssignale betréigt 3,2, 3,4 bzw. 3,4. Diese Eingangsdaten
fithren zu Ausgangssignalen mit den maximalen Amplituden 6,6 am ersten Syste-
mausgang und 12,0 am zweiten Ausgang. Die so erzeugten Daten werden mittels
eines gleichverteilten Fehlers mit einer Amplitude von 1 %o der jeweiligen maximalen
Signalamplitude iiberlagert um eine Nachbildung von gemessenen Daten zu gene-
rieren. Diese Messdaten werden als Mittelpunkt der Intervalldaten genutzt, welche
mit den Intervallradien u; A = 3,2 x 1073, Ug A = 3,4 X 1073, us A = 3,4 X 1073,
y1.a = 6,6 x 1073 bzw. yo o = 12,0 x 1073 gebildet werden und die die ungestérten
Werte geméfl den Voraussetzungen zur Identifikation enthalten. Auch die Einstellun-
gen dieses zweiten MIMO-Beispiels sind in Anhang D.1 nochmals dargestellt.

Die so erzeugten Intervalldaten werden zur Bestimmung der individuellen MISO-
Modellordnung fiir jeden Ausgang genutzt, was fiir den ersten Ausgang die Ordnung
ny, = 2 und fiir den zweiten Ausgang n,, = 4 liefert, da ein Hinzufiigen weiterer
Blockspalten zur Datenmatrix [Z] jeweils zu Matrizen mit nicht vollem Spaltenrang
fithrt. Bei der grundlegenden Methode entsteht also ein ARX-Modell vierter Ordnung,
welches um ein Modell zweiter Ordnung ergénzt wird.

Bei der erweiterten Methode wird die Ordnung des MIMO-ARX-Modells zu narx = 4
entsprechend der individuellen Ordnung des zweiten Ausgangs gewéhlt. Nun wird
die Datenmatrix [Z] des zweiten Ausgangs nacheinander mit den Spalten der Matrix

(W] = : : (4.24)
[11(998)] [42(999)]

erweitert, welche die Daten des ersten Ausgangs enthélt. Keine der beiden Spalten
kann jedoch zur Datenmatrix [Z] weitere Information hinzufiigen, da durch beide
Erweiterungen ein Abfall des Spaltenrangs ausgelost wird. Somit ist wie im vorherigen
Beispiel a = 0, was fiir dieses System die Ordnung einer Minimalrealisierung im
Zustandsraum n = 4 liefert.

4.3.3 Bestimmung der minimalen Modellordnung

Die in Abschnitt 4.3.1 beschriebenen Verfahren zur direkten Erweiterung der MISO-
Ordnungsbestimmung fiir MIMO-Systeme fithrt im Allgemeinen nicht zu einem
ARX-Modell minimaler Ordnung. Daher wird im folgenden Abschnitt eine alterna-
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Abbildung 4.6: Ablauf der Ordnungsbestimmung fiir die minimale ARX-
Ordnung im MIMO-Fall

tive Vorgehensweise prasentiert, um diesen Nachteil zu vermeiden. Die Grundidee
des vorgestellten rekursiven Verfahrens ist es, eine Kombination an Spalten der
Datenmatrix zu finden, welche das System vollstadndig beschreibt und dafiir mog-
lichst wenige zeitliche Verschiebungen der Signale benétigt. In Abbildung 4.6 ist der
prinzipielle Ablauf des Verfahrens kompakt dargestellt. Die wesentlichen Schritte sind
zunéchst eine Vorbereitung der Daten in geeigneten Datenmatrizen und -vektoren
als Basis fiir die weiteren Verfahrensschritte. Die eigentliche Ordnungsbestimmung
wird darauf aufbauend durch einen rekursiven Algorithmus durchgefiihrt, welcher
verschiedene mogliche Modellrepréasentationen detektiert. Von diesen moglichen Mo-
dellen muss durch vorgegebene Auswahlkriterien im néchsten Schritt das fiir die
geplante Anwendung passende ARX-Modell minimaler Ordnung ausgewéhlt werden.
Die Verfahrensschritte werden im Folgenden ausfithrlich beschrieben.
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Beschreibung des Verfahrens

Aufgrund der Voraussetzung, dass die Eingangssignale eine geniigende Anregung
beinhalten und somit linear unabhéngig sind, verursachen diese keinen Rangabfall der
Datenmatrix [Z]. Zur Auswahl der Kombination der Spalten ist es somit ausreichend
die Ausgangssignale zu variieren. Um eine Vorbereitung der Daten zu ermdéglichen
und zudem die Rekursionstiefe zu begrenzen, muss eine maximal zu beriicksichtigende
Verzogerung pmax vorgegeben werden, welche grofier als die tatsdchliche minimale
Ordnung nagrx des Systems ist.

Zu Beginn des Verfahrens werden die Messdaten bei der Datenaufbereitung in
zeitlich gegeneinander verschobene Datenmatrizen und -vektoren angeordnet. Die
Ausgangssignale y;,7 = 1,...,n, werden fiir ¢ = 1, ..., Pmax zeitliche Verschiebungen
in Vektoren

[yi(pmax —q+ 1)}

[ﬂq’i] _ [yl (pmax :7 q + 2)} (4253)

[y (N — )]

zusammengefasst. Um bei den Eingangssignalen einen moglicherweise vorhandenen
Durchgriff mit zu berticksichtigen, beginnen die Datenmatrizen

[uT(pmax —q + 1)}

[[7('1] _ [u (pmax:_ q + 2)} (425]3)

W (N = g)]

bereits fiir die zeitliche Verschiebung ¢ = 0 und werden somit flir pyax + 1 zeitliche
Verschiebungen aufgestellt. Da die Eingangssignale keinen Rangabfall verursachen,
konnen sie im weiteren Verlauf des Verfahrens blockweise genutzt werden, sodass
eine Aufteilung in einzelne Vektoren im Gegensatz zu den Ausgangssignalen nicht
erforderlich ist. Die vorbereiteten Daten nach den Gleichungen (4.25a) und (4.25b)
haben alle dieselbe Zeilenzahl und erméglichen spéter die Kombination verschiedener
zeitlicher Verschiebungen zu einer temporiren Datenmatrix. Zur Verdeutlichung
dieser Schreibweise kann die reellwertige Matrix Z aus Gleichung (4.4) mit den
soeben eingefithrten Groflen als

Z:<ﬁp Ypa - Ui 9y, [70) (4.26)

geschrieben werden.
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In jedem Schritt des Verfahrens wird eine Auswahl der Datenvektoren [ﬂqﬂv] gemein-
sam mit den Eingangsdaten [U,] bis zur jeweils aktuell betrachteten Ordnung p zur
temporédren Datenmatrix [Zp] kombiniert. Durch die Kombinationsmatrix

Q, € {0,1}7%™ (4.27)

wird vermerkt, welche der Ausgangsdaten [ﬂq’i} dabei verwendet werden. Die Spalten
beschreiben in der Kombinationsmatrix den jeweiligen Ausgang und die Zeilen die
zeitliche Verzogerung des Signals. Somit bedeutet Qq; =1, dass [g,,], also das
um ¢ Abtastschritte verzogerte Signal y;, in [Z,] enthalten ist. Durch Vorgabe der
maximal betrachteten Signalverzogerung pmax entstehen insgesamt (2mv — 1)Pmax
mogliche Kombinationsmatrizen, welche untersucht werden miissten. Um die Anzahl
der Untersuchungen auf ein handhabbares Maf} zu reduzieren, kann das im Folgenden
beschriebene rekursive Verfahren genutzt werden.

Das Verfahren untersucht ausgehend von der initialen Ordnung p = 1 und der leeren
Kombinationsmatrix €y = () die temporére Matrix [Z,]. In jedem Rekursionsschritt
wird die Kombinationsmatrix des vorherigen Schritts £2,—; um alle Kombinationen
der Ausgangssignale mit der aktuell betrachteten zeitlichen Verzogerung erweitert,

was 2™v —1 Moglichkeiten ergibt. Jede der so entstehenden Matrizen

Q,,= (Qp‘l) L j=1,...,2M 1 (4.28)
wj
mit der durch
w; € {0, 1} w; #£0 (4.29)

beschriebenen Kombination repréisentiert einen Kandidaten fiir ein ARX-Modell.
Um zu untersuchen, welche der Kandidaten tatsdchlich zum betrachteten System
passen, wird fiir jede der Kombinationsmatrizen eine Datenmatrix [Zp] aufgestellt.
Dazu werden die Eingangsdaten [Up], ..., [U,] bis zur betrachteten Ordnung p mit
den durch die Kombinationsmatrix €2, ; beschriebenen Ausgangsdaten [ﬂpz] zur
Datenmatrix [Zp] zusammengefasst. Diese temporaren Datenmatrizen [Zp} werden
wie bei den bereits vorgestellten Verfahren zur Ordnungsbestimmung auf vollen
Spaltenrang iiberpriift, indem die Kriterien aus Abschnitt 2.2.2 angewendet werden.
Falls die aktuell betrachtete Datenmatrix [Z,, ;] vollen Spaltenrang hat, wird mit
der zugehorigen Kombinationsmatrix €2, ; und der Ordnung p = p + 1 ein neuer
Rekursionsschritt begonnen.

Wenn dagegen keine der tempordren Datenmatrizen [Ep,j] im aktuellen Rekur-
sionsschritt vollen Spaltenrang hat, bedeutet dies, dass die Modellordnung nicht
auf das aktuelle p erhoht werden kann. Alle Ausgangsspalten mit Verschiebung p
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konnen keine weitere Information zu der durch die Kombinationsmatrix €2,_; des
vorherigen Rekursionsschritts beschriebenen Datenmatrix beitragen. Die Kombinati-
onsmatrix ,_; enthdlt somit sdmtliche Informationen der Ausgangssignale fiir die
Verzogerung 1, ..., p. Da alle Informationen der Ausgangsspalten mit Verzégerung p
in den Spalten der Verzogerungen 1,...,p—1 enthalten sind, gilt dies entsprechend
fiir Ausgangsspalten mit Verzégerung p+1, deren Information in den um 2,... p
Abtastschritte verzogerten Spalten enthalten ist. Dies wiederum entspricht der Infor-
mation in den Spalten der Verzégerungen 1,...,p—1, da die Spalten mit Verzogerung
p hierdurch substituiert werden kénnen. Somit fiihrt das Hinzufiigen von Ausgangs-
spalten mit Verzégerung p+1 zur Datenmatrix der Ordnung p—1 ebenfalls zu einem
Abfall des Spaltenrangs der temporiaren Datenmatrix. Eine weitere Erhohung der
Ordnung auf p + 1 oder mehr ist somit nicht moglich. Der Algorithmus beendet
daher die Rekursion, sobald alle temporiren Datenmatrizen [Z p,j] nicht den vollen
Spaltenrang haben und liefert die Riickgabewerte p — 1 als mogliche Systemordnung
und die Kombinationsmatrix €2,_; als mogliche Modellreprésentation an den vor-
herigen Rekursionsschritt. Somit ist dieser Zweig der Rekursion abgeschlossen. Ein
weiterer Grund, die Rekursion in einem Zweig zu beenden, liegt vor, falls in dem
Zweig keine Ordnung p < pyax gefunden wurde. Dieser Zweig wird somit als nicht
erfolgreich gekennzeichnet und die Rekursion in dem Zweig beendet.

Wenn in einem Rekursionsschritt mehrere Zweige eine giiltige Modellrepriasentation
zuriickliefern, muss eine Auswahl getroffen werden, welche der Modellrepréisenta-
tionen weiter verwendet werden soll und an den iibergeordneten Rekursionsschritt
zuriickgegeben wird. Als wesentliches Auswahlkriterium wird im Verfahren die Ord-
nung der Modellrepriasentation genutzt, da ein Modell minimaler Ordnung gesucht
wird. Sollten mehrere Modellreprésentationen dieselbe Ordnung aufweisen, wird
dadurch eine weitere Auswahl entsprechend der geplanten Modellnutzung erméglicht.

In dieser Arbeit wird als Auswahlkriterium bei gleicher Ordnung die Anzahl der in
der Kombinationsmatrix €2, enthaltenen Nullen verwendet. Eine Null in der Kombi-
nationsmatrix bedeutet, dass das zugehorige Ausgangssignal mit der entsprechenden
Verzégerung keinen Beitrag zum Modell liefert, was bei der Parameteridentifikation in
Abschnitt 5.1.2 vorteilhaft genutzt werden kann. Die zu diesen Signalen zugehorigen
Modellparameter sind reellwertig Null und miissen nicht als Parametermenge identifi-
ziert werden, was die Unsicherheit im Modell reduziert. Falls diese Auswahlkriterien
noch nicht eindeutig sind, wird in dieser Arbeit das Modell bevorzugt, bei dem die
kleineren Verzogerungen der Ausgangssignale genutzt werden. Die hier verwendeten
Auswahlkriterien konnen je nach Anforderungen an das Modell problemlos angepasst
oder durch andere Kriterien ersetzt werden.

Wenn alle Rekursionsschritte abgeschlossen sind, kann auf oberster Rekursionsebene
eine Modellrepriasentation wie in den vorherigen Rekursionsschritten ausgewéahlt
werden, was die Kombinationsmatrix €2 fiir ein Modell der minimalen Ordnung

Pmin
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NARX = Pmin €rgibt. Falls jedoch alle Rekursionszweige als ungiiltig markiert wurden,
sind Voraussetzungen nicht erfiillt oder die Rekursionstiefe py,.x war nicht ausreichend
grof}; weshalb die Ordnungsbestimmung nicht erfolgreich abgeschlossen wurde.

In Algorithmus 1 ist der rekursive Teil des Verfahrens als Pseudo-Code detailliert an-
gegeben. Die Syntax orientiert sich an MATLAB. Groflen, die als global gekennzeichnet
sind, werden in der Datenaufbereitung angelegt und stehen in jedem Rekursionsschritt
fiir lesende Zugriffe zur Verfiigung.

In der bisher beschriebenen Form kann das Verfahren, wie auch die Verfahren in den
Abschnitten 4.2.1 und 4.3.1, fiir einen zusammenhéngenden Datensatz der Eingangs-
und Ausgangsdaten genutzt werden. Haufig liegen jedoch unzusammenhingende
Datenséitze oder Datensatzfragmente vor. Ein direktes Aneinanderreihen der Signal-
verlaufe vor der Ordnungsbestimmung ist aber nicht méglich. Beim Aufbau der
Datenmatrix [Z] werden die Signale fiir jede Blockspalte um einen Schritt zeitlich
verschoben. Durch das direkte Aneinanderreihen der Signale aus unterschiedlichen
Datensédtzen werden somit in den Zeilen der Datenmatrix Datensétze vermischt. Da
die Zeilen der Datenmatrix direkt mit den Parametern des ARX-Modells zusammen-
héngen, fiihrt diese Vermischung unterschiedlicher Datensétze zu Problemen.

Um dieses Problem zu vermeiden ohne fiir jeden Datensatz eine individuelle Ord-
nungsbestimmung durchzufithren, werden die Datensétze zunichst einzeln behandelt.
Dazu werden die Datenmatrizen und -vektoren aus Gleichung (4.25) fiir jeden Da-
tensatz individuell aufgebaut. Die so fiir jeden Datensatz individuell aufgestellten
Daten in [ﬂqﬂ-} und [U;] werden anschlieffend durch einfaches Aneinanderreihen
zu gemeinsamen Matrizen und Vektoren fiir alle Datensédtze kombiniert. Bei den
Verfahren aus den Abschnitten 4.2.1 und 4.3.1 entspricht dies dem individuellen
Aufbau der Datenmatrizen [Z] je Datensatz und anschlieBendem Aneinanderreihen
dieser Matrizen. Die Ordnungsbestimmung wird anschliefend mit den so erzeugten
kombinierten Datenstrukturen aller Datensétze durchgefiihrt. Dadurch wird sicherge-
stellt, dass sich die Verschiebung der Signale auf die einzelnen Datensétze beschrankt
und in den Zeilen der Datenmatrix keine Mischung der Datensétze erfolgt.

Verringerung der notwendigen Berechnungen

Der im vorherigen Abschnitt vorgestellte rekursive Algorithmus bestimmt sémtliche
mogliche Modellreprasentationen eines MIMO-ARX-Modells bis zur Ordnung ppax,
welche zu den vorliegenden Daten konsistent sind. Fir viele Anwendungen werden
jedoch nicht alle Modellrepréisentationen benétigt, sondern lediglich ein Modell
minimaler Ordnung. Daher werden zwei Ansétze zur Verringerung der Anzahl an
notwendigen Ranguntersuchungen vorgeschlagen.
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global : ppax _
global : Vg=0,...,Pmax : [U;]
global :Vi=1,...,ny, V¢=1,...,Pmax : [ﬂq’i]
function [Qp, .., Pmin] =Rekursion (p, Qp_1)
if P == Pmax
‘ return €, =NaN, pyin=NalN; %Ungliltiger Zweig der Rekursion
end
forj=1,...,2"—1
Q= (Qp_1; wj); %Fiige j-te Kombination der Ausgénge hinzu

[Zpyj] = ([ﬁo], ceey [lNJ'p], alle in €, ; gewadhlten Ausginge [ﬂq’i]);
if srang ([Ep’j]) == voll % Spaltenrangpriifung nach Abschnitt 2.2.2

‘ [Qp,.n.js Pmin,;] = Rekursion (p+1,82, ;);
end

end

ifvj=1,...,2™—1: srang ([Zp,j]> 2 wvoll
‘ return Q, = Qp_1, Pmin =p—1;

else if Vi =1,...,2™ —1: pypin == NalN
‘ return Q, =NaN, ppin=NaN;

else

Jj = arg(min;(pmin,;));

if IstEindeutig (j) %Priifung ob minimales Modell eindeutig ist
‘ return Qp = Q5. Dmin = Pmin,j;

else

Pmin

¢ =Auswahlkriterium (mein,j)§ %Auswahlkriterium der Modellreprasentation
I‘etllrll mein = mein:c7 pm”l = pmin,c;
end

end
end

Algorithmus 1: Pseudo-Code des rekursiven Verfahrens
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Die groite Auswirkung auf die Anzahl der Ranguntersuchungen wird durch eine
dynamische Begrenzung der maximal zu betrachtenden Ordnung erreicht. In der
bereits beschriebenen Form setzt der Algorithmus jeden Zweig der Rekursion solange
fort, bis entweder eine Modellrepriasentation gefunden wurde oder die fest vorgege-
bene Rekursionstiefe pyax erreicht wird. Bei der optimierten Form des Verfahrens
kann nun die Rekursionstiefe verringert werden, sobald eine Modellrepriasentation
gefunden wurde. Im Detail wird dazu, sobald keine der temporidren Datenmatrizen
[Zp’j] in einem Rekursionsschritt vollen Spaltenrang hat, wie im grundlegenden
Verfahren die Modellordnung p—1 als Riickgabewert fiir diesen Zweig bestimmt.
Zusétzlich wird die maximale Rekursionstiefe auf pya.x = p fiir alle folgenden Unter-
suchungen verringert. Dadurch wird erreicht, dass in den anderen Rekursionszweigen
kein Abstieg tiefer als die soeben gefundene Ordnung der Modellreprisentation
erfolgt. Eine Verringerung auf dieselbe Ordnung p—1 wiirde verhindern, dass weitere
Modellreprasentationen derselben Ordnung gefunden werden, da zur Detektion der
Ordnung p—1 alle temporaren Datenmatrizen mit Verzégerungen bis p keinen vollen
Spaltenrang aufweisen miissen, diese Matrizen bei py.x = p—1 aber nicht mehr
betrachtet wiirden. Durch die Begrenzung auf py,x = p bleibt somit die Moglichkeit
zur Modellauswahl zwischen Modellrepriasentationen derselben Ordnung erhalten.
Insgesamt wird bei dieser optimierten Variante des Verfahrens weiterhin nach Modell-
repriasentationen mit derselben oder kleinerer Ordnung gesucht, jedoch nicht nach
Modellen héherer Ordnung, die spéter bei der Modellauswahl minimaler Ordnung
verworfen wiirden.

Eine weitere Optimierungsmoglichkeit kommt hauptséchlich bei Systemen mit vie-
len Ausgingen zum Tragen. Dazu wird die Anzahl der in jedem Rekursionsschritt
betrachteten Kombinationen der Ausgangssignale durch die Berticksichtigung von
Zwischenergebnissen reduziert. In jedem Rekursionsschritt miissen beim Verfahren
in grundlegender Form 2"v —1 Kombinationen w; entsprechend Gleichung (4.29)
gepriift werden. Wenn jedoch die Reihenfolge der Uberpriifungen geschickt gewihlt
wird, konnen einige Kombinationen, die bereits betrachtete Signale enthalten, ausge-
schlossen werden. Dazu werden zunédchst Kombinationen untersucht, die lediglich
ein Ausgangssignal [f/m] enthalten. Wenn durch Hinzufiigen dieser einzelnen Spalte
die temporare Datenmatrix [Zp,j] nicht mehr vollen Spaltenrang hat, kann die
Information in [ﬂm} mittels der durch die Kombinationsmatrix €2,_; definierten
Signale beschrieben werden. Weitere temporéare Datenmatrizen, welche dieses [Qm]
enthalten, kénnen somit ebenfalls nicht den vollen Spaltenrang haben, da schon
[§p7i] alleine zu einem Rangabfall fithrt. Daher kénnen alle weiteren Kombinationen
mit diesem Signal in diesem Rekursionsschritt ausgeschlossen werden. Dieser Aus-
schluss beschriankt sich dabei auf den aktuellen Rekursionsschritt, andere Zweige oder
andere betrachtete Ordnungen bleiben hiervon unberiihrt und miissen separat be-
trachtet werden. Dadurch kénnen in diesem Schritt bis zu (2"v~! —1) Kombinationen
ausgeschlossen werden.



4.3 Erweiterung fiir unsichere Systeme mit mehreren Ausgangsgréfen 87

Sobald alle Kombinationen mit einem Ausgangssignal in dem Rekursionsschritt
betrachtet wurden, wird das Verfahren mit Kombinationen aus zwei Signalen fortge-
setzt. Auch dabei konnen Kombinationen, die zu einem Rangabfall der Datenmatrix
verursachen, zu einem Ausschluss weiterer Kombinationen, die diese Signale enthal-
ten, fithren. Die Vorgehensweise wird durch Erhohen der betrachteten Spaltenzahl
in den Kombinationen solange fortgesetzt, bis alle Kombinationen der aktuellen
Verzogerung p entweder iiberpriift oder verworfen wurden. Anschlielend erfolgt wie
im grundlegenden Verfahren der néchste Rekursionsschritt.

Bei beiden Optimierungsmoglichkeiten ist das Ausmafl der Verbesserung abhéngig
von der Reihenfolge der Untersuchung aller Kombinationen. Welche der Kombinatio-
nen dabei die grofite Einsparung an Ranguntersuchungen ergibt, kann vorab nicht
angegeben werden. Die optimierte Vorgehensweise fiihrt jedoch in jedem Fall zu einer
Verringerung der notwendigen Berechnungen und kann daher stets genutzt werden.

4.3.4 Beispiele zur Bestimmung der minimalen Ordnung von
MIMO-ARX-Modellen

In diesem Abschnitt werden nochmals die beiden Beispielsysteme aus Abschnitt 4.3.2
betrachtet. Fiir das erste Beispielsystem erster Ordnung liefert die grundlegende
Variante der Ordnungsbestimmung aus Abschnitt 4.3.3 vier mogliche Systemrepré-
sentationen erster und zweiter Ordnung mit den Kombinationsmatrizen

0 1 01 10
Q=1 1), Q= (0 1) ; Qo = <1 0) ; Qo3 = <0 1> . (4.30)

Da ein Modell minimaler Ordnung gesucht ist, wird das einzige Modell mit Ordnung
narx = 1 als Ergebnis ausgewéahlt. Diese Kombination entspricht dem Modell in
Gleichung (4.18). Das Modell mit der Kombinationsmatrix €25 1 entspricht dem in
Abschnitt 4.3.2 identifizierten Modell. Insgesamt sind im Verfahren 21 Rangiiberprii-
fungen erforderlich um die vier moglichen Modellreprasentationen zu finden.

Durch Einsatz der optimierten Variante aus Abschnitt 4.3.3 kann die Anzahl der
Rangiiberprifungen auf 12 bis 16 verringert werden. Dies ist abhéngig von der
Reihenfolge bei der Untersuchung der Kombinationen, wobei in diesem Beispiel
(2™ — 1)! = 6 Untersuchungsreihenfolgen moglich sind. Dabei werden entweder eine,
zwei oder alle vier moglichen Systemreprasentationen gefunden.

Im Folgenden wird die Vorgehensweise am komplexeren Modell zweiter Ordnung
aus Abschnitt 4.3.2 verdeutlicht. Dazu wird in Abbildung 4.7 die Vorgehensweise
grafisch demonstriert. Die verwendeten Symbole sind in Legende 4.7(a) dargestellt.
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Y1 Y2 Y1 Y2 bisher nicht betrachtet
Y1 Y2 y1y2 kE—1(10
k_1A1 k—101 kE_201 voller Spaltenrang
k—100 - k—211 B
k—210 k—310 Z - i i é nicht voller Spaltenrang

gultige Modellreprasentation

92:%(1] = [Ep,j]:([ﬁz] [52,1] ~2,2 [51 [51,1] [2’71,2} [GOD

— 0080

(a) Legende der verwendeten Symbole und Farben

01 11 01 (11 01 11
10 01 11 10 01 11 10 01 11
10 10 10 10 10 10 10 10 10
zuletzt
betrachtet

zuletzt
betrachtet
zuletzt
betrachtet
(b) Zweiter ~ Rekursions-  (c) Dritter Rekursions-  (d) Vierter  Rekursions-
schritt  nach  zwei schritt ~ nach  vier schritt nach sieben
Ranguntersuchungen Ranguntersuchungen Ranguntersuchungen

(e) Ergebnis nach Abschluss der Rekursion

Abbildung 4.7: Beispiel des grundlegenden rekursiven Verfahrens
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Die Kombinationsmatrizen €2 werden dabei zur Verdeutlichung durch farbige Blocke
dargestellt, wobei die Farben das Ergebnis der Untersuchung im jeweiligen Rekursi-
onsschritt repriasentieren. Kombinationen, die zum jeweiligen Schritt des Verfahrens
noch nicht betrachtet wurden, sind durch eine graue Box gekennzeichnet. Blau
bedeutet, dass die jeweils der Kombinationsmatrix entsprechende Datenmatrix vollen
Spaltenrang hat, im Gegensatz zu den rot gekennzeichneten Féllen mit nicht vollem
Spaltenrang. Die griine Hinterlegung kennzeichnet schlielich eine vom Algorithmus
erkannte mogliche Systemreprasentation. Der Zusammenhang zwischen der Kombi-
nationsmatrix und der temporaren Datenmatrix ist in der Legende ebenso dargestellt
wie die Bedeutung der einzelnen Zeilen und Spalten der Kombinationsmatrizen
unterschiedlicher Dimension.

Das betrachtete Beispielsystem hat n, = 2 Ausgénge, was in jedem Rekursions-
schritt zu 2™ —1 = 3 moglichen Kombinationen fithrt. Zu Beginn des rekursiven
Algorithmus mit p = 1 wird die Kombination €, = (1 0) auf vollen Spaltenrang
untersucht und, da dies erfillt ist, ein neuer Rekursionsschritt mit p = 2 basierend
auf dieser Kombination gestartet. Abbildung 4.7(b) zeigt den Zustand nach der ersten
Ranguntersuchung in diesem Rekursionsschritt. Da die betrachtete Kombination
ebenfalls vollen Spaltenrang hat, wird ein neuer Rekursionsschritt mit p = 3 gestar-
tet. Die erste betrachtete Kombination hat im Gegensatz zur zweiten Kombination
nicht den vollen Spaltenrang. In Abbildung 4.7(c) ist der Status der Rekursion
in diesem dritten Rekursionsschritt nach der insgesamt vierten Ranguntersuchung
dargestellt. Da bei vollem Spaltenrang alleine noch keine Aussage zu moglichen
Modellrealisierungen getroffen werden kann, wird fiir die zweite Kombination im
ritten Rekursionsschritt ein neuer Rekursionsschritt mit p = 4 durchgefiihrt, welcher
in Abbildung 4.7(d) dargestellt ist. In diesem vierten Rekursionsschritt hat keine
der moglichen Kombinationen vollen Spaltenrang. Daraus folgt, dass die zuletzt
betrachtete Kombination im dritten Schritt eine mogliche Modellreprésentation ist.

Diese Vorgehensweise setzt sich so fiir sdémtliche bisher nicht betrachteten Kombi-
nationen fort. In Abbildung 4.7(e) ist das Ergebnis nach Abschluss der Rekursion
dargestellt. Insgesamt liefert das Verfahren 16 mogliche Modellreprasentationen im
Bereich der Ordnungen nagx = 2 bis narx = 4. Als Ergebnis des Verfahrens mit
den in Abschnitt 4.3.3 beschriebenen Auswahlkriterien wird das ARX-Modell zweiter
Ordnung mit der Kombination
1 1
Q= (1 O) (4.31)

gewdhlt, welches in der Abbildung durch eine doppelte Rahmenlinie gekennzeich-
net ist. Dies entspricht dem in Gleichung (4.22) angegebenen Modell. Alternativ
existiert eine weitere mogliche Modellreprasentation zweiter Ordnung, die jedoch
aufgrund der grofleren Anzahl an Eintrédgen in der Kombinationsmatrix verworfen
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wird. Zur Bestimmung der 16 Modellrepriasentationen wurden insgesamt 93 temporé-
re Datenmatrizen auf vollen Spaltenrang iiberpriift. Bei den Modellreprisentationen
vierter Ordnung ist eine Kombination mit einem Stern gekennzeichnet. Diese Losung
stellt das Ergebnis des erweiterten Verfahrens aus Abschnitt 4.3.1 dar, welche in
Abschnitt 4.3.2 fir dieses System ermittelt wurde.

In Abbildung 4.8 ist das Ergebnis der optimierten Vorgehensweise aus Abschnitt 4.3.3
fiir dasselbe Beispielsystem dargestellt. In der ersten Teilgrafik 4.8(a) beginnt das
Verfahren die Untersuchung der Kombinationen jeweils mit dem zweiten Ausgangs-
signal. In der Abbildung ist dies der mittlere Zweig, welcher zunéchst zu einigen
Modellreprasentationen vierter Ordnung fithrt. Im Laufe des Verfahrens wird die
maximale Rekursionstiefe auf zunéchst pynax = 4 und schliefflich py.x = 3 verringert,
was im dritten Rekursionszweig lediglich ein Modell zweiter Ordnung liefert. In
diesem Fall werden insgesamt 12 Modellreprésentationen durch 63 Ranguntersuchun-
gen ermittelt. In Abbildung 4.8(b) ist das Ergebnis dargestellt, wenn zunéchst die
Kombinationen mit dem ersten Ausgangssignal untersucht werden. Hierbei werden
lediglich einige Modelle dritter Ordnung sowie beide Modelle mit der minimalen
Ordnung p = 2 detektiert. Insgesamt liefern 37 Ranguntersuchungen vier der 16
moglichen Modellreprisentationen. Die in Abbildung 4.8(c) dargestellte dritte Vari-
ante startet die Untersuchung der Kombinationen jeweils unter Beriicksichtigung
beider Ausgangssignale. Dadurch werden lediglich die beiden Modellreprésentationen
minimaler Ordnung detektiert, allerdings sind 39 Ranguntersuchungen notwendig.

Allgemein fiihrt ein Start der Untersuchung mit allen Ausgangssignalen haufig schnell
zu einer Reduzierung der maximalen Rekursionstiefe pyax, allerdings kénnen keine
Kombinationen mit einzelnen Signalen ausgeschlossen werden. Insgesamt fithrt die
optimierte Variante des Verfahrens hier fiir alle Reihenfolgen bei der Untersuchung
der Signalkombinationen zu einer Reduktion der Anzahl an Ranguntersuchungen.
Wie stark diese Einsparung ausféllt, ist abhédngig von der gewéhlten Reihenfolge und
kann vorab nicht angegeben werden.

4.3.5 Anwendung der Ordnungsbestimmung fiir instabile
Systeme

In den vorherigen Abschnitten wurde die Ordnungsbestimmung stets fiir Systeme im
offenen Regelkreis betrachtet, was eine Einschrankung auf stabile Systeme bedeutet.
Nur stabile Systeme koénnen fiir lingere Messungen ohne Regler betrieben werden,
um die zur Ordnungsbestimmung notwendigen Messdaten zu erzeugen. Um diese Ein-
schrankung aufzuheben, wird im Folgenden betrachtet, wie die Ordnungsbestimmung
auch fiir instabile Systeme im geschlossenen Regelkreis genutzt werden kann.
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uy (k)
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Abbildung 4.9: Struktur der betrachteten Regelkreise

In Abbildung 4.9 ist die Struktur des in dieser Arbeit betrachteten Regelkreises in
Form des Standardregelkreises und im Zustandsraum dargestellt. Mit w(k) wird
dabei die Fithrungsgrofie des Regelkreises und mit y(k) die Ausgangsgrofle bezeich-
net. Im Standardregelkreis ist zudem die Regelabweichung e(k) gekennzeichnet.
Die gestrichelt dargestellte Grofie uy(k) wird zunichst nicht betrachtet. Bei der
Identifikation dynamischer Systeme im geschlossenen Regelkreis gibt es nach [IM11]
zwei unterschiedliche Herangehensweisen:

1. Indirekte Identifikation: Dabei wird zunéchst der gesamte Regelkreis als Ganzes
betrachtet und ein Modell mit Eingang w(k) und Ausgang y(k) bestimmt.
Anschlieflend wird der Regler, welcher als bekannt vorausgesetzt wird, aus
dem Modell des Regelkreises herausgerechnet, um ein Modell des Systems zu
erzeugen.

2. Direkte Identifikation: Bei dieser Vorgehensweise wird direkt ein Modell des
Systems bestimmt, was eine Messung des Systemeingangs erfordert. Der Regler
muss hierflir nicht bekannt sein. Durch die Riickfithrung im Regelkreis besteht
eine Korrelation zwischen Systemeingang und Systemausgang, was bei der
Identifikation beriicksichtigt werden muss.

Bei der hier betrachteten Ordnungsbestimmung werden direkt die Eingangsdaten u (k)
und die Ausgangsdaten y(k) des Systems genutzt, was der direkten Vorgehensweise
bei der Identifikation entspricht. Im geschlossenen Regelkreis wird die Eingangsgrofie
des Systems u(k) durch die iiber den Regler zuriickgekoppelte Ausgangsgrofie y(k)
beeinflusst. Da bei der Ordnungsbestimmung eine Untersuchung des Spaltenrangs der
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Datenmatrix genutzt wird, muss eine lineare Abhéngigkeit zwischen Systemausgang
und -eingang vermieden werden. Um dies sicherzustellen und zudem eine ausreichende
Anregung des Systems zu erreichen, wird eine entsprechende Fiithrungsgrofie mit
ausreichender Anregung eingesetzt oder, sofern erforderlich, der Fithrungsgrofie des
Normalbetriebs der Anlage iiberlagert. Die Fiihrungsgrofie muss beim eingesetzten
Regler eine direkte Auswirkung auf die Grofe w(k) haben, was im Regler einen
Durchgriff erfordert und beispielsweise durch einen Proportional-Anteil im Regler (P-
Regler) gegeben ist. Durch die Uberlagerung von w(k) und y(k) und den Durchgriff
im Regler wird die lineare Abhéngigkeit der Ein- und Ausgangsgréfien verhindert,
sofern die Intervallbreiten der Messungen, wie in Abschnitt 4.2.2 gefordert, keine
Uberlappung von Spalten fiir alle Abtastpunkte verursachen. Auch fiir Systeme mit
Durchgriff kann die Ordnungsbestimmung im geschlossenen Regelkreis wie soeben
beschrieben durchgefiihrt werden.

Wenn der Regler keinen Durchgriff enthélt, beispielsweise bei einem Regler mit
ausgepragtem Tiefpassverhalten, kann stattdessen ein Testsignal u;(k) zwischen
Regler und System genutzt werden. In Abbildung 4.9 ist dieses gestrichelt dargestellt.
Die Eingangsgrofie des Systems ergibt sich damit zu

w(k) = Upegier (k) + e (k). (4.32)

Fiir das Testsignal gelten dann die bereits beschriebenen Anforderungen beziiglich
ausreichender Anregung und linearer Unabhéngigkeit zum Ausgangssignal. Eine
Fiithrungsgrofie ist bei Nutzung eines Testsignals nicht erforderlich und kann zur
Einstellung eines Arbeitspunktes verwendet werden.

Die Auslegung des Reglers zur Stabilisierung des Systems wird in dieser Arbeit nicht
betrachtet. Fiir Eingroflensysteme konnen beispielsweise heuristische Verfahren wie
Ziegler-Nichols genutzt werden, fiir Mehrgrofensysteme wird auf die entsprechende
Literatur, beispielsweise [CD95], verwiesen.

4.3.6 Beispiel eines instabilen Systems

Die Ordnungsbestimmung im geschlossenen Regelkreis wird im Folgenden anhand
eines Beispielsystems der Ordnung narx = 2 mit zwei Ausgéngen und zwei Eingéingen
demonstriert. Im betrachteten System ist zudem ein Durchgriff vorhanden. Die
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Parametermatrizen des Modells entsprechend Gleichung (2.11) sind durch
02 —05 (=06 0
A1_< 0,0 1,5)’ A2_( 0,0 0 ) (4.33a)
2,0 —0,1 [/ 04 01 (01 10
Bl_(o,1 0,2)’ B2_( 0,0 0,0)’ BO_(LO 0,2) (4.33b)

gegeben. Im Zustandsraum nach Gleichung (2.12) liegt eine Minimalrealisierung des
Systems durch die Matrizen

0 —0,60 0,00 0,34 —0,50
®=(1 020 -050], H= (152 0,00|, (4.34a)
0 000 1,50 1,40 0,10
010 0,10 1,00
C‘(o 0 1)’ D _<1,00 0,20) (4.34b)

vor.

Um dieses System fiir die Erzeugung von Daten zu simulieren, wird ein Zustandsregler
mit der Verstdrkungsmatrix

—0,05 —0,04 1,51
Kd_(—o,m —0,09 0,95) (4.35)

eingesetzt, um das System zu stabilisieren sowie ein statisches Vorfilter

0,06 037
V‘<—0,99 —1,31) (4.36)

fiir stationdre Genauigkeit. Die Lage der Pole des geregelten und des ungeregelten
Systems sind in Abbildung 4.10 dargestellt. Daran ist erkennbar, dass der instabile
Pol durch den Regler stabilisiert wird.

Fiir die Erzeugung der Daten wird der geschlossene Regelkreis fiir 1 000 Abtastpunkte
simuliert, analog zu den bisherigen Beispielen. Diese Daten werden mit einem gleich-
verteilten Fehler der Amplitude 1 %o jeweils bezogen auf die maximale Signalampli-
tude tberlagert und durch Intervalle eingeschlossen, was Intervallen mit den Radien
up A =8,7x1073 usn =10,9 x 1073, y3. Ao = 19,6 x 1072 und ya n = 4,6 x 1073
entspricht. Die Fiithrungsgroie wird dabei zu w(k) = 0 fiir alle Abtastpunkte k als
Arbeitspunkt vorgegeben. Die Anregung des Systems wird durch (pseudo) weifles
gauBsches Rauschen mit Varianz 02 = 1 als Testsignal u;(k) realisiert und somit der
Stellgrofle iiberlagert. Anhang D.1 fasst die zur Simulation genutzten Einstellungen
dieses instabilen Systems nochmals als Tabelle zusammen.
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>k Ungeregeltes System >k Geregeltes System
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Abbildung 4.10: Lage der Systempole des Beispielsystems

Durch die Ordnungsbestimmung mit dem Verfahren aus Abschnitt 4.3.3 wird die
korrekte ARX-Modellordnung narx = 2 mit der Kombinationsmatrix

Q, = G (1)) (4.37)

aus sechs moglichen Modellreprisentationen zweiter und dritter Ordnung ausgewéhlt.
Dazu sind ohne Optimierung 39 Ranguntersuchungen erforderlich.

Durch das optimierte Verfahren wird die Anzahl der Ranguntersuchungen auf 23 bis
29 reduziert. In Abhéngigkeit der Reihenfolge der Untersuchungen in der Rekursion
werden dabei zwischen zwei und sechs mogliche Modellrepriasentationen erkannt. Das
Verfahren zur direkten MIMO-Erweiterung aus Abschnitt 4.3.1 dagegen liefert fiir
das System die minimale Zustandsraumordnung n = 3 und die ARX-Modellordnung
narx = 3, welche die minimale Systemordnung iibersteigt. Das Beispiel wird zur
Parameteridentifikation in Abschnitt 5.1.3 wieder aufgegriffen.

4.4 Zusammenfassung und Uberblick

Im vierten Kapitel dieser Arbeit wurde die Ordnungsbestimmung eines linearen
zeitdiskreten Systems anhand von Intervall-Messdaten betrachtet. Die Grundidee
des Verfahrens beruht auf der Analyse des Spaltenrangs von Datenmatrizen und
wurde zunédchst fiir Systeme mit nur einer Ausgangsgréfie vorgestellt.
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Um die Ordnung eines SISO- oder MISO-Systems zu bestimmen, werden zunéchst
die gemessenen Intervalldaten der Eingangssignale und des Ausgangssignals in Da-
tenmatrizen angeordnet, indem jede Blockspalte um einen Abtastschritt verschoben
wird. Dadurch entsteht eine Matrixstruktur &hnlich zu einer Block-Hankel-Matrix.
Sobald die Anzahl der Blockspalten grofier wird als die Systemordnung, hat die
Datenmatrix nicht mehr den vollen Spaltenrang. Voraussetzung ist dabei, dass durch
die aufgenommenen Daten kein zusdtzlicher Rangabfall durch zu grofie Intervall-
breiten oder eine zu geringe Abtastzeit auftritt, was in diesem Kapitel erlautert
wurde.

Fiir Systeme mit mehreren Ausgangsgrofien gestaltet sich die Ordnungsbestimmung
etwas schwieriger, da die eingesetzte ARX-Modellform in diesem Fall nicht eindeutig
ist und Kopplungen zwischen den Ausgéngen bestehen kénnen. Daher wurden in
diesem Kapitel verschiedene Erweiterungsmoglichkeiten der Ordnungsbestimmung
auf MIMO-Systeme vorgestellt. Das Verfahren zur direkten Erweiterung liefert zwar
nicht die minimale Ordnung des ARX-Modells, dafiir jedoch die Ordnung einer
Minimalrealisierung im Zustandsraum. Weiterhin wurde in diesem Abschnitt ein
Verfahren zur Bestimmung der minimalen Ordnung des ARX-Modells vorgestellt.
Dabei handelt es sich um einen rekursiven Algorithmus, welcher alle relevanten
Kombinationen der Ausgangssignale in den Datenmatrizen untersucht. Zusétzlich
wurden verschiedene Ansétze zur Verringerung der notwendigen Ranguntersuchungen
im Rahmen eines optimierten Verfahrens vorgestellt. Aulerdem wurde in diesem
Kapitel betrachtet, wie die Ordnung eines instabilen Systems im geschlossenen
Regelkreis bestimmt werden kann.

Bei den hier vorgestellten Verfahren handelt es sich um die ersten bekannten Verfah-
ren zur Ordnungsbestimmung fiir Systeme mit beschriankten Unsicherheiten direkt
aus den Messdaten. Insgesamt kann mittels der vorgestellten Verfahren die minimale
Ordnung fiir ARX-Modelle mit einer oder mehreren Ausgangsgréfien bestimmt wer-
den. Auch die Bestimmung der Ordnung einer Minimalrealisierung im Zustandsraum
ist moglich. Da die in allen Verfahren notwendige Untersuchung des Spaltenrangs von
Intervallmatrizen mit den genutzten Kriterien sehr schnell durchgefiihrt werden kann,
ist die zur Ordnungsbestimmung notwendige Rechenzeit gering. Alle vorgestellten
Ansétze zur Ordnungsbestimmung wurden anhand verschiedener Beispielsysteme
veranschaulicht. Im néchsten Kapitel wird vorgestellt, wie diese Ordungsbestim-
mung zu einem kompletten Verfahren zur Black-Box-Identifikation ergdnzt werden
kann und wie dabei neben der Modellordnung auch die zur Ordnungsbestimmung
genutzten Datenmatrizen geschickt eingesetzt werden kénnen.



Kapitel 5

Mengenbasierte
Black-Box-Identifikation und
Fehlerdetektion

In diesem Kapitel wird eine Methode zur Black-Box-Identifikation bei Messdaten
mit beschréankter Unsicherheit vorgestellt. Die Vorgehensweise gliedert sich dabei
in zwei Schritte. Zunéchst wird bei der Ordnungsbestimmung die Ordnung eines
Modells fiir das betrachtete System bestimmt. Sobald die Modellordnung und somit
die Modellstruktur feststeht, werden im zweiten Schritt die Parameter dieses Modells
bestimmt. Dazu werden Parameteridentifikationsverfahren, wie die in Kapitel 3
vorgestellten Verfahren aus der Literatur, mit der Ordnungsbestimmung aus Kapitel 4
kombiniert. Die damit gewonnenen Modelle mit unsicheren Parametern werden
danach zur Fehlerdetektion eingesetzt.

Im ersten Teil des Kapitels wird zunéchst beschrieben, wie neben der Modellord-
nung aus der Ordnungsbestimmung auch die dort eingesetzten Datenstrukturen
geschickt bei der Parameteridentifikation genutzt werden koénnen. Anschlieffend
wird eine Erweiterung des Parameteridentifikationsverfahrens mit Zonotopen (vgl.
Abschnitt 3.2.5) fiir den EIV-Fall vorgestellt. Weiterhin wird eine Losungsmetho-
de fiir iiberbestimmte Intervall-Gleichungssysteme beschrieben, welche auf einigen
Verfahren aus Abschnitt 3.2.1 basiert und diese vorteilhaft kombiniert. Zur Verdeut-
lichung werden die Beispielsysteme aus Kapitel 4 erneut betrachtet. Dabei kommen
neben dem Loésungsverfahren fiir iiberbestimmte IGS unterschiedliche Paramete-
ridentifikationsverfahren aus Kapitel 3 zum Einsatz. Der zweite Teil des Kapitels
widmet sich einer Anwendungsmoglichkeit der durch Black-Box-Identifikation ge-
wonnenen Modelle. Dazu wird in Anlehnung an die Zustandsmengenbeobachter (vgl.
Abschnitt 3.3) zunéchst ein Filter fiir ARX-Modelle vorgestellt. Dieses Filter wird
ebenso wie weitere Verfahren zur Fehlerdetektion auf einige der bereits betrachteten
Beispielsysteme angewandt. Das Kapitel schlieft mit einer kurzen Zusammenfassung.
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5.1 Black-Box-Identifikation

Die wesentlichen Komponenten zur Black-Box-Identifikation sind die Ordnungsbe-
stimmung und die Parameteridentifikation. Mit den Verfahren aus der Literatur,
die in Kapitel 3 vorgestellt wurden, und der Ordnungsbestimmung aus Kapitel 4
stehen diese Komponenten zur Verfiigung. Das Verfahren kann dazu genutzt werden,
um basierend auf Messdaten mit beschréankter Unsicherheit, welche durch Intervalle
reprasentiert werden, ein ARX-Modell fiir das System zu bestimmen. Die einzelnen
Komponenten des Identifikationsverfahrens werden dazu nochmals betrachtet und,
sofern notig, fir die Anwendung zur Black-Box-Identifikation angepasst.

5.1.1 Uberblick iiber das Verfahren

Die Ordnungsbestimmung aus Kapitel 4 wurde so aufgebaut, dass keine Anpassungen
zur Nutzung bei der Black-Box-Identifikation notwendig sind. Daher kann das
Ergebnis der Ordnungsbestimmung prinzipiell direkt zur Parameteridentifikation mit
einem beliebigen Verfahren aus der Literatur (vgl. Kapitel 3) genutzt werden. Welches
konkrete Verfahren dabei eingesetzt werden soll, hangt von der geplanten Nutzung
des Modells und der gewiinschten Unsicherheitsbeschreibung ab. Abbildung 5.1(a)
stellt diesen Ablauf nochmals kompakt fiir MISO-Systeme dar.

Bei der Parameteridentifikation eines MIMO-Systems miissen jedoch die moglichen
Kopplungen zwischen den Ausgéngen vom Identifikationsverfahren mit berticksichtigt
werden. Dies wird durch die bei der Ordnungsbestimmung gewonnene zusétzlichen
Informationen zum System in Form der Datenmatrix [Z] der finalen Systemordnung
und der detektierten Kopplungen deutlich erleichtert. Dazu wird ein zuséatzlicher
Verfahrensschritt nach der Parameteridentifikation des MIMO-Systems genutzt, was
in Abbildung 5.1(b) dargestellt ist und im néchsten Abschnitt detailiert vorgestellt
wird. Auch im MIMO-Fall kénnen somit prinzipiell beliebige Parameteridentifikati-
onsverfahren mit der Ordnungsbestimmung kombiniert werden.

Das so identifizierte ARX-Modell minimaler Ordnung kann bei Bedarf mit der Vorge-
hensweise aus Abschnitt 2.1.3 in ein Modell in Zustandsraumdarstellung umgeformt
werden. Fir MIMO-Systeme kann jedoch im Zustandsraum keine Minimalrealisierung
angegeben werden.
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Abbildung 5.1: Ablauf der mengenbasierten Black-Box-Identifikation fir
Messdaten mit beschrankter Unsicherheit
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5.1.2 Erweiterungen der Parameteridentifikation

Im Folgenden wird der Schritt der Parameteridentifikation im Black-Box-Identifi-
kationsverfahren detailliert betrachtet. Zunéchst wird beschrieben wie die bei der
Ordnungsbestimmung genutzten Datenmatrizen bei der Parameteridentifikation
genutzt werden koénnen. Anschliefend werden zwei neue Parameteridentifikationsver-
fahren vorgestellt, welche eine Erweiterung von Verfahren aus Kapitel 3 darstellen.

Nutzung der Datenmatrizen aus der Ordnungsbestimmung

Die bei der Ordnungsbestimmung genutzte Datenmatrix [Z] kann im MISO-Fall
direkt als Regressor zur Schiatzung eines ARX-Modells anhand des IGS entsprechend
der Form (3.4)

(Z][9] = lo] (5.1)

mit dem Vektor
o) = (ytnarx + D] lynamx+2)] - (V)])" (52)

der Messdaten des Systemausgangs eingesetzt werden. Der Vektor [9] enthilt dabei
die Modellparameter des ARX-Modells (2.10) entsprechend:

T
I (2 R A R A L C R E (5.3)

Auch im MIMO-Fall ist dies grundsétzlich mdoglich, es kommt jedoch ein weiterer
Schritt hinzu. Wie im MISO-Fall wird bei der Ordnungsbestimmung eine Daten-
matrix [Z] fiir das betrachtete System aufgestellt. Beim Verfahren zur direkten
MISO-Erweiterung aus Abschnitt 4.3.1 geschieht dies explizit bei der Ordnungsbe-
stimmung, da diese Matrix fiir die Untersuchung auf vollen Spaltenrang genutzt wird.
Beim Verfahren zur Bestimmung der minimalen Modellordnung aus Abschnitt 4.3.3
werden die Datenmatrizen im rekursiven Algorithmus nur temporar aufgebaut, um
den Austausch grofier Datenmatrizen zwischen den Rekursionsschritten zu vermeiden.
Daher muss nach Auswahl des Modells fiir die gewahlte Signalkombination die Da-
tenmatrix neu aufgebaut werden. Diese Datenmatrix enthélt nun Spalten der zeitlich
verschobenen Eingangs- und Ausgangssignale, welche mit den zur Systembeschrei-
bung notwendigen Parametern zusammenhéngen. Die Parameteridentifikation des
MIMO-Systems mit der Datenmatrix [Z] liefert fiir diese Parameter einen Einschluss
der Parametermenge. Dabei liegen die Parameter in Form einer Parametermatrix [©]
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vor, welche die Parametermatrizen des Modells (2.11) geméifl

O] = (Buul™ [Ann]™ o [BIT (4JT BJT) )
enthalt.

Wenn beim Aufbau der Datenmatrix [Z] nicht alle Signalspalten erforderlich sind,
also wenn Eintrdge der Kombinationsmatrix €, . (vgl. Gleichung (4.27)) null
sind, liegen nicht fiir alle Parameter eines kompletten ARX-Modells entsprechend
Gleichung (2.11) in [©] Spalten vor. Diese Parameter ohne zugehéorige Spalte sind
nicht zur Beschreibung des Systemverhaltens erforderlich (vgl. Abschnitt 4.3.3) und
koénnen zu null gesetzt werden. Bei der Parameteridentifikation wird daher mit den

vorhandenen Signalspalten der Datenmatrix [Z] eine reduzierte Parametermatrix [©]
anhand des IGS

(Zz][®] = [0] (5.5)
mit der Matrix
[yi(narx + 1)) [yi(narx +2)] -+ [y (V)] *
[y2(narx + 1) [lyo(narx +2)] - [y2(N)]
(0] = : : : (5.6)
lyn, (arx + D] [y, (narx +2)] - [ya, (V)]

der Ausgangssignale [yl] bis [yny] identifiziert. Der Aufbau von [®] wird dabei
direkt durch die Eintrdge in der Kombinationsmatrix €, . festgelegt. Dadurch
verringert sich die Anzahl der zu bestimmenden Parameter in [(:)} gegeniiber O],
was durch die Reduktion der Freiheitsgrade im Modell in der Regel auch zu engeren
Parametereinschliissen fiihrt.

Nach der Parameteridentifikation erfolgt dann ein weiterer Schritt, in dem die
identifizierte, reduzierte Parametermatrix [é] durch Nullzeilen zur kompletten Pa-
rametermatrix (@] erginzt wird. Welche Zeilen zu Null gesetzt werden ist durch
die Nulleintrége in €2y, festgelegt. Dadurch wird die Aufteilung von [©] in die

Matrizen [A;] und [B;] des kompletten Modells (2.11) erméglicht.

Erweiterung der Parameteridentifikation mit Zonotopen

In Abschnitt 3.2.5 wurde ein Verfahren zur Parameteridentifikation vorgestellt, bei
dem die Parametermenge durch Zonotope eingeschlossen wird. Um das Verfahren fiir
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den EIV-Fall (Errors-In-Variables) zu erweitern, also fiir den Fall dass der Regressor
ebenfalls eine beschrénkte Unsicherheit aufweist, wird im Folgenden die in [GS92]
fiir Ellipsoide beschriebene zweistufige Vorgehensweise (vgl. Abschnitt 3.2.4) auf
das Verfahren aus [BACO6] iibertragen, da bisher keine Parameteridentifkation mit
Zonotopen im EIV-Fall moglich ist.

Den Ausgangspunkt des Verfahrens bildet ein SISO-ARX-System in der Form
(k) = @9 + 1y, (5.7)

was dem Gleichungssystem (2.9) entspricht. Dieses System wird von der beschrankten
Storung vy mit

Y. S vk < (5.8)

iberlagert. Im EIV-Fall muss anstatt des Regressors ®; der durch Unsicherheiten
iiberlagerte Regressor [®,] = [®k,m, Pr a] beachtet werden. Durch Multiplikation
des Regressors mit den (unbekannten) Parametern in Gleichung (5.7) wirkt sich
diese Unsicherheit direkt auf den Ausgang ¢ aus.

Die Vorgehensweise in [GS92] (vgl. Abschnitt 3.2.4) fir Ellipsoide schlidgt daher
zunéchst die Bildung einer modifizierten Gesamtunsicherheit é; vor, die diese durch
den Regressor bedingte Unsicherheit des Ausgangs enthélt und anstatt der Unsi-
cherheit v zur Identifikation eingesetzt wird. Diese Gesamtunsicherheit é;, wird
dabei in jedem Abtastschritt neu bestimmt, da sie von der aktuellen Schitzung der
Parametermenge im rekursiven Verfahren abhéngt.

Im ersten Schritt des neuen Verfahrens zur Identifikation mit Zonotopen wird diese
Grundidee vom Ellipsoidverfahren iibernommen. Um einen Einschluss des absoluten
Fehlers é; zu bestimmen, wird die bekannte Unsicherheit des Regressors (@] im
k-ten Abtastschritt als Intervallvektor

[&:] = [0, @ A (5.9)

mit Mittelpunkt 0 und Intervallradius ®j o betrachtet. Dieser Intervallvektor wird
nun mit dem Parameter-Zonotop Z; aus dem vorherigen Schritt zu

Zg, = &) 20 (5.10)

multipliziert, eine Vorgehensweise dazu ist in Abschnitt 2.2.2 beschrieben. Das Ergeb-
nis dieser Multiplikation liefert den Beitrag zum Gesamtfehler € in Form eines eindi-
mensionalen Zonotops, welches zur weiteren Verarbeitung von der G-Reprasentation
(vgl. Gleichung (2.43)) in die Notation als Intervall umgeformt wird. Dadurch ergibt
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sich der gesuchte Gesamtfehler zu

Er = UV + [ng] (5.11)

Anschliefend wird im zweiten Schritt des Verfahrens mit dieser Gesamtunsicherheit
é), anstatt von vy, in Gleichung (5.7) das Verfahren nach [BACO06] (vgl. Abschnitt 3.2.5
und Anhang B.2) ausgefiihrt, wobei wie beim Ellipsoid-Verfahren eine iterative Ver-
besserung moglich ist. Im Unterschied zu der Vorgehensweise in [GS92] ist bei dem
hier vorgeschlagenen Verfahren durch die direkte Intervallmultiplikation (5.10) keine
individuelle Betrachtung der 2¢ Eckpunkte von [£,] erforderlich. Durch die hier vorge-
schlagene neue Vorgehensweise ist somit eine Identifikation von Parameterzonotopen
im EIV-Fall moglich.

Rekursives IGS-Verfahren

Im Folgenden wird ein angepasstes Verfahren mit Intervallen zur Beschreibung der
Parametermenge vorgestellt. Bei den auf Intervall-Gleichungssystemen basierenden
Verfahren, die in Abschnitt 3.2.1 beschrieben wurden, wird das tiberbestimmte IGS
als Ganzes mit entsprechendem Speicheraufwand gelost, was fir die Anwendung zur
Parameteridentifikation nicht erforderlich ist. Daher wird im Folgenden eine andere
Vorgehensweise zur Losung der Parameteridentifikation mittels iiberbestimmtem
IGS eingesetzt, welche vorab in [ZBD14c] publiziert wurde. Fiir die Bestimmung
des strikten Losungseinschlusses nach Gleichung (3.11) kann das iiberbestimmte
IGS in eine Folge quadratischer Gleichungssysteme aufgeteilt werden. Diese IGS
der Dimension ¢ x £ werden individuell mit den in Abschnitt 3.2.1 beschriebenen
Verfahren gelost, wobei auch die beschriebenen Verfahren fiir iiberbestimmte IGS
fir den quadratischen Fall angewandt werden konnen.

Fiir die Bestimmung des strikten Losungseinschlusses geméfl Gleichung (3.11) miissen
alle Messdatenpaare durch die gesuchten Parametern bedingt sein. Bei der Aufteilung
des tiberbestimmten IGS muss diese Anforderung fiir alle quadratischen Gleichungs-
systeme ebenfalls erfiillt sein, was durch die Bestimmung der Losungsmenge mit den
vorgestellten Verfahren geméfl Gleichung (3.5) gegeben ist. Die Losungsmenge des
iiberbestimmten IGS wird somit als Schnittmenge der Losungen aller individuellen
quadratischen IGS bestimmt.

Zur Losung der quadratischen Gleichungssysteme koénnen die in Abschnitt 3.2.1
beschriebenen Verfahren eingesetzt werden, wobei diese je nach Eigenschaften des
IGS unterschiedlich genaue Lésungseinschliisse bestimmen. Zudem ist es moglich, dass
einzelne der Verfahren fiir ein bestimmtes IGS nur eine unbeschrankte Losungsmenge
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erkennen, andere jedoch einen begrenzten Einschluss bestimmen kénnen (vgl. [HH13]).
Aus diesem Grund wird in dem hier vorgestellten Verfahren fiir jedes quadratische
IGS eine Kombination mehrerer Losungsverfahren aus Abschnitt 3.2.1 eingesetzt.
Zunéachst wird mittels verifylss eine Losung gesucht, da dieses Verfahren in den
meisten Féllen sehr schnell einen genauen Loésungseinschluss bestimmt. Falls dies
nicht erfolgreich ist, werden nacheinander mit dem Intervall-Gaufs-Seidel- Verfahren,
der Rohn-Methode und dem Popova- Verfahren ein Losungseinschluss gesucht, bis dies
gelingt. Wenn jedoch keines der Verfahren eine Losung liefert, wird das quadratische
IGS und somit auch das iiberbestimmte IGS als nicht 16sbar betrachtet. Eine
Beschreibung der einzelnen Verfahren ist in Abschnitt 3.2.1 angegeben.

Zur Initialisierung des Verfahrens wird zu Beginn mittels der Rohn-Methode ei-
ne Losung fiir das {iberbestimmte IGS bestimmt, sofern dies nicht gelingt wird
stattdessen ein Intervall mit grofler Intervallbreite eingesetzt, um die Losung sicher
einzuschliefen. Grundsétzlich ist es moglich, zu jedem Zeitpunkt mit einigen oder
allen der beschriebenen Verfahren fiir jedes IGS nach einer Losung zu suchen und
die Gesamtlosung fiir das IGS als Schnittmenge aller Losungen zu bestimmen. Dies
wird jedoch aufgrund des groflen Rechenaufwands und der geringen erzielbaren
Verbesserung in dieser Arbeit nicht genutzt.

Bei der Aufteilung des iiberbestimmten IGS entstehen mindestens

m m m

171+ 17 -17]] (5.12)
quadratische Gleichungssysteme, um alle verfiigharen Messdaten zu beriicksichtigen.
Dabei bedeutet |-] eine Abrundung zur néchsten ganzen Zahl, [-] entsprechend die
Aufrundung. Weiterhin entspricht m der Anzahl vorhandener Gleichungen und ¢ der
Anzahl zu bestimmender Parameter. Durch den zweiten Term in Gleichung (5.12)
wird der Fall behandelt, dass sich bei der Aufteilung der m Gleichungen am Ende
kein IGS mit ¢ ungenutzten Gleichungen aufstellen ldsst und stattdessen einzelne
Gleichungen doppelt verwendet werden. Diese Mindestanzahl an Gleichungssystemen
sollte, sofern die dadurch groflere Rechenzeit noch handhabbar ist, erhdht werden,
um die Genauigkeit des Losungseinschlusses zu verbessern. Durch die mehrfache Ver-
wendung einzelner oder aller m Gleichungen in unterschiedlichen Gleichungssystemen
werden mehr verschiedene IGS aufgestellt, welche mit den eingesetzten Verfahren zu
unterschiedlichen Lésungseinschliissen fithren. Insbesondere bei kleinen Datensatzlén-
gen fithrt dies zu einer Verkleinerung des Losungseinschlusses. Wenn beim Aufstellen
der quadratischen IGS beispielsweise jeweils die zeitlich dlteste Gleichung durch
eine neue Gleichung ersetzt wird, ergeben sich m—/¢+1 Gleichungssysteme. Dabei
sollte in jedem Schritt des Verfahrens direkt die Schnittmenge mit der bisherigen
Losung gebildet werden um den Speicherbedarf des Verfahrens zu reduzieren, anstatt
alle individuellen Losungsmengen erst am Ende des Verfahrens zu schneiden. Diese
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[ | Loésung im ersten Schritt [ Losung im zweiten Schritt

[ Schnittmenge Loésung nach letztem Schritt
Matrizen des Gleichungssystems: Parameterraum:
[u(1...99)] [y(1...99)] [y(2...100)]
\ / 5 —0,8
[ 17,9; 181] [ 1,3; 1,5] [ 03; 05] 5
—23,1;—-22,9] [ 0,3; 0,5] [ —2,8;—2,6] =3 k5] —1
[ 895 91] [-28;-20] [ 35; 3.7] 2
[ 29; 31] [ 35; 37] [ —3,4;-32] £ o-12

0,00 0,1 0,11

[Z] [v] Parameter by

(a) Erster Schritt der Parameteridentifikation

[u(1...99)] [y(1...99)] [y(2...100)]
5 —08
[ 17,9; 181] [ 1,3; 1,5] [ 03; 0,5] 5
—2 g -1
<
g _ia

0,09 0,1 0,11

(Z] [v] Parameter by

(b) Zweiter Schritt der Parameteridentifikation

Abbildung 5.2: Rekursive Parameteridentifikation fiir ein SISO-ARX-
Modell erster Ordnung

Vorgehensweise kann als rekursives'! Parameteridentifikationsverfahren betrachtet
werden, da ein initialer Losungseinschluss durch das Hinzufiigen weiterer Messdaten
nach und nach verbessert wird.

In Abbildung 5.2 wird die Vorgehensweise anhand eines einfachen Beispiels mit
N =100 Datenpunkten verdeutlicht. Dazu wird eine Datenmatrix [Z] mit zwei
Spalten und 99 Zeilen eines SISO-ARX-Modells erster Ordnung betrachtet. Im
ersten Schritt des Verfahrens, dargestellt in Abbildung 5.2(a), werden die ersten
beiden Zeilen der Matrix [Z] zusammen mit den ersten beiden Werten aus [Y] zum
Aufstellen eines quadratischen Gleichungssystems genutzt. Die Parametermenge nach
Losung dieses Gleichungssystems ist im rechten Teil der Abbildung als blaue Box
dargestellt. Der zweite Schritt des Verfahrens betrachtet die Zeilen zwei und drei des
Gleichungssystems und ist in Abbildung 5.2(b) dargestellt. Die Losung, dargestellt
als rote Box im rechten Teil der Abbildung, wird mit der Parametermenge aus dem

1'Wird in dieser Arbeit, wie in der Literatur iiblich fiir &hnliche Verfahren (z. B. RLS), als rekursives
Verfahren bezeichnet, obwohl es sich um ein iteratives Verfahren handelt.
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vorherigen Schritt geschnitten. Diese Schnittmenge, dargestellt als griine Box, wird
als Parametermenge nach dem zweiten Schritt weiter genutzt. Diese Vorgehensweise
wiederholt sich fiir alle Zeilen der Matrizen des Gleichungssystems. Das Ergebnis
nach dem letzten Schritt des Verfahrens und somit des gesamten Gleichungssystems
ist zusatzlich als schwarzes Rechteck eingezeichnet.

5.1.3 Simulationsbeispiele zur Identifikation

Die soeben beschriebene Kombination von Ordnungsbestimmung und Parameteriden-
tifikation wird im folgenden Abschnitt anhand von Simulationsbeispielen verdeutlicht.
Dazu werden erneut die in Kapitel 4 vorgestellten Systeme eingesetzt. Die dabei ver-
wendeten Simulationseinstellungen sind in Anhang D.1 kompakt dargestellt. Durch
die Beispiele werden die wesentlichen Eigenschaften der Black-Box-Identifikation
demonstriert. Ein Schwerpunkt wird dabei auf den Einsatz unterschiedlicher Para-
meteridentifikationsverfahren gelegt, um die unterschiedlichen Einsatzmoglichkeiten
der Ordnungsbestimmung zu verdeutlichen. In Abschnitt 5.2.2 werden die Identifika-
tionsergebnisse aus diesem Abschnitt erneut aufgegriffen und zur Fehlerdetektion
eingesetzt. Sdmtliche Simulationen werden auf einem handelsiiblichen Desktop-PC
mit Windows 7 64 bit, MATLAB Release R2014a sowie INTLAB [Rum99] in Version 7.1
durchgefiihrt.

Beispiel des MISO-Systems

Als erstes Beispiel wird das MISO-System aus den Abschnitten 4.1.3 und 4.2.3
betrachtet. Wie dort beschrieben, wird das System dritter Ordnung mit einer Aus-
gangsgrofle und zwei Eingangsgrofien fiir 1000 Abtastpunkte simuliert und die Daten
mittels gleichverteilten Fehlern ua bzw. ya iiberlagert. Die Schranken der Fehler
werden wie auch die Intervallradien zum Einschluss der Daten entsprechend 1%
der jeweiligen maximalen Signalamplitude zu ua = 0,035 bzw. ya = 0,159 festgelegt.
Zur Sicherstellung einer ausreichenden Anregung des Systems wird fiir jeden Eingang
eine Folge normalverteilter Werte mit Varianz 02 = 1 genutzt, welche zur besseren
Darstellbarkeit in Abbildung 4.1 auf ganze Zahlen gerundet werden. Im Folgenden
wird zunédchst das System ohne Durchgriff betrachtet.

Die Ordnungsbestimmung liefert, wie in Abschnitt 4.2.3 beschrieben, die korrekte
Systemordnung narx = 3, welche anschlieflend zur Parameteridentifikation genutzt
wird. Hierzu wird das in Abschnitt 5.1.2 beschriebene rekursive IGS-Verfahren
eingesetzt. Als Ergebnis liefert das Verfahren den Parametervektor [19], welcher in
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die Parameter bzw. Parametervektoren

la1] = [-1,12;-0,88], [as) = [~1,12;-0,89], [as] = [-1,13;-0,87], (5.13a)
[b1] = ([-0,52; 0,75][—0,76; 0,52]), (5.13b)
[by] = ([—0,73; 0,53][—0,35; 0,68]), (5.13c)
[bs] = ([—0,31; 0,89][—0,73; 0,31]) (5.13d)

des Modells (2.10) aufgeteilt werden kann. Da die Parameter des simulierten Sys-
tems (4.9) hierin enthalten sind, handelt es sich um ein korrektes Modell fiir das
betrachtete System. Zur besseren Vergleichbarkeit des Ergebnisses wird das im Para-
meterraum vom Parametervektor [99] umschlossene Volumen Vi = 0,036 genutzt.

Zur Veranschaulichung ist in Abbildung 5.3(a) die Lage der Systempole dieses
Beispiels abgebildet. Dabei sind die Pole des simulierten (wahren) Systems als
roter Stern gekennzeichnet. Um die Pole des Intervallmodells zu verdeutlichen, wird
eine Monte-Carlo-Simulation genutzt. Dabei werden fir jeden Parameter 100 000
zuféllige Werte aus dem Parameterintervall gezogen und fiir jedes so gewonnene
Modell die Lage der Pole berechnet. Die Berechnung der Pole geschieht durch
Transformation des Systems in seine Zustandsraumdarstellung (vgl. Abschnitt 2.1.3)
und anschlieBende Berechnung der Eigenwerte der Systemmatrix. Die genutzten
Algorithmen im Zustandsraum ermoglichen dabei eine schnellere Berechnung fiir
die grofie Anzahl Modelle bei der Monte-Carlo-Simulation als die ebenfalls mogliche
Berechnung anhand der Parameter des ARX-Modells. In Abbildung 5.3(a) ist die
konvexe Hiille aller so ermittelten Pole in blau dargestellt. In der Abbildung und
insbesondere in der vergroflerten Darstellung rechts ist erkennbar, dass durch das
Intervallmodell eine Gruppe von Systemen mit dhnlichem Verhalten wie das zu
identifizierende System beschrieben wird. Die Betrachtung von Signalverldufen ist
wegen der im identifizierten Modell enthaltenen instabilen Anteile hier nicht sinnvoll.

Als Alternative zum rekursiven IGS-Verfahren wird fiir dieses Beispielsystem die
Parameteridentifikation mittels Ellipsoiden demonstriert. Dazu wird das in Ab-
schnitt 3.2.4 beschriebene MOVE-Verfahren mit der ebenfalls dort beschriebenen
EIV-Erweiterung genutzt. Das Ergebnis der Parameteridentifikation stellt ein neun-
dimensionales Ellipsoid £(e, P) mit Volumen Vg = 0,006 im Parameterraum dar.
Die Parameter ¢ und P sind in Anhang D.2 angegeben. Im Vergleich zum vorherigen
Ergebnis bei der rekursiven Intervallidentifikation stellt der Parametereinschluss
durch das Ellipsoid einen engeren Einschluss dar. Dieser Vorteil ist allerdings nur
von Bedeutung, wenn fiir die Anwendung die Parameter in Form eines Ellipsoids
genutzt werden kénnen. Wenn stattdessen ein Einschluss des Ellipsoids durch einen
Intervallvektor genutzt wird, erhoht sich das Volumen fiir diesen auf Vy ¢ = 1,90
und ist somit deutlich grofler als beim rekursiven IGS-Verfahren.
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>k Reales System
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(b) Ergebnis der Parameteridentifikation mittels Ellipsoiden

Abbildung 5.3: Lage der Pole des MISO-Systems bei unterschiedlichen Ver-
fahren zur Parameteridentifikation
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In Abbildung 5.3(b) ist dies grafisch anhand der Pole des identifizierten Systems
dargestellt. Im Rahmen der Monte-Carlo-Simulation werden dazu 100 000 zuféllige
Parametervektoren aus dem identifizierten Ellipsoid gezogen. Die konvexe Hiille um
die Pole dieser zufilligen Systeme ist als griine Flache in der Abbildung dargestellt.
Zusétzlich ist fiir den Einschluss des Ellipsoids in einem Intervallvektor ebenfalls das
Ergebnis einer Monte-Carlo-Simulation als blaue Fliche eingezeichnet. Im Vergleich
mit Abbildung 5.3(a) zeigt sich, dass es sinnvoll ist, die Ordnungsbestimmung je
nach geplanter Nutzung des Modells mit unterschiedlichen Parameteridentifikations-
verfahren zu kombinieren, um die Notwendigkeit eines nachtraglichen Einschluss der
Parameter durch andere Unsicherheitsbeschreibungen zu vermeiden.

Sofern kein Wissen vorliegt, ob im System ein Durchgriff vorhanden ist, sollte dieser
fir die Identifikation angenommen werden. Am Ergebnis der Ordnungsbestimmung
dndert sich dadurch, wie in Abschnitt 4.2.3 beschrieben, auch in diesem Beispiel
nichts. Durch den zusétzlich im Modell vorhandenen Freiheitsgrad erhoht sich jedoch
die Unsicherheit der identifizierten Parameter, was durch das mittels rekursivem
IGS-Verfahren eingeschlossenen Volumen von Vy = 0,183 im Parameterraum deutlich
wird.

Wenn dem System, wie in Abschnitt 4.2.3 beschrieben, ein Durchgriff hinzugefiigt
wird, verlduft die Black-Box-Identifikation ebenfalls erfolgreich, sofern der Durchgriff
bei der Identifikation mit beriicksichtigt wird. Wird dieser stattdessen ignoriert,
fithrt dies in diesem Beispiel bei der Ordnungsbestimmung nicht zu Problemen (vgl.
Abschnitt 4.2.3). Allerdings schlagt die Parameteridentifikation fehl, da es nicht
gelingt, ein Modell zu finden, welches bei Ordnung narx = 3 ohne Durchgriff die
Daten erkldaren kann. Somit kann in diesem Beispiel die fehlerhafte Annahme anhand
der fehlgeschlagenen Parameteridentifikation erkannt werden.

Beispiel des MIMO-Systems erster Ordnung

Als néchstes Beispiel wird das erste MIMO-System aus Abschnitt 4.3.2 bzw. 4.3.4
betrachtet. Die simulierten Signalverldufe dieses Systems erster Ordung mit zwei
Ausgingen und zwei Eingingen werden wie in Abschnitt 4.3.2 beschrieben durch
einen gleichverteilten Fehler mit 1% der jeweiligen maximalen Signalamplitude
iiberlagert. Durch diese Unsicherheit wird gleichzeitig der Radius der Intervalle
fiir die Signalverldufe zu u; A = 0,036, uz A = 0,033, y1,Ao = 0,065 bzw. y o = 0,085
festgelegt, um den Einschluss sicherzustellen.

Mit diesen Daten wird, wie in Abschnitt 4.3.2 beschrieben, die minimale Ordnung
des ARX-Modells zu narx = 1 bestimmt. Die anschlieBende Parameteridentifikation
wird in diesem Beispiel mit dem Zonotop-Verfahren aus Abschnitt 5.1.2 durchge-
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fithrt. Da es sich um ein MIMO-System handelt, das Zonotop-Verfahren jedoch nur
Parametervektoren (MISO) anstatt Parametermatrizen einschliefen kann, wird fiir
jeden Ausgang ein individuelles Parameterzonotop identifiziert. Die Parameter der
identifizierten Zonotope sind in Anhang D.3 angegeben. Das Volumen dieser beiden
Zonotope im Parameterraum betriigt Vz, = 3,2 x 107° bzw. Vz, = 1,4 x 1074

Auch fiir die durch die Zonotope beschriebene Parametermenge kann ein Intervall-
einschluss [®] bestimmt werden, welcher geméf

(Z1(p1, H1)  Z2(po, Ha)) C (O] (5.14)

die komplette Parametermatrix des Systems einschliefit. Das im Parameterraum
durch die Spalten dieser Intervallmatrix eingeschlossene Volumen erhéht sich dadurch
auf Vg z, = 3,0 x 104 bzw. Vo,z, = 1,8 x 1073, Die Umformung der so gebildeten
Parametermatrix in Form der ARX-Systemdarstellung (2.11) liefert die Parameter-
matrizen

_ ([ 0,765 0,84][—0,05; 0,03]

[A]_<[ 0,80; 1,03][-0,57;—0,43] J° (5.15a)
_ (1 0915 1,09][~0,63;—0,36]

[B]_<[—0,10; 0,10][ 1,86 2,14] )" (5.15b)

welche einen Einschluss der Parameter des simulierten Modells (4.19) darstellen.

In Abbildung 5.4 wird dies nochmals anhand einer Monte-Carlo-Simulation ver-
deutlicht. Wie im vorherigen Beispiel ist im Bild die Lage der Pole des simulierten
Systems gekennzeichnet, ebenso wie der Bereich der 100 000 zufillig aus der Parame-
termenge des Zonotops bzw. des Intervalleinschlusses ausgewahlten Modelle. Auch
hier geschieht die Bestimmung der Pole anhand der Eigenwerte der Systemmatrix des
transformierten Systems. Durch die Parametermengen des identifizierten Modelles
wird somit auch im MIMO-Fall eine Gruppe von Systemen mit dhnlicher Systemdy-
namik beschrieben. Wie sich dies auf das am Ausgang messbare Systemverhalten
auswirkt, ist in Abbildung 5.5 dargestellt. Die Abbildung zeigt einen Ausschnitt der
beiden simulierten Systemausgénge als rote Linie. Zusétzlich ist die Einhiillende der
Signalverlaufe aller bei der Monte-Carlo-Simulation betrachteten 100 000 zufalligen
Modellen eingezeichnet. Innerhalb der griinen Fliche liegen dabei die Signalverldufe
der Modelle mit aus den Zonotopen ausgewéahlten Parametern. Die gréflere blaue
Flache, welche auch die griine Flache beinhaltet, deckt den Bereich der durch den
Intervalleinschluss beschriebenen Modelle ab. Alle Modelle sind dabei zu Beginn
mit den selben Werten initialisiert um die Auswirkung der unterschiedlichen Para-
meter zu verdeutlichen. Anhand der Abbildung wird ebenfalls deutlich, dass das
identifizierte Modell das Systemverhalten beschreibt.
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Abbildung 5.4: Lage der Pole des ersten MIMO-Systems bei Parameteri-
dentifikation mittels Zonotopen
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Abbildung 5.5: Ausschnitt des Signalverlaufs des ersten MIMO-Systems bei
Parameteridentifikation mittels Zonotopen
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Beispiel des MIMO-Systems zweiter Ordnung

Auch beim komplexeren zweiten Beispielsystem aus den Abschnitten 4.3.2 und 4.3.4
dndert sich an der Vorgehensweise nichts. Dieses Beispielsystem wird daher hier
genutzt, um die Auswirkung unterschiedlich grofier Intervalle der zur Simulatio-
nen genutzten Daten zu demonstrieren. Das MIMO-ARX-System zweiter Ordnung
mit den Parametermatrizen in Gleichung (4.22) hat zwei Ausgénge, drei Eingénge
und enthélt einen Durchgriff. Fiir dieses Beispiel werden 1000 Datenpunkte mit
einer Unsicherheit von 1 %o der jeweiligen maximalen Signalamplitude erzeugt und
zur Identifikation genutzt. Die Schranken der Fehler und die Intervallradien ent-
sprechen somit u; o = 3,2 % 103, Ug A = 3,4 X 1073 bzw. uz A = 3,4 X 1073 fiir die
drei Eingangssignale und y; o = 6,6 x 1072 bzw. y2 A = 12,0 x 1073 fiir die beiden
Ausgénge. Die Ordnungsbestimmung liefert, wie in Abschnitt 4.3.4 beschrieben, die
minimale Ordnung narx = 2 mit der Kombinationsmatrix

Q, = G é) (5.16)

Die Parameteridentifikation wird nun mit dem rekursiven IGS-Verfahren aus Ab-
schnitt 5.1.2 ausgefiihrt. Da in der Kombinationsmatrix ein Nullelement enthalten
ist, wird bei der vorgestellten Methode zur Black-Box-Identifikation lediglich eine
reduzierte Parametermatrix [(:)] mit zwolf Zeilen identifiziert, welche durch eine
reellwertige Nullzeile zur kompletten Parametermatrix O] erganzt wird. Dadurch
konnen die Parameter in Form der Modellgleichung (2.11) als

- (4 o oot -
[As] = G_&g;;_%g 8 ) (5.17b)
- (0020 02l o domlonm v g
o (|t o )y
Bl = (100t Gallzgm ool pes ) Gam

angegeben werden. Diese schliefen die Parameter des simulierten Systems (4.22) ein.
Durch die Ergénzung des reduzierten Parametervektors der Identifikation zum kom-
pletten Modell werden in der Matrix [As] die beiden reellwertigen Nullen eingefiigt.
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Die komplette Identifikation wird zusétzlich mit einer erhohten Unsicherheit von 3 %o
der maximalen Signalamplitude wiederholt. Die Amplitude der tiberlagerten gleich-
verteilten Storungen betriagt ebenso wie die daraus resultierenden Intervallbreiten
ur A =97x 1073 ug o = 10,3 x 1073, ug o = 10,1 x 1073, 43 o = 19,9 x 1073 bzw.
yo.A = 36,0 x 1073, Auf die Ordnungsbestimmung hat dies keine Auswirkung, da
die Anforderungen aus Abschnitt 4.2.2 weiterhin erfiillt sind.

Bei der Parameteridentifikation erhoht sich der mittlere Intervallradius der identi-
fizierten Parameter in [®] dadurch von A 19, = 0,028 bei 1 %o Unsicherheit auf

Ay, 39, = 0,094 bei 3 %o Unsicherheit der Daten. Die resultierenden Parameterma-

trizen
)= (|Lam: ustoase: oo -
wl=(0mtl 0 ) s
- (05 Soen e ) e
- (L0 ORI 0l 008 00T
R T ) B

enthalten entsprechend grofiere Intervalle.

In Abbildung 5.6 ist die Auswirkung dieser grofieren Parametermengen auf die Lage
der Pole des Systems dargestellt. Fiir beide Teile der Abbildung wurde, wie bei den
vorherigen Beispielen, jeweils eine Monte-Carlo-Simulation mit 100 000 zuféallig aus
den Parametermengen gezogenen Modellen durchgefiihrt. In beiden Féllen sind die
Pole des simulierten Systems in der durch das mengenbasierte Modell beschriebenen
Gruppe von Systemen enthalten. In Abbildung 5.6(b) ist jedoch ein deutlich grofierer
Bereich an Pollagen durch das Modell zu sehen, die zu einer grofieren Variation
des beinhalteten dynamische Verhaltens fiihrt, was bei der spéateren Nutzung des
Modells beriicksichtigt werden muss.

In Abbildung 5.6 ist in beiden Teilen der Abbildung ein reellwertiger Pol im Ursprung
des Koordinatensystems dargestellt, welcher auch bei allen Modellen der Monte-
Carlo-Simulation auftritt. Dieser Pol ist aufgrund der Erweiterung der reduzierten
Parametermatrix durch reellwertige Nulleintrdge vorhanden und ist auch in der
zugehorigen Zustandsraumdarstellung enthalten. Diese Zustandsraumdarstellung zur
Berechung der Pole wird entsprechend Abschnitt 2.1.3 aufgestellt. In Anhang D.4
wird ausfithrlich beschrieben, wie dieser Pol ohne Unsicherheit entsteht.
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Abbildung 5.6: Lage der Pole des zweiten MIMO-Systems bei der Parame-
teridentifikation mittels IGS
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Abbildung 5.7: Ausschnitt des Signalverlaufs des zweiten MIMO-Systems
bei der Parameteridentifikation mittels IGS
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Fir die bei der Monte-Carlo-Simulation verwendeten Modelle ist in Abbildung 5.7
wie im vorherigen Beispiel jeweils der durch die Signalverldufe abgedeckte Bereich
dargestellt. Auch hieran wird ersichtlich, dass durch das mit gréoBerer Unsicherheit
identifizierte Modell groflere Abweichungen vom Verhalten des simulierten Systems
auftreten kénnen.

Beispiel des instabilen Systems

Auch fir das instabile Beispielsystem aus Abschnitt 4.3.6 wird die Black-Box-
Identifikation wie bei den vorherigen Beispielen durchgefiithrt. In Abschnitt 4.3.6 ist
ausfithrlich beschrieben, welcher stabilisierende Regler eingesetzt wird und wie damit
die Daten zur Identifikation erzeugt werden. Die Ordnungsbestimmung liefert die
korrekte Systemordnung narx = 2. Die Parameteridentifikation wird zunéchst mit
dem rekursiven IGS-Verfahren aus Abschnitt 5.1.2 durchgefiihrt. Die identifizierten
Parameter haben in diesem Beispiel einen mittleren Intervallradius von A, = 0,044
und sind in Anhang D.5 angegeben.

In Abbildung 5.8(a) ist die Lage der Pole des so identifizierten Modells mittels Monte-
Carlo-Simulation dargestellt. Zusétzlich zu den rot dargestellten Polen des instabilen
Systems und den diese einschlieSenden Pole der zuféllig gezogenen Modelle (blaue
Fliche) sind die Pole des mit dem Regler (4.35) fiir die Identifikation geregelten Sys-
tems in griin dargestellt. Wie im vorherigen Beispiel entsteht durch die Erweiterung
der reduzierten Parametermatrix mit reellwertigen Nullen ein zusétzlicher Pol im
Ursprung.

Alternativ wird die Parameteridentifikation mittels des in Abschnitt 3.2.2 vorgestell-
ten Verfahrens der linearen Optimierung durchgefithrt. Die Parametermatrizen sind
in Anhang D.5 zu finden. Der mittlere Intervallradius der Parameter verringert sich
bei diesem Verfahren auf A, = 0,016, was auch in Abbildung 5.8(b) deutlich wird.
Wie in den anderen Beispielen liegt dieser Abbildung eine Monte-Carlo-Simulation
mit 100000 zufilligen Modellen aus dem identifizierten Modell zugrunde. An beiden
Teilen der Abbildung 5.8 zeigt sich, dass durch die Identifikationsmethode auch im
geschlossenen Regelkreis ein Modell des instabilen Systems identifiziert werden kann.

Durch die in diesem Abschnitt vorgestellten Simulationsbeispiele wurde die Mog-
lichkeit zur universellen Kombination der in dieser Arbeit vorgestellten Ordnungs-
bestimmung mit unterschiedlichen Parameteridentifikationsverfahren demonstriert.
Dabei kamen sowohl Verfahren aus der Literatur zum Einsatz, als auch die beiden
in dieser Arbeit vorgestellten Verfahren der Identifikation mit Zonotopen und das
rekursive IGS-Verfahren. Bei allen Simulationsbeispielen wurde neben der tatséch-
lichen Systemordnung auch ein Einschluss der Parameter und somit ein giiltiges
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Modell identifiziert. Die Identifikationsergebnisse der betrachteten Beispielsysteme
sind sehr gut fir die Anwendung zur mengenbasierten Fehlerdetektion geeignet, was
im folgenden Abschnitt vorgestellt und in Abschnitt 5.2.2 demonstriert wird.

5.2 Fehlerdetektion mit identifizierten Modellen

FEine moégliche Anwendung der mittels der Black-Box-Identifikation gewonnenen
Modelle stellt die mengenbasierte Fehlerdetektion dar. Die Grundlagen hierzu und
einige relevante Ansétze aus der Literatur wurden in Abschnitt 3.3 vorgestellt. Die
Anwendung der dort vorgestellten Ansétze sowie eine mogliche Erweiterung hiervon
wird im Folgenden néher betrachtet und anhand von Simulationen demonstriert.

Das in dieser Arbeit vorgestellte Verfahren zur Black-Box-Identifikation liefert als
Ergebnis zunichst ein ARX-Modell des Systems. Dies erschwert den Einsatz von
Fehlerdetektionsverfahren, welche mit Zustandsraummodellen arbeiten, da durch
die Umformung in den Zustandsraum bei MIMO-Systemen im Allgemeinen keine
Minimalrealisierung vorliegt (vgl. Abschnitt 2.1.3). Insbesondere bei den direkten
Verfahren zur Fehlerdetektion wie der Zustandsmengenbeobachtung oder Verfah-
ren mit Intervall-Beobachtern fithrt die erh6hte Modellordnung zu einem héherem
Rechenaufwand.

Die indirekten Verfahren dagegen kénnen ohne Umformung mit den ARX-Modellen
umgehen, da im Verfahren eine Transformation der Messung in den Parameterraum
des Modells enthalten ist. Eine einfache Moglichkeit fiir diese Transformation stellen
rekursive Parameteridentifikationsverfahren dar. Dabei wird in jedem Abtastschritt
eine neue Messung hinzugefiigt und die Schnittmenge aus damit bestimmter Para-
metermenge und der Parametermenge aus dem vorherigen Abtastschritt gebildet.
Wenn diese Schnittmenge leer ist, kann die neue Messung nicht durch die bisherigen
Parameter des Systems beschrieben werden, es liegt also ein Fehler vor. Die in dieser
Arbeit eingesetzten Verfahren der Parameteridentifikation mittels Ellipsoiden (vgl.
Abschnitt 3.2.4), mittels Zonotopen (vgl. Abschnitt 5.1.2) sowie das rekursive IGS-
Verfahren (vgl. Abschnitt 5.1.2) kénnen hierfiir genutzt werden. Auch eine Nutzung
des in Abschnitt 3.2.3 vorgestellten SIVIA-Algorithmus ist denkbar, wird hier jedoch
nicht betrachtet.
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Abbildung 5.8: Lage der Pole des instabilen MIMO-Systems im geschlosse-
nen Regelkreis bei 1 %o Unsicherheit der Daten bezogen auf
die jeweilige maximale Signalamplitude
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5.2.1 Fehlerdetektion durch ARX-Filter

Als Alternative zu den indirekten Verfahren zur Fehlerdetektion wird im Folgenden ein
direktes Verfahren basierend auf ARX-Modellen mit Intervallparametern vorgestellt.
Die Grundidee des Verfahrens orientiert sich am Zustandsmengenbeobachter aus
[Pla07]. Da das Verfahren eine Pradiktor-Korrektor-Struktur analog zum Kalman-
Filter [K4160] aufweist, wird es im Folgenden als ARX-Filter bezeichnet.

Beim ARX-Filter handelt es sich um ein rekursives Verfahren basierend auf einer
Einschritt-Pradiktion (engl. one-step-ahead prediction) der Signalverliufe. Die beiden
Teile des Verfahrens sind:

1. Pradiktion der Ausgangswerte: In diesem Schritt werden die Ausgangssignale
[§(k|k—1)] fiir den néchsten Abtastschritt priadiziert. Dazu wird die Modellglei-
chung des ARX-Modells (2.11) in Kombination mit gefilterten Ausgangswerten
aus den vorherigen Abtastschritten genutzt.

2. Korrektur der Ausgangswerte: Hierbei werden die pradizierten Ausgangswerte
[§(k|k—1)] durch die im aktuellen Abtastschritt gemessenen Werte [ymess (k)]
korrigiert.

In dem Verfahren wird vorausgesetzt, dass sowohl die Parametermengen als auch
die Signale durch Intervalle eingeschlossen werden. Dies fiithrt dazu, dass bei der
Pridiktion die Intervallbreite von [§j(k|k—1)] wichst, da mehrere Multiplikationen
zwischen Intervallen [A;] und [y(k — )] sowie [B;] und [u(k —4)] durchgefiihrt
werden. Im Korrekturschritt werden die prédizierten Intervalle verringert, indem die
Schnittmenge

ly(k)] = [g(k[k—1)] N [Ymess (k)] (5.19)

zwischen Messung und Pradiktion gebildet wird. Diese Schnittmenge beschreibt die
sowohl mit der Messung als auch dem Modell konsistenten Werte des Ausgangssignals
und wird im néchsten Schritt fiir die Pradiktion genutzt. Zur Fehlerdetektion wird
der Korrekturschritt des Verfahrens genutzt. Sofern eine Uberschneidung zwischen
Messung und Pradiktion in Gleichung (5.19) vorliegt, kann keine Aussage zum
Auftreten eines Fehler getroffen werden. Wenn die Bestimmung der Schnittmenge
jedoch eine leere Menge liefert, gibt es keine Uberschneidung zwischen aktueller
Messung und préadizierten Ausgangssignalen. Die gemessenen Werte konnen dann
nicht durch das Intervallmodell erklart werden und es liegt ein Fehler vor. Durch
Nutzung der Intervallarithmetik handelt es sich um eine garantierte Aussage, sofern
die Voraussetzungen zum Intervalleinschluss der Messdaten erfiillt sind.

Die beim ARX-Filter notwendigen Berechnungen lassen sich sehr effizient imple-
mentieren und weisen eine geringe Komplexitat auf. Gegeniiber den Verfahren im
Zustandsraum fallt der Schritt zur Bestimmung einer Zustandsmenge fiir die aktuelle
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Messung weg, da beim ARX-Filter direkt die Ausgangssignale genutzt werden. Dies
fiihrt zu einer deutlichen Verringerung der notwendigen Rechenoperationen. Im
Vergleich zu den in dieser Arbeit genutzten indirekten Verfahren zur Fehlerdetektion
ist die Komplexitiat des ARX-Filters deutlich reduziert, was im Hinblick auf eine
echtzeitfahige Implementierung vorteilhaft ist. In dieser Arbeit wurde eine Imple-
mentierung als Mex-Function in C++ fiir Matlab umgesetzt, wobei fiir einige der
bendtigten Intervalloperationen eine in C++ implementierte Bibliothek aus [Wol10]
genutzt wird. Somit besteht durch das in dieser Arbeit vorgestellte ARX-Filter
eine effiziente Moglichkeit, die identifizierten Modelle direkt und ohne Transfor-
mationen in den Zustandsraum zur Fehlerdetektion zu nutzen, indem die Idee der
Zustandsmengenbeobachtung auf ARX-Modelle iibertragen wird.

5.2.2 Simulationsbeispiele zur Fehlerdetektion

Die Anwendung der Fehlerdetektion auf die durch die mengenbasierte Black-Box-
Identifikation gewonnenen Modelle wird im Folgenden an mehreren Beispielsystemen
demonstriert. Dabei werden exemplarisch drei unterschiedliche Fehlerarten simuliert
und anhand des im vorherigen Abschnitt vorgestellten ARX-Filters detektiert. Zur
Verdeutlichung werden dabei drei der in dieser Arbeit bereits mehrfach betrachteten
Beispielsysteme fiir die Fehlerdetektion der unterschiedlichen Fehlerarten verwendet.

Zunéchst wird das erste MIMO-System erster Ordnung mit dem Identifikationser-
gebnis aus Abschnitt 5.1.3 betrachtet. Das System wird mit den Parametern (4.18)
simuliert. Dabei wird das System durch die beiden Funktionen

1 1 1 1
ui (k) = 1 sin (20k . 27r> . ue(k) = 5 cos (mk . 27r> (5.20a)

als Eingangssignal angeregt. Die Wahl der Eingangssignale ist beliebig und héngt
von der Anwendung des Systems ab, weshalb zur Demonstration in diesem Beispiel
deutlich andere Signale als zur Identifikation eingesetzt werden. Um einen Fehler
durch sich dndernde Systemparameter zu simulieren, wird im Abtastschritt £ = 100
der Parameter, welcher die Kopplung zwischen den beiden Systemausgingen im AR-
Teil A; des Modells (4.19) beschreibt, von ag 1 = 0,9 auf as 1 = 0,7 verringert. Die
so erzeugten Daten werden durch einen gleichverteilten Fehler mit der Amplitude 1 %
des jeweiligen maximalen Signalwerts {iberlagert, welcher auch zum Einschluss der
so erzeugten Messdaten durch Intervalle als Intervallradius genutzt wird. Diese
Unsicherheiradien. Diese betragen bei Anregung des System nach Gleichung (5.20a)
fiir die Eingangsdaten u; o = 2,5 x 1072 bzw. ug o = 5,0 x 1073 und fiir die Daten
der beiden Ausginge y1. Ao = 10,0 x 1072 bzw. y2 o = 10,4 x 1073.
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Die Anwendung des in dieser Arbeit vorgestellten ARX-Filters auf diese Daten ist in
Abbildung 5.9 dargestellt. In Abbildung 5.9(a) ist ein Ausschnitt des Signalverlaufs
um den Zeitpunkt des Fehlers abgebildet. Dabei sind die simulierten Intervalle der
Ausgangssignale als rote Fliache dargestellt. Als blaue Flédche sind die pradizierten
Intervalle im ARX-Filter eingezeichnet. Die Uberlappung zwischen Ausgang des
Systems und Pradiktion ist in Griin dargestellt. Diese Uberlappung stimmt zu vielen
Abtastpunkten direkt mit den simulierten Intervallen der Ausgangssignale tiberein
und verdeckt diese im Bild, da bei der Prédiktion die Intervallbreite ansteigt. Sobald
im System der Parameterfehler aufgetreten ist, fihrt dies in diesem Beispiel beim
zweiten Ausgang zur Fehlerdetektion in Schritt 109. Der durch den Fehler betroffene
Parameter beschreibt den Einfluss des ersten Ausgangs auf den zweiten Ausgang, im
System ist zudem keine Kopplung in umgekehrter Richtung enthalten. Daher ist die
Auswirkung der Parameteranderung am ersten Ausgang nicht sichtbar, weshalb in
diesem Signal der Fehler nicht detektierbar ist. Die Abbildungen 5.9(b) und 5.9(c)
enthalten jeweils eine zweidimensionale Darstellung der Signale im Ausgangsraum,
wobei dieselben Farben wie in Abbildung 5.9(a) genutzt werden. Die Abbildung 5.9(b)
zeigt die Situation im Abtastschritt bevor der Fehler detektiert wird. Die Pradiktion
beinhaltet in diesem Schritt die Intervalle des Systemausgangs komplett. In Abbil-
dung 5.9(c) dagegen besteht keine Uberlappung zwischen den Intervallen mehr, was
zur Fehlerdetektion fiihrt.

Da die Parameteridentifikation dieses Beispielsystems mittels Zonotopen durch-
gefiihrt wurde, bietet es sich an, diese Parametermengen bei der Fehlerdetektion
ebenfalls einzusetzen. Da es sich beim Identifikationsergebnis um vierdimensiona-
le Parameterzonotope handelt ist eine grafische Darstellung an dieser Stelle nicht
moglich. Dennoch wird an dieser Stelle kurz die Vorgehensweise und das Ergebnis
beschrieben. Zur Fehlerdetektion mit Zonotopen wird das in dieser Arbeit vorgestell-
te Zonotopverfahren der Parameteridentifikation aus Abschnitt 5.1.2 als indirektes
Fehlerdetektionsverfahren genutzt. Das Ergebnis der Parameteridentifikation (vgl.
Abschnitt 5.1.3 und Anhang D.3) wird hierfiir als initiales Zonotop fiir das rekursive
Verfahren benutzt. Bereits in Abtastschritt k£ = 102 wird in diesem Beispiel der
Fehler erkannt, da keine Ubereinstimmung des Parameterzonotops mit dem durch
den aktuellen Wert definierten Bereich im Parameterraum vorliegt.

Als weiteres Beispiel wird das ARX-Filter auf das instabile System aus Abschnitt 4.3.6
angewandt. Dazu wird das System durch den Regler

0,10 —0,02 1,39
Kd_<—0,76 —0.,46 —1,86) (5.21)
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Abbildung 5.9: Detektion einer Parameterdnderung des ersten MIMO-
Systems
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mit statischem Vorfilter

-0,43 1,11

V= ( 1,79 5,50) (5.22)
stabilisiert und im Arbeitspunkt y,p = (1,0 70,5) gehalten, wobei Regler und
Vorfilter gegeniiber der Identifikation gedndert wurden. Zur Nachbildung gemessener
Daten werden die simulierten Signalverldufe in diesem Beispiel jeweils durch gleich-
verteilte Stérungen mit den Fehlerschranken u; o = 0,010, ua A =, y1,A = 0,020 bzw.
y2,A = 0,005 iiberlagert. Diese orientieren sich nicht an den Amplituden der Signale,
da die Ein- und Ausgangssignale des Systems durch den Regler auf einem konstanten
Arbeitspunkt gehalten werden und somit die Signalamplituden sehr gering sind. Die
gewéhlten Schranken der Fehler sind stattdessen etwas grofer als die Unsicherheiten
der Identifikationsdaten und legen auch die Intervallradien der Daten fest.

Zur Simulation eines Fehlers wird zum Abtastschritt £ = 100 der Parameter @4 o
in der Systemmatrix des Zustandsraummodells (4.34a) zu null gesetzt, was den
ersten Systemausgang beeinflusst. Fiir die Fehlerdetektion wird das mittels linearer
Optimierung identifizierte Modell aus Abschnitt 5.1.3 eingesetzt. Das ARX-Filter
detektiert damit im Abtastschritt £ = 104 den Fehler, was in Abbildung 5.10 darge-
stellt ist. Die Teilgrafik 5.10(a) stellt den relevanten Ausschnitt der Signalverlaufe
am Ausgang inklusive der priadizierten Intervalle dar. In Schritt & = 104 besteht am
ersten Systemausgang keine Uberlappung zwischen Ausgangsgréfe und pridizierter
Ausgangsgrofle, was zur Detektion des Fehlers fiihrt. In den Abbildungen 5.10(b)
und 5.10(c) sind die Schritte bis zur Detektion wie im vorherigen Beispiel im Aus-
gangsraum dargestellt. Auch an diesen Abbildungen wird deutlich sichtbar, dass ein
Fehler im System aufgetreten ist.

Als Beispiel fiir eine weitere Art von auftretenden Fehlern wird ein direkter Mess-
fehler des Ausgangssignals demonstriert. Dazu wird das zweite MIMO-System
aus Abschnitt 5.1.3 mit den dort genutzten Einstellungen der Simulation ein-
gesetzt. Die Fehlerschranken der iiberlagerten gleichverteilten Stérungen werden
zwup A =1,0x1073 uga = 1,0 x 1073, uga = 1,3 x 1073, y3. A = 2,1 x 1073 bzw.
yo.A = 3,5 x 1073 gewihlt, was 1 %o Unsicherheit bezogen auf die jeweilige maximale
Signalamplitude entspricht.

Als Fehler wird die Amplitude des Signalverlaufs fiir den zweiten Ausgang ab Schritt
k = 100 um 10 % vergroert, um einen Messfehler zu simulieren. Die Fehlerdetektion
mit dem ARX-Filter liefert in diesem Beispiel eine sehr schnelle Detektion in Schritt
k = 107. In Abbildung 5.11 ist der relevante Ausschnitt fiir die Fehlererkennung mit
dem ARX-Filter dargestellt. Wie in den vorherigen Abbildungen zeigt die Teilgra-
fik 5.11(a) die Signalverldufe beider Ausgangssignale. Der Fehler wird in diesem
Beispiel durch eine leere Schnittmenge im zweiten Ausgang detektiert. Die Abbil-
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Abbildung 5.10: Detektion einer Parameterdnderung des instabilen MIMO-
Systems
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dungen 5.11(b) und 5.11(c) zeigen den Schritt vor der Detektion und die Detektion
im Ausgangsraum. Auch die indirekte Fehlerdetektion liefert in diesem Beispiel
eine sehr schnelle Detektion. Das Ellipsoidverfahren zur Parameteridentifikation
(vegl. Abschnitt 3.2.4) detektiert den Fehler bereits in Schritt & = 104, die Detektion
mittels rekursivem IGS-Verfahren bzw. Zonotop-Identifikation benétigen bis zum
Schritt k = 106 bzw. k = 108 fiir die Detektion und liefern damit ebenfalls sehr
schnell eine garantierte Fehlerdetektion. Eine grafische Darstellung der indirekten
Fehlerdetektionsverfahren wird aufgrund des mehrdimensionalen Parameterraums in
diesem Beispiel nicht angegeben.

Anhand der in diesem Abschnitt durchgefithrten Simulationen konnte somit gezeigt
werden, dass die durch die in dieser Arbeit vorgestellte Black-Box-Identifikation
gewonnenen Modelle zur mengenbasierten Fehlerdetektion eingesetzt werden kénnen,
und dabei garantierte Aussagen ermoglicht werden. Durch das in diesem Kapitel
vorgestellte ARX-Filter, ebenso wie durch die indirekten Verfahren zur Fehlerde-
tektion anhand von Parameteridentifikationsverfahren, konnen die Modelle ohne
Transformation in den Zustandsraum direkt eingesetzt werden.

5.3 Zusammenfassung und Uberblick

Im fiinften Kapitel dieser Arbeit wurde eine Kombination von Ordnungsbestimmung
und Parameteridentifikation zu einem Verfahren zur Black-Box-Identifikation fiir
Messdaten mit unbekannten, aber beschriankten Fehlern vorgestellt. Dabei wurde
gezeigt, dass die in dieser Arbeit prisentierte mengenbasierte Ordnungsbestimmung
universell mit verschiedenen Identifikationsverfahren fiir Parametermengen aus der
Literatur kombiniert werden kann ohne auf ein bestimmtes Verfahren festgelegt
zu sein. Somit besteht die Moglichkeit, je nach geplantem Anwendungszweck des
Modells, eine geeignete Mengenbeschreibung fiir die Parameter zu nutzen. Es handelt
sich hierbei um die erste bekannte Moglichkeit zur mengenbasierten Black-Box-
Identifikation.

Um die bei der Ordnungsbestimmung eingesetzten Datenmatrizen bei der Paramete-
ridentifikation ebenfalls zu nutzen, bieten sich die auf Intervallgleichungssystemen
basierenden Verfahren an. Bei der Identifikation von Systemen mit mehreren Aus-
gangsgroflen wird durch diese Datenmatrizen die Identifikation einer reduzierten
Parametermatrix ermoéglicht. Diese Parametermatrix kann durch reellwertige Null-
parameter zur kompletten Parametermatrix des Systems ergidnzt werden, da die
entsprechenden Parameter nicht zur Beschreibung des Systemverhaltens erforderlich
sind. In diesem Kapitel wurde zudem eine Kombination mehrerer Standardverfahren
zu einem neuen rekursiven Parameteridentifikationsverfahren anhand eines IGS,
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Abbildung 5.11: Detektion einer Parameteranderung des zweiten MIMO-
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welche die Vorteile der unterschiedlichen Verfahren nutzt und dabei nur einen ge-
ringen Speicheraufwand auch fir grofie Datenséitze hat. Zudem wurde in diesem
Kapitel durch Erweiterung der Parameteridentifikation mittels Zonotopen fiir den
EIV-Fall ein weiteres neues Verfahren zur mengenbasierten Parameteridentifikation
vorgestellt.

Als zweiter Schwerpunkt wurde in diesem Kapitel die Anwendung der identifizierten
Modelle mit unsicheren Parametern zur Fehlerdetektion betrachtet. Dazu wurde das
ARX-Filter als direktes Fehlerdetektionsverfahren vorgestellt, welches die bei der
Identifikation gewonnenen ARX-Modelle einsetzt. Ein Vorteil dieses Verfahrens ist,
dass durch die direkte Nutzung der ARX-Modelle keine Transformation der Messwerte
wie beim Zustandsmengenbeobachter und keine Abbildung in den Parameterraum
wie bei den indirekten Verfahren erforderlich ist. Anhand verschiedener Simulationen
wurden die Identifikation und die Fehlerdetektion demonstriert und die wesentlichen
Eigenschaften verdeutlicht. Dabei zeigte sich, dass die Black-Box-Identifikation fiir
unterschiedliche Mengenbeschreibungen genutzt werden kann und die identifizierten
Modelle zur mengenbasierten Fehlerdetektion gut geeignet sind, um garantierte
Aussagen zum Auftreten eines Fehlers zu treffen.






Kapitel 6

Anwendungsbeispiele

Im vorherigen Kapitel wurde eine Vorgehensweise zur Black-Box-Identifikation fiir
Messdaten mit beschrankter Unsicherheit, die auf der Ordnungsbestimmung aus
Kapitel 4 basiert, vorgestellt und anhand einiger Simulationen demonstriert. Die
Identifikationsmethode wird in diesem Kapitel auf Messdaten einiger Laborsysteme
angewandt, um Modelle zur Fehlerdetektion zu generieren. Im ersten Teil des Kapi-
tels wird dazu ein Tank betrachtet, dessen Fiillstand untersucht wird. Anschlielend
wird im zweiten Abschnitt die Alterung von Kondensatoren untersucht. Dazu wer-
den verschiedene RC-Bandpassschaltungen eingesetzt. In diesem Kapitel wird zur
Parameteridentifikation stets das rekursive IGS-Verfahren und zur Fehlerdetektion
das ARX-Filter eingesetzt. Das Kapitel schlieit mit einer kurzen Zusammenfassung.

6.1 Fullstand eines Tanks

Als erstes Beispiel wird ein Modell fiir den Fillstand eines Tanks identifiziert. Das
betrachtete Laborsystem besteht aus einem quaderférmigen Tank mit einer Grund-
fliche von etwa 144 cm?. In Abbildung 6.1 ist der Aufbau schematisch dargestellt.
Der Tank besitzt zwei identische stets geéfinete Abfliisse die als Storgrofie auf das
betrachtet System wirken. Der Zufluss V zum Tank wird als Eingangssignal des
Systems genutzt und durch einen Ultraschall-Durchflusssensor erfasst'2. Die Mes-
sunsicherheit dieses Sensors ist abhangig vom aktuellen Messwert und betragt =3 %
fiir Durchfliisse V > 0,40 Lmin~! und ansonsten +5%. Als Ausgangssignal wird
der Fiillstand im Tank betrachtet, welcher durch einen Drucksensor'® am Boden
des Tanks gemessen wird. Aufgrund der stromungsbedingten Turbulenzen im Tank
schwankt der Messwert des Fiillstands, weshalb die Unsicherheit dieser Messung
experimentell zu £3mm bestimmt wurde. Die Ansteuerung der Anlage und die

2Eingesetztes Modell: cynergy® UF8B [Cyn16]
13Eingesetztes Modell: VEGA Vegabar 14 [VEG16]
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Zufluss V
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B

Ablauf 1 Ablauf 2

Abbildung 6.1: Schematische Darstellung des Tanks

Messdatenerfassung erfolgen mit einem DS1103-System der Firma dSPACE. Da es
sich bei diesem Tank um ein nichtlineares System handelt, werden im Folgenden
lediglich kleine Abweichungen um den stationiren Arbeitspunkt hy = 181,30 mm mit
dem stationdren Zufluss V, = 4,51 Lmin~! betrachtet. Ein durch klassische Modell-
bildung gewonnenes und um den Arbeitspunkt (hg, V;) linearisiertes Modell, kann
nach Diskretisierung mit der Abtastzeit T, = 1s durch das ARX-Modell

y(k) = 0,99y(k—1) + 1,15 x 10~ min/m?u(k) (6.1)

angegeben werden. Dabei sind die Parameter des physikalischen Modells mittels
Parameteridentifikation am Laborsystem identifiziert worden.

Um fiir die mengenbasierte Black-Box-Identifikation eine geniigende Anregung si-
cherzustellen, wird der Zufluss zufillig im Bereich

—4,51Lmin~!' < AV < 3,49 L min™" (6.2)
variiert, was dem kompletten an der Anlage realisierbaren Durchflussbereich von
0Lmin~! <V < 8Lmin"* (6.3)

entspricht. Am Laborsystem wurden zwei Datensétze mit 871 bzw. 483 Datenpunk-
ten mit der Abtastzeit T, = 1s aufgenommen, deren Linge willkiirlich gewéahlt
wurde. Auf die so erzeugten Intervallmessdaten wurde die Ordnungsbestimmung aus
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Kapitel 4 angewandt, was als Ergebnis korrekterweise ein Modell erster Ordnung
lieferte. Anschliefflend wurden die Parameter des Systems zu

[a] = {0,963 ; 1,003} . = [—0,116 x 1073 ; 1,573 x 10*3] (6.4)

identifiziert. Dies stellt einen Einschluss der tatséchlichen Systemparameter (6.1)
und somit ein korrektes Systemmodell mit Intervallparametern dar.

Die untere Schranke des identifizierten Parameterintervalls [b] stellt einen physikalisch
unplausiblen Wert dar, da ein negativer Zufluss bei diesem Aufbau nicht moglich ist.
Durch Expertenwissen kénnte das Intervall somit verkleinert werden, was auch eine
Anderung des Parameters [a] bewirken wiirde. Um derartige Beschrankungen bei
der Parameteridentifikation zu berticksichtigen kann die in [JKDWO01] beschriebene
Bedingungsfortpflanzung (engl. constraint propagation) bei der Formulierung des
Identifikationsproblems eingesetzt werden. Da der Schwerpunkt dieser Arbeit nicht
auf der Parameteridentifikation liegt wurde dies jedoch hier nicht umgesetzt.

Das so identifizierte Modell kann nun zur Fehlerdetektion eingesetzt werden. Dazu
wurden drei zusédtzliche, am Modell gemessene Datensétze mit 454, 291 bzw. 592 Da-
tenpunkten aufgenommen. Bei zwei dieser Validierungsdatensétze trat nach einer
langeren Betriebszeit ein plotzlicher Fehler auf, indem einer der beiden Abfliisse blo-
ckiert wurde. Der dritte Validierungsdatensatz enthélt keinen Fehler. Das ARX-Filter
ermoglicht mit dem identifizierten Modell die Fehlerdetektion fiir das betrachtete
Laborsystem, ohne im fehlerfreien Datensatz einen Fehlalarm zu generieren.

In Abbildung 6.2 ist der relevante Ausschnitt der Signalverldufe fiir beide Validie-
rungsdatensitze mit Fehler dargestellt. Dabei werden die Intervalle der Messdaten
als rote Fldche abgebildet, die der Priadiktion im ARX-Filter als blaue Fldche. Die
Uberlappung zwischen Messung und Prédiktion ist in Griin dargestellt und verdeckt
zum grofiten Teil die Messung komplett. Der Fehler im ersten Validierungsdatensatz,
der in Abtastschritt 200 auftritt, wird in Schritt 212 erkannt, da keine Uberlappung
zwischen Messung und Préadiktion besteht und das Modell somit nicht konsistent
zu den gemessenen Daten ist. Beim zweiten Validierungsdatensatz mit enthaltenem
Fehler tritt der Fehler in Schritt 270 auf und wird vom ARX-Filter in Schritt 282 und
damit ebenfalls nach 12 Schritten detektiert. Durch Nutzung der Intervallarithmetik
im ARX-Filter in Kombination mit dem identifizierten Modell wird in beiden Fallen
die Aussage ermoglicht, dass garantiert ein Fehler im System vorliegt.
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am Tank mit auftretendem Fehler
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Abbildung 6.3: Schaltung des SISO-Bandpasses

6.2 Alterung von Elektrolyt-Kondensatoren

Als weitere Anwendung der mengenbasierten Black-Box-Identifikation wird die
Alterung von Elektrolyt-Kondensatoren untersucht, was anhand verschiedener RC-
Bandpassschaltungen erfolgt. Beispielsweise in [Boul0; HK88] wird beschrieben, dass
sich die Alterung eines Elektrolyt-Kondensators in einer Erhohung des dquivalen-
ten Serienwiderstands (ESR, Equivalent Series Resistance) und einer Verringerung
der Kapagzitdt niederschlagt. Diese Abweichung der Bauteilparameter von ihren
Nominalwerten wird im Folgenden als Fehler angesehen. Alle Messungen an den
RC-Bandpassschaltungen wurden mit einem DS1103-System der Firma dSPACE
durchgefiihrt. Die Unsicherheit der eingesetzten Analog-Digital-Wandler betrigt 5 mV
und zusétzlich 0,25 % vom Messwert und legt somit die Grofle der Intervalle zum
Einschluss der Messdaten fest.

6.2.1 SISO-Bandpass mit kiinstlicher Alterung

Zunéchst wird ein SISO-Bandpass betrachtet, dessen Schaltung in Abbildung 6.3
dargestellt ist. Dabei ist durch Rc, bzw. R, der ESR des jeweiligen Kondensators
C1 bzw. Cy gekennzeichnet. Der Eingang des Systems ist durch die Spannung u;,
der Ausgang durch us gegeben.

Fiir das erste Szenario betragen die Bauteilwerte der Widerstinde R; = Ry = 5002
sowie der Kondensatoren C7; = Cy = 12,20 nF. Diese Kapazitéit ist durch die Par-
allelschaltung von zwei Kondensatoren mit 10 pF und 2,20 pF realisiert. Um die
Erhohung des ESR R¢, bzw. Re, durch Alterung nachbilden zu kénnen, kann zu
den Kondensatoren jeweils ein externer Widerstand in Reihe geschaltet werden.
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Dieser zusitzliche ESR wird jedoch zur Identifikation zu 0€2 vorgegeben, sodass
lediglich der tatsdchlich in den Kondensatoren vorhandene ESR wirksam ist. Bei
dieser Schaltung handelt es sich um ein System mit Durchgriff, welcher durch den
ESR bedingt wird.

Fiir die Erzeugung von Identifikationsdaten mit geniigender Anregung wird die
Eingangsspannung wu; gleichverteilt im Bereich 0V bis 10V variiert, wobei jeder
Spannungswert fiir 2ms gehalten wird. Die Spannungen u; und us werden direkt an
der Schaltung gemessen, um Verfélschungen durch Abweichungen bei der Signalerzeu-
gung sowie durch den Innenwiderstand der Anschlussleitungen auszuschlieflen. Mit
diesem Aufbau wurden zwei Identifikationsdatensétze mit jeweils 9 300 Datenpunk-
ten erzeugt, die mit einer Abtastzeit von T, = 1ms aufgenommen wurden. Durch
die Messunsicherheit der eingesetzten Analog-Digital-Wandler sind die Intervalle
zum Einschluss der Eingangs- und Ausgangssignale festgelegt. Im Gegensatz zu
den Simulationsbeispielen im vorherigen Kapitel ist die Messunsicherheit nicht kon-
stant {iber die gesamten Datensétze, sondern abhéngig von jeweiligen Messwert. Fiir
die beiden Spannungen betrégt der maximale Intervallradius u; a,,,, = 30mV bzw.
U2 A, = 10,8mV und der Mittelwert desr Intervallradius betrégt u; A, = 17mV
bzw. us A, = 6,2mV.

m

Die Ordnungsbestimmung aus Kapitel 4 liefert fiir dieses System die Ordnung
n = 2, was aufgrund der zwei Energiespeicher zu erwarten ist. Damit kénnen mittels
rekursivem IGS-Verfahren die Parameter

[al]:([ 1,53; 1,55]), [ag]:([70,54;70,52]) (6.5a)
bol=([ 0,13; 0,14]), [by)=([—0,13;-0,13]), [bo]=([—0,01;0,00]) (6.5b)

des ARX-Modells identifiziert werden. Das so identifizierte Modell wird nun zur
Fehlerdetektion unterschiedlicher Fehlerfille mittels ARX-Filter eingesetzt. Zunéchst
wird eine gleich starke Alterung beider Kondensatoren simuliert. Dazu werden
wahrend der Messung die parallelgeschalteten Kondensatoren mit 2,20 nF entfernt
und gleichzeitig die Widersténde R¢c, und R, mit jeweils 12 in Reihe zu den
Kondensatoren eingefiigt. Fiir dieses Szenario wurden drei Datensédtze aufgenommen,
bei denen das ARX-Filter den Fehler 22, 25 bzw. 18 Schritte nach Auftreten des
Fehler detektiert. In Abbildung 6.4 ist ein Ausschnitt eines Datensatzes aus diesem
Szenario dargestellt. Der Fehler wird in diesem Beispiel nach 18 ms detektiert. In der
Abbildung kommt das in Abschnitt 6.1 beschriebene Farbkonzept zum Einsatz. An
diesem Beispiel wird ersichtlich, dass das identifizierte Modell gut fiir die Anwendung
zur Fehlerdetektion geeignet ist.

Als weiteres Szenario wird ein Fehler lediglich in Kondensator C5 betrachtet, welcher
sich ebenfalls als Verringerung der Kapazitdt und gleichzeitige Erhéhung des ESR
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Abbildung 6.4: Ausschnitt des Signalverlaufs des SISO-Systems eines Vali-
dierungsdatensatzes mit Fehler in C; und Cy

niederschldgt. Der Kondensator C; bleibt dabei wie bei den Identifikationsdaten
unverdndert. In diesem Fall benotigt das Filter fiir die zwei Datensdtze 19 bzw.
18 Schritte um den Fehler zu detektieren. Als dritter Anwendungsfall schliefilich
wird ein fehlerhafter Kondensator Cy betrachtet, wobei C> wie bei der Identifikation
unverandert bleibt. Die Auswirkung dieses Fehlers auf den Ausgang wird durch das
Filter etwas schlechter detektiert als in den anderen beiden Szenarien, da nun 89 bzw.
63 Schritte zwischen Eintritt des Fehlers und dessen Detektion liegen. Hintergrund
dieser verspéiteten Detektion ist eine geringere Auswirkung der Stérung auf den
Ausgang, da die Ausgangsspannung durch den Kondensator Cs gepuffert wird. In
den durch das ARX-Filter gepriiften acht Datensétzen mit jeweils ca. 14s Léange
sind insgesamt 111449 Datenpunkte enthalten, von denen 91 719 Datenpunkte am
fehlerfreien System aufgenommen wurden und auch ein Validierungsdatensatz ohne
Fehler enthalten ist. Dabei treten wie erwartet keine Fehlalarme auf.

6.2.2 SISO-Bandpass mit gealterten Kondensatoren

Bei den im vorherigen Abschnitt betrachteten Szenarien wurde die Alterung der
Kondensatoren durch eine Verschaltung mit externen Bauteilen realisiert, um das Auf-
treten des Fehlers wihrend des Betriebs zu simulieren. Im Folgenden wird die Band-
passschaltung aus Abbildung 6.3 mit einem real gealterten Elektrolyt-Kondensator
eingesetzt.
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Die Schaltung wird dazu mit zwei Kondensatoren C; = Cs = 47 pF und den Wi-
derstdnden Ry = Ry = 1k aufgebaut. Die zusatzlichen Widerstande fiir den ESR
R¢, bzw. R¢, sind in diesem Aufbau nicht vorhanden, sodass lediglich der ESR der
Kondensatoren wirksam ist. Die Anregung des Systems erfolgt wie im vorherigen
Beispiel beschrieben durch eine gleichverteilte Spannung im Bereich 0V bis 10V.
Zur Identifikation des Modells werden drei Datensétze mit insgesamt 12 386 Daten-
punkten aufgezeichnet, wobei fiir jeden Datensatz der Kondensator Csy gegen ein
anderes, ebenfalls neuwertiges Exemplar ausgetauscht wird, um geringfiigige Schwan-
kungen der tatsdchlichen Bauteilwerte bei der Identifikation zu berticksichtigen. Die
Maximal- und Mittelwerte der Intervallradien sind unverdndert wie im vorherigen
Beispiel. Auch in diesem Szenario liefert die Ordnungsbestimmung die korrekte
Systemordnung n = 2 als Ergebnis, sodass die Parameteridentifikation durchgefiihrt
werden kann.

Zur Validierung des identifizierten Modells werden acht weitere Datensétze aufgenom-
men, wobei ebenfalls jeweils der Kondensator Co ausgetauscht wird. Die Anwendung
des ARX-Filters mit dem identifizierten Modell verlauft fiir diese Datensétze ohne
Detektion eines Fehlers, da es sich bei allen als Cs eingesetzten Kondensatoren um
neuwertige Exemplare handelt.

Dies dndert sich jedoch, wenn fiir den Kondensator Cs ein real gealterter Kon-
densator eingesetzt wird. Dazu wurde einem handelsiiblichen PC-Netzteil, welches
nach ldngerer Betriebzeit einen Defekt aufwies, ein duflerlich intakter Elektrolyt-
Kondensator mit der Nennkapazitit 47 pF entnommen. Mit einem Referenzmessgerét
wurde fiir diesen Kondensator eine Kapazitit von 44,8 pF und ein ESR von 17,1 Q)
ermittelt. Der gealterte Kondensator wird fiir die Messung von zwei Datensétzen
als Cy eingesetzt. In beiden so gemessenen Datensétzen wird bereits nach wenigen
Datenpunkten vom ARX-Filter ein Fehler detektiert, da die Messung nicht mit der
Pradiktion des auf neuwertigen Kondensatoren basierenden Modells iibereinstimmt.
Das mittels mengenbasierter Black-Box-Identifikation ermittelte Modell kann somit
gut zur Detektion eines gealterten Kondensators genutzt werden.

6.2.3 SIMO-Bandpass mit simulierter Alterung

Als letztes Beispiel wird eine Bandpassschaltung mit zwei Ausgangssignalen betrach-
tet. Die Schaltung ist in Abbildung 6.5 dargestellt. Als Eingang des SIMO-Systems
wird, wie bei den vorherigen Systemen, die Spannung u; genutzt und als Ausgénge die
Spannungen wuy und us. Die Schaltung wird mit den Widersténden R; = Ry = 1kQ2
und R3 = 620 €2, sowie den Kondensatoren C7; = 47 pF und Cy = C3 = 9,40 pF aufge-
baut. Dabei werden die Kondensatoren Cy und C3 jeweils durch Parallelschaltung von
je zweimal 4,70 uF aufgebaut, um spéter eine Kapazitéitsverringerung zur Nachbildung
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Abbildung 6.5: Schaltung des SIMO-Bandpasses

der Alterung zu ermdglichen. Zur Nachbildung des gealterten Kondensatorverhaltens
wird in diesem Beispiel auf eine Erhéhung des ESR verzichtet um die Anzahl der zu
schaltenden Bauelemente klein zu halten.

Wie bei den vorherigen Schaltungen wird das System durch eine gleichverteilte
Spannung im Bereich 0V bis 10 V mit einer Haltezeit von 2ms als Eingangssignal
betrieben, um eine geniigende Anregung sicherzustellen. Zur Identifikation werden
drei Datensétze mit jeweils 9 300 Datenpunkten bei einer Abtastzeit von T, = 1 ms
aufgezeichnet. Fiir die Spannung u, betrdgt der maximale Intervallradius wie bei
den vorherigen Schaltungen 11 a,,,. = 30mV und der Mittelwert des Intervallradius
betragt ui a,, = 17mV. Bei den Ausgangsspannungen dieser Schaltung ergeben sich
die maximalen Intervallradien zu ug A =13,7mV bzw. uz a,.. = 13,2mV und
die gemittelten Intervallradien zu us o, = 6,2mV bzw. us A, = 5,9mV.

max

Die Ordnungsbestimmung aus Abschnitt 4.3.3 detektiert fiir dieses Beispiel acht
mogliche Modelle, wobei das ausgewdhlte Modell der minimalen Ordnung narx = 2

die Kombinationsmatrix
1 1
Q, = (1 0) (6.6)

aufweist. Zur Bestimmung der acht Modellrepriasentationen werden 48 Rangunter-
suchungen benétigt, was sich durch Nutzung des optimierten Verfahrens aus Ab-
schnitt 4.3.3 auf zwischen 31 und 37 Ranguntersuchungen reduzieren lasst, in
Abhéngigkeit von der Reihenfolge der Untersuchungen in der Rekursion (vgl. Ab-
schnitt 4.3.3). Die Parameteridentifikation mittels rekursivem IGS-Verfahren liefert
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fiir das Modell entsprechend Gleichung (2.11) die Parametermatrizen

= ({5570 ool omes osol) (6:7)
O T D
- (] B 000, o0
B (00, 670
5= (190 002, 670

Die reellwertige Nullspalte in [As] ist durch die Null in der Kombinationsmatrix €2
begriindet, da eine zweifache Verzogerung des zweiten Systemausgangs nicht zur
Beschreibung des Systemverhaltens im ARX-Modell erforderlich ist.

Auch dieses Modell wird mittels ARX-Filter zur Fehlerdetektion eingesetzt. Dazu
werden drei Datensétze genutzt, bei denen die Kondensatoren Cs und Cs wihrend der
Messung durch Auflésen der Parallelschaltung gleichzeitig um je 4,70 pF verringert
werden. Die Fehler, die im Mittel nach etwa 11200 Abtastpunkten auftraten, werden
durch das Filter nach 21, 23 bzw. 58 Schritten detektiert. Auch ein zuséitzlich
gemessener Validierungsdatensatz mit 15723 Abtastpunkten ohne Fehler wird vom
Filter korrekt verarbeitet.

In Abbildung 6.6 ist ein Ausschnitt aus einem der Datensétze mit Fehler dargestellt.
Der Fehler wird dabei anhand des ersten Ausgangssignals detektiert, da bei diesem
Messung und Préadiktion nicht iiberlappen. Auch bei den beiden nicht dargestellten
Datensétzen mit Fehler fithrt der erste Ausgang zur Fehlerdetektion im ARX-Filter.

Anhand dieses Beispielsystems wird zusétzlich die von den eingesetzten Verfahren
benétigte Rechenzeit exemplarisch betrachtet. Sdmtliche Verfahren wurden auf ei-
nem Desktop-PC mit Intel Core-i7 mit 3,4 GHz, Windows 7 64bit und MATLAB
Release R2014a ausgefiihrt und die Rechenzeit {iber 100 Durchldufe gemittelt. Fiir
die Ordnungsbestimmung des Modells wurden 2,68 s benétigt, bei der optimierten
Variante konnte dies auf 1,44 s bzw. 1,78 s reduziert werden. Die Parameteridentifi-
kation mit dem rekursiven IGS-Verfahren benotigte anschliefend ca. 94 min. Da die
Black-Box-Identifikation offline mit vorab gemessenen Daten durchgefiihrt wird und
keine Echtzeitanforderung besteht, ist die bendtigte Rechenzeit jedoch unerheblich.
Das ARX-Filter, welches als in C++ implementierte Mex-Function in Matlab einge-
bunden ist, benttigte fiir den betrachteten Validierungsdatensatz ohne Fehler 0,039 s,
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I Messung [ Pradiktion [0 Uberlappung
T T

y1 in V

T T
Eintritt Detektion
Fehler Fehler

| | | | | |
10,825 10,830 10,835 10,840

10,845 10,850

10,855 10,860 10,865

tins

Abbildung 6.6: Ausschnitt des Signalverlaufs des SIMO-Systems eines Vali-
dierungsdatensatzes



140 Anwendungsbeispiele

fiir die drei Datensétze mit Fehler aufgrund des vorzeitigen Abbruchs am Fehler im
Mittel 0,036 s. Dadurch ergibt sich eine mittlere Verarbeitungszeit pro Abtastschritt
von etwa 3 ps fiir dieses System. Durch die geringe Rechenzeit des ARX-Filters ist
ein echtzeitfihiger Einsatz der Fehlerdetektion denkbar.

6.3 Zusammenfassung und Uberblick

In diesem Kapitel wurde die Anwendung der in dieser Arbeit vorgestellten men-
genbasierten Black-Box-Identifikation an verschiedenen Laborsystemen betrachtet.
Dazu wurde zunéchst der Fiillstand eines Tanks als Beispiel untersucht. Durch
die Ordnungsbestimmung und die anschliefende Parameteridentifikation mit dem
rekursiven IGS-Verfahren konnte ein Modell mit Intervallparametern identifiziert
werden. Dieses Intervallmodell ist gut zur Fehlerdetektion des Systems geeignet, was
anhand des ARX-Filters bei der Detektion eines verstopften Abflusses demonstriert
wurde.

Als weiteres Anwendungsbeispiel wurde die Detektion gealterter Kondensatoren in
RC-Bandpassschaltungen betrachtet. In unterschiedlichen Szenarien wurden dazu
SISO- und SIMO-Schaltungen aufgebaut und mittels der in dieser Arbeit vorgestellten
mengenbasierten Black-Box-Identifikation modelliert. Bei zwei Schaltungen wurden
durch externe Bauteile eine Alterung von Kondensatoren nachgestellt und durch das
ARX-Filter als Fehler detektiert. Auch in einem Szenario mit einem real gealterten
Kondensator wurde mit dem identifizierten Modell und dem ARX-Filter gezeigt,
dass die vorgestellten Verfahren fiir diesen Anwendungsfall geeignet sind.



Kapitel 7
Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurde ein Verfahren zur Black-Box-Identifikation eines linearen,
zeitdiskreten Modells aus Messdaten mit unbekannten, aber beschréinkten Fehlern
vorgestellt. Dies wird durch ein neues Verfahren zur Bestimmung der Systemordnung
direkt aus den Intervallmessdaten ermoglicht, welches in Kombination mit ver-
schiedenen Verfahren zur Parameteridentifkation die Identifikationsmethode bildet.
Voraussetzung dabei ist, dass die Messdaten in Form von Intervallen vorliegen, welche
so gewahlt sind, dass trotz vorhandener Messfehler der tatséchliche ungestorte Wert
des Signals im Intervall eingeschlossen ist. Da keine Information zur Verteilung der
Unsicherheit innerhalb der Schranken benotigt wird, stellt diese Beschreibungsform
fiir einige Systeme eine Alternative zur weit verbreiteten stochastischen Unsicher-
heitsbeschreibung dar.

Die Grundidee der Ordnungsbestimmung ist eine Analyse des Spaltenrangs speziell
aufgebauter Datenmatrizen. Durch das Auftreten eines Rangabfalls beim Aufbau
dieser Datenmatrizen kann die Ordnung eines ARX-Modells bestimmt werden. Um
dies zu ermoglichen, ist auf eine geniigende Anregung des Systems in Kombination
mit einer zur Systemdynamik passenden Abtastzeit sowie einer durch geeignete
Sensorik und Aktorik vorgegebenen kleinen Intervallgrofie zu achten. Andernfalls
kann in den Datenmatrizen ein Rangabfall auftreten, der nicht durch die Ordnung
des Systems bedingt ist und somit zu falschen Ergebnissen fithren wiirde. Bei der
Ordnungsbestimmung muss zwischen Systemen mit einer Ausgangsgroéfie und mit
mehreren Ausgangsgrofien unterschieden werden, da die ARX-Modelldarstellung
im Mehrgrofienfall nicht eindeutig ist und interne Kopplungen zwischen den Aus-
gangsgroflen einen zusétzlichen Rangabfall der Datenmatrizen verursachen kénnen.
Um diese Problematik zu umgehen wurden in der Arbeit zwei Verfahrensvarianten
fiir Systeme mit mehreren Ausgangsgrofien vorgestellt. Die Methode der direkten
MISO-Erweiterung liefert dabei potenziell nicht die minimale ARX-Modellordnung,
bestimmt dafiir jedoch die minimale Ordnung eines Zustandsraummodells. Im Ge-
gensatz dazu detektiert die zweite Methode die minimale ARX-Modellordnung, da
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alle im System vorhandenen Kopplungen durch einen rekursiven Algorithmus bertick-
sichtigt werden. Da die Modelle fiir Mehrgrofiensysteme nicht eindeutig sind, besteht
bei diesem Verfahren die Moglichkeit, eigene Kriterien zur Auswahl des fiir die
geplante Anwendung passenden Modells zu integrieren. Die Ordnungsbestimmung
kann dabei nicht nur fiir stabile Systeme im offenen Regelkreis, sondern auch fiir
instabile Systeme im durch einen stabilisierenden Regler geschlossenen Regelkreis
eingesetzt werden. Anhand mehrerer simulativer Beispiele wurde die Vorgehensweise
bei der Ordnungsbestimmung veranschaulicht.

Durch die in dieser Arbeit vorgestellte Ordnungsbestimmung wird die in der Li-
teratur existierende Liicke von der Parameteridentifikation zur mengenbasierten
Black-Box-Identifikation geschlossen. Dazu kann die Ordnungsbestimmung mit un-
terschiedlichen Verfahren zur Parameteridentifikation kombiniert werden, um ein
datenbasiertes ARX-Modell zu identifizieren. Dieses Modell kann anschlieend bei
Bedarf in ein Zustandsraummodell umgeformt werden, welches dann jedoch keine
Minimalrealisierung darstellt. Die Ordnungsbestimmung ist durch diese Kombinati-
onsmoglichkeit universell einsetzbar und kann bei der Bestimmung von Modellen
mit unterschiedlichen Beschreibungsformen der Parametermengen fiir verschiedene
Anwendungen genutzt werden. Anhand von simulierten Beispielsystemen wurde die
Vorgehensweise in dieser Arbeit gezeigt.

Um die bei der Ordnungsbestimmung verwendeten Datenmatrizen optimal zu nut-
zen, wurde zudem ein rekursives Verfahren zur Parameteridentifikation mittels
Intervall-Gleichungssystemen vorgestellt. Dabei wird durch rekursive Aufteilung
des Intervallgleichungssystems und Kombination verschiedener Losungsverfahren
aus der Literatur eine Parametermenge fiir die Messdaten des Systems bestimmt.
Die so gewonnenen Modelle stellen aufgrund der bei der Identifikation genutzten
Intervallarithmetik einen garantierten Einschluss des tatséchlichen Systemverhaltens
dar.

Als mogliche Anwendung wurden die identifizierten Modelle in dieser Arbeit zur
Fehlerdetektion genutzt. Die mengenbasierten Systemmodelle bieten den Vorteil, dass
ein detektierter Fehler garantiert aufgetreten ist. Somit wird eine Fehlerdetektion
ohne Fehlalarme erméglicht. Der Nachteil dabei ist jedoch, dass diese Verfahren keine
Aussage zur Fehlerfreiheit des Systems treffen konnen, wenn kein Fehler detektiert
wird. Eine Moglichkeit zur Anwendung der identifizierten Modelle stellt die Nutzung
rekursiver Parameteridentifikationsverfahren als indirektes Fehlerdetektionsverfahren
dar. Dabei wird bei jeder neuen Messung ein Bereich im Parameterraum bestimmt,
der mit dieser Messung konsistent ist. Besteht keine Uberschneidung zwischen diesem
Bereich und den Modellparametern, muss ein Fehler aufgetreten sein. Diese Vorge-
hensweise wird mit einigen der in der Arbeit beschriebenen Identifikationsverfahren
anhand von Simulationsbeispielen demonstriert.
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Als effiziente Alternative zu den indirekten Fehlerdetektionsverfahren wurde in der
Arbeit ein direktes Verfahren fiir die identifizierten ARX-Modelle vorgestellt. Es
basiert auf dem aus der Literatur bekannten Zustandsmengenbeobachter, arbeitet
im Gegensatz dazu jedoch direkt im Ausgangsraum des Systems. Da es auf einer
Pradiktor-Korrektor-Struktur beruht, wird es in der Arbeit als ARX-Filter bezeichnet.
Bei jeder neuen Messung wird dabei eine Pradiktion der Ausgangsgrofien des Systems
anhand des identifizierten Modells durchgefithrt und die Schnittmenge mit den aktuell
gemessenen Werten gebildet. Sofern diese Schnittmenge leer ist, muss ein Fehler
im System aufgetreten sein. Andernfalls stellt die Schnittmenge die Basis fir die
néchste Pridiktion dar. Das ARX-Filter kann aufgrund seiner einfachen Struktur sehr
effizient implementiert werden und kann somit auch fiir zeitkritische Anwendungen
zum Einsatz kommen.

Abschlielend wurde die Leistungsfahigkeit der vorgestellten mengenbasierten Black-
Box-Identifkation anhand mehrerer Laborsysteme demonstriert. Als Beispiele wur-
de die datenbasierte Modellierung des Fiillstand eines Tanks sowie mehrerer RC-
Bandpassschaltungen betrachtet. An diesen Laborsystemen wurden Intervallmodelle
identifiziert und zur Detektion unterschiedlicher Fehler eingesetzt. Damit konnte
demonstriert werden, dass die mengenbasierte Black-Box-Identifikation, basierend
auf der in dieser Arbeit vorgestellten Methode zur Ordnungsbestimmung, in Kombi-
nation mit dem ARX-Filter fiir reale Messdaten eingesetzt werden kann und eine
Fehlerdetektion ohne Fehlalarme ermdglicht.






Anhang A

Losungsverfahren fiir lineare
Intervall-Gleichungssysteme

A.1 Krawczyk-Methode

In [Kra69] wird eine iterative Losungsmethode vorgestellt, mit welcher ein Ein-
schluss der Losungsmenge eines quadratischen IGS bestimmt werden kann. Die hier
angegebene Beschreibung orientiert sich an [MKC09]. Das Gleichungssystem

C[M|[9] = C[y] (A1)
wird durch einen Prékonditionierer so modifiziert, dass

H[E]HOO - HI - C[M]H <1 (A.2)

o0

erfiillt ist. Haufig wird dazu die inverse Mittelpunktsmatrix C' = M ;11 als Prakondi-
tionierer eingesetzt. Fiir den Start des Verfahrens wird ein Intervallvektor benétigt,
welcher sicher die Losungsmenge enthélt. Eine mogliche Wahl hierfiir stellt der Vektor

[19](0):([—@,@] [—oz,oz])T mit Q:M (A.3)

dar. Mit diesem initialen Einschluss und der Iterationsgleichung
[9]G+D) — (C[b] +[E] w]@) Ao  i=o0,1,... (A.4)

kann eine Folge von Intervallvektoren bestimmt werden, welche alle die tatsédchliche
Loésungsmenge beinhalten und zu dieser hin konvergieren.
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A.2 Hansen-Bliek-Rohn-Ning-Kearfott-Neumaier-
Methode

Ein Einschluss der Losungsmenge eines quadratischen IGS kann durch folgenden
Algorithmus bestimmt werden, sofern es sich bei der Matrix [M] um eine H-Matriz'*
handelt [Neu99]. Fiir mit der inversen Mittelpunktsmatrix prédkonditionierte Systeme

cIM][9] = Cly]. (A.5)

ist dies in der Regel erfiillt. Der Einschluss der Parameter kann komponentenweise
flir j = 1,..., ¢ mittels

[y;] + =85, B)]
;| = A6
] [Mj;] +[—aj , ay] (4.6)
berechnet werden, wobei die benétigten Gréflen durch
u= B ‘ [y] , d; = ((M)fl)jj , (A.7a)
1 .
o= (M)~ —, fBj=-2- ’[yj]‘ (A.7b)

d;’ d;

bestimmt werden. Dabei wird die Vergleichsmatriz fir die Intervallmatrix [M]
verwendet, welche durch

B min(|a\ |046[ij]> fir j =14
\M);i = —max <|a| | o € [MJZ]) fiir j #4 (4.8)

definiert ist. Fiir die Bestimmung von w in Gleichung (A.7a) wird eine numerisch
garantierte Approximation der inversen Vergleichsmatrix benétigt, welche nach
[Neu99] durch die folgenden Gleichungen bestimmt werden kann:

B= (M), a=(1 ... 1), (A.9a)

v=(M)"'a>0, R=(M)B-I, (A.9Db)

w; = max —2*, B =B +vw". (A.9c¢)
J U;

MDie Matrix [M] ist eine H-Matriz, wenn v > 0 mit (M) v > 0. Dabei wird die Vergleichsma-
trix (A.8) bendtigt. Jede Matrix M € [M] ist dann regulir.
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Dabei muss fiir die Berechnung von w und R der Rundungsmodus des Prozessors so
eingestellt sein, dass abgerundet wird, bei der Berechnung von B und v dagegen so,
dass aufgerundet wird. Bei den restlichen Operationen sollte zum néchstgelegenen
Wert, gerundet werden.

A.3 Prakonditioniertes
Intervall-Gauf3-Seidel-Verfahren

Bei diesem Verfahren wird das prakonditionierte IGS
clm] (9] - 2) = C[y] (A.10)

betrachtet, welches fiir & = 0 dem bisher betrachteten Gleichungssystem (A.1) bzw.
(A.5) entspricht. Die folgende Beschreibung orientiert sich an [Bee06] und [Woll0].

Ausgehend von einem initialen Einschluss der Losungsmenge [9](%) D Dy wird in
jedem Schritt des Verfahrens komponentenweise die Schnittmenge

(9,100 = 9,19 1 [9;] (A.11)

zwischen dem bisherigen Einschluss und dem aktuellen Ergebnis bestimmt. Dieses
Ergebnis im aktuellen Schritt wird geméaf

(A.12)

berechnet, wobei C'j. die j-te Zeile der Matrix C bezeichnet und [M;j] die j-te
Spalte von [M]. Dies wird fiir alle j =1...¢ durchgefiihrt.
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A.4 Rohn-Methode fiir iiberbestimmte
Gleichungssysteme

In [Roh95; Roh96] wird eine Methode zum Einschluss der strikten Losungsmenge eines
iiberbestimmten Gleichungssystems vorgestellt. Die hier angegebene Beschreibung
orientiert sich zusétzlich zu den Originalveréffentlichungen an [HH13]. Der Einschluss
der Losungmenge kann demnach durch

9] =[9—d, 9 +d (A.13)

mit
d>Gd+g, (A.14a)
G=|I-RM,,|+|R|Ma, (A.14D)
g =IR(Mndo—y,)| +|R[(Ma || +ya) (A.14c)

bestimmt werden. Dazu wird fiir die Bestimmung des Mittelpunkts der Losungsmen-
ge ¢ die LS-Losung

R~ (MTTan)il Mm?T (A.152)

Yo ~ Ry,, (A.15D)

fur die Mittelpunktsmatrizen M, und y,, verwendet. Um die Ungleichung (A.14a)
zu l6sen wird diese mittels eines kleinen positiven Vektors f in die Gleichung

d=Gd+g+f (A.16)
umgeformt, welche ausgehend von der Startlosung d = 0 iterativ gelost wird.

Anstatt der Wahl der Matrizen M, und y,,, in den Gleichungen (A.15a), kann das
Verfahren mit beliebigen Matrizen M € [M] und y € [y] wiederholt werden, um die
Genauigkeit des Losungseinschlusses zu verbessern. Dazu wird die Schnittmenge der
verschiedenen Losungsmengen gebildet. Fiir einen formalen Beweis der Methode und
eine Diskussion weiterer Eigenschaften sei auf die bereits zitierte Literatur verwiesen.



Anhang B

Identifikationsverfahren fiir
Parametermengen

B.1 Modified-Optimal-Volume-Ellipsoid-Verfahren

Die im Folgenden angegebene Beschreibung des MOVE-Verfahrens ist [GS92] ent-
nommen. Das Verfahren bestimmt fiir ein System in der Form

g(k) = @1 (k)0 + vy, (3.22)

mit der beschrankten Stérung

Y S Uk ST (3.23)

einen Einschluss der Parameter ¥ durch ein Ellipsoid. Das iterative Verfahren basiert
dabei auf einem vorgegebenen initialen Ellipsoid &(e, P), welches die Parameter
sicher enthélt. Fiir jeden Abtastpunkt k& werden die folgenden Schritte durchgefiihrt:

1.

Berechne

Yk — Cg—l‘pk‘ — Tk

Q; = max ,—11], (B.1)
V@i Pio1®k
—cf_ (®p -7

Qp = min Ye ~ Ch1Tk Tk (B.2)

\ ®L Pr_1®y,

Falls a;, > 1 oder @y < —1 schldgt das Verfahren fehl, da Voraussetzungen
verletzt sind.
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2. Falls

1
€ = Qg < ~7 (B.3)

liefern die aktuellen Daten keine Information fiir ein Update.
3. Setze

ot o

e == (B.4)
4. Berechne Werte fiir das Update des Ellipsoids
o falls || < p
1
b = 2€,uk + + Ek, (B5)
Pk
by, — si b —4(0+1)(1+¢
- sign(u) /b — 4(0+ D(1 + ). (B.6)
2(ri+1)
1 X
O =Tk <Tk— +€k>+1, (B.7)
223
Ok
S, = T (B.8)
Mk
o falls |ug| > p:
o = max (|ay |, [ak]) , (B.9)
o = la?, (B.11)
rf (1 — a2)
0p = ———=. B.12
K 71 (B.12)
5. Berechne das Update des Ellipsoids
P 1 ®
Cr = Cp1 + Tkk—1k7 (B.13)
\/ @i Pr1®;
P, 2.9 P)_
Pk:(;kPk_lJr(O'k*(Sk) k1l hTh_ k 1. (B.14)

®; P 1%

Dabei entspricht £ der Anzahl der Parameter und p einer wiahlbaren Schranke, ab
wann ¢, oder @y als gleich betrachtet werden.
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B.2 Zonotop-Parameteridentifikation

Wie das MOVE-Verfahren basiert das Parameteridentifikationsverfahren mit Zonoto-
pen nach [BACO06] auf der Systemdarstellung (3.22) und (3.23). Es handelt sich um
ein iteratives Verfahren, weshalb der Regressor ® zeilenweise mit einem zugehorigen
Ausgangswert [y;,] betrachtet wird. Diese k-te Zeile wird nun als Band

SDaten,k = {19 “{)E'ﬂ - yk| < v } (B15)

im Parameterraum betrachtet, welches den Bereich der mit der Messung vertréaglichen
Parameter beschreibt.

Um dieses Band zu verkleinern wird das Hilfsband (engl. support strip)
SZonotop,k = {"9 ’CI2 < (I)’]zﬂ < q1 }7 (B16)

welches zum vorliegenden Parameterzonotop Zj = p @ H[b] der Ordnung r im
aktuellen Zeitpunkt k gehort, benotigt. Dabei berechnen sich die verwendeten Grofien
gemaf

@ =%p+ HHT(I”“Hl’ (B.17)
g = ®Tp— HHTq>kH1 . (B.18)

Durch bilden der Schnittmenge
Sk = Spaten,k N SZonotop, k (B.19)

des Hilfsbands mit dem Band der Daten kann letzteres verkleinert werden.

Fiir den Einschluss der Schnittmenge zwischen dem Zonotop Z; und dem Band Sg
kann eine Gruppe von r 4 1 Zonotopen gebildet werden, welche fiir 0 < 57 < r durch

Zk;Jr])j = ’U(]) D T(])[b} D Z,. NS (B20)
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mit

79“1’*”'5”)1{- fir 1< j <rund ®TH, #0
v(j) = {’”( ST H, g t*J <rund &, H; £0, (B.21)
p sonst,
T T . Tj) fir 1<j<rund ®TH; £0,
T(j) = {g{l 2 r)o t_j s rund & H; 7 (B.22)
sonst,
.T
[EH- (R Hy i £,
T = CeH; ) (B.23)

Vi .
(71135 H, H, sonst

gegeben ist. Die r + 1 so erhaltenen Zonotope bilden unterschiedliche enge Einschliisse
der Schnittmenge in Gleichung (B.20). Nach [BAC06] kann ein j, welches zum optimal
kleinen Volumen des Zonotops fiihrt, jedoch mittels

§* = arg Or<njil<1r det (T()T(5)") (B.24)

ausgewahlt werden.



Anhang C

Umformung eines Beispielsystems
zu einem ARX-Modell hoherer
Ordnung

In diesem Anhang wird hergeleitet, wie das MIMO-Beispielsystem erster Ordnung
aus Abschnitt 4.3.2 zu einem Modell zweiter Ordnung umgeformt werden kann.
Ausgangspunkt stellen die Modellgleichungen (4.18)

(k) = uy (k— 1) — %uz(k—l) + %yl(k—l), (C.1)
yo(K) = 2us(k—1) + oy (k—1)  Zya(k—1) (C:2)

des ARX-Modells dar, welche aus Griinden der Vollstdndigkeit hier erneut angegeben
sind.

Gleichung (C.2) wird zunédchst nach y; (k—1) umgestellt:

k1) =3 <y2<k> —2up(k—1) + éyml)). (C3)

Diese Gleichung kann nun durch Indexverschiebung um einen Zeitschritt verschoben
werden:

i (k—2) = % (yg(k:—l) — dup(k—2) + ;yg(/@_z)) (C.4)

Genauso wird Gleichung (C.1) um einen Zeitschritt verschoben:

p(k=1) = (k= 2) — Jua(k=2) + o1 (k—2). (C.5)
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Durch Gleichsetzen der rechten Seite der Gleichungen (C.5) und (C.3) und zusétzli-
chem Einsetzen von Gleichung(C.4) kann y; eliminiert werden:

10 10 20
Hyg(/{) + ﬁy2(k’—1) — KUQ(k—l) =
8 (10 10 20 1

Diese Gleichung kann nun nach ys(k) umgestellt werden, um die Modellgleichung
fiir den zweiten Ausgang zu erhalten.

9 41 4 3
yQ(k) ZToul(k—Z) — %UQ(IQ‘—Q) + EyQ(k_2) + QUQ(]C—I) + T0y2(k_l) (07)

Um nun den Ausgang y; in Abhéngigkeit dieses Modells auszudriicken, wird Glei-
chung(C.1) nach y; (k—1) umgestellt:

n(h=1) = L (k) — Fua(k—1) + Sua(k—1). (C8)

Dies wiederum kann in Gleichung (C.5) eingesetzt und nach y; (k) umgestellt werden:

y1 (k) = un (h—1) — %u2(k—1) + %yl(k‘—Z) + %ul(kz—Z) - %ug(k—m (C.9)

Durch Einsetzen von Gleichung (C.4) in Gleichung (C.9) werden die verzogerten
Ausgangswerte von y; eliminiert:

1 64 (10 10 20
yl(/f) —ul(k‘—l) — 5’&2(]{)—1) + m (gyg(kj—l) + Eyg(kz—Q) — 9u2(k—2)>
8

+ g (k=2) - %ug(k—2) (C.10)

Daraus folgt schliefSlich die zweite Modellgleichung

8 82 16
1 32

Die beiden Gleichungen (C.7) und (C.11) bilden ein ARX-Modell zweiter Ordnung,
welches dasselbe System wie die Gleichungen (C.1) und (C.2) beschreibt.



Anhang D

Parameter der betrachteten
Simulationsbeispiele

D.1 Simulationseinstellungen der Beispielsysteme

Bezeichnung MISO-System MIMO-System 1
NARX 3 1

Ny 1 2

Ny 2 2
Durchgriff nein/ja nein
Gleichung der Systemparameter (4.9) (4.18)
Anregungssignal WGR, 0% =1 WGR, 0% =1
Relative Unsicherheit 1% 1%

YA 0,159 0,065 bzw. 0,085
UA 0,035 bzw. 0,035 0,036 bzw. 0,033
Bezeichnung MIMO-System 2 instabiles System
NMARX 2 2

Ny 2 2

Ny 3 2
Durchgriff ja ja
Gleichung der Systemparameter (4.22) (4.33)
Anregungssignal WGR, % =1 WGR, 02 =1
Relative Unsicherheit 1 %o 1 %o

ya x 1073 6,6 bzw. 12,0 19,6 bzw. 4,6
ua x 1073 3,2; 3.4 bzw. 3.4 8,7 bzw. 10,9

Tabelle D.1: Simulationseinstellungen der Beispielsysteme
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D.2 Ellipsoid des MISO-Beispiels

Die Parameter des Ellipsoids & (e, P) bei der Identifikation des MISO-Beispielsystems
aus Abschnitt 5.1.3 lauten:

"=(031 —011 -101 -0,08 019 —101 0,13 -0,10 —1,01), (D.1)
0,65 000 —001 005 —005 —004 —001 002 —0,03
0,00 072 003 007 —004 006 013 008 0,05
0,01 003 004 003 —004 003 —00l 000 0,01
0,05 007 003 08 -007 003 —00l —009 —0,01
P=|-005 —004 —004 —0,07 076 —001 004 0,00 0,01
~0,04 006 003 003 -00l 006 00l —003 003
—-0,01 013 -001 -001 004 00l 068 001l 0,00
002 008 000 —009 000 —003 00l 072 0,00
0,03 005 00l —00l 00l 003 000 000 0,04

(D.2)

Dies stellt einen Einschluss des Parametervektors

T

9= (b; a3z by as bl ai) (D.3)

des Systems in Form (2.10) dar.
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D.3 Zonotop des ersten MIMO-Beispiels

Die Parameteridentifikation des ersten MIMO-Beispielsystems aus Abschnitt 5.1.3
mittels Zonotopen liefert fiir die Parameter jedes Ausgangs einen eigenen Parameter-
einschluss. Die Parametermatrix des Systems in Form (2.11) wird dadurch durch
zwei Zonotope

biia1 b2
bio1 b2
- (Z(thl) Z(p27H2)) (D4)
ai1,1 2,11

1,21 G221

spaltenweise eingeschlossen, wobei die Indizierung der Parameter entsprechend
Abschnitt 2.1.3 angegeben ist. Die Parameter der Zonotope lauten:

1,00 0,00
| —050 2,00 3
Pr=1 os0f P2 0,91 |’ '
—0,01 ~0,50
0,03 0,04 —001 —0,01
0,03 —0,02 006 —0,02
Hy = (D.6)
0,01 000 0,00 —0,02
0,01 002 000 001
0,04 —0,03 002 —001
0,04 005 —003 —0,02
Hy = (D.7)
0,02 003 004 003
~0,03 000 001 —0,03
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D.4 Zustandsraumdarstellung des zweiten
MIMO-Beispiels

Die in Gleichung (5.17) angegebenen Parameter des zweiten MIMO-ARX-Systems
kénnen, wie in Abschnitt 2.1.3 beschrieben, in ein Zustandsraummodell umgeformt
werden. Die so gewonnenen Parametermatrizen sind durch

0 [—0,52;—0,48] 0 0
3] = 1 [ 0,78; 0,82] 0 [—0,01; 0,01] (D.5)
N 0 [ 098; 1,02] 0 0 ’ '
0 [—0,03; 0,02] 1 [ 0,49; 0,51]
[—0,05; 0,06][—0,56;—0,44][ 0,97; 1,04]
(H] = [—1,04;-0,96][—0,27;—0,13][—0,04; 0,04] (D.9)
| ] 092, 1,08][ 091; 1,09][—0,05; 0,05] |’ '
[—2,05;—-1,95][ 0,91; 1,08][ 0,10; 0,20]
0100
C = 00 0 1) (D.10)
D] = [—0,02; 0,02]] 0,98; 1,02][—0,02; 0,02] (D.11)
~ \[-0,03; 0,03][—0,03; 0,03][ 027; 0,33] '
gegeben.

Bei der Darstellung der Pole des Systems in Abbildung 5.6 ist ein Pol im Ursprung
ohne Unsicherheit eingezeichnet. Die Ursache hierfiir ist, dass nicht alle Parameter
im AR-Teil des ARX-Modell ungleich null sind und somit nicht zur Beschreibung
des Systemverhaltens benétigt werden. Durch Umformung in den Zustandsraum
wird dies im Folgenden verdeutlicht.

Die in Abschnitt 2.1.3 beschriebene Umformung fiihrt allgemein fiir ein Modell der
Ordnung nagrx = 2 mit zwei Eingédngen auf die Systemmatrix

0 —aii2 0 —aiop2
1 —ain1 0 —aipon

1ty Eiad) (D.12)
0 —azi12 0 —azoo

0 —az11 1 —as2;

im Zustandsraum, wobei hier und im Folgenden zur besseren Lesbarkeit auf die
Darstellung von Intervallparametern verzichtet wird.
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Zur Bestimmung der Pole des Systems wird die Bestimmungsgleichung

4 3 2
0=A"+X(a111+as21)+A(a1,12+az222+a111 G221 — G121 G2,1,1)
+AMa1,1-a222 +Fai1,2-A22,1 — Q1,21 - A2,1,2 —A1,2,2 - A21,1)

+ai12-a222 —a122- 0212 (D.13)

der Eigenwerte A der Matrix (Al — @) genutzt. Im Fall des betrachteten Beispiel-
systems mit den Parametern (5.17) wurden bei der Identifikation die Parameter
a1,2,2 und ag 9 o gleich Null gesetzt, da diese Parameter zur Beschreibung des Sys-
temverhaltens nicht erforderlich sind. Hierdurch vereinfacht sich Gleichung (D.13)
zu

0=X (>\3 + )\2(01,1,1 +azo1)+MNari2+a111 G221 —a121G211)

+a1,1,2 - A221 — G121 G21.2)- (D.14)

Dabei kann ein A ausgeklammert werden, was einem reellwertigen Pol bei Null
entspricht.



160

Parameter der betrachteten Simulationsbeispiele

D.5 Modellparameter des instabilen Beispiels

Die Parametermatrizen eines ARX-Modells des instabilen Systems aus Abschnitt 5.1.3
bei Identifikation mit dem rekursiven IGS-Verfahren aus Abschnitt 5.1.2 lauten

e
) = (|
5ol (|
B, = G
i

0,15;
—0,02;

—0,63;—

—0,01;

0,05;
0,98;

1,91;

—0,12; —

0,34;
—0,02;

0,25][—0,66; —0,34]
0,02][ 1,45; 1,56] )

]

]
0,57] 0
0,01] 0 ’
0,15][ 0,96; 1,04]
1,02][ 0,19; 0,22] )’
2,06][—0,17;—0,04]
0,07][—0,22;-0,18] )
0,45][ 0,05; 0,15]
0,02][—0,02; 0,02] )

(D.15a)
(D.15b)
(D.15¢)
(D.15d)

(D.15¢)

Fiir das selbe Beispielsystem liefert die Identifikation mittels linearer Optimierung
nach Abschnitt 3.2.2 die Parametermatrizen

0,19;
—0,01;

—0,61; —

0,00;

0,08;
0,99;

1,97;

-0,11; —

0,38;
—0,01;

0,22][—0,56; —0,44]
0,01][ 1,48; 1,52])

]

]
0,59] 0
0,00] 0 :
0,12][ 0,98; 1,02]
1,01][ 0,20; 0,21] )
2,03][—0,12;—0,08]
0,09][—0,21;-0,19] )
0,42]] 0,08; 0,12]
0,01][—0,01; 0,01]

(D.16a)
(D.16b)
(D.16¢)
(D.16d)

(D.16e)
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Notation

a Skalar

a Vektor

A Matrix

AT Transponierte Matrix

Al Inverse Matrix

Af Pseudo-Inverse Matrix
Zahlenraume

N Menge der natiirlichen Zahlen

Z Menge der ganzen Zahlen

R Menge der reellen Zahlen

R" n-dimensionaler Raum der reellen Zahlen
IR Menge der reellen Intervalle

IR" n-dimensionaler Raum der reellen Intervalle
Mengen

[a] Intervall

a Untere Intervallschranke, Infimum
a Obere Intervallschranke, Supremum
Am Intervallmittelpunkt

an Intervallradius

& Ellipsoid

P Polytop

Z Zonotop

N Schnittmenge

u Vereinigungsmenge

0 Leere Menge
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Modelle und Signale

Parametermatrix des autoregressiven Anteils eines ARX-Modells
Parametermatrix der Eingangsabhingigkeit eines ARX-Modells
Systemmatrix eines Zustandsraummodells

Eingangsmatrix eines Zustandsraummodells

Ausgangsmatrix eines Zustandsraummodells

QT ® W >

Durchgriffsmatrix eines Zustandsraummodells
Eingangsvektor

Ausgangsvektor

Pradizierter Ausgangsvektor

(k|k—1) Einschritt-Pradiktion des Ausgangsvektor
Zustandsvektor

T @@

Ny Anzahl der Systemeinginge

Ny Anzahl der Systemausgénge

n Ordnung eines Zustandsraummodells
NARX Ordnung eines ARX-Modells

Ordnungsbestimmung

Z Eatenmatrix des Systems

zZ* Eatenmatrix des Systems ohne Durchgriff

Z Temporire Datenmatrix des Systems

W, Eatenmatrix des i-ten Ausgangs

@ Hilfsgréfle, Anzahl der zu Z hinzugefiigten Spalten
l~J}1 Tempordre Datenstruktur der Eingangssignale

ﬂq,i Temporare Datenstruktur des i-ten Ausgangs

Q, Kombinationsmatrix der Rekursionstiefe p

Parameteridentifikation

Parametermatrix, Losung eines linearen Gleichungssystems
Parametervektor, Losung eines linearen Gleichungssystems
Reduzierte Parametermatrix

Anzahl der Parameter in 9§

Anzahl der Gleichungen (Zeilen) im Gleichungssystem

23 0% 0

Anzahl der gemessenen Datenpunkte
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