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Zusammenfassung .

Im Rahmen dieser Arbeit wird ein implizites Verfahren zur lokalen Verfeinerung eines
strukturierten Gitters entwickelt, das auf einem Finite-Volumen Verfahren basiert.

Bei dem vorgeschlagenen Verfahren wird das Gitter an den Réndern der Verfeinerung in
Teilgebiete aufgespalten. Diese Teilgebiete werden an den Réndern durch kiinstliche Ma-
schen umgeben, wodurch die Approximation aller Terme in den Erhaltungsgleichungen
im Innern dieser Teilgebiete erméglicht wird. Fiir die Randmaschen des feineren Teil-
gitters werden Nachbarn definiert, die durch- eine allgemeine Taylor-Reihenentwicklung
2. Ordnung an das grobe Gitter gekoppelt sind. Fiir. die Randmaschen des groben Teil-
gitters werden kiinstliche Maschen als Nachbarn definiert, die die Konservativitit des
Gitteriibergangs sicherstellen.

Alle Maschen werden vollimplizit behandelt, so daf die berechneten Driicke und Geschwin-
digkeiten immer die Kontinuititsgleichung erfiillen. Damit ist es zum ersten Mal mdglich,
ein verfeinertes Gitter geschlossen in einem Gleichungssystem zu losen. Dariiber hinaus
wird dadurch eine Iteration der Losung auf den verschiedenen Teilgittern vermieden.

Es wird gezeigt, daB8 einc Kopplung 2. Ordnung zwischen den verschiedenen Verfeine-
rungsstufen notwendig ist, um eine konsistente Diskretisierung auch auf einem nicht-
dquidistanten Gitter zu gewéhrleisten. Dariiber hinaus erméglicht eine solche Kopplung,
die Genauigkeitsordnung eines Diskretisierungsverfahrens 2. Ordnung fiir den konvektiven
Term zu erhalten. Diesc Forderung ergibt sich in analoger Weise bei den Multigridver-
fahren fiir diec bei diesen Verfahren benutzten Interpolationen zwischen den verschiedenen
Gitterebenen. Fiir diesc Interpolationen wird eine Genauigkeit gefordert, die mindestens
von der gleichen Ordnung wie die Genauigkeitsordnung der gesamten Diskretisierung sein
sollte.

Fiir die typischen Maschenweitenspriinge an den Réndern der Teilgitter wird die Stabilitét
des vorgeschlagencn Verfahrens mit einer Von Neumann Stabilitdtsanalyse untersucht.
Damit kann auch bei expliziter Behandlung ein Zeitschritt gefunden werden, mit dem das
Verfahren bei allen betrachteten Diskretisierungsverfahren fiir den konvektiven Term sta-
bil bleibt. Durch die vollimplizite Behandlung der Rénder der Teilgitter ist deshalb keine
Stabilititscinbufe durch die lokale Verfeinerung zu erwarten. Damit ist es insbesondere
moglich, mit grofleren Zeitschritten als bei einem expliziten Verfahren zu rechnen, was
die Effizienz des Gesamtverfahrens erheblich steigert. Die Effizienz des Gesamtverfahrens
wird auch dadurch gesteigert, dafl man durch das vorgeschlagene Verfahren mit einer er-
heblich geringeren Anzahl an Maschen, d. h. auch an Unbekannten, ein Problem mit einer
hohen lokalen Ortsauflésung diskretisieren kann.

Das Verfahren wurde in das dreidimensionale Thermohydraulik-Rechenprogramm FLU-
TAN implementiert. Es wird an zwei laminaren Stromungen iiber eine zurilickspringende

Stufe und durch eine symmetrische Erweiterung sowie an einer turbulenten Strémung



hinter einem Diisenblock verifiziert. Der Einflufl der Diskretisierung und die Verbesserung
des Simulationsergebnisses bei lokaler Verfeinerung werden gezeigt. Da es mdglich ist, nur
an den gewiinschten Stellen eine hohe Ortsauflésung zu realisieren, kann im restlichen
Simulationsgebiet ein wesentlich groberes Gitter verwendet werden, was, wie gewiinscht,
eine Steigerung der Effizienz mit sich bringt.

Abschlieend wird das Verfahren zur Simulation von Naturkonvektion in einem horizon-
talen, beheizten Ringspalt angewandt. Bei der stationdren Strémung von Luft bei einer
Rayleigh-Zahl von Ra = 4,9-10* kann eine gute qualitative und quantitative Ubereinstim-
mung mit Experimenten erzielt werden. Bei der Simulation der instationdren Strémung
von kryogenem Helium bei ciner Rayleigh-Zahl von Ra = 1,05 - 107 kann bei einer zwei-
dimensionalen Modellierung die auch im Experiment beobachtete Oszillation gefunden
werden. Die dabei festgestellte Frequenz stimmt gut mit den Experimenten iiberein. Die
in der Simulation gefundene Amplitude ist jedoch wesentlich zu klein. Detailuntersuchun-
gen zu diesem Teilproblem sind hier noch notwendig.
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Development of an implicit method for the local refi-

nement of a structured grid

Abstract

An implicit method for the local refinement of a structured grid based on a finite volume
method is déveloped. The grid is separated into subdomains at the boundary of the re-
finement zones. These refinement zones are surrounded by artificial meshes, allowing the
approximation of all terms in the conservation equations inside these zones. Neighbours
are defined for the boundary meshes of the finer grid, which are coupled by a general se-
cond order Taylor-expansion with the coarser grid. For the boundary meshes of the coarser
grid, neighbours are also defined, ensuring conservation of the transported quantities at
the refinement boundary.

All meshes are treated implicitly, therefore the calculated pressure and velocities fulfill
the continuity equation during the iterations. With this method, it is for the first time
possible to solve a refined grid in one closed system of equations. Additionally, further
iterations due to decoupled solutions in the different zones are avoided.

It is demonstrated that a second order coupling of the different refinement levels is re-
quired to guarantee a consistent discretization on a non-equidistant grid. With such a
coupling it is possible to conserve the accuracy of a second order discretization for the
approximation of the convective term. This requirement is in analogy to the interpolations
used within multigrid methods to couple the different grid levels. For these interpolations
the accuracy of the interpolations should be of the same order as the accuracy of the
discretization.

The stability of the method is analyzed for the typical jumps of the meshsizes with a
Von Neumann stability analysis. A timestep can be found even for an explicit treatment,
ensuring the stability of the method for all analysed discretization methods for the con-
vective term. Because of the implicit treatment of the boundaries of the refinement zones,
no loss of stability due to the refinement of the grid is expected. Therefore, it is possi-
ble to calculate using larger timesteps than timesteps permitted using explicit methods,
which increases the efficiency of the method. In addition, the efficiency of the method is
also increased because one is able to discretisize a problem requiring a local high spatial
resolution by using the suggested method with considerably fewer meshes and therefore
fewer unknowns. .
The method is implemented in the three-dimensional thermal fluid dynamic code FLU-
TAN. It is verified with two laminar flow simulations: one over a backward facing step, and
the other through a sudden symmetric expansion; a third verification is with a simulation
of a turbulent flow belind a jetblock. The influence of the discretization and the impro-
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vement of the results due to the local refinement of the grid is demonstrated. Because it
is possible to refine locally at special locations, one is able to use much coarser meshes in
the main part of the computational domain, thereby yielding an increased efficiency.
Finally, the method is used to simulate natural convection in a horizontal heated annulus.
For stationary flow of air at a Rayleigh-number of Ra = 4,9 - 10* a good qualitative and
quantitative agreement can be achieved. In the simulation of the instationary flow of cryo-
genic helium at a Rayleigh-number of Ra = 1,05 - 107 a two-dimensional oscillation can
be found, which was also observed in the experiment. The frequency is in good agreement
with the experiment. However, the simulated amplitude is considerably underpredicted.
Detailed analyses of this problem are therefore necessary in the future.

iv
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1. Einleitung

Das Ziel physikalischer Untersuchungen ist das bessere Verstidndnis der physikalischen Ab-
liufe und des Zusammenwirkens der unterschiedlichen Einzeleffekte in der Natur. Dies gilt
auch fiir das Gebiet der Stromungsmechanik. Hier hat sich neben den klassischen Metho-
den der experimentellen Untersuchung und der analytischen Losung von strémungsmecha-
nischen Problemen gerade in den letzten Jahrzehnten die numerische Strémungsmechanik
(engl. CFD = Computational Fluid Dynamics) etabliert.

In dieser Zeit wurden die Methoden zur Losung strémungsmechanischer Probleme stark
weiterentwickelt. Neben der Entwicklung der analytischen Methoden sei hier insbeson-
dere auf die Entwicklung der Me8technik und den daraus resultierenden Fortschritt im
Bereich der experimentellen Strémungsmechanik hingewiesen. Die Weiterentwicklung der
Methode der numerischen Stromungsmechanik ist naturgemifl eng mit den zur Verfiigung
stechenden Rechnern verkniipft. Hier profitierte man enorm von dem rasanten Zuwachs
an Rechnerkapazititen in den letzten Jahren.

Jede dieser Methoden zur Losung stromungsmechanischer Probleme hat die ihr eigenen
Vor- und Nachteile. So sind die analytischen Methoden in der Lage, fiir einfache Geome-
trien und vereinfachte, linearisierte Differentialgleichungen geschlossene Losungen zu lie-
fern. Die experimentellen Verfahren zeichnen sich dadurch aus, da8 sie fiir die eingestellten
Versuchsbedingungen den Einfluf aller relevanten Parameter abbilden und fiir die Kombi-
nation der eingestellten Versuchsparameter die Ergebnisse liefern. Aus Kostengriinden ist
es oft nicht moglich, Experimente im Mafistab 1:1 durchzufiihren oder eine grélere Anzahl
von Versuchsparametern zu variieren. Dariiber hinaus kann es durchaus problematisch
sein, die im mafstdblichen Experiment gewonnenen Ergebnisse zu iibertragen, falls das
untersuchte Strémungsproblem durch mehr als eine dimensionslose Kennzahl beschrieben
wird (vgl. Zierep 1991, Hoffmann et. al. 1994a, Hoffmann et. al. 1994b, Abendschén 1995).
In der numerischen Strémungsmechanik ist man Dank der Rechnerentwicklung heute in
der Lage, Vereinfachungen und Modellannahmen zu reduzieren und Berechnungen von
Strémungen mit einem sehr guten Auflésungsvermégen durchzufiihren.

Aus den genannten Vor- und Nachteilen der einzelnen Methoden sind diese nicht als
Konkurrenten fiir die Bewiltigung einer bestimmten Aufgabe zu sehen, sondern als Me-
thoden, die sich gegenseitig ergdnzen kénnen und sollen. So kann in einem ersten Schritt
das Problem vereinfacht und mit einem analytischen Verfahren abgeschiitzt werden. Die
analytischen Ergebnisse konnen fiir die Auslegung von mafstiblichen Experimenten be-
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nutzt werden. Die experimentellen Ergebnisse kénnen schliefllich fiir die Validierung eines
Rechenprogrammes der numerischen Strémungsmechanik verwendet werden, mit dem es
danach méglich ist, die experimentellen Ergebnisse auf reale Geometrieabmessungen zu
iibertrageh. Durch die stark gesunkenen Rechenkosten ist es dann dariiber hinaus moglich,
Geometrie- oder Parametervariationen schnell und kostengiinstig durchzufiihren. Dieser
Zuwachs an Attraktivitit der numerischen Stromungsmechanik durch sinkende Kosten
bei besseren Ergebnissen und der Fortschritt bei der Entwicklung von effizienten Berech-
nungsverfahren und von physikalischen Modelle sind fiir die stetig zunehmende Weiter-
entwicklung und Anwendung der Verfahren der numerischen Strémungsmechanik verant-
wortlich.

Das Ziel der numerischen Strémungsmechanik ist die numerische Lésung der strémungs-
mechanischen Erhaltungsgleichungen, z. B. fiir Masse, Impuls, Energie und turbulenten
Erhaltungsgréfien. Dabei ist der Grundgedanke jeder numerischen Methode zur Losung
einer Differentialgleichung bzw. eines Systems von Differentialgleichungen, das gegebene
kontinuierliche Problem mit unendlich vielen Freiheitsgraden zu diskretisieren, d. h. in
ein ‘Gleichungssystem mit endlich vielen Unbekannten zu iiberfiihren, welches mit einem
Rechner gelost werden kann. Dies erfordert z. B. die Diskretisierung des Rechengebietes
anhand eines numerischen Gitters und darauf aufbauend die Diskretisierung der partiellen
Differentialgleichungen. Damit erhilt man einen Satz von algebraischen Gleichungen, der
zu einer diskreten Losung auf dem verwendeten numerischen Gitter fiihrt.

Zur Diskretisierung der partiellen Differentialgleichungen stehen verschiedene Methoden
zur Verfligung. Die historisch gesehen &lteren Verfahren sind die Verfahren der Finiten
Differenzen (FD). Sie haben sich bei den verschiedensten Anwendungen bewihrt. Sie be-
nutzen ein strukturiertes Gitter, wie es in Abbildung 1.1 dargestellt ist. Die partiellen
Ableitungen der zu lésenden Gleichungen werden durch geeignete Verkniipfung der dis-
kreten Werte des lokalen Differenzensterns approximiert. Durch die Approximation der
verschiedenen Ableitungen in den Erhaltungsgleichungen gelangt man zu einem System
von Differenzengleichungen, das als Losung die Werte der Erhaltungsgréfien an den dis-
kreten Stellen des verwendeten Gitters liefert.

Eine Weiterentwicklung der Methode der Finiten Differenzen stellt die Methode der Fi-
niten Volumen (FV) dar. Dabei werden die partiellen Differentialgleichungen iiber ein
Kontrollvolumen des zugrunde liegenden numerischen Gitters integriert. Fiir diese Kon-
trollvolumina (vgl. das schraffierte Kontrollvolumen in Abbildung 1.1) entstehen dabei
Bilanzgleichungen, bei denen die Terme, die den Transport des Fluids beschreiben, nicht
mehr in der Mitte des Kontrollvolumens definiert sind. Stattdessen werden abgeleitete
FluBterme auf den einzelnen Grenzflichen des Kontrollvolumens approximiert, wobei dhn-
liche Verfahren wie bei den Methoden der Finiten Differenzen eingesetzt werden kénnen.
Dieses Vorgehen stellt eine konservative, d. h. erhaltende, Behandlung der Gleichungen si-
cher, denn was aus einem Kontrollvolumen iiber eine Grenzfliche hinausflieft, fliefit auch
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Abbildung 1.1: Fin strukturiertes Gitter als Basis eines Finite Differenzen Verfahrens. Die

gestrichelten Linien kennzeichnen die Grenzflichen der einzelnen Maschen; die Schraffur

kennzeichnet ein Volumenelement eines Finite Volumen Verfahrens.

exakt in das an diese Grenzfliche angrenzende, benachbarte Kontrollvolumen hinein.

Aus dem Bereich der Strukturmechanik stammen die Methoden der Finiten Element (FE),
welche heute an vielen Stellen auch zur Losung von strémungsmechanischen Problemen
eingesetzt werden. Bei diesen Verfahren wird der Raum in finite Elemente aufgeteilt, wie
es in Abbildung 1.2a dargestellt ist. Die Elemente werden mit sogenannten Knoten belegt,
typischerweise auf dem Rand des Elementes (vgl. die gefiillten Kreise  in Abbildung 1.2b).
Es werden Ansatzfunktionen definiert, die die Verteilung der Erhaltungsgréfle iiber das
Element beschreiben. Mit diesen Ansatzfunktionen wird die partielle Differentialgleichung

y=1
a) ___ b)
‘ N
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x=-1 X

i
[an

Finites Element Knoten

Abbildung 1.2: Diskretisierung des Rechengebiets bei einem Finite Element Verfahren,
a) Diskretisierung des gesamten Rechengebietes und b) Definition der Knoten auf einem

einzelnen Element



in eine diskrete Gleichung {iberfiihrt. Diese diskrete Gleichung wird mit Gewichtsfunktio-
nen, die von den Ansatzfunktionen verschieden sein kénnen, multipliziert und iiber das
Rechengebiet integriert. Damit erhdlt man ein diskretes Gleichungssystem. Die Losung
dieses Gleichungssystems liefert den Wert der Erhaltungsgréfie an den Knotenpunkten.
Bei allen Verfahren muf} es die diskrete Beschreibung des Raumes erlauben, die Rand-
und Anfangswerte des physikalischen Problems exakt zu beschreiben und die lokalen Gra-
dienten mit einer ausreichenden Genauigkeit aufzulésen. Die FE-Verfahren sind bei der
diskreten Beschreibung des Raumes wesentlich flexibler als die FD- und FV-Methoden, da
nur hinsichtlich der Elementtypen und der Verteilungsfunktionen des Elementes Annah-
men gemacht werden. Die Verfahren der FD/FV machen Annahmen iiber die Struktur,
d. h. die Anordnung, der diskreten Elemente in den einzelnen Koordinatenrichtungen,
da diskrete Werte aus verschiedenen Elementen zur Approximation lokaler Gradienten
benutzt werden. Dies hat den Vorteil einer kompakten und deshalb schnellen Berech-
nung von Transporttermen. Eine derartige Struktur des Gitters schrankt aber die An-
passungsmoglichkeiten des Gitters hinsichtlich der Geometrie des tatséchlich zu 16senden
Problems stark ein.

Im folgenden Abschnitt 1.1 werden die Diskretisierungsmdoglichkeiten eines strukturierten
Gitters zur Beschreibung lokaler Vorginge dargestellt, da strukturierte Gitter heutzutage
die Grundlage der meisten Rechenprogramme bilden. Daran anschlieBend werden im Ab-
schnitt 1.2 bekannte Verfahren zur lokalen Verfeinerung eines Gitters aus der Literatur
vorgestellt und im dritten Abschnitt 1.3 die bekannten Verfahren bewertet und die Ziele
dieser Arbeit formuliert.

1.1 Diskretisierung lokaler Vorgénge auf einem struk-

turierten Gitter

Ein strukturiertes Gitter wird dadurch definiert, dafl die Indizes der Knotenpunkte entlang
einer Koordinatenlinic monoton aufsteigend sind (Schénung 1990). Es gibt damit einen
mathematisch beschreibbaren Zusammenhang zwischen der rdumlichen Lage von Knoten-
punkten und ihrer Indizierung, wie es in Abbildung 1.3 fiir ein korperangepafites Gitter
schematisch skizziert ist. Es gibt eine Vielzahl von Anwendungen in der numerischen
Stromungsmechanik, bei denen lokale Ereignisse das gesamte Verhalten der Strémung be-
einflussen (z. B. Rust et. al. 1994). Diese lokalen Ereignisse miissen durch das numerische
Gitter verniinftig abgebildet werden. Insbesondere auftretende Gradienten miissen durch
eine ausreichende Anzahl von Maschen aufgelést werden, um einen zu groflen numerischen
Fehler zu vermeiden. In Abbildung 1.4 sind die verschiedenen Verfeinerungsmoglichkeiten
eines strukturierten Gitters dargestellt, wobei das Kreuz den Ort einer besser aufzulsen-
den starken Anderung von StromungsgroBen markiert, was im folgenden als lokales Er-
eignis bezeichnet wird. Abbildung 1.4a zeigt die Moglichkeit eines strukturierten Gitters
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Abbildung 1.8: a) Ein strukturiertes Gitter und b) seine tatsichliche geometrische Gestalt

ohne methodische Erweiterung, wobei hier durch eine globale Verfeinerung eine hoéhere
lokale Auflésung an der gewiinschten Stelle erreicht wird. Die Bezeichnung globale Ver-
feinerung verdeutlicht dabei, da8 nicht nur das Gitter in der Nihe des Kreuzes, sondern
im gesamten Rechengebiet verfeinert wird. In Abbildung 1.4b hingegen ist ein Gitter
dargestellt, wie man es mit einem algebraischen oder differentiellen Verfahren generieren
kann (Thompson 1985). Durch ein solches Verfahren lassen sich neben kidrperangepafiten
Gittern auch lokale Gitterkonzentrationen realisieren. Jedoch steigt der Aufwand in der
Berechnung von Transporttermen fiir Koordinatensysteme, die nicht orthonormal sind, da
gemischte Ableitungen auftreten. Auflerdem kann es aufgrund der Verzerrung zu einem
stark anisotropen Gitter kommen, was wiederum zu numerischen Problemen fiihren kann
(Schonung 1990). In Abbildung 1.4c schliellich wird ein strukturiertes Gitter mit lokaler
Verfeinerung eingesetzt. Dieses Gitter zeichnet sich sowohl durch geringe Anisotropien
der Maschenweiten als auch durch eine rdumliche Begrenzung der Verfeinerung aus. Da
eine Verfeinerung von Maschen vermieden wird, die nicht direkt durch das lokale Ereignis

s
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Abbildung 1.4: Verschiedene Verfeinerungsmoglichkeiten eines strukturierten Gitters, a)
globale Verfeinerung, b) Gitterverzerrung, c) lokale Gitterverfeinerung




betroffen sind, bietet ein solches Verfahren eine sehr effiziente Moglichkeit, ein lokales Er-
eignis auf einem strukturierten Gitter adiquat aufzulésen. Diese M6glichkeit wird deshalb
im folgenden weiterbetrachtet.

1.2 Stand der Methoden zur lokalen Verfeinerung ei-

nes Gitters

Um 1980 sind die ersten Veroffentlichungen zu Verfahren zur lokalen Gitterverfeinerung
von Finiten Differenzen Verfahren zu finden. In den letzten 15 Jahren wurden diese Ideen
auch im Bereich der Finiten Elemente und Finiten Volumen umgesetzt. Eine tabellari-
sche Zusammenstellung relevanter Literaturstellen befindet sich in Anhang A. Diese Ta-
belle ist zum einen in die verschiedenen Diskretisierungsmethoden Finite Elemente, Finite
Differenzen und Finite Volumen aufgeteilt. Zum anderen sind die Eigenschaften der ver-
schiedenen Verfahren aufgelistet, soweit sie den Literaturstellen zu entnehmen sind. Fiir
diese Arbeit besonders interessant und deshalb im folgenden diskutiert sind hierbei spe-
ziell die verwendeten Diskretisierungsverfahren, die benutzten Interpolationen, der Typ
der gelGsten Gleichungen und der Nachweis der Stabilitdt. Im Bereich der FE-Verfahren
ist diese Zusammenstellung unvollstindig, da Finite Element Verfahren unstrukturierte
Gitter verwenden. Sie sind damit nur bedingt auf Verfahren iibertragbar, die auf struk-
turierten Gittern basieren, und sind hier nur zur Vollstindigkeit des Uberblicks kurz
dargestellt.

1.2.1 Lokale Gitterverfeinerung bei Finite Element Methoden

Die Verwendung eines unstrukturierten Gitters bei den Finite Element Methoden erméog-
licht eine Verfeinerung der Elemente, ohne daf eine Sonderbehandlung dieser verfeinerten
Elemente notwendig wire. In Abbildung 1.5 ist dies skizziert, wobei die gefiillten Kreise
die Knoten von anfangs zwei Dreieckselementen markieren. Man sieht, da$ durch einfache
Teilung der Elemente in jeweils zwei neue Elemente unter Einfiihrung eines neuen Knotens
vier Elemente entstehen, die in analoger Weise wie die urspriinglichen berechnet werden

Abbildung 1.5: Verfeinerung zweier Finiter Elemente



Abbildung 1.6: Ubergang vom groben zum feinen Gitter nach Evans (1991)

kénnen. Generell ist bei diesen Verfahren bei geschickter Elementwahl keine besondere
numerische Behandlung der lokal verfeinerten Elemente notwendig. Insbesondere werden
auch keine speziellen Koppelbedingungen, wie z. B. Interpolationen, benétigt.

Evans et. al. (1991) verwenden ein Verfahren, welches generell als Elementtyp nicht Drei-
ecke, sondern Rechtecke verwendet. Diese Rechteckelemente werden anhand des berech-
neten lokalen Gradienten adaptiv wihrend der Simulation angepafit, d. h. dafl Rechteck-
elemente lokal geteilt werden, bei denen ein grofler Gradient auftritt. Sie berechnen damit
eine reibungsfreie zweidimensionale Tandem-Tragfliigelumstrémung bei einer Mach-Zahl
von Ma = 0,85. Am Ubergang des feinen Gitters zum groben Gitter an den verfei-
nerten Rechteckselementen fiihren sie Dreieckselemente (s. Abbildung 1.6) ein, die eine
eindeutige Zuordnung aller Knoten zu den verschiedenen Elementen gewéhrleisten. Durch
Einfiihrung dieser Elemente sind sie in der Lage, das Problem geschlossen und ohne wei-
tere methodische Erweiterung zu lésen.

Auch Mathew (1993) unterteilt die von ihm benutzten finiten Elemente in einzelnen Ge-
bieten und 16st damit eine allgemeine elliptische Gleichung.

1.2.2 Lokale Gitterverfeinerung bei Finite Differenzen Metho-
den

Viele Verfahren zur lokalen Verfeinerung eines Gitters, welches als Grundlage eines Fi-
nite Differenzen Verfahrens dient, treten in Kombination mit anderen Methoden auf,
die andere numerische Teilaspekte behandeln. Im folgenden wird auf die Kombination
von FD-Methoden auf einem lokal verfeinerten Gitter mit Multigridmethoden, mit einer
Adaption des Gitters und mit Mehrzonen- oder Gebietszerlegungsverfahren niher einge-
gangen.

Die Multigridverfahren gehen zuriick auf Brandt (1977), dessen Idee darin bestand, die
numerische Losung auf einem groben Gitter zur besseren Fehlerdimpfung wahrend ei-
nes iterativen Losungsprozesses auf dem feineren Ausgangsgitter zu benutzen. Die daraus



resultierende Konvergenzbeschleunigung ist dadurch zu veranschaulichen, daf§ bei typi-
schen Randwertproblemen der direkte Einflufl der Randbedingungen nur im Rahmen des
Differenzensterns (s. Abbildung 1.1) zum Tragen kommt, d. h. durch die Verwendung
der verschiedenen angrenzenden Volumenelemente zur Appoximation der verschiedenen
Terme in den Bilanzgleichungen des lokal betrachteten Volumenelementes. Bei Verwen-
dung eines groberen Gitters kénnen diese Randbedingungen rdumlich gréBere Bereiche
direkt beeinflussen und eine Beschleunigung der Konvergenz bewirken. Dieses Verfahren
kann auch in umgekehrter Richtung benutzt werden, d. h. , dafl ein grobes Grundgitter
mit lokaler Verfeinerung benutzt wird, welches hinsichtlich der Konvergenzbeschleunigung
ein dhnliches Verhalten wie das urspriingliche Verfahren zeigt.

Ghia et. al. (1982) setzen ein solches Verfahren zur Berechnung der Navier-Stokes-Glei-
chungen ein. Die Approximation des konvektiven Terms ist von erster Ordnung und die -
notwendige Interpolation zwischen den verschiedenen Gittern ist eine allgemeine 9-Punkte
Interpolation, was einer allgemeinen Interpolation zweiter Ordnung mit einem biquadrati-
schen Ansatz entspricht. Es finden sich keine Angaben zur Stabilitdt des Verfahrens. Die
Autoren berechnen damit eine 2D-Kavitdt mit bewegter Wand und zeigen die Effizienz
ihres Verfahrens auf.

Stiller (1993) entwickelt in seiner Arbeit ein Modell zur Grobstruktursimulation turbu-
lenter Stromungen. Mit seinem Verfahren berechnet er die dreidimensionale Umstrémung
eines quaderférmigen Hindernisses, wobei er das Gitter im Nahbereich dieses Hindernis-
ses in Stufen verfeinert. Diese Verfeinerungen definiert er als Subgitter des bestehenden
Grundgitters und 16st die Navier-Stokes-Gleichungen mit einem Multigridverfahren auf
allen Teilgittern. Die verwendeten Diskretisierungsverfahren sind alle von 2. Ordnung. Die
verschiedenen Gitterebenen werden sogar durch eine Interpolation 4. Ordnung auf einem
aquidistanten Gitter verkniipft. Fiir das benutzte Adams-Bashfort-Zeitintegrationsverfah-
ren 2. Ordnung weist er die Stabilitit nach. Seine Ergebnisse zeigen eine gute Uberein-
stimmung mit den Experimenten.

Die Methoden mit einer adaptiven Gitteranpassung zeichnen sich durch ein zeitlich verén-
derliches Gitter aus. Anhand eines Kriteriums werden diejenigen Bereiche des aktuellen
Gitters bestimmt, welche zur Berechnung dieses Zeitschrittes verfeinert werden sollen.
Das verwendete Kriterium kann dabei entweder auf Gradienten bzw. auf Maximalwerten
der aktuellen Losung oder auf einer Abschétzung des numerischen Fehlers beruhen. Wei-
terhin lassen sich die adaptiven Verfahren noch unterteilen in Verfahren mit Einbettung
lokaler Subgitter und Verfahren zur Generierung eines Subgitters; welches iiber das schon
bestehende Grundgitter gelegt wird.

Dwyer (1984) schligt ein Verfahren vor, bei dem aus der aktuellen Losung eine Gewichts-
funktion berechnet wird. Diese Funktion wird dazu benutzt, die lokale Gittergeometrie
anzupassen, d. h. die Maschenweiten zu verdndern und das Gitter damit zu verzerren. Mit
diesem Verfahren berechnet er zwei eindimensionale exponentielle Testfunktionen, die an
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Abbildung 1.7 Gitterzonen verschiedener Verfeinerung bei Berger (1982), Gy, bedeutet
dabei das nte Teilgitter G mzt dem Verfeinerungsgrad k '

einer Stelle einen steilen Gradienten aufweisen. Dieser Gradient bewirkt lokal relativ kleine
Maschenweiten und konzentriert damit das Gitters an dieser Stelle, was zu einer genaue-
ren Losung an dieser Stelle fiihrt. Dariiber hinaus berechnet er eine zweidimensionale
zeitabhidngige Flammenentwicklung. Hierbei treten in der Nihe der wandernden Flam-
menfront die groften Gradienten auf und das Gitter wird bei jedem neuen Zeitschritt an
einer anderen Stelle zusammengezogen. '

Die ersten Arbeiten zur adaptiven Anpassung von Gittern bei transienten hyperbolischen
Problemen stammen von Oliger (1979) und seinen Mitarbeitern Berger (1982) und Gropp
(1992). Ziel des Verfahrens von Berger (1982) ist es, das Gitter durch eine Fehlerbe-
trachtung der zeitabhiingigen Losung immer wieder anzupassen. Dazu wird zuerst ein
Anfangsgitter generiert und die Gleichungen gel6st. Mit einer Variante der Richardson
Extrapolation wird dann der lokale Abbruchfehler in jeder Masche bestimmt. Maschen
mit einem groflen Fehlerwert werden gekennzeichnet. Diese markierten Maschen oder Zo-
nen werden mit einem in der Orientierung freien, neuen und feineren Gitter iiberdeckt,
wie in Abbildung 1.7 dargestellt. Jedes dieser neuen Gitter ist reguldr und hat seine ei-
gene Datenstruktur. Die Anfangs- und Randbedingungen werden fiir jedes neue Gitter
von dem bereits gelosten groberen Gitter auf das neue Gitter interpoliert und die Rech-
nung dort mit einem ebenfalls geteilten lokalen Zeitschritt wiederholt. Dieser Prozess
kann mehrmals wiederholt werden. Die Interpolation der Anfangs- und Randbedingun-
gen geschieht mit einem bilinearen Ansatz. Die Stabilitit des Verfahrens wird bei der
spezifischen Betrachtung eines Gitteriibergangs nachgewiesen. Berger berechnet damit
erfolgreich Schockwellen in 2D. ' ' ' '

Arney und Flaherty (1986) schlagen cin dhnliches Verfahren mit frei orientierten adapti-
ven Teilgittern vor. Sie verwenden Diskretisierungsverfahren verschiedener Ordnung und



interpolieren ebenfalls mit einem bilinearen Ansatz. Uber die Stabilitit ihres Verfahrens
machen sie keine Angaben. Sie berechnen damit mehrere partielle Differentialgleichungen
in guter Ubereinstimmung mit der analytischen Losung.

Luchini (1987) entwickelt ein Verfahren zur Einbettung lokaler Berechnungsvolumina in
ein bestehendes Gitter beim Auftreten grofler Gradienten. Er teilt dabei die bestehen-
den Maschen in der Diagonalen und erhilt Teilvolumina, die um den Faktor V2 kleiner
als die Ausgarigsmaschen sind. Er setzt Diskretisierungsverfahren 2. Ordnung ein und
beobachtet die Stabilitdt seines Verfahrens. Es werden zwei Stromungen berechnet, die
durch die zweidimensionalen Navier-Stokes-Gleichungen beschrieben werden. Zum einen
die Hiemenz-Staupunktstrémung und zum anderen eine seitlich beheizte Kavitdt. Fiir
beide Simulationen kann eine gute Ubereinstimrhung mit der analytischen bzw. numeri-
schen Referenzl6sung gefunden werden.

Liang und Fung (1987) verfeinern ihr Gitter auch anhand eines Kriteriums aus dem lokalen
Abbruchfehler. Es finden sich weder Angaben zu den verwendeten Diskretisierungsverfah-
ren, noch zu den benutzten Interpolationen oder der Stabilitit. Sie berechnen mit ihrem
adaptiven Verfahren eine zweidimensionale transsonische Stromung um einen Keil und
zeigen die gute Auflésung der Schockwelle. | - _
Auch Trompert (1993) schligt ein Verfahren vor, welches auf der Idee von Berger (1982)
beruht. Ausgehend von einer Losung auf einem Grundgitter werden in Gebieten steiler
Gradienten Subgitter definiert und aus den Losungen des groben Gitters die Anfangs-
und Randbedingungen auf die Subgitter interpoliert. In _deh Subgittern wird der Zeit-
schritt dann wiederholt und die Lésung auf dem groben Ausgangsgitter damit verbessert.
Trompert weist die Stabilitdt seines Verfahrens nach und verwendet sowohl einen linearen
Ansatz fiir die Interpolation als auch eine Interpolation 4. Ordnung. Eine Begriindung
fiir diese beiden Varianten wird nicht gegeben. Trompert berechnet verschiedene partielle
Differentialgleichungen und den Salzwassertransport in einem pordsen Medium.

Lee und Tsuei (1993) kombinieren in ihrem Verfahren das Verfahren von Dwyer (1984),
welches zu einer Konzentration des Gitters in der Nahe groBer Gradienten fiihrt, mit
dem Verfahren von Berger (1982), welches anhand des lokalen Abbruchfehlers zu einer
Verfeinerung fiihrt. Zur Berechnung eines Zeitschrittes wird zuerst eine Losung auf dem
Ausgangsgitter berechnet. Anhand dieser Losung wird eine neue Gitterverteilung berech-
net und die Losung fiir denselben Zeitschritt erneut berechnet. Das Gitter wird anhand
des Abbruchfehlers dieser Losung lokal verfeinert, die Anfangs- und Randbedingﬁngen
auf das neue Gitter interpoliert und der Zeitschritt lokal wiederholt. Die Losungen auf
dem verfeinerten Gitter werden zur Bestimmung der Randbedingungen an den Bereichs-
grenzen auf das grobe Gitter interpoliert. Danach beginnt der néchste Durchlauf, was
bis zur Unterschreitung einer bestimmten, normalisierten Anderung wiederholt wird. Die
eingesetzten Diskretisierungsverfahren sind von 2. Ordnung und die Interpolationen er-
folgen mit einem linearen Ansatz. Uber die Stabilitit des Verfahrens wird keine Angabe
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gemacht.

De Lange und De Goey (1994) benutzen die verschiedenen Gradienten als Kriterium fiir
die Anpassung des Gitters. Bei ihrem Verfahren werden in Maschen mit einem groflen
Gradienten neue Maschen eingebettet, die genau zwischen den Zentren der Maschen des
Ausgangsgitters liegen. Das grobe Gitter wird damit automatisch ein Teil des feineren
Gitters, wodurch nur noch eine Interpolation vom groben zum feinen Gitter durchgefiihrt
werden muf}. Es werden verschiedene Diskretisierungsverfahren fiir den konvektiven Term
und das zentrale Differenzenverfahren fiir den diffusiven Term benutzt. Fiir die Interpo-
lation kommt kein héherwertiges Verfahren zum Einsatz und der Nachweis der Stabilitét
bleibt aus. Die Autoren setzen ihr adaptives Verfahren zur Berechnung einer zweidimensio-
nalen Kavitit mit bewegter Wand, einer zweidimensionalen thermischen Stufe und einer
zweidimensionalen Verbrennung ein.

Neben den bisher diskutierten Verfahren, die entweder reine Multigridverfahren mit lo-
kaler Verfeinerung oder adaptive Verfahren ohne Verwendung des Multigridalgorithmus
sind, gibt es auch Kombinationen. dieser beiden Methoden. Fuchs (1986) 16st die inkom-
pressiblen Navier-Stokes-Gleichungen auf einem Ausgangsgitter. Aus der Bestimmung des
normalisierten lokalen Abbruchfehlers bestimmt er die zu verfeinernden Maschen und Ge-
biete. Die Kopplung dieser Teilgitter liuft dann innerhalb eines Multigridverfahrens ab,
wobei noch weitere Gitterebenen generiert werden kénnen. Der diffusive Term wird mit
einer zentralen Differenz und der konvektive Term mit dem Upwind-Verfahren 1. Ordnung
approximiert. Die Interpolationen innerhalb des Multigridverfahrens sind linear. Auch er
macht keine Angaben iiber die Stabilitit seines Verfahrens. Er berechnet eine zweidimen-
sionale Kavitdt mit bewegter Wand und eine zweidimensionale Umlenkung, wobei er die
Vergleichméfligung des Abbruchfehlers nachweisen kann.

Thompson und Ferziger (1989) benutzen ebenfalls den lokalen Abbruchfehler zur Verfei-
nerung des Gitters innerhalb eines Multigridverfahrens. An zu verfeinernden Stellen wird
eine Variante des Verfahrens von Berger (1982) angewandt. Fiir die Interpolationen wird
ein linearer Ausatz benutzt. Die Stabilitidt ihres Verfalirens wird nicht nachgewiesen. Sie
berechnen die zweidimensionalen inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen und l6sen
das Problemn einer Kavitdt mit bewegter Wand und die laminare Strémung iiber eine
zuriickspringende Stufe. Fiir beide Fille kénnen sie eine gute Ubereinstimmung mit Ex-
perimenten und eine effizientere Berechnung als im Falle des reinen Multigridverfahrens
nachweisen. Thompson (1992) wendet dieses Verfahren auch auf eine zweidimensionale
Stromung an, bei der sich zwei Kanile kreuzen.

Moukalled und Acharya (1991) verwenden ein adaptives Multlgrldverfahren mit kdrper-
angepafiten Koordinaten zur Berechnung der inkompressiblen zweidimensionalen Navier-
Stokes-Gleichungen. Auch sie verwenden den lokalen Abbruchfehler als Kriterium zur
Bestimmung der zu verfeinernden Gebiete. Sie berechnen damit eine Kavitit mit beweg-
ter Wand, die laminare Strémung iiber eine zuriickspringende Stufe und dic laminare
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Strémung iber eine zuriickspringende Stufe, die zusitzlich stromab der Stufe beheizt
wird.

Die dritte Gruppe von Verfahren bedient sich der Idee der Gebietszerlegungsverfahren.
Die Grundidee dabei ist, das gesamte Rechengebiet in kleinere Teilgebiete zu zerlegen
und an den dabei entstehenden kiinstlichen Rindern Randwerte einzufiihren, die aus
der Kopplung der Teilgebiete untereinander wihrend des iterativen Losungsprozesses be-
stimmt werden.

Gropp und Keyes (1992) zerlegen das zu berechnende Gebiet in bis zu 1024 Teilgebiete.
Jedes dieser Teilgebiete kann dariiber hinaus noch weiter aufgeteilt werden, wodurch eine
Adaption des Gitters moglich wird. An den kiinstlichen Réndern zwischen den definierten
Teilgebieten werden die Randbedingungen interpoliert und die Losungen fiir die Teilge-
biete iterativ ermittelt. Die Interpolation an den Rindern benutzt einen biquadratischen
Ansatz.

Lee und Yeh (1993) zerlegen das zu berechnende Gebiet in verschiedene Zonen, die sie
aus praktischen Griinden regulir verkniipfen, d. h. da8 jedes Element der einen Zone ein
entsprechendes Gegeniiber besitzt. In jedem iterativen Berechnungschritt werden dabei
Randbedingungen an diesen Zonengrenzen ausgetauscht. Sie benutzen ein Diskretisie-
rungsverfahren 2. Ordnung fiir den konvektiven Term und interpolieren die Randbedin-
gungen mit einem linearen Ansatz bzw. mit einer FluBerhaltung. Dieses Zonenverfahren
wird zur Berechnung eines zweidimensionalen Verbrennungsvorganges in einem 2-Ring
Flammenstabilisator und einer Verbrennung in einem zweidimensionalen Kanal mit ei-
nem keilfé6rmigen Hindernis eingesetzt.

Monnoyer et. al. (1988) berechnen die dreidimensionale Strémung um Ellipsoide. Sie zer-
legen dazu das Rechengebiet in verschiedene Zonen, innerhalb derer sie die vollen Navier-
Stokes-Gleichungen bzw. verschiedene vereinfachte Gleichungen 16sen, wie es in Abbildung
1.8 dargestellt ist. Eine gute Ubereinstimmung mit Experimenten kann nachgewiesen wer-
den.

Srinivasan und Rubin (1993) benutzen ein adaptives Multigridverfahren mit Gebietszer-
legung. Sie benutzen den lokalen Abbruchfehler, um die zu verfeinernden Gebiete zu be-
stimmen. Die lokalen Subgitter werden innerhalb eines Multigridverfahrens verwendet. Sie
berechnen die zwei- und dreidimensionale laminare Strémung iiber eine zuriickspringende

Stufe und die dreidimensionale laminare Strémung iiber ein Hindernis.

1.2.3 Lokale Gitterverfeinerung bei Finite Volumen Methoden

Seit 1986 sind auch Verfahren zur lokalen Verfeinerung eines Gitters fiir ein Finite Volu-
men Verfahren in der Literatur bekannt.

Bassi et. al. (1986) benutzen ein Mehrzonenverfahren mit lokaler Verfeinerung zur Be-
rechnung einer 2D-Tragfliigelumstrémung. Bei diesem Verfahren werden verschiedene Zo-
nen definiert, in denen ggf. auch verschiedene Gleichungen betrachtet und gelost werden

12



l
!

11

11 T
1. Euler region

2 Euler/Boundary layer region
3 Navier-Stokes region

YA

PUED SN S Sy S SE R W NI Ay GHNY W VUIU Wl S UP G GNP W S O

Abbildung 1.8: Definition der verschiedenen Zonen nach Monnoyer et. al. (1988),' die

Stromungsrichtung ist von links nach rechts

konnen (s. Abbildung 1.9). Der Druckgradient wird als Indikator fiir zu verfeinernde Ge-
biete benutzt, in denen dann mit einem Multigridverfahren die Gleichungen auf den Sub-
gittern gelost werden. Die notwendigen Interpolationen werden durch Legendre-Polynome
bzw. aus der Erhaltung der Fliisse erzielt.

Hortmann et. al. (1990) 16sen ebenfalls die Navier-Stokes-Gleichungen mit einem Multi-
gridverfahren. Sie verwenden die zentrale Differenzenapproximation zur Diskretisierung
der Gleichungen. Die Werte werden unter Annahme einer linearen Verteilung von einem
Gitter zum anderen interpoliert und die Fliisse auf dem groben Gitter durch die Fliisse auf
dem feineren Gitter korrigiert. Sie berechnen damit die Lésungen eines 2D-Benchmarks
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Abbildung 1.9: Gitter mit lokaler Verfeinerung nach Bassi (1986)
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Abbildung 1.10: Zusammengesetztes Gitter bei Lazarov et. al. (1994)

mit laminarer Konvektion in einer Kavitat.

Lazarov et. al. (1994) stellen ein Verfahren mit einem zusammengesetzten Gitter vor, wie
es in Abbildung 1.10 dargestellt ist. Die Besonderheit dieses Verfahrens besteht darin,
dafl das Zentrum der urspriinglich groben Masche auf dem Zentrum einer neuen, feineren
Masche zum Liegen kommt. Fiir die transportierte Gréfie wird eine lineare Verteilung
angenommen und eine konservative Flulbilanz fiir diesen Fall hergeleitet. Es werden zwei
verschiedene Konvektions-Diffusionsgleichungen in zwei Dimensionen geldst und die Ge-
nauigkeit dieser Approximation dargestellt.

Vilsmeier und Hinel (1993) setzen ein FV-Verfahren auf einem unstrukturierten Gitter
ein. Sie diskretisieren den Raum mit Dreieckselementen (s. Abbildung 1.11), die durch
zwei unterschiedliche Methoden verfeinert werden konnen. Zum einen durch eine sukzes-
sive Verfeinerung, bei der ein Dreieck durch Teilung in zwei neue Dreiecke aufgeht. Als
Kriterien fiir die Identifikation der zu verfeinernden Maschen verwenden siec den Gradien-
ten des Mach-Zahl-Vektors oder einen vorgegebenen Maximalwert der lokalen Mach-Zahl.
Zum anderen verfeinern sie das Gitter durch eine sogenannte ,, virtuelle Streckung®. Dabei
wird ein Anfangsgitter initialisiert und jeder Elementseite ein Streckungsfaktor zugeord-
net. Danach wird ein Gleichungssystem aufgestellt, welches die verschiedenen Einfliisse
auf die lokale Streckung der Seiten beschreibt. Einen Einflufl auf die lokale Streckung ei-
nes Elements nehmen dabei die Gréfle des Gradienten von Schliisselvariablen, die Distanz
zu Winden, das Auftreten von Scherzonen und die interaktive Eingabe von markanten
Punkten durch den Benutzer.

Coelho et. al. (1991) schlagen eine statische Verfeinerung zur Berechnung der 2-dimen-
sionalen Navier-Stokes-Gleichungen vor. Zur Diskretisierung benutzen sie eine zentrale
Differenz fiir den diffusiven und ein hybrides Verfahren fiir den konvektiven Term. Die
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Abbildung 1.11: Diskretisierung mit einem unstrukturierten Gitter bei Vilsmeier und
Hiinel (1998)

verschiedenen Gitter koppeln sie durch bilineare Interpolation bzw. durch die Erhaltung
der Fliisse. Sie machen keine Aussagen hinsichtlich der Stabilitdt ihres Verfahrens. Sie
berechnen mit ihren Verfahren die Stréomung in einer Kavitiat mit bewegter Wand, bzw.
in einer Kavitit mit einer Oberfléche, an der Scherkrifte wirken, und die Strémung durch
eine plotzliche Verengung.

Chen et. al. (1994) benutzen ein adaptives Verfahren innerhalb eines Multiblock-Finite-
Volumen-Verfahrens. Sie verwenden sowohl die berechneten Gradienten als auch numeri-
sche Fehler als Kriterium fiir die Verfeinerung von Maschen. Es werden keine Angaben
iber die Genauigkeit der Interpolation oder die Stabilitit des Verfahrens gemacht. Sie
berechnen damit die laminare Strémung iiber eine zuriickspringende Stufe, den Umschlag
einer Plattengrenzschicht von laminar nach turbulent und die turbulente Stromung um
eine Kaskade von Verdichterschaufeln.

Manzini und Rosella (1994) greifen das Verfahren von Berger (1982) auf und berechnen
damit die Ausbreitung von Ol im Erdboden. Sie bilden dieses Problem als eine zweidi-
mensionale Stromung cines Fluids in einem porésen Medium ab. Das Gitter wird dabei in
Regionen verfeinert, in denen grofle Konzentrationsgradienten auftreten. Auch hier werden
keine Angaben iiber die Genauigkeit der Interpolation oder die Stabilitit des Verfahrens
gemacht.

Terasaka et. al. (1995) benutzen die Idee von Berger (1982) in einem eingefrorenen, sta-
tischen Zustand. Sie definieren iberlappende Gitterebenen, wie es in Abbildung 1.12
dargestellt ist. Diese verschiedenen Gitterebenen werden explizit gekoppelt und dic Lé-
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Abbildung 1.12: Definition der iberlappenden Gitterebenen bei Terasaka et. al. (1995)

sung auf den Teilgittern innerhalb eines Zeitschritts ausiteriert. Zur Losung der Navier-
Stokes-Gleichungen werden die konvektiven Terme wahlweise mit dem Upwind- oder dem
QUICK-Verfahren approximiert und die diffusiven Terme mit einer zentralen Differenz
angendhert. Als Begriindung fiir die Stabilitdt ihres Verfahrens fiihren sie die Stabilitit
des von ihnen verwendeten SIMPLE-Druckkorrekturverfahrens fiir die Berechnung des
Drucks an. Das Verfahren ist damit in der Lage, eine 3D-Stromung mit freier Oberfliche
zu simulieren.

1.3 Bewertung und Ziel dieser Arbeit

1.3.1 Anforderungen

Die Programme zur numerischen Berechnung von Stromungen in komplexen Geometrien
stellen aus heutiger Sicht folgende Anforderungen an eine Methode zur lokalen Verfeine-
rung:

e Ein strukturiertes Gitter ist zu verwenden, da dies die Grundlage von sehr vielen
stromungsmechanischen Rechenprogrammen bildet. Der Grund hierfiir liegt in der
effizienteren Losung der Gleichungen auf einem strukturierten Gitter als auf einem
unstrukturierten Gitter.

e Nichtiaquidistante Maschenweiten sind zuzulassen, da dies eine Anforderung der in
vielen stromungsmechanischen Rechenprogrammen benutzten physikalischen Mo-
delle darstellt (z. B. Jones und Launder 1972).
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e Eine feste, optimierbare Datenstruktur ist eine Voraussetzung fiir akzeptable Re-
chenzeiten auf heutigen und zukiinftigen Hochleistungsrechnern.

e Diskretisierungsverfahren 2. Ordnung (Leonard 1995) werden in den meisten stro-
mungsmechanischen Rechénprogrammen eingesetzt. Deshalb sind solche Diskreti-
sierungsverfahren 2. Ordnung zu verwenden und durch die lokale Verfeinerung soll
kein Genauigkeitsverlust verursacht werden.

e Die Stabilitit des Verfahrens ist nachzuweisen und das gesamte Rechengebiet ist
mit einem vollimpliziten Verfahren zu behandeln, um durch den Stabilititsvorteil
zu groferen Zeitschritten zu kommen.

1.3.2 Bewertung

Die adaptiven Verfahren bieten fiir Probleme, bei denen eine zeitlich verinderliche Geo-
metrie oder ein sich in der Zeit rdumlich bewegendes Phinomen betrachtet wird, eine
addquate Beschreibung durch ein sich zeitlich dnderndes Gitter. Diese Moglichkeit der zeit-
lichen Anpassung ist jedoch schwer mit einer festen Datenstruktur zu vereinbaren. Diese
Datenstruktur wiederum ist eine Voraussetzung fiir eine Optimierung, d. h. Vektorisierung
eines Rechenprogfammes. Damit mufl entweder auf eine solche Datenstruktur verzichtet
werden oder die Datenstruktur muf} zu jedem Anpassungszeitpunkt reorganisiert werden.
Beide Moglichkeiten fiihren zu einer wesentlichen Erhohung des Berechnungsaufwandes
pro Zeitschritt. Damit ist auch zu erkldren, warum die adaptiven Verfahren normaler-
weise nur bei der Simulation von zeitlich ,, wandernden“ Problemen eingesetzt werden
(7. B. Berger 1982, Trompert 1993) und z. B. Terasaka et. al. (1995) das urspriinglich
adaptive Verfahren von Berger (1982) einfrieren und auf einem stationéren, d. h. zeitlich
festen Gitter rechnen. _

Dic Multigridmethode bietet die Mdoglichkeit einer schnelleren Konvergenz, also einer
effizienteren Berechnung der Losung eines Zeitschrittes. Dies gilt aber auch nur bei einer
angemessenen, d. h. genauen Interpolation der iterativen Zwischenwerte auf den verschie-
denen Gitterebenen (Brandt 1977). Fiir den geforderten Fall nichtiquidistanter Gitter sind
die notwendigen Interpolationen bei Verwendung von Diskretisierungsverfahren 2. Ord-
nung sehr aufwendig (Stiller 1993). Da aber nichtiquidistante Maschenweiten fiir Simula-
tionen in technisch relevanten Geometrien unverzichtbar sind, erscheint die Verwendung
eines solchen Verfahrens als nicht effizient.

Ein vollimplizites Losungsverfahren fiir die Behandlung des Drucks und der Kontinuitéts-
gleichung , wie z. B. die ICE-Technik (Harlow und Amsden 1971, Bottoni et. al. 1985),
kommt bei keinem der in Abschnitt 1.2 diskutierten Verfahren zum Einsatz. Insbeson-
dere die implizite Behandlung der Kontinuititsgleichung stellt einen grofien Vorteil fiir
die Behandlung weiterer Transportgleichungen dar, wie der Enthalpic- oder der Trans-
portgleichungen fiir die turbulenten Erhaltungsgrofien.
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Fast alle diskutierten Verfahren 16sen die Gleichungen nicht in einem geschlossenen Glei-
chungssystem sondern durch Iteration der Gleichungen auf den verschiedenen Teilgittern,
zum einen innerhalb eines an sich schon iterativen Druckkorrekturalgorithmus oder zum
anderen innerhalb eines iterativen Multigridalgorithmus. Eine vollimplizite Behandlung
mit der ICE-Technik macht eine geschlossene Behandlung des Problems méglich. Eine
geschlossene Behandlung wiederum hat die positive Eigenschaft, da§ direkte Losungs-
verfahren effizient einsetzbar sind. Diese direkten Losungsverfahren sind in typischen Re-
chenprogrammen verfiigbar und versetzen den Anwender in die Lage, die auf dem Rechner
erreichbare Genauigkeit voll auszunutzen.

Die vorgestellten Verfahren benutzen Interpolationen ganz unterschiedlicher Genauigkeit
fiir die Kopplung der verschiedenen Teilgitter. Hinsichtlich der geforderten Genauigkeit,
insbesondere bei Diskretisierungsverfahren 2. Ordnung, finden sich nur wenige Aussagen,
die aber nicht hergeleitet werden. Chen et. al. (1994) verwenden bei ihrem Verfahren eine
bilineare Interpolation und bemerken, dafl eine Reihe von Testrechnungen den Einflufl
der Genauigkeitsordnung des Interpolationsverfahrens gezeigt hat. Der konvektive Term
wird dabei durch das QUICK-Verfahren 2. Ordnung und der diffusive Term durch eine
zentrale Differenz approximiert. Thompson (1992) hilt eine lineare Interpolation bei do-
minant konvektiven Problemen fiir angemessen, da Fehler bei der Diskretisierung des
diffusiven Terms von untergeordneter Bedeutung sind. Das von ihm verwendete hybride
Verfahren zur Diskretisierung des konvektiven Terms geht fiir stark konvektive Probleme
in ein Upwind-Verfahren 1. Ordnung iiber, womit also die Interpolation und die Diskre-
tisierung von gleicher Fehlerordnung sind. Dies deckt sich mit der Forderung von Brandt
(1977), der ableitet, daf8 die Prolongations- und Restriktionsoperatoren, d. h. die Inter-
polationsoperatoren zwischen dem feirieren und jeweils groberen Gitter, von mindestens
gleicher Ordnung sein miissen. In der Arbeit von Stiller (1993) kommt dies bei der Simu-
lation einer 3D Gebidudeumstrdomung auch zum Tragen, da er ein Multigridverfahren mit
Interpolation 2. und 4. Ordnung verwendet. Thompson begriindet seine Aussage nicht
weiter und 148t die Frage nach der notwendigen Interpolation bei Diskretisierungsverfah-
ren 2. Ordnung offen.

Die Stabilitdt der verschiedenen Verfahren wird nur von einigen der Autoren nachge-
wiesen. Fiir ein neues Verfahren zur lokalen Verfeinerung eines strukturierten Gitters ist
insbesondere bei Verwendung eines Diskretisierungsverfahrens 2. Ordnung die Stabilitdt

noch nachzuweisen.

1.3.3 Ziele dieser Arbeit

Um die in Abschnitt 1.3.1 formulierten Forderungen zu erfiillen, werden damit folgende
Ziele fiir diese Arbeit gestellt:
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1. Es ist ein Verfahren zur statischen lokalen Verfeinerung eines strukturierten Git-
ters als Basis eines Finite Volumen Verfahrens mit vollimpliziter Behandlung des
gesamten Rechengebietes, insbesondere auch der Teilgitterrdnder, zu entwickeln.

2. Auch die Rinder der Teilgitter sind bei Verwendung von Diskretisierungsverfahren
2. Ordnung zur Approximation des konvektiven Terms so zu behandeln, da§ kein
Genauigkeitsverlust eintritt. Fiir die dabei notwendigen Interpolationen ist zuerst
die geforderte Genauigkeit zu bestimmen und anschlieflend umzusetzen.

3. Die Stabilitiat dieses Verfahrens ist nachzuweisén.
4. Eine vektorisierbare Datenstruktur ist einzuhalten.

5. Das entwickelte Verfahren ist in das hochvektorisierte Thermohydraulikrechenpro-
gramm FLUTAN (Willerding und Baumann 1996) am Forschungszentrum Karlsruhe

zu implementiercn.

6. Das implementierte Verfahren ist an geeigneten Fillen zu verifizieren und anzuwen-
den.

Zur Verwirklichung dicser Ziele werden in Kapitel 2 die stromungsmechanischen Grund-
gleichungen, die Behandlung dieser Gleichungen mit einem Finite Volumen Verfahren
und die Herleitung einer allgemeinen Transportgleichung dargestellt. Daran anschlieend
werden die vollimplizite Differenzenapproximation dieser allgemeinen Transportgleichung
und die vollimplizite Druckgleichung nach dem ICE-Verfahren dargelegt. In Kapitel 3 wird
zuerst das Verfahrensschema einer neuen Methode zur lokalen Verfeincrung eines struktu-
rierten Gitters dargestellt. Danach werden die zusétzlichen Gleichungen an den Réndern
der Teilgitter in den verschiedenen Erhaltungsgleichungen vorgestellt und die numerischen
Eigenschaften des Verfahrens analysiert. Dabei wird insbesondere die geforderte Genauig-
keit aus der Analyse der Konsistenz des Verfahrens generell fiir verschiedene Diskretisie-
rungsverfahren abgeleitet und die numnerische Stabilitdt mit einer Von Neumann Analyse
nachgewiesen. In Kapitel 4 wird die Implementierung dieses neuen Verfahrens in FLUTAN
erldutert. Das Verfahren wird in Kapitel 5 durch Berechnung einer laminaren Strémung
iiber eine zuriickspringende Stufe, einer laminaren Strémung durch eine symmetrische Er-
weiterung und die turbulente Strémung nach einem Diisenblock in einem zylindrischen
Rohr verifiziert. AnschlieBend wird es zur Berechnung einer sowohl stationiren als auch
transicnten laminaren Naturkonvektion in einem horizontalen Ringspalt angewandt. In
Kapitel 6 werden abschlieend die Schluf8folgerungen aus dieser Arbeit gezogen und ein
Ausblick auf mogliche kiinftige Entwicklungen gegeben.
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2. Grundgleichungen des Finite

Volumen Verfahrens

In diesem Abschnitt werden zuerst die strémungsmechanischen Grundgleichungen, d. h. die
Erhaltungsgleichungen fiir Masse, Impuls und Energie, dargestellt. Diese kénnen in einer
allgemeinen Form einer Erhaltungsgleichung zusammengefaft werden. Diese allgemeine
Erhaltungsgleichung kann auch die Erhaltung von charakteristischen Gré8en der Tur-
bulenz beschreiben, wie man sie bei der Modellierung der Turbulenz mit statistischen
Turbulenzmodellen zu 16sen hat. Anschlieffend wird die numerische Approximation dieser
allgemeinen Erhaltungsgleichung mit einem Finite Volumen Verfahren beschrieben.

2.1 Analytische Form der strémungsmechanischen Er-

haltungsgleichungen

Die Erhaltungsgleichungen sind als partielle Differentialgleichungen unter Benutzung der |
Einsteinschen Summenkonvention, der partiellen Ableitung nach der Zeit % und der par-
tiellen Ortsableitung % nach der Koordinatenrichtung z; dargestellt und sind in dieser
Form bei Hirsch (1988), Anderson et. al. (1984) und Spurk (1989) zu finden.

Es wird ein schwach-kompressibles Newtonsches Fluid vorrausgesetzt. Weiterhin wird eine
nichtisotherme Strémung ohne Verdunstung oder Kondensation betrachtet. Sowohl lami-

nare als auch turbulente Strdmungen werden zugelassen.

Die Massenerhaltung

Die Massenerhaltungsgleichung oder auch Kontinuitdtsgleichung schreibt sich bei nicht-
konstanter Dichte fiir ein Fluid ohne Quellen und Senken als:

Jdo 0 _
E + BTj(Quj) = 0, (21)

wobei g die Dichte des Fluids und u; die Geschwindigkeitskomponente in die Koordina-
tenrichtung z; bedeuten.
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Die thermische Energiegleichung

Die thermische Energiegleichung fiir die Enthalpie A; lautet unter Annahme des Fourier-
schen Gesetzes

dohy O NN A
or g ewh) = Gt g (A amj) +Q + @, (2.2)

wobei A die thermische Leitfihigkeit, @} die innere Wirmequelle, ®* die Dissipation von
kinetischer in thermische Energie, T die Temperatur und P den Druck bedeuten.

Die Navier-Stokes-Gleichungen

Die Navier-Stokes-Gleichungen, die die Erhaltung des Impulses gu; fiir Newtonsche Fluide
beschreiben, lauten

6Q’LL,' 3 N o . (’)P 3 Bu,- (') a’l.tj
5 T E(Qujuz) = 0gi—5— + ("ax,-) + (C+n) s (azj> , (2.3)

or 61133'
wobei g; die Komponente der Volumenkraft,  die dynamische Viskositit und der letzte

Term auf der rechten Seite die zusidtzliche Dissipation mit der Volumenviskositiat ¢ be-
schreiben (vgl. Wieghardt 1974).

Die allgemeine Form einer Erhaltungsgleichung

Die Erhaltungsgleichungen fiir Masse, Impuls und thermische Energie kénnen auf eine
allgemeine Form (Bottoni 1985, Hirsch 1988) der Art

7 (@ + o (ew¥) = 1 (Lo g2 ) + 54 (2.4)
gebracht werden, wobei der erste Term auf der linken Seite die zeitliche Ableitung der
Grofle ¥, der zweite Term auf der linken Seite den konvektiven Transport, der erste Term
auf der rechten Seite den diffusiven Transport und der letzte Term auf der rechten Seite
den Quellterm der Gleichung darstellen.

In den einzelnen Gleichungen sind fiir ¥, I'y und Sy folgende Groflen einzusetzen:

Gleichung ¥ | Iy Sy
Massenerhaltung [ 1 | 0 0
Energicerhaltung | h; E,,'\T %? +Q+ o
Impulserhaltung | u; | 7 —3—5 +0g;+(C+n) a%j (g—:ﬁ)

Tabelle 2.1 Bedeutung der Terme in den verschiedenen Erhaltungsgleichungen
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2.2 Numerische Approximation der strémungsmecha-
nischen Erhaltungsgleichungen

2.2.1 Verfahren der Finiten Volumen

Bei einem Finite Volumen Verfahren werden die partiellen Differentialgleichungen zuerst
iiber ein Kontrollvolumen integriert. In Abbildung 2.1 sind zur Veranschaulichung die
drei moglichen Kontrollvolumina fiir ein zweidimensionales, versetztes Gitter dargestellt.
Integriert man Gleichung (2.4) unter Beachtung der verschiedenen Kontrollvolumina eines
versetzten Gitters im dreidimensionalen Raum, so erhélt man:
0 (Q ) 0 (Jq:

/V = Vav + / dv = / SedV . (2.5)
Der dabei eingefiihrte totale Flul Jy stellt d1e Summe aus konvektivem und diffusivem
Transport iiber eine Grenzfliche des Kontrollvolumens dar und ist definiert als

ov
Jy = gu,\Il Ty — 6 . (2.6)

Nach Anwendung des GauBischen Integralsatzes auf den rechten Term der linken Seite von
Gleichung (2.5), schreibt sich die Gleichung als:

[2D gy [ Fdd - [ Gudds [ Foda-
v ot Ay Ay Ay

/Aj_%deA + /A " Jqusz—/Ak_é FyrdA = /V SgdV . (2.7)

\\\W\\
NI
N 777
N A
3. 7
..................................... -
J 7
.

sz

Abbildung 2.1: Die Kontrollvolumina fu% ein Finites Volumen Verfahren bei Verwendung
eines versetzien Gitters in 2D. Das dick umrahmte Volumen beschreibt das zentrierte und
die schraffiert angedeuteten Volumina beschreiben die in die jeweils positive Koordinaten-
richtung versetzten Kontrollvolumina
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Die Indizes ¢, j, k+; bezeichnen dabei die relative Lage der Grenzflachen in den jeweiligen -
positiven bzw. negativen Koordinatenrichtungen.

Definiert man als Abkiirzung fiir die Volumen- und Oberflichenmittelung einer skalaren
Grofe f

1 1
= — av d =— dA 2.8
M=y [ fav wnd (D= [ f 28)
so schreibt sich Gleichung (2.7) als:
o ¥)s

Ve ==+ (To) Ardiyy = (Te) Ar)isy + () Ar)jiy (2.9)
~ ((Je) AF),;% + ((Jw) AF)H% - ((J\Il)AF)k_% = (Sy)sVp

Nach der Definition der gemi8 Gleichung (2.8) gemittelten Groflen berechnet sich z. B. der
totale FluB an der Stelle ¢ + 1 zu

ov
T e P T (2.10)
i/ i+l

2

Damit hat man die partielle Differentialgleichung (2.4) in eine konservative Bilanzglei-
chung (2.9) iiberfiihrt. Die unbekannten, anzunihernden Groflen sind jetzt nicht mehr
in der Mitte eines Volumens, sondern auf den Rindern des jeweiligen Kontrollvolumens
definiert. Bei gleicher Berechnung dieser Gréf8c W fiir die beiden angrenzenden Kontrollvo-
lurnina wird dadurch sichergestellt, dafl die Grofe ¥ beim Transport iiber eine Grenzfliche
ihres Kontrollvolumens exakt erhalten bleibt.

2.2.2 ~Approximation der Flufiterme

Die folgenden Approximationen werden fiir nichtiquidistante Maschenweiten dargestellt.
Der dquidistante Fall ist ein Spezialfall dieses allgmeineren Falls und die dafiir geltenden
Bezichungen werden durch Az; o = Az; | = Az; = Az, = Aziy2 aus den folgenden
Gleichungen erhalten.

Die Approximation des diffusiven Flusses

Der diffusive Flu} iiber einc Grenzfliche ist in Gleichung (2.10) durch cine rdumliche
Ableitung an dieser Grenzfliche reprisentiert. Diese rdumliche Ableitung wird durch eine
cinfache Differcnz approximiert, was wiederumn bei einer Differenzenbildung der beiden
diffusiven Fliisse an den beiden Grenzflichen, die eine gemeinsame Normalenrichtung ha-
ben, insgesamt zu einer zentralen Differenzenapproximation fiihrt.

Exemplarisch wird hier nur der diffusive Fluf} iiber dic Grenzflache A, 1 bestimmt. Zur
Bestimmung dieses diffusiven Flusses wird der Diffusionskoeffizient I'y; L benétigt. Die-

ser wird aus benachbarten, zentrierten Werten mittels einer harmonischen Interpolation
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(s. Patankar 1978) bestimmt, wodurch die Schrittweiten Az; im Nenner auftauchen (s. Ab-
bildung 2.2). Zur Vereinfachung wird die Abkiirzung D, L eingefiihrt

Apit}
DZ+L == 2 . (2.11)
‘ 1 (Az; | Az,
: 2 (I‘:,:.- + F:i+1l)

Damit gilt fiir den diffusiven Fluf} iiber die Fliche A, 1

v
(AFF\II 8a;~) = D1 (Vi — ) . (2.12)
1 i+l

Die Approximation des konvektiven Flusses

Fiir die Approximation des konvektiven Flusses aus Gleichung (2.10) werden im folgenden
drei verschiedene Diskretisierungsverfahren verwendet. Diese sind das Upwind-Verfahren
1. Ordnung, das QUICK-Verfahren 2. Ordnung (Leonard 1979) und das LECUSSO-
Verfahren 2. Ordnung (Giinther 1992).

Unter Einfiihrung der Abkiirzung

Fi+§ = (Ar 0“i),~+% (2.13)
schreibt sich der konvektive Fluf} als

(AFQ’U‘,‘I’)HJ = H_l‘I’ . . (214)

Die genannten drei Verfahren unterscheiden sich in der Bestimmung der durch die Kon-
vektion transportierten GréBe ¥ an der Stelle ¢ + 1. ‘

Alle drei Diskretisierungsverfahren kann man aber auch in einem allgemeinen Dreipunk-
teansatz zusammenfassen:

ai+1\Il'_1+[3i+1‘Il~+’yi+1\Ili+1 falls ui+%>0

v,
V.1 = Qg1 ¥, +[3+1 Wi + %4l ¥, falls Uiyt < 0

va— va—

Dieser Dreipunkteansatz wird im folgenden verwendet.

Das Upwind-Verfahren 1. Ordnung

Dem Upwind-Verfahren 1. Ordnung, auch Donor Cell Method genannt, liegt die An-
nahme zugrunde, dal der Zustand einer Gréfe in einer Masche direkt vom Zustand dieser
GrofBle in der angrenzenden Masche stromaufwirts beeinfluBt wird. Da damit die lokale
Strémungsrichtung zur Approximation einer unbekannten Groéfle herangezogen wird, ist
der verwendete Differenzenstern (s. Abbildung 1.1) asymmetrisch.
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a)

b)

Abbildung 2.2: Die Stiitzstellen (o) bei der Diskretisierung des konvektiven Terms an
den Rdndern des Kontrollvolumens (o), a) besim Upwind- Verfahren 1. Ordnung, b) beim
QUICK- oder LECUSSO-Verfahren 2. Ordnung

In Abbildung 2.2a sind die moglichen Stiitzstellen des Verfahrens gezeigt. Die unbekannte
Grofle ¥, 1 wird approximiert als:

\Il,-+% = U,y falls Uiyl < 0
Damit gilt:
Bivy = 1 (2.15)
Yiea = 0

Das QUICK-Verfahren

Das QUICK-Verfahren (Leonard 1979) ist ein Upwind-Verfahren 2. Ordnung, das die
unbekannte Gréfie mit einem quadratischen Ansatz aus den Groflen von drei verschiedenen
Maschen unter Beachtung der lokalen Stromungsrichtung bestimmt (vgl. Abbildung 2.2b).
Aus der quadratischen Interpolation 2. Ordnung kann man die unbekannten Koeffizienten
bestimmen. So lauten z. B. die Kocffizienten fiir den Fall u;,1 >0

_ —Az; Az, .
2 (Aziy + Azx) (Aziy + 2075 + Aziyy)
(2A.’L‘i + A.’Ei_l) ALE,'.H
2 (Aziy + Az) (Az; + Aziyy)

=
+
=

I

(2.16)
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. B (QA.’B,' + A.’L‘,'_l) Az;
’Yﬂ_% - (ASE,'_I + QASE, + ASE,'.H) (A:E, + Ami+l)

Die entsprechende Herleitung der Koeffizienten fiir den Fall u;, 1 <0 findet sich z. B. bei
Sakai (1990). '

Das LECUSSO-Verfahren

Das LECUSSO-Verfahren (Giinther 1992) ist ebenfalls ein Upwind-Verfahren 2. Ordnung,
welches die gleichen moglichen Stiitzstellen wie das QUICK-Verfahren beriicksichtigt. Es
wird jedoch nicht ein quadratischer Ansatz zur Bestimmung der Grofle ¥, ! gemacht,
sondern es werden andere Ansatzfunktionen gewihlt, fiir die die Approximation genau
erfiillt sein muB. '

Die unbekannten Koeffizienten werden aus den Ansatzfunktionen:

v =1
v = g
\I’ — eReH_&:l:

bestimmt, wobei die letzte Ansatzfunktion eine Losung der stationdren Konvektions-
Diffusionsgleichung darstellt.
Fiir den Fall u;y1 > 0 erhalt man damit die Koeffizienten

. Az;+Az; F1 A; .

—Afl},‘eR i+ T4 (A’II, + A$i+1) e,ReH_%
o Re. Aa:;+'A:l'+1
(Az; + Az;_q)e e'*‘i( 2 )
—Re. Az:‘"'.A’ij_—_l ‘ Az
AIE,'_HB l+%( : ) - (Al'i.H + QASE, + ASU;'—1) eRe""% 2

— Az

Biry =

2

o () (2.17)
(Az; + Az;)e 2 :
Aa:,'+Aa:l~_l

Az; -
(Az; + Az;_y) YT 4 Age T T —9Am — Az,
(A:;+‘2A:l’ b1 )

I

7i+% Re
(Az; + Azi_q)e *+3

Die Koeffizienten fiir ¥, _ L kann man durch einfaches Verschieben der tiefgestellten Indizes
um —1 erhalten. Fiir den Fall u;, 1 <0 findet man die Koeffizienten bei Sakai (1990).

2.2.3 Zeitintegration

Bei der betrachteten allgemeinen Transportgleichung (2.4) handelt es sich um ein Rand-
und Anfangswertproblem. Dies bedeutet, daf} eine gegebene Anfangsverteilung der Trans-
portgroBe ¥ in der Zeit unter Beachtung der Randbedingungen integriert werden muf.
Aus Gleichung (2.4) wird unter den Vereinfachungen u;, ¢,I'y = const. und Sy = 0,
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Abbildung 2.3: Beeinflussung der Punkte bei o) impliziter und b) expliziter Zeitintegration

unter Annahme eines dquidistanten Gitters mit Az; = const. und unter Beachtung der
Einsteinschen Summenkonvention

ov ov 0 (B\Il)

- o ¥ 9 (9% 2.18
ou + I'y a3, (2.18)

e 5; (?.Ll aSL‘i
Die Zeitabhingigkeit und damit verbunden die zeitliche Diskretisierung der allgemeinen
Transportgleichung (2.4) ist an zwei Stellen wichtig. Zum einen gilt es die partielle Ablei-
tung der Groe ¥ nach der Zeit zu approximieren und zum anderen die restliche Gleichung
zu einem bestimmten Zeitpunkt anzunihern. Bei den Zeitintegrationsverfahren unter-
scheidet man explizite und implizite Verfahren. Bei expliziter Approximation wird ein in
der Zeit vorwértsgerichteter Differenzenquotient verwendet und die rechte Seite von Glei-
chung (2.18) zum bekannten Zeitpunkt n ausgewertet (vgl. Abbildung 2.3). Damit wird
aus Gleichung (2.18)

' C
wobei die Courant-Zahl C und die Diffusions-Zahl D
ult al\t

als dimensionslose Kennzahlen eingefiihrt wurden.

Bei einem impliziten Verfaliren wird ein riickwirtsgerichteter Differenzenquotient verwen-
det und die rechte Scite von Gleichung (2.18) zum neuen Zeitpunkt n + 1 ausgewertet
(vgl. Abbildung 2.3b). In analoger Weise gilt dann fiir Gleichung (2.18)

c
(5 - D) Y 4 (14 2D) g (—% - D) - (2.21)

Es ist offensichtlich, da bei einem impliziten Verfahren ein Gleichungssystem zur Be-
stimmung von ¥"*! zu losen ist, wohingegen bei cinem expliziten Verfahren nur eine

Gleichung fiir jeden Diskretisierungspunkt ¢ zu losen ist. Die expliziten Verfahren sind
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Differenzenstern  Gebiet der Kontinuumsabhingigkeit
t 4 '

that

tn //
(1041044

Abbildung 2.4: Gebiet der Kontinuumsabhdngigkeit fiir C =1

Y

damit numerisch wesentlich weniger aufwendig als die imnpliziten.

Dies gilt aber nur, solange der maximale Zeitschritt At durch das Strémungsproblem und
nicht durch das Zeitintegrationsverfahren begrenzt wird. Denn die expliziten Verfahren
unterliegen der Stabilitéitsbedingung C < 1, die Courant-Friedrich-Levi-Bedingung (CFL-
Bedingung) genannt wird. Die CFL-Bedingung besagt, dal das Gebiet der numerischen
Abhingigkeit zumindest das Gebiet der Kontinuumsabhéingigkeit einschlieen muff (Roa-
che 1972). Das Gebiet der numerischen Abhingigkeit ist bei einer Finiten Differenzen
Approximation durch den verwendeten Differenzenstern charakterisiert. Das Gebiet der
Kontinuumsabhingigkeit hingt dagegen von der Bewegung des Fluids und damit von der
Konvektionsgeschwindigkeit u; ab. In der Abbildung 2.4 ist das Gebiet der Kontinuums-
abhingigkeit fiir C = 1 als schraffierte Fliche dargestellt. Fiir den Fall C < 1 bleibt diese
Fliache innerhalb der Stiitzstellen des Differenzensterns, aber fiir den Fall C > 1 wird
sie grofler und die Informationen, die zur korrekten Approximation der Grdfe zum neuen
Zeitpunkt notwendig wiren, stehen nicht mehr zur Verfiigung. Da die Courant-Zahl C
von der numerischen Diskretisierung, d .h. von der Maschenweite Ax, abhingt, kann es
deshalb vorkommen, dafl der maximale Zeitschritt einer Simulation von der Diskretisie-
rung und nicht von der Physik des Strémungsproblems bestimmt wird.

Die impliziten Verfahren unterliegen dagegen nicht dieser Beschriankung und garantieren
ein stabileres Verfahren, da sie die unbekannten Gréfen zum neuen Zeitpunkt unterein-
ander koppeln. Sie erlauben damit insbesondere die Verwendung groBerer Zeitschritte,
die aber immer noch durch die Physik des betrachteten Problems beschriankt bleiben.
Diese stabilisierende Eigenschaft der impliziten Behandlung wird auch bei teilimpliziten
Verfahren eingesetzt, wo einzelne Terme implizit behandelt werden (Worner 1994), um
durch eine Erh6hung der Stabiltdt zu einem groBeren Zeitschritt zu gelangen.

Durch die explizite Behandlung von Stoffgréfien und die explizite Behandlung des Einflus-
ses von entfernteren Stiitzstellen bei der Verwendung von hoherwertigen Differenzenver-
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fahren zur Approximation des konvektiven Terms ist aber selbst bei impliziter Behandlung
der Gleichungen immer noch eine Beschrankung hinsichtlich der Stabilitét vorhanden.

2.2.4 Die vollimplizite Druckgleichung

Mit den Navier-Stokes-Gleichungen hat man drei Gleichungen fiir die drei unbekannten
Geschwindigkeiten. Als weitere Unbekannte in dieser Gleichung tritt der Druck P auf.
Das Druckfeld ist nur bis auf eine Integrationskonstante genau bestimmt, da der Druck
nur mit einer rdumlichen Ableitung in den Navier-Stokes-Gleichungen auftritt. Die Idee
aller Verfahren, bei denen eine Druckgleichung gel6ést wird, ist es, die Kontinuititsglei-
chung (2.1) mit den Navier-Stokes-Gleichungen (2.3) zu einer Bestimmungsgleichung fiir
den Druck P zu kombinieren.

Zum einen kann dies durch ein Druckkorrekturverfahren geschehen. Dabei werden ausge-
hend von einem geschitzten Druckfeld zuerst die Impulsgleichungen gelést und damit die
Geschwindigkeiten bestimmt. Daran anschlieflend wird mit den berechneten Geschwin-
digkeiten das Druckfeld korrigiert, um die Kontinuititsgleichung zu erfiillen. Mit diesem
neuen Druckfeld beginnt der Zyklus von neuem, bis alle Gleichungen mit der geforder-
ten Genauigkeit erfiillt sind. Bei diesen Verfahren erfiillt erst das nach einigen Iterationen
konvergierte Geschwindigkeitsfeld die Kontinuititsgleichung. Diese reduzierte Genauigkeit
filhrt bei der Berechnung von Transportgleichungen fiir andere Erhaltungsgrofien direkt
zu einem Folgefehler.

Zum anderen kann aber auch die implizit betrachtete Kontinuititsgleichung mit den eben-
falls implizit betrachteten Navier-Stokes-Gleichungen zu einer vollimpliziten Gleichung
fir den Druck kombinicrt werden (Harlow und Amsden 1971). Die Nichtlinearitit der
Navier-Stokes-Gleichungen fiihrt zwar dennoch dazu, da die berechneten Driicke und
Geschwindigkeiten noch weiterhin iteriert werden miissen, da die Geschwindigkeiten so-
wohl als transportierte Teilgrofe als auch als transportierende Grofle auftreten. Der Vorteil
dieses Vorgehens liegt aber darin, daf} die auch wahrend dieser Iterationen bestimmten Ge-
schwindigkeiten immer die Kontinuititsgleichung erfiillen und damit keinerlei lokale Mas-
senbilanzfehler zu Fehlern bei der Berechnung anderer Transportgleichungen, wie z. B. der
Enthalpiegleichung, fiihren.

Die Navier-Stokes-Gleichungen (2.3) kénnen in ihrer diskretisierten Form zu einer implizi-
n+1
J

et. al. 1985, Sakai 1990). Unter Einfiihrung einer sogenannten Pseudogeschwindigkeit ;

ten Bestimmungsgleichung fiir die Geschwindigkeit «7 ™" umgeschrieben werden (Bottoni

und cines weiteren Koeffizienten g ; erhélt man

n-+1
n+l _ ,&r} n (’)P

u = — Up —————
J J 0j 9.
Ot;

(2.22)

wobei der hochgestellte Index n die bekannte Zcitebene, d. h. den expliziten Einflu8, und
der hochgestellte Index n+ 1 die neue Zeitebene, d. h. den impliziten Einfluf}, bezeichnen.
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Bei Benutzung dieser Gleichung in der Kontinuitatsgleichung (2.1) erhélt man mit

dg , Doy _ Dous, (apn+1 )

- a.’Ej

ot 6:1:,- 6:1:,-

(2.23)

eine implizite Poissongleichung fiir den Druck.
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3. Ein implizites Verfahren zur
lokalen Verfeinerung eines

strukturierten Gitters

In diesem Kapitel wird eine neue Methode zur lokalen Verfeinerung eines strukturierten
Gitters vorgeschlagen, welches das gesamte Rechengebiet, d. h. insbesondere auch die
Rinder der lokalen Verfeinerung, mit dem vollimpliziten ICE-Verfahren behandelt und
die notwendigen Randwerte zur Kopplung der verfeinerten und unverfeinerten Gebiete
mit einer Genauigkeit 2. Ordnung interpoliert.

Aus den in Kapitel 1 formulierten Zielen werden folgende Anforderungen abgeleitet:

e Es wird ein statisches, d. h. ein zeitlich festes, Gitter verwendet.
e Die zu verfeinernden Gebicte werden in der Programmeingabe spezifiziert.

e Die zu verfeinernden Maschen werden in jeder Koordinatenrichtung halbiert. Damit
werden griflere Maschenweitenspriinge und damit verbundene Stabilitédtseinbuflen
vermieden (vgl. Flad 1995).

e Die Variablen an den Réndern der Verfeincrung, die durch das lokal verfeinerte nu-
merische Gitter zunédchst nicht definiert sind, miissen auch fiir riumliche Diskreti-
sierungsverfahren 2. Ordnung angemessen, d. h. ohne Genauigkeitsverlust, bestimmt
werden.

e Dic Rinder der lokalen Verfeinerung sollen aus Effizienzgriinden implizit behandelt
werden.

e Eine hierarchische Datenstruktur in Kombination mit der Einfiihrung kiinstlicher
Maschen an den Réndern der verfeinerten Gebicte erméglicht eine indirekte Adres-
sierung und damit dic optimale Vektorisierung und Parallelisicrung.

Der methodische Ablauf, wie diese Anforderungen umgesetzt wurden, wird in Unterkapitel
3.1 generell skizziert. Dazu wird die verwendete Gittertopologie erliutert, die Problematik
der Verfeinerungsrander eingefiihrt und die Lésung dieses Problems durch Aufspalten der
Gitterstruktur und Einfiihrung kiinstlicher Maschen dargelegt. Im folgenden Unterkapitel
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3.2 werden die notwendigen Kopplungsbedingungen fiir die verschiedenen Erhaltungsglei-
chungen hergeleitet. Im dritten Unterkapitel 3.3 werden die numerischen Eigenschaften
des Verfahrens hinsichtlich Konsistenz und Stabilitdt untersucht. Hierbei wird insbeson-
dere auch die Notwendigkeit der Genauigkeit 2. Ordnung fiir die Kopplungsbedingungen
hergeleitet. o . :

3.1 Verfahrensschema

Ein lokal verfeinertes Gitter setzt sich aus verfeinerten und unverfeinerten ‘Gebieten zu-
sammen. Es ist deshalb naheliegend, das gesamte Gitter als ein aus Gittern verschiedener
Verfeinerung zusammengesetztes Gitter zu betrachten. Die Gitter aller definierter Ver-
feinerungsgrade bilden damit in ihrer Summe den physikalisch zu simulierenden Raum
numerisch ab. Diese Topologie des gesamten Gitters ist in Abbildung 3.1 dargestellt.

Jedes dieser Teilgitter.beschfeibt einen Teil des physikalischen Raumes, innerhalb dessen
die Bilanzgleichungen gelten und gel6st werden kdnnen. Schwierigkeitén bei der Aufstel-
lung der Bilanzgleichungen treten an den Réndern von Teilgittern auf. An diesen Stellen
sind nicht mehr alle Werte durch das numerische Gitter gegeben, welche bei der Appro-
ximation der verschiedenen Terme in den Elrhaltuhgsgléichuhgen bendtigt werden. Jede
dieser Approximationen benutzt einen lokalen Differenzenstern, wie er in Abbildung 3.2
fiir den Rand eines Teilgitters dargestellt ist. Die Differenzensterne der an diesen Rand

Verfeinerungsgrad n = 0 Verfeinerungsgrad n = 1 Verfeinerungsgrad n = 2

-r -

............................................

.............................................................

zusammengesetztes Gitter

Abbildung 3.1: Bestandteile und Gesamttopologie des zusammengesetzten, lokal verfeiner-
ten Gitters
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Abbildung 3.2: Differenzensterne am Rand einer lokalen Gitterverfeinerung

angrenzenden Maschen mit verschiedenem Verfeinerungsgrad sind durch gestrichelte Li-
nien angedeutet und die Positionen mit unbekannten Werten durch schraffierte Kreise
markiert.

Dieser Problematik kann man auf zwei Wegen begegnen. Es kénnen echte Randwerte an
den Réndern der Verfeinerungen eingefiihrt werden, was zu einem nicht {iberlappenden
Gitter fiihrt. AuBler dem Nachteil, zur Bestimmung dieser Randwerte Extrapolationen
verwenden zu miissen, hat dieses Konzept den weiteren Nachteil, daB den ht’)hérwertigen
Differenzenverfahren nur ein Randwert zur Verfiigung stcht, wodurch sie lokal in der Ge-
nauigkeitsordnung verlicren. Beim Konzept der iiberlappenden Gitter besteht dieser Nach-
teil nicht. Dabei werden am Rand dieser Teilgitter neue, sogenannte kiinstliche Maschen
definiert. Diese stcllen die unbekannten Werte unter Benutzung der noch in Unterkapitel
3.2 zu diskuticrenden Bestimmungsgleichungen fiir die Approximationen zur Verfiigung.
In Abbildung 3.3 ist die Aufspaltung des Gitters und Einfiihrung dieser ebenfalls volu-
metrisch definierten kiinstlichen Maschen skizziert, wobei im Teilbild b) die Hilfsmasche
fiir das grobere Gitter n = 0 und in Teilbild c¢) die Hilfsmaschen fiir das feinere Gitter
n = 1 dargestellt sind. Damit konnen zwar die Bilanzgleichungen auch in Maschen am
Rand eines Teilgitters aufgestellt werden, jedoch hat man stattdessen das neue Problem,
die impliziten Gleichungen fiir diese kiinstlichen Maschen aufzustellen.

Aufgrund des Genauigkeitsvorteils wird einem iiberlappenden Gitter der Vorzug gegeben.
Die impliziten Bestimmungsgleichungen fiir die dadurch notwendigen kiinstlichen Ma-
schen werden im nichsten Unterkapitel 3.2 hergeleitet.

Das Verfahren arbeitet nach folgendem Schema:

1. Ein Ausgangsgitter G (vgl. Abbildung 3.4a ) wird als Basis des Verfahrens definiert,
welches die Beschrcibung der Geometrie und aller Anfangs- und Randbedingungen
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kiinstliche Maschen
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Abbildung 8.38: Aufspaltung des a) tatsichlichen Gitters an den Verfeinerungsrindern in
die verschiedenen Verfeinerungsebenen und Definition der kiinstlichen Randmaschen mit
b) Ubergang vonn =1— n =0 und c¢) Ubergang vonn=0—-n=1

des Problems ermoglicht und welches weder dquidistant noch gleichseitig sein mu8.

. Verfeinerungsgebiete werden vom Anwender mit dem gewiinschten Grad n der Ver-
feinerung definiert, wobei n als Exponent der Basis 2 des Maschenweitenverhiltnis-
ses zwischen dem Ausgangsgitter Ay und dem tatsdchlichen lokalen Gitter A,

. Es wird das Adressierschema anhand der spezifizierten Verfeinerungsgebiete aufge-
baut und die kiinstlichen Maschen an den Réndern der Verfeinerungen definiert.
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Abbildung 3.4: a) Unverfeinertes Ausgangsgitter und b) Gitter mit der Deklaration fiir
den Grad n der Verfeinerung (vgl. auch Abbildung 3.1)




4. BEs werden die Koeffizienten fiir die Kopplungsbedingungen an den Réndern der
Verfeinerungen bestimmt. Damit ist das implizite Gleichungssystem fiir das gesamte
Rechengebiet mit allen verfeinerten Gebieten geschlossen und kann geldst werden.

3.2 Zusitzliche Gleichungen an Verfeinerungsgren-

zen

In diesem Abschnitt werden dic Gleichungen fiir die in Abbildung 3.3 eingefiihrten kiinst-
lichen Maschen abgeleitet. Zuerst wird in Unterkapitel 3.2.1 die allgemeine Transport-
gleichung behandelt, die direkt fiir die Beschreibung der skalaren Transportgleichungen,
d. h. der Enthalpiegleichung oder der Transportgleichungen fiir die charakteristischen Tur-
bulenzgréfien, benutzt werden kann. Daran anschlieend wird in Unterkapitel 3.2.2 der
Sonderfall der Impulsgleichungen auf dem verwendeten versetzten Gitter betrachtet. Die
Impulsgleichungen werden dann in Unterkapitel 3.2.3 bei der vollimpliziten Beschreibung
des Drucks und der Massenerhaltung an den Rindern der Verfeinerungen verwendet.

3.2.1 Zusidtzliche Gleichungen fiir die allgemeine Transportglei-
chung

Die Grundidee der Herleitung der Gleichungen fiir die kiinstlichen Maschen ist die Er-
haltung der Fliisse an den Réndern der Verfeinerung, d. h. da8 der totale Flu8} iiber die
Oberfliche einer groben Masche genau die Sunme der Fliisse der feinen Maschen bilan-
zieren mufl. Die Gréfien, die in Abbildung 3.3 durch gefiillte Kreise markiert sind, werden
aus den normalen Erhaltungsgleichungen bestimmt. Die Unbekannten in den kiinstlichen
Maschen, als Nachbarn der feineren Maschen (vgl. Abbildung 3.3c), werden aus einer
Interpolation 2. Ordnung gewonnen, wobei die bekannten Gréflen an den angenzenden
Stiitzstellen des groben Gitters verwendet werden. Fiir die kiinstliche Masche, als Nach-
bar einer groben Masche am Rand einer Verfeinerung (vgl. Abbildung 3.3b), wird hin-
gegen eine Bilanzgleichung fiir dessen Kontrollvolumen aufgestellt. Die Besonderheit die-
ses Kontrollvolumens driickt sich in der unterschiedlichen Behandlung der verschiedenen
Oberflichen dieses Kontrollvolumens aus. Bei der Oberfliche zur groben Masche hin wird
nur der FluB8 aus dem groben Kontrollvolumen heraus betrachtet und bei allen anderen
Flachen werden die Fliisse liber die Oberflichen der feinen Kontrollvolumina betrachtet.
Diese modifizierte, volumetrisch gemittelte Bilanzgleichung erhilt die Genauigkeit der
approximierten Terme und stellt die konservative Behandlung dieses Verfeinerungsrandes
sicher.



Ubergang vom feinen zum groben Gitter

Der erste Fall ist der in Abbildung 3.3b dargestellte Ubergang vom feinen zum groben
Gitter. Hier geht es darum, die unbekannten Gréflen in den kiinstlichen Nachbarn des
groben Gitters aus den bekannten Grolen des feinen Gitters zu bestimmen.

Die Approximation der allgemeinen Transportgleichung (2.4) in der Bilanzgleichung (2.9)
148t sich schreiben als

[Vp "’<g;‘”>3] +§<<JW>AF),. = (SeNVe (3.1)

wobei 7 hier eine der 6 moglichen Grenzflichen des Volumens bezeichnet. Unter Einfiih-
rung der Abkiirzungen |

e ¥)s
ATV = .
. = (3.2)
F = ((Jv) Ar);
gelangt man zur Formulierung
6
VeAY + > F; = Ve(Se)s ) (3.4)

i=1
In Abbildung 3.5 ist der Rand einer Verfeinerung fiir ein zweidimensionales Gitter darge-
stellt, wobei insbesondere auch die Fliisse F; eingetragen sind. Der kiinstliche Nachbar der
Masche auf dem groben Muttergitter wird im folgenden M H und die Tochtermaschen auf
dem feinen Gitter werden oben 770 bzw. unten TU genannt. Die kiinstlichen Nachbarn
der beiden Tochtermaschen auf dem feinen Gitter sind nur zur Vollstindigkeit der Abbil-
dung dargestellt. Sie spielen bei der hier betrachteten Kopplungsrichtung keine Rolle. Die
Bestimmungsgleichungen fiir diese kiinstlichen Maschen werden im folgenden Abschnitt
hergeleitet. : : :
Der Wert der Erhaltungsgréfe in kiinstliche Masche M H ist als Volumenmittel der Toch-
termaschen 70 und TU definiert, wobei an der Grenze zur groben Masche nur ein
FluBterm auftritt, welcher in Abbildung 3.5 als F¥# benannt ist. Die Bilanzgleichung
(3.4) fiir dieses Volumen schreibt man als: :

Vit A + FMT + Y + FO + BV + F{° = V" (Se)s . (35)
Die Summe der Bilanzgleichungen fiir die Tochtermaschen 7O und TU lautet:

VIO (A) + VIV (Aw)™ + T + FIV + Ff° + FJY (3.6)
+FO+ B+ FO 4 F[Y = Vi ((Se)s)"” + VY ((Su)s)™

Aus der FluBlerhaltung an der gemeinsamen Oberfldche der Tochtermaschen
F° = —F[" (3.7)
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grobes Gitter F}—= —= F, FML e My i

5 F° > 10 —=F3°
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Abbildung 3.5: Definition der Halbmasche als kiinstlicher Nachbar des groben Gitters und
der Flisse iiber thre Maschengrenzen

und der aus der Volumenmittelung des Werts in der kiinstlichen Masche abgeleiteten
Definition fiir AW und (Sy)3

VM (A" = VEC (AT + VEY (AE)TY

VT ((Se)a)™ = VEC ((Su)a)" + VEY ((Su)s)™ (38)

folgt fiir Gleichung (3.6) _
VA (A0 1+ FTO + BV + B0+ BV + F[O+ [V = V¥ ((Se)a)"" . (39)

Dic Differenz zwischen der Bilanzgleichung (3.5) und der Summe der Bilanzgleichungen
nach Gleichung (3.9) ergibt sich zu

FMI — (F{°+ FY) = 0, (3.10)

was nichts anderes als die Erhaltung der Fliisse an den Grenzen der Verfeinerungen be-
deutet. Die konservative Behandlung dieser Rénder liefert mit Gleichung (3.10) eine Be-
stimmungsgleichung fiir die unbekannte Groéfe in der kiinstlichen Masche M H, wie sie in
Gleichung (3.5) definiert wurde.

Ubergang vom groben zum feinen Gitter

Der zweite Fall ist der in Abbildung 3.3c dargestellte Ubergang vom groben zum feinen
Gitter. Hier geht es darum, die unbekannten Gréfien in den kiinstlichen Nachbarn des
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Stiitzstellen unbekannte kiinstliche Maschen
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Abbildung 3.6: Riumliche Lage der kiinstlichen Maschen fiir den Ubergang vom groben
zum feinen Gitter, a) die eindimensionale Interpolation und b) die zweidimensionale In-

terpolation

feinen Gitters aus den umliegenden bekannten Gréfien des groben Gitters zu bestimmen.
In Abbildung 3.6b ist ein Schnitt durch eine dreidimensionale grobe Masche und ihre
Nachbarn gelegt, die an eine solche Verfeinerung angrenzen. Abbildung 3.6a stellt da-
bei den zweidimensionalen Fall dar, der auch in Abbildung 3.5 bei der Herleitung der
zusdtzlichen Gleichung fiir den kiinstlichen Nachbarn des groben Gitters aufgrund der
iibersichtlicheren Darstellung gewihlt wurde. Bei dicsem Fall treten am Rand des feinen
Gitters nur zwei unbekannte kiinstliche Maschen auf und cs ist nur eine eindimensionale
Interpolation notwendig.

Im folgenden wird der allgemeinere dreidimensionale Fall (vgl. Abbildung 3.6b) weiterbe-
trachtet, der den zweidimensionalen Fall einschliefit. Bei einer dreidimensionalen Verfeine-
rung treten am Rand einer Verfeinerung insgesamt vier unbekannte kiinstliche Maschen
auf. Die Zentren dieser kiinstlichen Maschen liegen in einer Ebene, die parallel zu der
Oberfliche der groben Masche ist, die den Rand der Verfeinerung, d. h. den Ubergang
des groben zum feinen Gitters darstellt. Die Zentren der Maschen des bekannten groben
Gitters liegen ebenfalls in dieser Ebene und sind dabei durch gefiillte Kreise und die der
unbekannten kiinstlichen Maschen durch schraffierte Kreise dargestellt.

In Unterkapitel 3.3.1 wird die Forderung nach einer Interpolation 2. Ordnung fiir diesen
Ubergang bei der Verwendung von Differenzenverfahren 2. Ordnung aufgestellt. Fiir eine
Interpolation 2. Ordnung fiir die unbek.annt'en Werte ¥, wird der Ansatz gemacht, daf} die
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Werte ¥, allgemein als Summe der Produkte aus Koeffizient a; und dem Wert auf dem
groben Gitter ¥, iiber die iin dreidimensionalen Fall maximal neun mdglichen Punkte

9
\Ifo ~ \Ifg = Za,\Il, (311)

approximiert werden. Zur Bestimmung dieser unbekannten Koeffizienten q; wird ¥ an den
Stiitzstellen ¥; auf dem groben Gitter in eine zweidimensionale Taylor-Reihe um die zu
approximierende Stelle ¥, entwickelt. Fiihrt man die lokalen Distanzen Ax; und Ay, als
Differenz der Volumenmittelpunkte von ¥; zu ¥, ein; wie es in Abbildung 3.6 dargestellt
ist, so ergibt sich fiir ¥,

1
Vo= Vot Ba¥a+ Ayl + g (AT} Wop + 283 AY Yy + AyP Ty, )

1 .
+5 (AT} oo + BATEAY Wy + BAYI AT Wy + Ay T yy,) (3.12)

1
+ 57 AT AY Vanyy + HOT (a%),

wobei in dieser Gleichung ¥, die partiellen Ableitungen % und HOT (A*) die nicht
ausgeschriebenen Terme héherer Ordnung abkiirzen, welche in diesem Fall mindestens
von 4. Ordnung sind.

Benutzt man die Taylor-Reihenentwicklung aus Glelchung (3.12) in dem Ansatz von Glei-
chung (3.11) und gruppiert die dabei entstehende Gleichung nach den verschiedenen Ab-
leitungen ¥, und ¥,, so ergibt sich

9 ) 9
oV, + ZCL;AIB)‘I’I + Zasz,\Ily
1 =1 =1

9 9 9
+ Zﬂm,?\vm + S adn Ay, + Z‘ﬂayf\pyy (3.13)

—1

e

o=

o

i

.7;‘ TIT + Z A.’Ll Ayl‘I’zzy + Z A.’I;IAyI \Ilzyy

Z_i
z
Z Ay Wy + 224A T AY Vg + HOT

Bei ciner Interpolation 2. Ordnung diirfen nur Fehlerterme der Gréflenordnung A™ mit
n > 3 auftreten. Dies fiihrt hier zu 6 Bedingungen fiir die 9 uribekannten Koeffizienten
a;. Um aber alle Richtungen bei der Interpolation gleich zu gewichten, ist auf jeden Fall
ein symmetrischer rdumlicher Einfluf sicherzustellen. Dies wird durch die Auswahl der zu
erfiillenden Bedingungen in Gleichung (3.13) in Abhéngigkeit der lokal verfiigbaren Stiitz-
stellen erreicht. Ahnlich wie bei Finiten Elementen mit biquadratischen Ansatzfunktionen
wird dabei fiir jede Koordinatenrichtung eine quadratische Verteilung angenommen. Fiir
den Fall, daf§ alle 9 Stiitzstellen verfiigbar sind, lauten damit die 9 Bedingungen aus
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Gleichung (3.13)

Me
2

I

J—

(3.14-a)
=1
9
aAn = 0 (3.14-b)
=1
9
Sady = 0 (3.14-c)
=1
9
Y alAz; = 0 (3.14-d)
=1
9 .
Za,AmlAy, = 0 (3.14-¢)
=1
9
Saldy = 0 (3.14-f)
=1
9
SaArfAy, = 0 (3.14-g)
=1
9
Y adnAyt = 0 (3.14-h)
1=1
9
D aAziAy = 0 . (3.14-i)

=1

In Tabelle 3.1 sind fiir jede mégliche Stiitzstellenzahl 1 < I < 8 die Gleichungsnummern
der Bedingungen zusammengefafit, wobei die Numerierung auf den maximalen Fall von
[ =9 bezogen ist. Dabei werden auch die zweidimensionalen Fille als Untergruppen des
allgemeinen dreidimensionalen Falles mit 9 Stiitzstellen betrachtet.

Stehen in einer Koordinatenrichtung in der Nihe von Winden nur noch 2 Stiitzstellen
zur Verfligung, so reduziert sich die Ansatzfunktion fiir diese Koordinatenrichtung auf
eine lineare Funktion, womit sich die Approximation auf eine erster Ordnung reduziert.
Der letzte Fall, [ = 1, fiihrt schlieB8lich zur Identitit von Muttermasche und kiinstlicher
Masche. Dies ist in jedem Fall sichergestellt, da es zu jeder kiinstlichen Masche immer
cine zugehorige Muttermasche gibt.

Fiir jede kiinstliche Masche kann damit ein Gleichungssystem zur Berechnung der lokalen
Interpolationskoeffizienten aufgestellt werden, welches maximal 9 Unbekannte besitzt.

3.2.2 Behandlung der Impulsgleichung

Die Impulsgleichung nimmt aus zwei Griinden eine Sonderstellung ein. Zum einen kommen
die Zentren der Kontrollvolumina der Impulsmaschen durch die Verschiebung genau auf
dem Rand der Verfeinerung zu liegen, da die lokal verfeinerten Maschen auf dem nicht
versetzten, zentrierten Grundgitter definiert sind (vgl. Abbildung 2.1). Zum anderen wird
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Gleichungen zur Bestimmung der Interpolationskoeffizienten
3.14-a , 3.14-b , 3.14-c, 3.14-d , 3.14-e, 3.14-f |, 3.14-g , 3.14-h
3.14-a, 3.14-b , 3.14-c, 3.14-d , 3.14-e , 3.14-f , 3.14-i
3.14-a , 3.14-b , 3.14-c, 3.14-d , 3.14-¢ , 3.14-f

3.14-a, 3.14-b , 3.14-c , 3.14d , 3.14-f

3.14-a , 3.14-b , 3.14-c, 3.14-¢

falls Stiitzstellen in der x- und y-Richtung vorhanden sind
3.14-a, 3.14-b , 3.14-c _

3 | falls nur Stiitzstellen in der x-Richtung vorhanden sind
3.14-a , 3.14-b , 3.14d

3 | falls nur Stiitzstellen in der y-Richtung vorhanden sind
3.14-a , 3.14-c, 3.14-f

2 | falls nur Stiitzstellen in der x-Richtung vorhanden sind

WD |||~

3.14-a , 3.14-b
2 | falls nur Stiitzstellen in der y-Richtung vorhanden sind
3.14-a , 3.14-c '
1] 3.14-a

Tabelle 3.1: Zusammenfassung der Gleichungen zur Berechnung der Interpolationskoef f i-
zienten

fiir diec Impulsgleichung kein Gleichungssystem geldst.

Der Problematik des Verfeinerungsrandes wird durch die Koexistenz von groben und
feinen Impulskontrollvolumina begegnet, die auf dem Verfeinerungsrand liegen. Es ist
damit zwischen Geschwindigkeiten zu unterscheiden, die aus Interpolationen gewonnen
werden, und Geschwindigkeiten, die aus einer Impulsbilanz bestimmt werden. Bei der
Behandlung des Impulses werden deshalb zwei Fille unterschieden:

1. Die Impulsgleichungen nach Bilanzgleichung (2.9), die auf dem Rand einer zentrier-
ten Masche definiert sind.

2. Die Impulsgleichungen der kiinstlichen Maschen, die nicht den Transport normal zu
ciner Verfeinerungsgrenze beschreiben, und damit nicht auf dem Rand einer zen-
trierten Masche definiert sind.

Beide Fille sind in Abbildung 3.7 fiir den Fall eines Verfeinerungsrandes dargestellt. Die
durchgezogenen Pfeile markieren dabei Geschwindigkeiten, die aus echten Impulsbilanzen
des ersten Falles berechnet werden. Die gestrichelten Pfeile stellen die interpolierten Ge-
schwindigkeiten an den Réndern der kiinstlichen Maschen dar. Bei der Berechnung der
einzelnen Impulstransportterme wird generell unterschieden zwischen dem Impulstrans-
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kiinstliche Maschen
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Abbildung 3.7: Definition der aus Impulsbz’lanzglez'éhungen bestimmten (durchgezogene
Pfeile) und der interpolierten Geschwindigkeiten (gestrichelte Pfeile), a) fiir das grobe
Gitter mit kiinstlicher Masche und b) fiir das feine Gitter mit den kiinstlichen Maschen

port iiber eine Fliche, die sowohl als Teil eines groberen als auch als Teil eines feineren
Gitters definiert ist, und dem Impulstransport iiber eine Fliche, die nur auf einem der
beiden Gitter definiert ist.

Als Beispiel fiir den ersten Fall werden die Impulsbilanzen normal zu einem Gitterver-
feinerungsrand betrachtet. Dabei wird die Bilanzgleichung (2.9) fiir ein Kontrollvolumen
auf einem versetzten Gitter benutzt, wie es in Abbildung 3.8 dargestellt ist. Abbildung
3.8a stellt dabei die Impulsmasche auf dem groben Gitter und Teilabbildung 3.8b die
Impulsmasche auf dem feinen Gitter dar. Bei der Berechnung der Transportterme wird
ausgenutzt, da8 der totale FluB (Jy) als Flachenmittel definiert ist. Fiir die Teilfliisse F;
wird auf beiden Gittern der totale Flufl des groben Gitters

Ff = (Ju) A (3.15)

verwendet. Da fiir die Grenzflachen der iibereinanderliegenden Impulsmaschen der ver-
schiedenen Gitterverfeinerungsgrade

S Al = A (3.16)

\\R\\_\?K ] \\

SN
v IR
N
a) _______ _;_ - N e b) &\X\\L \\
™ aad
R N 4
L -
N /]
AN o éz/J/Al/ .

Abbildung 3.8: Kontrollvolumina der Impulsmaschen am Rand einer Gitterverfeinerung,
a) fiir das grobe Gitter mit kiinstlicher Masche und b) fir das feine Gitter mit den kiinst-

lichen Maschen
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gilt, ist der Erhalt des Impulsflusses an jeder Oberfliche gesichert.

Der Querflufl zwischen den beiden feinen Impulsmaschen am Rand einer Verfeinerung
bleibt gegeniiber der Gesamtbilanz des groben Kontrollvolumens neutral, da er sowohl
als Gewinn- als auch als Verlustterm innerhalb des Impulsvolumens der groberen Masche
auftritt.

Fiir die weitere Behandlung der Impulsgleichung in der Kontinuitétsgleichung ist es wich-
tig, daf§ sich die Impulsgleichung (2.3) in ihrer diskretisierten Form in eine implizite Be-
stimmungsgleichung fiir die Geschwindigkeit der Form

utt!l = 4" + dulAPMT (3.17)

umschreiben 148t (vgl. Gleichung (2.22)). Darin sind die beiden neuen Koeffizienten ",
welches den expliziten Teil der Impulsgleichung mit dem Einflu88 des Druckgradienten zum
alten Zeitpunkt n beschreibt, und du} eingefiihrt worden, welches den impliziten Einflul
des neuen Druckgradienten zum Zeitpunkt n + 1 beschreibt.

3.2.3 Zusitzliche Gleichungen in der Druckgleichung

Auch bei der Druckgleichung wird die Idee einer Approximation 2. Ordnung fiir die un-
bekannten Driicke in den kiinstlichen Nachbarmaschen des feinen Gitters angewandt. Der
Druck in der kiinstlichen Nachbarmasche des groben Gitters wird aus einer modifizierten
Kontinuitatsgleichung fiir das in Abbildung 3.5 definierte Kontrollvolumen bestimmt.

Ubergang vom groben zum feinen Gitter

Die allgemeine Bilanzgleichung (2.9) schliet auch den Fall der Massenerhaltung ein. Fiir
den Fall der Kontinuititsgleichung gilt ¥ = 1, I'y = Sy = 0. Damit vereinfacht sich die
Gleichung zu

0{0): 6
Vi <(90t>3 +) (ouw)Ap); = 0, (3.18)
i=1
wobei 1 hier eine der 6 mdglichen Grenzflichen des Volumens bezeichnet. Mit den Abkiir-
zungen
9(0)s
A = X
. t0 ot (3 19)
Fi = ((oew) Ar); (3:20)

kann man die Gleichung schreiben als

6
Ve Do+ > F, =0 . (3.21)

t=1

In Abbildung 3.9 ist der Verfeinerungsrand fiir ein zweidimensionales Gitter und die Be-
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Abbildung 3.9: Definition der Halbmasche und der Flisse iiber ihre Maschengrenzen fiir
die Druckgleichung

nennung der Nachbarmaschen dargestellt. Die Maschen M H1 bezeichnet die grobe Ma-
sche am Rand der Verfeinerung und TO1 und TU1 bezeichnen die jeweiligen kiinstlichen
Nachbarn der Maschen 70O und TU am Rand des feinen Gitters. '
Die kiinstliche Masche M H ist wieder als Volumenmittel der Tochtermaschen T'O und TU
definiert, wobei an der Grenze zur groben Masche nur ein Massenfluf§ auftritt, welcher in
Abbildung 3.9 als M benannt ist. Die Massenbilanz (3.21) fiir dieses Volumen schreibt
sich
VIH Ao+ FMY + FIV + FJ°+ F{V+F{° = 0 . (3.22)
Die Summe der Massenbilanzgleichungen fiir die Tochtermaschen 70 und TU lautet
Vi (8)"? + ViV (M) + FIO + BT+ B0+ Y (3.23)
+F°+FY+F°+F" =0
Aus der MassenfluBlerhaltung an der gemeinsamen Volumengrenze der Tochtermaschen

FI° = —frv (3.24)

und der aus der Definition des Volumens der kiinstlichen Masche abgeleiteten Definition
fiir Atg
VMHA, ME = VEOA 0™ + VEUA 0™ (3.25)
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folgt fiir Gleichung (3.23)
VA" + FIC + FTU + F{° + FfU + F[° + F{V = 0. (3.26)

Die Differeni zwischen der Bilanzgleichung (3.22) und der Summe der Bilanzgleichungen
nach Gleichung (3.26) ergibt sich zu

FMH — (FTO + FY) =0, - (3.27)

was nichts anderes als die Erhaltung der Massenfliisse an den Grenzen der Verfeinerungen
bedeutet. :
Benutzt man die Definition der Massenfliisse aus Gleichung (3.20) und die implizite
Bestimmungsgleichung fiir die Geschwindigkeiten aus der Impulsbilanz nach Gleichung
(3.17), so erhélt man:

<Q)MII AMH duMHAPMH _ [(Q)FOATOd OAPTO+<Q)TU ATU duTUAPTU] -:
<Q)’IOATO 1TO + <Q)TU ATU zTU <g)i\411 A%H,lziMH ) (3.28)

Mit der Definition der Druckdifferenzen

APM” — PMH _ PMHI - (329)
AP = pTo_ pTol (3.30)
APTU = pTU_ pTh (3.31)

hat man damit mit Gleichung (3.28) eine Poissonshnliche Gleichung fiir den unbekannten
Druck PM! erhalten.

Dic konservative Behandlung des Massenflusses an den Réndern der Verfeinerung liefert
eine Bestimmungsgleichung fiir das in Gleichung (3.22) als Nachbar der Masche am Rand
des groben Gitters definierte Volumen dieser kiinstlichen Masche.

In Anhang F.2 ist die Umsetzung dieser Gleichung unter Berticksichtigung der in FLUTAN
verwendeten Approximationen aus Abschnitt 2.2.2 fiir den allgemeinen Ubergang des
feinen zum groben Gitter dargestellt.

Ubergang vom feinen zum groben Gitter

Die Bestimmungsgleichungen fiir die unbekannten Driicke in den Nachbarmaschen des
feinen Gitters (s. Abbildung 3.9 TO1 und TU1) kénnen in analoger Weise wie im Fall der
allgemeinen Transportgleichung nach Abschnitt 3.2.1 bestimmt werden. Damit erhilt man
wieder ein Gleichungssystem mit maximal 9 Unbekannten fiir die unbekannten Driicke in
den kiinstlichen Maschen. N
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3.3 Numerische Eigenschaften des Verfahrens

Die numerische Simulation eines physikalischen Problems hat das Ziel, die exakte Losung
des betrachteten Problems an jedem diskretisierten Ort und zu jedem betrachteten Zeit-
punkt mit einer bestimmten Genauigkeit anzun&hern. Diese geforderte Eigenschaft, die
man Konvergenz nennt, stellt sicher, daf die numerische Losung der Ndherungsgleichung
fiir kleiner werdende Gitterweiten und einen kleiner werdenden Zeitschritt gegen die ex-
akte Losung der Differentialgleichung strebt. Das Lax-Aquivalenz-Theorem sagt fiir li-
neare Differentialgleichungen und Anfangswertprobleme aus, dal bei konsistenter Dis-
kretisierung Stabilitdt ein notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir Konvergenz ist
(Hirsch 1988). Unter Konsistenz der Diskretisierung versteht man dabei, dafl die Nihe-
rungsgleichung fiir kleiner werdende Gitterweiten und einen kleiner werdenden Zeitschritt
gegen die Differentialgleichung strebt. Stabilitidt hingegen bedeutet, da8 die Fehler in der
Zeit nicht anwachsen. _

Im folgenden werden deshalb die Konsistenz und die Stabilitit des vorgeschlagenen loka-
len Verfeinerungsverfahrens untersucht. Dies wird in dieser Arbeit fiir den vereinfachten
Fall einer linearen Gleichung mit konstanten Stoffwerten durchgefiihrt.

3.3.1 Konsistenz

Die Konsistenz des Verfahrens wird anhand der 2D-Konvektions-Diffusionsgleichung fiir
die allgemeine Transportgréfe ¥ iiberpriift. Diese Gleichung 148t sich unter Annahme
einer konstanten Geschwindigkeit « und einer Diffusionskonstanten a allgemein schreiben
als _
ov ov 0 (0V
ERENE (8—%)
Fiir die Zeitintegration wird das explizite Euler-Vorwérts-Verfahren angewandt. Der diffu-

=12 . (3.32)

sive Term wird mit einer zentralen Differenzen-Approximation und der konvektive Term
mit einem allgemeinen 4-Punkt-Ansatz (unter der Annahme u > 0) diskretisiert. Damit
iiberfiihrt man die Gleichung (3.32) bei Verwendung der Indizes i, j fiir die x,y-Richtung
und unter Verwendung der Maschenweiten nach Abbildung 3.10 in:

ov \II;']+1 o 4

rr N (3.33-a)
o Ui - U —¥;
A2 = - 3.33-b
6272 (% (A.’Bl -+ A.’L'H.l) % (AIE,, -+ Aﬂ?i_l) ( )

2
. L (Amigr + 207 + Aziy)
O_\Ii _ C1VUiyy + OV + O3,y + Cy ¥, ' (3.33-<)
a-'L' AIL',;
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Abbildung 8.10: Definition der Maschenweiten Azx;

Fiir das Upwind-Verfahren 1. Ordnung gilt dabei:
CI=0,02:1,C3=—1,C4=0. (334)

Fiir das LECUSSO-Verfahren (Giinther 1992) gelten die Koeffizienten, wie sie im Anhang
B dargestellt sind. Das QUICK-Verfahren kann als Spezialfall des LECUSSO-Verfahrens
betrachtet werden, so dal auf eine getrennte Betrachtung verzichtet werden kann.

In Abbildung 3.11 ist der Fall einer Gitterverfeinerung mit der im folgenden verwendeten
Benennung der Maschen zu sehen. Diskretisiert man die Gleichung fiir die Masche 0, so
benétigt man als ¥;;, die Grofle ¥x. Unter der Annahme, da§ das Grundgitter dqui-
distant ist, d. h. Az; = Az und Ay; = Ay, wird der gesuchte Wert ¥% approximiert.
Hier werden in einem ersten Schritt eine lineare und in einem zweiten Schritt eine qua-
dratische Approximation auf ihre Auswirkungen hinsichtlich der Ordnung der Konsistenz

untersucht.
24
@
Y,j
4
" 0 o X1
@ @ X
3
° 23
o

Abbildung 3.11: Nachbarn am Rand einer Verfeinerung und ihre Benennung
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Lineare Approximation

Approximiert man den gesuchten Wert ¥4 linear, so erhilt man
% = 0,25¥53 4+ 0,75%, . (3.35)

Entwickelt man die Funktion ¥ an den Stellen W93 und ¥, in Taylor-Reihen um den
Punkt ¥x, so erhélt man fiir die Differenz zwischen dem approximierten Wert ¥4 und
dem exakten Wert ¥ x '

. 3 1
Vs -y = 5—2—(Ay)2\llyy - a(Ay)wyyy + HOT (3.36)

wobei HOT die Terme von hoherer Ordnung als die in der Gleichung ausgeschriebenen

Terme darstellt.

Benutzt man diese Approximation in dem Upwind-Verfahren 1. Ordnung fiir den konvek-

tiven Term und entwickelt ¥ an der Stelle X um 0, so gelangt man unter der Annahme
v

Az = Ay = A zu einer Differenz zwischen dem exakten Gradienten %5 und dem appro-

ximierten Gradienten ¥,

'g—: -¥, = 13—6A (Vyz + ¥y,) + HOT . (3.37)
Die Differenz ist proportional der Maschenweite A und die numerische Approximation
des Gradienten geht fiir kleiner werdende Maschenweiten A — 0 gegen den exakten Gra-
dienten. Unter Ordnung der Konsistenz versteht man dabei die Potenz der Maschenweite,
zu der die Differenz proportional ist. Die Approximation des konvektiven Terms ist damit
aufgrund der linearen Proportionalitdt auch fiir ein verfeinertes Gitter bei linearer Inter-
polation konsistent von 1. Ordnung, d. h. von O(A).
Das gleiche Vorgchen fiir die Approximation des diffusiven Terms fiihrt zu einer Differenz
zwischen der exakten 2. Ableitung ‘g—g und der approximierten 2. Ableitung ¥,

0% 1
oz Y = o5

und damit zu einem Fehler der Ordnung O(1). Da zwischen dem Fehler und der Ma-

v,, + HOT (3.38)

schenweite A keine Proportionalitit besteht, ist die Diskretisierung nicht konsistent. Der
Abbruchfehler der linearen Approximation O(A?) nach Gleichung (3.35) wird zum fiihren-
den Fehlerterm bei der Diskretisierung des diffusiven Terms der Differentialgleichung.

_Um zu einer konsistenten Diskretisierung zu gelangen, die dariiber hinaus wenn maglich
keinen Genauigkeitsverlust gegeniiber der unverfeinerten Diskretisierung haben soll, wird
im folgenden die Verwendung einer quadratischen Interpolation mit einem Abbruchfehler

O(A?) iiberpriift.
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Quadratische Approximation

Verwendet man eine Approximation mit einem quadratischen Ansatz, welche fiir den hier
angenommenenen dquidistanten Fall lautet:

15 5 3
a _ Y =Py — — 3.39
Ty 16‘1’2 + 32‘1’23 32‘1’24 ) (3.39)
so fiihrt dies im allgemeinen Fall der nicht-dquidistanten Diskretisierung zu einer Appro-
ximation _
V% —¥x ~ A, (3.40)
und damit unter Benutzung der Taylor-Reihen im diffusiven Term zu
i}
5;2—' -V, = AV, + HOT (3.41)
und im konvektiven Term zu
ov 3
6—1E - ‘I’z = -1—6'A‘I’zz + A2‘I’yy + HOT . (342)

Der zusitzliche Fehler aus der Interpolation in y-Richtung an der Gitterunstetigkeit ist im
Falle einer quadratischen Interpolation im diffusiven Term von der Ordnung O(A) und
im konvektiven Term von der Ordnung O(A?), womit die Konsistenz der Differenzenap-
proximation auch an den -Gitterunstetigkeiten gewihrleistet ist. Dariiber hinaus bringt
diese Diskretisierung auch keinen Genauigkeitsverlust fiir die bei der Approximation des
konvektiven Terms verwendeten Differenzenverfahren 2. Ordnung, das LECUSSO- und
das QUICK-Verfahren.

3.3.2 Stabilitat

Anhand einer Von Neumann Stabilititsanalyse (Hirsch 1988) wird das Anfachungsverhal-
ten des Verfahrens fiir verschiedene Wellenldngen untersucht und analytische Stabilitats-
kriterien abgeleitet. Diese analytischen Stabilitdtskriterien kénnen zur Bestimmung des
zuldssigen Zeitschritts in einem Rechenprogramm herangezogen werden.

Von Neumann Stabilitidtsanalyse

Bei dieser Analysemethode wird die numerische Lésung in die exakte Lésung der Differen-
tialgleichung und einen Fehler ¢ zerlegt. Angewandt auf lineare Gleichungen gilt, dafl der
Fehler und die exakte Losung die gleiche Differenzengleichung erfiillen miissen. Unter der
Annahme periodischer Randbedingungen kann dieser Fehler in eine Fourierreihe zerlegt
werden. Die grofite Wellenldnge Amar = 2L korrespondiert dabei mit der makroskopischen
Linge L des Rechengebietes und die zugehorige Wellenzahl k,,;, = 7 erreicht ihr Mini-
mum. Die kleinste Wellenldnge ist durch A, = 2Az bestimmt, womit die zugehorige
maximale Wellenzahl k., = = ist. Alle dazwischenliegenden harmonischen Wellen sind
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an Vielfache der Maschenweite Ax gekoppelt. Mit der Anzahl der Maschen N ergibt sich
fiir die Maschenweite

: L
Azx = — .
T N (3.43)
Damit gilt fiir die Wellenzahlen
T T
ki = jkmin = j— = j—— 7=0,1,2,..., .
und damit fiir den Fehler ¢
N o
e} = Y Ejeltiitr (3.45)
j=—N

worin ET die Amplitude der j-ten Schwingung zum Zeitpunkt n und I = v/—1 bedeuten.
Das Produkt k;Az wird oft als Phasenwinkel ®

7
N
bezeichnet, der den betrachteten Raum —L < z < L auf den Bereich —7 < ® < 7 abbil-
det.

Mit der Einfiihrung des Anfachungsfaktors G als Verhiltnis der Amplitude E zum Zeit-
punkt 7 + 1 und zum Zeitpunkt n

® = kAT = j (3.46)

En+1
G = T (3.47)
und der Forderung, daf§ keine der Fehlerschwingungen in der Zeit anwéchst, ist
En+1
G| = T <1 fiir alle ® (3.48)

als Stabilitatskriterium definiert.

Im folgenden gilt es, dies auch fiir ein Gitter mit Verfeinerung zu untersuchen. Die Un-
tersuchung beschrinkt sich auf die typischen auftretenden Maschenweitenspriinge, die bei
der gewihlten Halbierung von zu verfeinernden Maschen an den Riandern der Verfeinerung
auftreten.

Die Testfille

Im eindimensionalen Fall dufert sich die Gitterverfeinerung in einem Sprung der Maschen-
weite am Rand der Verfeinerung um den Faktor 2 bzw. % Es werden daher die Gitterunste-
tigkeiten r1 = %:—l = 1,2 und 0, 5 untersucht, wie sie in Abbildung 3.12 dargestellt sind.
Als Diskretisierungsverfahren fiir den konvektiven Term werden das Upwind-Verfahren
1. Ordnung und das LECUSSO-Verfahren untersucht. Das QUICK-Verfahren kann hier
auch wieder als Spezialfall des LECUSSO-Verfahrens betrachtet werden (Giinther 1992).
Schreibt man Gleichung (3.32) fiir den eindimensionalen Fall in der x-Richtung (vgl. Glei-
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Abbildung 3.12: Maschenweitenspriinge mit verschiedenen Werten von rl = -AA”"%

chungen (3.33-a) bis (3.33-c)) und fiihrt neben der Courant-Zahl C und der Diffusions-
Zahl D

ult aAt

C = , D = — 3.49
Az; Az? (3.49)

die Maschenweitenverhiltnisse r1 = —Aﬁ und r2 = éﬁ% ein, so ergibt sich:

4D 8D
e =~ (gr . —yr) - n_gn

: rl+3 (‘I”'H ‘I”) (r1+3)(r1+1) (\I” ’_1)

— C(C1U}, + Gy} + Cs¥P  + CyUp ) + U7 . (3.50)

Anwendung dieser Gleichung auf den in einc Fourierreihe entwickelten Fehler £ und
Auflosen nach dem Anfachungsfaktor G fiihren zu '

¢ = 1+ 7-;133 (" =1) - (rl+ :f)l()rl +1) (1 B ew(_%ﬂ))
- c (Cle”’ +Cy+ Cye ) 4 c4e’¢(—L+'?l—+—l)) . (3.51)
Mit
e?! = cos(z) +1 sin(z) ' (3.52)
148t sich Gleichung (3.51) umschreiben zu
G = 1+ 7.1[:_3D(cos(<1>) - 1)

(r1+ 3ir1 + l)D (1 ~ cos (Tl_;_l_q>>)

1
- C [Cl cos (®) + C; + C; cos (T + 1<I>> + Cy cos (sz_—%ilq))]
4 8 rl+1
I i - in{ —— .
" {7.1+3Dsm((1>) (T1+3)(T1+1)D8m( . q>) (3.53)

_ ¢ [Cl sin (@) — Cy sin (”; 1<1>) _ Csin (EQJL—%EL—I@)H
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Abbildung 3.13: Stabilititsgrenzen fiir das Upwind- Verfahren 1. Ordnung

Das Upwind-Verfahren 1. Ordnung

Bei dem Upwind-Verfahren 1. O'rdnung werden die Koeffizienten nach Gleichung (3.34)
in Gleichung (3.33-c) eingesetzt. Damit wird aus Gleichung (3.53)

4
G = 1+mD (COS((I))—I)
8 rl+1
— D1~
(r14+3)(r1+1) ( COS( 2 (1))) .
1+1
— C[l—cos (.T ;_ @)] (3.54)
4 8 rl+1
(B) — :
* I{r1+3Dsm( ) (r1+3)(r1+1)Dsm( ) q))

_ Csin(ﬂ;l@)}

Gleichung (3.54) ist analytisch nicht mehr geschlossen zu 16sen. Man kann sie jedoch nume-
risch auswerten, indem man zu einem gegebenen Maschenverhiltnis 71 den Anfachungs-
faktor G(®) als Funktion von C und D bestimmt. Dazu 148t man z. B. die Diffusions-Zahl
beginnend bei 0 in kleinen Schritten bis zur maximalen Diffusions-Zahl laufen und be-
stimmt zu jeder dieser diskreten Diffusions-Zahlen aufsteigend von C = 0 die maximale
Courant-Zahl, bei der der Anfachungsfaktor G(®) fiir 0 < & < 7 zum ersten Mal > 1
wird. Die so berechneten Paare von C und D beschreiben die Stabilititsgrenze des Ver-
fahrens fiir das gegebene Maschenverhiltnis in der C-D-Ebene. Fiir die drei verschiedenen
typischen Maschenweitenverhiltnisse der Verfeinerung ergibt sich dabei ein stabiler Be-
reich im Courant-Diffusions-Zahlen-Diagramm (vgl. Abbildung 3.13). Da G(® = 0) = 1
immer ein Grenzfall fiir die Stabilitit ist und die trigonometrischen Funktionen fiir ® = 7
Extremwerte annehmen, wird G(® = 7) durch eine Reihenentwicklung um 7 abgeschiitzt.

92



ri=1r2=1
-------- r1=2r2=2
————— r1=0,5 r2=0,5
—— Approximation ri=1
~~~~~~~~~~~~~~~~ Approximation r1=2
instabil ... Approximation r1=0,5

0.8

0.6

0.4

0.2 stabil

0.0 T T | p— Y T — | e
00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10

D
Abbildung 3.14: Approzimation der Stabilititsgrenze fir das Upwind-Verfahren 1. Ord-

nung

Man erhilt aus der Taylor-Reihenentwicklung bis maximal zum quadratischen Glied fiir
cos(m — ) und sin(m — ) :

o?
cos(m — ) =—1+ el (3.55-a)

sin(m —p)=¢ . (3.55-b)

Benutzt man diese Approximation und betrachtet den Grenzfall ¢ — 0, so erhilt man als
Bedingung an die Courant- bzw. Diffusions-Zahl '

4D
C < 1-
- rl+1

(3.56)

In Abbildung 3.14 sind die numerisch gewonnenen Stabilititsgrenzen den analytisch ab-
geleiteten gegeniibergestellt. Alle drei untersuchten Fille zeigen ein dhnliches Ergebnis.
Fiir kleine Diffusions-Zahlen D — 0 erhilt man als Stabilititsgrenze das CFL-Kriterium,
d. h. C = 1. Mit zunchmender Diffusions-Zahl nimmt die zuldssige Courant-Zahl linear
ab. Die verschiedencn Fille unterscheiden sich in der Steigung, mit der die zu einer gege-
benen Diffusions-Zahl zugehérige maximale Courant-Zahl abnimmt, und als Folge davon
in den maximal zuldssigen Diffusions-Zahlen, d. h. bei C = 0.

Fiir den &dquidistanten Fall sind beide Kriterien identisch, in den nicht-dquidistanten
Fillen macht das analytisch abgeleitete Kriterium eine auf der sicheren Seite liegenden
Aussage {iber die Stabilitit des Verfahrens und kann als N&herungskriterium in einem
Rechenprogramm verwendet werden.
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Abbildung 3.15: Stabilititsgrenze fir das LECUSSO-Verfahren fiir verschiedene A

Das LECUSSO-Verfahren auf einem éiquidisténten Gitter

Die Koeffizienten C; — C4 aus Gleichung (3.33-c) werden fiir das LECUSSO-Verfahren
auf einem #quidistanten Gitter in Anhang B bestimmt.
Man erhilt damit aus Gleichung (3.53)

G = 1—(1-cos(®))[2D+ 2\C (1 — cos (P))]
— ICsin(®)[1+2)(1 —cos(®))] : (3.57)

Wird diese Gleichung in analoger Weise, wie beim Upwind-Verfahren, numerisch ausgewer-
tet, so erhilt man Stabilitédtsgrenzkurven, wie sie in Abbilduhg 3.15 fiir drei verschiedene
A nach Gleichung B.4 dargestellt sind. Dabei ist fiir alle A eine Beschrinkung des stabilen
Bereiches durch zwei Grenzkurven festzustellen, deren Schnittpunt fiir verschiedene )\ va-
riiert. Die Ursache fiir dieses Verhalten ist in Abbildung 3.16 zu erkennen, wo der Verlauf
zweier Anfachungsfunktionen G in der komplexen Ebene dargestellt ist. Die Kurve mit
der kleineren Diffusions-Zahl tangiert dabei fiir sehr kleine ® in der Nihe des Punktes
(1,0) den Einheitskreis. Die Kurve bei der grofieren Diffusions-Zahl hingegen tangiert den
Einheitskreis erst in der Nihe des Punktes (-1,0), d. h. fir ® um 7. '
Da diese beiden Extrempunkte den fiir die Stabilitit wichtigen Fall G = 1 beschreiben,
wird das Verfahren hinsichtlich der Grenzfille ® = 0 und ® = 7 abgeschitzt (Giinther
1995). Daraus gewinnt man folgende Stabilititskriterien (s. Anhang C)

AINC+2D < 1 (3.58-a)
c* < 2D . (3.58-b)

Diese Stabilititskriterien beschreiben die Stabilitdt des LECUSSO-Verfahrens auf dqui-
distanten Gittern in guter Ubereinstimmung mit den numerisch gefundenen Stabilitéits-

grenzen, wie man in Abbildung 3.17 erkennen kann, in dem die numerisch gefundenen
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0.5

Abbildung 3.16: Anfachungsfoktor G fiir das LECUSSO-Verfahren fiir X = 0,5 und 2wei

verschiedene Kombinationen von C und D

Stabilititsgrenzen den analytisch abgeleiteten gegeniibergestellt sind. Im Unterschied zu
den Stabilitiatsgrenzen beim Upwind-Verfahren 1. Ordnung werden die Stabilitdtsgrenzen
beim LECUSSO-Verfahren fiir kleine Diffusions-Zahlen wesentlich stirker beschrinkt.
Hier bringt das Diskretisierungsverfahren so wenig kiinstliche numerische Diffusion ein,
daf} die maximal zuldssige Courant-Zahl fiir kleinere Diffusions-Zahlen wieder abnimmt
und damit der maximal zuldssige Zeitschritt auch kleiner wird.

Der Bereich, innerhalb dessen das LECUSSO-Verfahren bei expliziter Zeitintegration sta-
bil arbeitet, ist kleiner als der des Upwind-Verfahrens 1. Ordnung. Dies ist aufgrund der

c

1.0j

0.8

06~ LT e IG(70)} = 1
numerisch

0.4

02— 7

0.0

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Abbildung 8.17: Gegeniiberstellung der numerisch gefundenen Stabilititsgrenze und der
analytisch abgeschdtzten fir das LECUSSO-Verfahren mit X = 0,5
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Abbildung 3.18: Anfachungsfaktor G fir das LECUSSO- Verfahren fiir drei verschiedene

Adundrl=2Ar2=2

wesentlich geringeren numerischen Diffusion des LECUSSO-Verfahrens auch so zu er-
warten, da diese Diffusion zu einem Abbau von Gradienten beitrdgt und damit einem
»Aufschwingen“ des Fehlers entgegenwirkt. Der geringeren numerischen Diffusion des
LECUSSO-Verfahrens muf§ hier also durch die Wahl eines kleineren Zeitschritts Rech-
nung getragen werden.

Das LECUSSO-Verfahren auf einem nicht-aquidistanten Gitter

In analoger Weise wie im dquidistanten Fall kann der Verlauf des Anfachungsfaktors G in
Abhingigkeit von der Courant-Zahl C und der Diffusions-Zahl D numerisch ausgewertet
werden. Dies wurde fiir die beiden Testfille 71 = 0,5 und r1 = 2 gemacht. Die dabei
ermittelten Stabilititsgrenzkurven sind in Abbildung 3.18 fiir den Fall r1 =2 A 72 =2
und in Abbildung 3.19 fiir den Fall 71 = 0,5 A 72 = 0,5 dargestellt.

Es zeigt sich ein dhnliches Verhalten wie im dquidistanten Fall, so dafl eine Abschitzung
von G um ® = 0 und ® = 7 sinnvoll erscheint. Man erhilt aus einer solchen Entwicklung
(vgl. Anhang D) die Kriterien

C*> < 2D (3.59-a)
c < ks (3.59-b)
< o . .

In Abbildung 3.20 sind die analytisch abgeschatzten Stabilitatskriterien den numerisch be-
stimmten fiir r1 = 2 A 72 = 2 und X = 0,5 gegeniibergestellt. Dabei zeigt sich, wie schon
im dquidistanten Fall, eine gute Ubereinstimmung zwischen den analytisch und nume-
risch gefundenen Stabilititsgrenzen. Somit kann die Stabilitdt des LECUSSO-Verfahrens
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Abbildung 8.19: Anfachungsfaktor G fiir das LECUSSO- Verfahren fiir drei verschiedene
Aundrl=05A1r2=0,5

bei den hier untersuchten typischen Maschenweitenunstetigkeiten der lokalen Gitterver-
feinerung innerhalb dieser Stabilititsgrenzen gewihrleistet werden.

Stabilitit bei einer mehrdimensionalen Verfeinerung

In Abbildung 3.21 ist die Eckmasche eines lokal verfeinerten Teilgebiets bei einem zweidi-
mensionalen Gitter und die Benennung ihrer Nachbarn dargestellt. Dabei stellt sich fiir die
Maschen 1 und 4 cine eindimensionale Gitterunstetigkeit ein, wohingegen die Eckmasche

C .

0.5

0.4

039 4 numerisch
................ IG(0)l =1
---- IG(m)l =1

0.2 (m)

0.1

0.0 T 71 T B T }  p—

00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10

D
Abbildung 3.20: Gegeniiberstellung der numerisch gefundenen Stabilititsgrenze und der

analytisch abgeschitzten fir das LECUSSO- Verfahren auf einem nicht-dquidistanten Git-
terrl=2A1r2=2und A=0,5
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Abbildung 3.21: Eckmasche eines lokal verfeinerten Teilgebiets bei einem zweidimensio-

nalen Gitter und die Benennung ithrer Nachbarn

0 einen Maschenweitensprung in zwei Richtungen hat. Untersucht man eine solche Eck-
masche fiir eine n-dimensionale Konvektions-Diffusiongleichung (s. Anhang E), so erhiilt
man folgende zwei Kriterien fiir die Stabilitat

n 2 n .
[Z Cm] < S 2D, (3.60-a)
m=1 m=1
n n 4
> (ConCnl < 1= % [—Du| (3.60-b)
m=1 m=1 m

Im Fall von » = 2 Dimensionen gilt fiir das erste Kriterium nach Gleichung (3.60-a)
2 2
lz le = [C.+C) = C?+ C? +2C,C, (3.61)
m=1

und unter Einfiihren des Fehlers e¢ = 2C;C, gilt

2 2 2
[z cm] - Y e (3.62)
m=1

m=1

Der Fehler e¢ wird extrem, falls C; > C, oder Cy > C;. Dieser Fall wurde aber bercits
bei der eindimensionalen Betrachtung abgeschitzt (vgl. Gleichung (3.59-a)). Setzt man

C:+Cy = K (3.63)
und bestimmt fiir e¢(C;) den Extremwert, so gilt mit der Ableitung nach C,
2(K—-2C;) =0 (3.64)
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und damit

C; = 5 = Cy . _ (3.65)
Dieser Fall der Schrigstromung ist ein weiterer Extremfall und fiihrt mit C; = C, = C
Al , ) . ,
[Z Cm] = 4C? < Y 2Dy (3.66)
m=1 m=1
und mit D; = Dy = D 2u
c*<D . (3.67)

Analoge Betrachtung des zweiten Kriteriums nach Gleichung (3.60-b) fiir die Schrigstro-
mung fiihrt zu
1__4 . p
c < i o (3.68)
C,

Vergleicht man diese mit den Grenzen fiir den Fall der eindimensionalen Untersuchung,

so werden die bei der Untersuchung im eindimensionalen Fall gefundenen Grenzen bei
mehrdimensionalen Problemen eingeschrinkt. Die beschrinkte Stabilitit des Verfahrens
bleibt jedoch erhalten, was in Anbetracht der nachgewiesenen Konsistenz des Verfahrens
unter Beriicksichtigung der abgeleiteten Stabilititskriterien nach den Gleichungen (3.67)
und (3.68) dic Konvergenz der Losung auch in mehreren Dimensionen sicherstellt.

3.3.3 Bewertung

In diesern Unterkapitel konnte der Nachweis erbracht werden, daf8 bei ciner Interpolation
2. Ordnung der unbekannten Gréfien am Rand einer Verfeinerung die Konsistenz des Ge-
samtverfahrens gesichert ist. Dariiber hinaus bleibt dabei auch die Genauigkeitsordnung
der Diskretisicrungsverfahren 2. Ordnung zur Approximation des konvektiven Terms er-
halten.

Die Von Neumann Stabilitdtsanalyse wurde amn Beispiel einer lincaren Konvektions-Dif-
fusionsgleichung mit konstanten Stoffwerten durchgefiihrt. Die beschrinkte Stabilitit des
Verfahrens konnte dabei selbst bei expliziter Zeitintegration nachgewicsen werden. Die-
ser Nachweis wurde fiir das Upwind-Verfahren 1. Ordnung und das LECUSSO-Verfaliren
durchgefiihrt. Das QUICK-Verfahren kann dabei als Spezialfall des LECUSSO-Verfahrens
betrachtet werden und wurde nicht speziell untersucht. Auch fiir den Fall der typischen
Maschenweitenspriinge des vorgeschlagenen Verfahrens wurden analytisch abgeleitete Ni-
herungen der numerisch gefundenen Stabilitdtsgrenzen bestimmt. Dies konnte auch auf
den mehrdimensionalen Fall erweitert werden. Die Stabilitit des Verfahrens ist unter
Beachtung der abgeleiteten Stabilititsgrenzen selbst bei expliziter Zeitintegration gesi-
chert. Durch die Verwendung eines impliziten Zeitintegrationsverfahrens ist damit ein
sehr stabiles Verhalten dieses Verfahrens zu erwarten. In der Praxis wird ein gemisch-
tes Zeitintegration angewandt, d. h. einzelne Terme werden explizit und andere Terme
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implizit behandelt. Bei dominant impliziter Zeitintegration sind dann nur noch stabi-
lititsbeschrinkende Resteinfliisse durch explizite Terme vorhanden.

Da also die Konsistenz gewahrleistet ist und innerhalb der Stabilitétsgrenzen auch ein
stabiles Verhalten gefunden wurde, ist auch die Konvergenz des Verfahrens gesichert.
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4. Implementierung in das

Thermohydraulik-Rechenprogramm
FLUTAN

In diesem Kapitel werden zwei zentrale Aspekte der Implementierung des in Kapitel 3
vorgeschlagenen Verfahrens in das Thermohydraulik-Rechenprogramm FLUTAN (Wil-
lerding und Baumann 1996) am Forschungszentrum Karlsruhe behandelt. Dies ist zum
einen dic Umsetzung der gewihlten hierarchischen Datenstruktur und zum anderen die
Eingliederung des Verfahreuns in den bestehenden Lésungsalgorithmus von FLUTAN. Die
diskretisierte Darstellung der Erhaltungsgleichungen, die fiir die konkrete programmtech-
nische Umsetzung benutzt wurde, ist fiir dic allgemeine, skalare Transportgleichung in
Anhang F.1 und fiir die implizite Druckgleichung in Anhang F.2 dargelegt. Abschlielend
wird die Effizienz des Verfahrens an einem Beispiel untersucht.

4.1 Das Thermohydraulik-Rechenprogramm FLUTAN

FLUTAN (FLUiddynamic and Thermalhydraulic ApplicatioNs) (Willerding und Bau-
mann 1996) ist cin Rechenprogramm zur Simulation von stationéiren oder zeitabhingigen
thermohydraulischen Vorgédngen in dreidimensionalen komplexen Geometrien.

FLUTAN ist eine Weiterentwicklung des COMMIX (COMponent MIXing) Rechenpro-
gramms (Bottoni et. al. 1985), welches urspriinglich Anfang der achtziger Jahre (Doma-
nus ct. al. 1983) am Argonne National Laboratory, USA, zur Simulation und Analyse
von Strémungen in komplexen Geometrien wie in einem Reaktordruckbehilter entwickelt
wurde. Der FLUTAN-Code hat folgende generelle Eigenschaften:

¢ Es wird ein kartesisches oder zylindrisches, strukturiertes und versetztes numerisches
Gitter verwendet.

e Es werden die Erhaltungsgleichungen fiir Masse, thermische Energie; Impuls und
ggf. fiir charakteristische turbulente Zustandsgréfien gelost.

e Es wird die vollimplizite ICE-Technik (Harlow und Amsden 1971) verwendet und
eine implizite Druckgleichung gelost.
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e Die Turbulenz kann durch 4 verschiedene Turbulenzmodelle beschrieben werden:

1. durch das Prandtlsche Mischungswegmodell,
2. durch das k-Turbulenzmodell,
3. durch das k-g-Turbulenzmodell,

4. durch das TMBF (Turbulence Model for Buoyant Flow (Carteciano 1996)),
welches ein 7-Gleichungs-Turbulenzmodell ist. ‘ '

e Die verschiedenen Erhaltungsgleichungen werden mit einem Finite Volumen-Verfah-
ren behandelt.

e Das Rechenprogramm ist fiir den Einsatz auf einem Vektorrechner optimiert.

Die verschiedenen Terme in der Finiten Volumen-Form der Erhaltungsgleichungen werden
mit folgenden Verfahren diskretisiert:

e Die diffusiven Terme werden mit einer zentralen Differenz approximiert.

o Die konvektiven Terme konnen mit drei verschiedenen Verfahren diskretisiert wer-
den:

1. mit dem Upwind-Verfahren 1. Ordnung,
2. mit dem QUICK-Verfahren (Leonard 1979),
3. mit dem LECUSSO-Verfahren (Giinther 1992).

e Die Zeitintegration erfolgt mit einem impliziten Euler-Verfahren 1. Ordnung.

4.2 Hierarchische Datenstruktur und ihre Umsetzung

Im folgenden Unterkapitel wird die fiir die Realisierung in FLUTAN gewihlte hierarchi-
sche Datenstruktur skizziert und die wesentlichen Aspekte der Umsetzung in FLUTAN
angesprochen.

In Abbildung 3.4 kann man die rdumliche Zuordnung der verschieden verfeinerten Teil-
gitter erkennen. Dabei gilt nicht nur, daf alle Teilgitter, z. B. die der ersten Verfeine-
rungsstufe G eine rdumliche Untermenge des Ausgangsgitters Gy bilden. Sondern es gilt
auch dariiber hinaus, daf lokal jede verfeinerte Masche eine rdumliche Untermenge der
Muttermasche bildet, da dic verfeinerten Tochtermaschen aus der lokalen Halbierung der
Maschenweiten der Muttermasche in den verschiedenen Koordinatenrichtungen entstchen.
Aufgrund dieser auch lokal giiltigen Zuordnung bietet es sich an, das zusammengesetzte
Gitter (s. Abbildung 3.1) in einer hierarchischen Baumstruktur zu verwalten (Edelsohn
1991). Die Muttermaschen werden dabei weiterhin zur Verwaltung und Adressierung der |
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Abbildung 4.1: Baumstruktur fir ein Gitter mit drei Verfeinerungsebenen

lokalen Subgitter, d. h. ihrer Tochtermaschen, benutzt. In Abbildung 4.1 ist eine solche
hierarchische Struktur fiir drei Gitterebenen dargestellt, wobei die Pfeile zwischen den
verschiedenen Gittercbenen die Mutter-Tochter-Beziehungen symbolisieren.

Die in FLUTAN realisierte lokale Téilung einer Muttermasche ist in Abbildung 4.2 fiir
den dreidimensionalen Fall dargestellt. Neben der lokalen Maschengeometrie, d. h. der
Halbierung der Maschenweite in allen drei Raumrichtungen, ist auch die Benennung der
Tochtermaschen dargelegt. Die Benennung dieser Tochtermaschen und auch der kiinst-
lichen Maschen folgt der in FLUTAN iiblichen Namenskonvention (Bottoni 1985). Da-
bei bezeichnet 1 die negative x-Richtung und damit M1 den Nachbarn in der negativen
x-Richtung, M2 in der positiven x-Richtung und respektive M3/M4, M5/M6 dic Nach-
barn in der jeweiligen y- bzw. z-Richtung. Darauf aufbauend bedeutet z. B. M135 die

z
MI46| M 246
L1 M 236
LY
M i36
....... 0 X
/ Mias: M 245
7 M35 | M 235

Abbildung 4.2: Nemenskonvention bei der lokalen Verfeinerung einer Masche in FLUTAN
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Abbildung 4.3: Namenskonvention bei der Benennung der kinstlichen Maschen am Rand

des feinen Gitters

Tochtermasche, die in der negativen x-, y-, z- Ecke der Muttermasche liegt. Die Benen-
nung der weiteren 7 Tochtermaschen ergibt sich analog. Die in Abbildung 3.3¢ definierten
kiinstlichen Randmaschen fiir die Tochtermaschen folgen auch dieser Konvention. So wird
z. B. der Nachbar der Maschen M135 und M235 in x-Richtung als M35 bezeichnet, da
diese kiinstliche Masche die volle Maschenweite in x-Richtung besitzt (s. Abbildung 4.3).
In jeder der drei moglichen Schnittebenen liegen 4 Tochtermaschen, womit insgesamt 12
verschiedene kiinstliche Maschen auftreten, die in analoger Weise benannt werden.

Bei der lokalen Verfeinerung eines zweidimensionalen Gitters werden hingegen nur die 4
Tochtermaschen definiert und benutzt, die in der Hélfte der zweidimensionalen Ebene
liegen, welche der negativen Koordinatenrichtung zugewandt ist. Analog werden auch
nur die in dieser Hélfte liegenden kiinstlichen Maschen benutzt. Die in Abbildung 3.3a
definierten kiinstlichen Randmaschen fiir die unverfeinerten Maschen des angrenzenden
groberen Gitters werden z. B. in x-Richtung als MHX1/MHX2, d. h. als erste bzw. zweite
halbe Masche, bezeichnet (s. Abbildung 4.4).

Zur Umsetzung dieser Datenstruktur im Rechenprogramm werden folgende Zeigervekto-

Z

Randmasche
’ — =X MHX1 | MHX2

des groben Gitters

Abbildung 4.4: Namenskonvention bei der Benennung der kinstlichen Maschen am Rand

des groben Gitters
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ren definiert (vgl. Abbildungen 4.2, 4.3, 4.4):

Zeiger, der den Grad der Verfeinerung einer Masche bezogen auf das Ausgangsgitter
beschreibt (IVERF).

Zeiger, der die Nummer der Elternmasche beschreibt (IELT').

Zeiger, der die Nummer der Tochtermasche beschreibt, die in der Ecke 1 = x-,
3 = y—, 5 = z— ihrer Muttermasche liegt (M135).

usw.,

Zeiger, der die Nummer der Tochtermasche beschreibt, die in der Ecke 2 = x+,
4 = y+, 6 = z+ ihrer Muttermasche liegt (M246).

Zeiger, der die Nummer der 1. Halbmasche in x-Richtung fiir den Rand des groben
Gitters beschreibt (MHX1).

Zeiger, der die Nummer der 2. Halbmasche in x-Richtung fiir den Rand des groben
Gitters beschreibt (MHX?2). -

usw.,

Zeiger, der die Nummer der 2. Halbmasche in z-Richtung fiir den Rand des groben
Gitters beschreibt (MHZ2). ‘

Zeiger, der die Nummer der kiinstlichen Masche in z-Richtung fiir den Rand des
feinen Gitters beschreibt, die in der Ecke 1 = x—, 3 = y— ihrer Muttermasche liegt
(M13).

usw.,

Zeiger, der dic Nummer der kiinstlichen Masche in x-Richtung fiir den Rand des
feinen Gitters beschreibt, die in der Ecke 4 = y+, 6 = z+ ihrer Muttermasche liegt
(M46).

Beginnend mit dem ersten Grad der Verfeinerung werden die verschiedenen Grade der

Verfeinerung rekursiv nacheinander abgearbeitet. Dabei werden bei jedem Durchgang alle

Maschen des aktuellen Verfeinerungsgrades n bearbeitet. Im ersten Durchgang sind dies

die Maschen des Ausgangsgitter Gy. Jede Masche mit dem Verfeinerungsgrad n wird dar-
aufhin untersucht, ob ihr Endverfeinerungsgrad ( s. Zciger IVERF) > n ist, d. h. grofier
als der des aktucllen Verfeinerungsgrades n ist. Falls dies zutrifft, so werden die Tochter-

maschen des Verfeinerungsgrades n + 1 gencriert, adressiert und die kiinstlichen Maschen

fiir die Ubergénge n — n + 1 und n + 1 — n crzeugt. Zu jeder verfeinerten Maschen mit

n > 0 gibt cs auf jedem gréberen Verfeinerungsgrad cine Eltermasche, da diese groberen
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Eltermaschen im Zuge der rekursiven Abarbeitung bis zum Erreichen des Endverfeine-
rungsgrades immer weiter verfeinert wurden.

In Abbildung 4.5 ist der prinzipielle Ablauf fiir die Abarbeitung eines Verfeinerungsgrades
dargestellt. Beide Schleifen arbeiten nur die Maschen des aktuellen Verfeinerungsgrades n
ab, da durch die hierarchische Datenstruktur und die Umsetzung dieser in der rekursiven
Abarbeitung auch die Maschen eines héheren Endverfeinerungsgrads‘ durch Elternma-
schen auf dem aktuellen Gitter prisent sind (s. Abbildung 4.1).

In der ersten Schleife werden alle Maschen des Grades n verfeinert, falls ihre Verfeine-
rungsstufe > n + 1 ist. In der zweiten Schleife werden die kiinstlichen Maschen an den
Verfeinerungsrindern zwischen den Verfeinerungsgraden n und n + 1 generiert und adres-
siert. Bei n,,q, verschiedenen Verfeinerungsgraden sind damit nach n,,,; — 1 Durchliufen
alle Verfeinerungsgrade abgearbeitet.

Neben dem Aufbau der indirekten Adressierung, der durch die Aufspaltung des Gitters an
den Verfeinerungsriindérn méglich wurde, ist es auch wichtig, die Maschen in der richtigen
Reihenfolge zu numerieren, um eine vektorielle Abarbeitung auf Hochleistungsrechnern
zu ermoglichen.

In Abbildung 3.1 sieht man, daf3 die Vereinigung der Maschen aller Verfeinerungsgrade
den physikalisch zu simulierenden Raum bilden. Da fiir diese Maschen die Erhaltungsglei-
chungen geldst werden, ist es sinnvoll, diese in der logischen Reihenfolge ihrer Abarbeitung
zu numerieren, d. h. beim Ausgangsgitter beginnend die Maschen jedes einzelnen Verfei-
nerungsgrades bis zum maximalen Verfeinerungsgrad n,,,, durchzunumerieren.

Daran anschlieBend werden die Nummern der Maschen verwaltet, die wahrend der re-
kursiven Abarbeitung zwar verfeinert wurden, aber im nichsten Durchlauf selbst wieder
verfeinert werden und nur noch zur hierarchischen Datenverwaltung benutzt werden. Am
Ende dieses Adref3vektors werden dann die kiinstlichen Maschen verwaltet, die mit ei-
nem anderen Gleichungssatz behandelt werden (vgl. Unterkapitel 3.2). Der Aufbau des
in FLUTAN benutzten Adrevektors ist in Abbildung 4.6 dargestellt. Dabei bezeichnen
707, ”1” und ”2” den Grad der Verfeinerung eines Teilgitters und der Maschen in diesem
Teilgitter. ”alte 0” bezeichnet daran anschliefend die Maschen des Ausgangsgitters, die
weiter verfeinert wurden, ”alte 1” dementsprechend die weiter verfeinerten Maschen des
Verfeinerungsgrades 1. Die Bezeichnungen ”0-1” bzw. ”1-0” kennzeichnen die kiinstlichen
Maschen, wie sie in Abbildung 3.3 eingefiihrt wurden. ”0-1” bedeutet dabei den Ubergang
vom gréberen Gitter 70" zum feineren Gitter ”1” hin und ”1-0” dementsprechend umge-
kehrt.

Mit dieser Datenstruktur ist es moglich, eine durchgehende numerische Abarbeitung ohne
weitére Abfragen durchzufiihren. Dies ist eine Voraussetzung fiir die Vektorisierung auf
Hochleistungsrechnern. "

66



1. Schleife {iber Maschen des Verfeinerungsgrades n

Verfeinerungsgrad > n + 1

nein

e Muttermaschen an das Ende des
AdreBvektors stellen

keine Mafinahme e Teilung der Mﬁttermaschen mit Bele-
gung der Zeiger IELT, M135 ... M246

2. Schleife iiber Maschen des Verfeinerungsgrades n

Verfeinerungsgrad von M1 ... M6 = n

ja nein

e Randmaschen fiir das grobe Gitter
definieren mit Belegung von IELT,
MHX1 ... MHZ2

keine Maflnahme . e Randmaschen fiir das feine Gitter
definieren mit Belegung von IELT,
M13 ... M46

Abbildung 4.5: Prinzipieller Ablauf der Abarbeitung eines Verfeinerungsgrades
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weiter verfeinerte

sichtbares Gitter Gebiete kiinstliche Maschen
||0|| | ||1|| | ||2|| "alte Oll | "alte 1" ||0_1ll|ll1_0lll ll1_2|l | Il2_1ll
l | | | I | I

Abbildung 4.6: Aufbau des Adrefuektors in FLUTAN bei lokaler Verfeinerung

4.3 Umsetzung innerhalb des Lésungsalgorithmus von
FLUTAN

Die nichtlinearen Terme der Navier-Stokes-Gleichungen und die Abhingigkeit der Stoffei-
genschaften von den unbekannten Driicken und Temperaturen fiihren zu einem iterativen
Losungsprozefl fiir jeden Zeitschritt. In Abbildung 4.7 ist ein Flufidiagramm fiir diesen
iterativen Prozefl schematisch dargestellt. Es existiert lediglich eine Iterationsschleife, die
zur konsistenten Losung aller Erhaltungsgleichungen wihrend eines Zeitschritts bis zur
Erfiillung des vorgegebenen Konvergenzkriteriums durchlaufen wird.

Zu Beginn einer Iterationsschleife werden die Koeffizienten der Impulsgleichungen nach
Gleichung (2.22) bestimmt. Damit ist es mﬁglich, die Koeffizienten der Druckgleichung
nach Gleichung (2.23) zu bestimmen. Dieses Gleichungssystem wird geldst. Mit diesen
Driicken werden die Geschwindigkeiten nach Gleichung (2.22) und neue Stoffdaten be-
rechnet. Danach koénnen die Koeffizienten der thermischen Energiegleichung (s. Gleichung
(2.4) und Tabelle 2.1) berechnet werden. Auch dieses Gleichungssytem wird gel6st und
anschlieBend werden die neuen Stoffdaten mit den neuen Enthalpiewerten berechnet.
Hieran kénnen sich weitere Erhaltungsgleichungen, z. B. der charakteristischen Turbu-
lenzgrofien anschliefen. Am Ende der Iterationsschleife wird die Konvergenz der einzel-
nen Losungen iiberpriift. Die Iterationsschleife wird dann beendet, wenn die normierten
maximalen Anderungen der Geschwindigkeiten, der Enthalpie und ggf. der weiterer Trans-
portgréBen eine vorgegebene Konvergenzschranke unterschreiten.

Das in Kapitel 3 vorgeschlagene Verfahren bringt aufgrund der impliziten Beschreibung
der Verfeinerungsriander keine Notwendigkeit flir weitere Iterationen innerhalb der vorhan-
denen Zeitschrittiteration ein. Die Koeffizienten fiir die kiinstlichen Maschen werden vor
dem jeweiligen Losungsschritt aufgestellt. Dies ist in Abbildung 4.7 durch die gestrichel-
ten Rechtecke mit den Vorschriften fiir die Druckgleichung nach den Gleichungen (3.27)
bzw. (3.1) und den Vorschriften fiir die thermische Energiegleichung nach den Gleichungen
(3.10) bzw. (3.1) symbolisiert. Ein weiteres Eingreifen ist nicht notwendig.
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Abbildung 4.7: Flufdiagramm fiir die iterative Lisung eines Zeitschritts in FLUTAN mat

den Erweiterungen des implementierten Verfahrens zur lokalen Verfeinerung (gestrichelte
Kisten)
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4.4 Effizienz des Verfahrens

In diesem Abschnitt wird an einem Beispiel exemplarisch die Effizienz des vorgeschla-
genen Verfahrens untersucht. Als Beispiel wird ein horizontaler, beheizter Ringspalt be-
nutzt (vgl. Abschnitt 5.2.1). Bei dem dort verwendeten numerischen Gitter wird speziell
der Bereich senkrecht iiber dem Innenrohr fein aufgelést. Dabei werden 50 Maschen in
Umfangsrichtung benutzt, von denen wiederum 9 in beiden Raumrichtungen einmal um
den Faktor 2 lokal verfeinert werden (vgl. Abbildung 5.24). In radialer Richtung werden
20 Maschen benutzt, was innerhalb des lokal verfeinerten Gebiets zu 40 radialen Maschen
fiilhrt. In Tabelle 4.1 ist die Anzahl der Maschen und der sich ergebenden Anzahl der
Unbekannten des dazugehorigen Gleichungssytems zusammengestellt.

Teilgitter Ny - N, - | Anzahl
grobe Maschen (50-9)-20 | 820
feine Maschen (9-2)-(20-2) 720
Rand grobes Gitter 2-20 40
Rand feines Gitter 2-(20-2) 80
Summe 1660

Tabelle 4.1 Anzahl der Unbekannten bei einem lokal verfeinerten Gitter

Unter Einbeziehung der mitgeldsten kiinstlichen Maschen ergeben sich daraus 1660 Un-
bekannte.

Die Diskretisierung dieses Problems mit einem strukturierten Gitter ohne die Moglich-
keit einer lokalen Verfeinerung fiilirt zu einer radialen Auflésung von 40 Maschen und zu
ebenfalls 59 Maschen in Umfangsrichtung. Das dazugehérige Gleichungssytem setzt sich
in diesem Fall aus | unverfeinertes Gitter | 59 - 40 | 2360 | Unbekannten zusammen und
hat damit ca. 30% mehr Unbekannte als der Fall mit einem lokal verfeinerten Gitter.

Verwendet man fiir dic Losung eines solchen Gleichungsystems z. B. ein iteratives SOR-
Losungsverfahren, so sind nach Stoer und Bulirsch (1978) bei N Unbekannten

3,6 N3 -log N

Operationen zur Losung dieses Systems notwendig. Bei diesem Beispiel fiihrt aber die
Moglichkeit der lokalen Verfeinerung zu eciner Reduktion der Anzahl der Unbekannten um
30%, d. h. auf 0, 7N. Dies fiihrt zu einem dann ebenfalls reduzierten Aufwand von

1,235N% - log (0, 7N)

Operationen, was einem um den Faktor 3 geringeren Aufwand entspricht.

Generell fiihrt das Verfahren zur lokalen Verfeinerung zu einer Reduktion der Anzahl
der Unbekannten gegeniiber der Anzahl der Unbekannten bei einem strukturierten Git-
ter ohne lokale Verfeinerung. Dies wicderum hat bei iterativen Losungsverfahren generell
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einen geringeren Aufwand zur Folge. Bei einem direkten Losungsverfahren ist die Band-
weite der Matrix eine der bestimmenden Grofen fiir den Aufwand zur Losung eines Glei-
chungssystems. Bei einem lokal verfeinerten Gitter ist es sehr schwer, grole Bandweiten
zu vermeiden, wodurch die Effizienz der direkten Losungsverfahren eingeschrinkt ist.
Fiir diese Arbeit standen in erster Linie direkte Losungsverfahren zur Verfiigung. Als ite-
rative Lﬁéungsverfahren wurden ein Conjugate-Gradient-Losungsverfahren (Lentati 1995)
zur Losung der Druckgleichung und ein Successive-Overrelaxation-Losungsverfahren (Alef
1996) zur Losung der Druck- und der thermischen Energiegleichung implementiert. Erste
Erfahrungen bei Testbeispielen wurden mit dem Successive-Overrelaxation-Losungsver-
fahren gemacht. Da diese Verfahren erst gegen Ende der Arbeit implementiert werden
konnten und noch nicht vollsténdig fiir den Einsatz auf den Hochleistungsrechnern opti-
miert sind, ist die erwartete Steigerung der Effizienz in dieser Arbeit noch nicht durch
Rechenzeiten belegbar.
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5. Verifikation und Anwendung des

Verfahrens

In diesemn Kapitel wird das vorgeschlagene Verfahren zur statischen lokalen Verfeinerung
eines strukturierten Gitters verifiziert. Dazu werden im ersten Unterkapitel drei verschie-
dene Fille simuliert. Diese Fille zeichnen sich dadurch aus, da$ sie sehr gut untersucht sind
und der Einflufl einer lokalen Verfeinerung des numerischen Gitters direkt zu bewerten
ist. In allen drei Féillen treten in begrenzten Bereichen der Geometrie starke Gradienten
auf, die damit ein Gebiet mit einer hohen Anforderung an die Auflésung definieren. Zur
Verifikation des Verfahrens wird jeweils eine Simulation auf einem groben Referenzgitter
mit dem Rechenprogramm in seiner urspriinglichen Version durchgefiihrt. Ziel der jeweils
zweiten Rechnung auf einem lokal verfeinerten Gitter ist es, die Ergebnisse der Referenz-
rechnung zu reproduzieren bzw. wenn moglich, eine bessere I"Jbereinstimrnung mit den zur
Verfiigung stehenden experimentellen Ergebnissen zu erzielen. Es werden zur Verifikation
im Rahmen dieser Arbeit nur zweidimensionale Fille verwendet, da fiir die Simulation von
Stromungen in drei Dimensionen iterative Losungsverfahren zur Erlangung vertretbarer
Rechenzeiten notwendig sind, diese aber erst gegen Ende dieser Arbeit zur Verfiigung
standen. Jedoch wurden wihrend der Implementierung Tests mit kleineren dreidimensio-
nalen Problemen zur Uberpriifung der aktuellen Anderungen durchgefiihrt.

Im einzelnen werden die laminare Stromung iiber eine zuriickspringende Stufe bei einer
Reynolds-Zahl von Re = 150, die laminare Strémung durch eine symmetrische Kanal-
aufweitung bei Re = 287 und die turbulente Strémung in einem zylindrischen Rohr bei
Re = 308000 berechnet. Die numerisch gewonnenen Ergebnisse werden den experimen-
tellen MeBwerten gegeniibergestellt und diskutiert. Die ersten beiden Fille verifizieren
dabei die Implementierung im Bereich der Iinpulsgleichungen, der Kontinuititsgleichung
und der Druckgleichung. Der dritte Fall schlie8lich wird zur Verifikation der Implemen-
tierung in der thermischen Energiegleichung und den Transportgleichungen des k& — e-
Turbulenzmodells benutzt.

Im zweiten Unterkapitel wird das Verfahren zur Berechnung laminarer Naturkonvektion
in einem horizontalen, beheizten Ringspalt angewandt. Bei dieser Stromungsform ver-
langt nur ein relativ kleiner Teil des Rechengebiets einc sehr hohe rdumliche Auflésung.
Das Verfahren zur lokalen Verfeinerung stellt hierbei ein wesentliches Hilfsmittel dar, eine
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effiziente numerische Simulation dieser Strémungsform durchzufiihren. Dazu wird zuerst
die stationire Stromung in Luft bei einer Rayleigh-Zahl von Ra = 4,9 - 10* und danach
eine transiente Strémung in kryogenem Helium bei Ra = 1,05 - 107 simuliert.

5.1 Verifikation des Verfahrens

5.1.1 Laminare Stromung iiber eine zuriickspringende Stufe

Die laminare Strémung iiber eine zuriickspringende Stufe ist eine oft benutzte Problemstel-
lung fiir die Verifikation von Verfahren (vgl. Monnoyer et. al. 1988, Thompson und Ferziger
1989, Moukalled und Acharya 1991, Vilsmeier und Hinel 1993, Chen et. al. 1994). Diese
Stromungskonfiguration wurde auch als Benchmark-Problem eines GAMM-Workshops
ausgewihlt (Morgan et. al. 1984). Zum Vergleich dienten diesem Benchmark experimen-
telle Untersuchungen von Kueny und Binder (1984).

Problembeschreibung

Die Geometrie ist in Abbildung 5.1 dargestellt. Darin sind h die Kanalhohe im Einlauf
der Teststrecke und H die Kanalhthe nach der Stufe. Aus den verschiedenen Fillen des
Benchmarks wird im Rahmen dieser Arbeit der Fall mit dem Kanalh6henverhiltnis -’;{ =2
und mit der Reynolds-Zahl Re = 150 simuliert. Die Reynolds-Zahl

zh
Re = 3'2“;—— = 150 (5.1)
wird dabei mit der Ma.ximalgeséhwindigkeit der voll eingelaufenen laminaren Strémung
im Zulauf 4., und der Stufenhohe hy, = H — h gebildet.
Das Experiment (Kueny und Binder 1984) wurde mit einem durchsichtigen Ol durch-
gefiilhrt. Zur Vereinfachung des Vorbereitungsaufwandes wird fiir die Berechnung der

LLLLLI S LSS LSS

q

Y R, 7
z /
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Abbildung 5.1: Geometrie der laminaren Strémung iber eine zuriickspringende Stufe nach
Morgan et. al. (1984)
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Stoffwerte dieses Fluids ein anderes Fluid verwendet, dessen Eigenschaften jedoch, da
eine isotherme Stromung simuliert wird, durch die gleichen dimensionslosen Kennzahlen
beschrieben werden. Damit ist es zuldssig fiir die Simulation Luft bei Normalbedingungen,
d. h. bei P =1 bar und T = 20° C, zu verwenden.

Die Viskositdt » von Luft ist unter diesen Bedingungen

2

v = 15351077 Ts— . (5.2)

Unter Verwendung der Geometrieabmessungen des Experimentes, h; = 0,02 m, ergibt sich
-fiir die Maximalgeschwindigkeit '

Umaz = 0,115 % . (5.3)

Numerische Modellierung

Bei der numerischen Simulation wird als Eintrittsbedingung eine parabelférmige Ge-
schwindigkeitsverteilung mit der berechneten Maximalgeschwindigkeit vorgegeben. An der
Austrittsflache wird die hydrostatische Druckverteilung infolge des Schwerkraftvektors als
Druckrandbedingung verwendet. An Boden und Decke des Kanals wird die Haftbedingung
verwendet, d. h. sowohl die Komponente der Geschwindigkeit normal zur Wand, u,, = 0,
als auch die Komponente der Geschwindigkeit tangential zur Wand verschwindén, u, = 0.
Das Rechenprogramm FLUTAN arbeitet in der aktuellen Fassung dreidimensional, so da8
bei einer zweidimensionalen Modellierung in der dritten Raumrichtung eine Masche mit
einer endlichen Ausdehnung definiert werden muf}. Dariiber hinaus sind in dieser Rich-
tung auch Randbedingungen vorzugeben. Die Seitenwinde werden daher als reibungsfreie
Winde ohne Haftbedingung modelliert, d. h. die Komponente der Geschwindigkeit nor-
mal zur Wand verschwindet, u, = 0, und die Komponente der Geschwindigkeit tangential
zur Wand verschwindet nicht, u; # 0.

Als Anfangsbedingungen werden fiir den Druck die hydrostatische Druckverteilung, fiir
die Geschwindigkeiten, aufler am Eintritt, ein ruhendes Fluid und fiir die Temperaturen
der isotherme Temperaturwert von 20° C im gesamten Rechengebiet vorgegeben.

Es wird auf zwei verschiedenen Gittern, einem Gitter ohne lokale Verfeinerung und einem
Gitter mit lokaler Verfeinerung, gerechnet. In Abbildung 5.2a ist das unverfeinerte Gitter
und in Abbildung 5.2b das lokal verfeinerte Gitter in der Nahe der Stufe dargestellt. Die
lokale Verfeinerung wird zur besseren Auflosung der Rezirkulationszone nach der Stufe
benutzt und soll u. a. zu einer besseren Bestimmung des Wiederanlegepunktes beitragen.
Die Rechnung wird aus den genannten Anfangswerten bis zu einem stationdren Endzu-
stand vorangetrieben. Der stationére Endzustand wird als erreicht angesehen, wenn die
normierten Anderungen der Geschwindigkeiten eine vorgegebene Schranke EPS unter-
schreiten.

In Tabelle 5.1 sind die Simulationsparameter fiir die beiden Simulationen zusammenge-
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b)

Abbildung 5.2: Die rdumliche Diskretisierung in der Ndhe der zuriickspringenden Stufe,
a) ohne lokale Verfeinerung und b) mit lokaler Verfeinerung

stellt. Dabei bezeichnen DX bzw. DZ die Maschenweiten in den jeweiligen Koordinaten-
richtungen, die Subskripte min bZW. ey deren Minimum oder Maximum, NM die Anzahl
der realen Maschen im Rechengebiet, FPS die Konvergenzschranke und IT die Anzahl
der bendtigten Iterationen.

Fall DXonin | DXonaz | DZmin | DZmaz | NM | EPS IT
unverfeinert | 0,002 | 0,008 0,002 | 0,002 |2900| 107% | 1058
verfeinert 0,001 | 0,008 |0,001 |0,002 |4085| 1075|1207

Tabelle 5.1 Simulationsparameter bei der laminaren Stromung iber eine Stufe

Ergebnisse und Diskussion

Bei dieser Geometrie und unter diesen Strémungsbedingungen 16st die Strémung an der
Stufenkante ab und bildet einen Wirbel. Weiter stromab der Stufe legt die Stromung dann
wieder an und bildet das laminare Stromungsprofil wieder iiber die gesamte Kanalhshe
aus.

Dieser stromab der Stufe liegende Wirbel zeigt sich besonders deutlich im' Stromlinien-
feld. Die Stromlinien sind in Abbildung 5.3a fiir das Experiment und in Abbildung 5.3b
fiir die Rechnung mit lokaler Verfeinerung dargestellt. Die Stromlinien zeigen einen glat-
ten Verlauf. Die Grenzen der Verfeinerung (vgl. Abbildung 5.2b) sind nicht zu erkennen.
Dies ldBt auf einc korrekte Implementicrung des Verfahrens schlieen. Dariiber hinaus
erkennt man in beiden Abbildungen die Lage des Rezirkulationsgebietes direkt nach der
Stufenkante und seine Ausdehnung. Aus einem Vergleich ergibt sich dabei eine qualitativ
und quantitativ gute Ubereinstimmung, welche sich insbesondere auch in der berechneten
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a) mesured profiles
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b — 0458
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Abbildung 5.3: Verlauf der Stromlinien bei der zur'uckspmngenden Stufe, a) im E:l:perzment
von Kueny und Binder (1984) und b) Rechnung mit lokaler Verfeinerung

Lange des Rezirkulationsgebietes ausdriickt. Diese Ergebnisse sind in Tabelle 5.2 bezo-
gen auf die Stufenhohe h, zusammengestellt. Die Lésung bei dem unverfeinerten Gitter
(Rechnung ohne LGV) beschreibt ein etwa 5% kiirzeres Rezirkulationsgebiet als bei einem
verfeinerten Gitter (Rechnung mit LGV).

Experiment 4,50 h,
Rechnung ohne LGV | 4,09 h, | ,
Rechnung mit LGV | 4,28 h,

Tabelle 5.2 Linge der Rezirkulationsgebiete in den Rechnungen und im Ezperiment

Eine detailliertere quantitative Auswertung erfolgt anhand von Profilen der axialen Ge-
schwindigkeitskomponente iiber dem Abstand zur unteren Wand. In Abbildung 5.3a sind
diejenigen Stellen stromabwirts der Stufe eingezeichnet, an denen die horizontale Ge-
schwindigkeit iber der Kanalhhe gemessen wurde. An drei dieser Mepunkte werden die
Geschwindigkeitsprofile fiir das Experiment und die Rechnungen mit lokaler Verfeinerung
bzw. ohne lokale Verfeinerung gegeniibergestellt. Die drei MeBpunkte liegen bezogen auf
den Nullpunkt am FuBpunkt der Stufe (s. Abbildung 5.1) und mit der Stufenhshe h,
dimensionslos dargestellt bei

I —Zo

=15,4,8
hs

Die Ergebnisse fiir diese drei Fille sind in den Abbildungen 5.4, 5.5 und 5.6 dargestellt.
Die Maximalgeschwindigkeit wird bei beiden Rechnungen unterschétzt. Die Ursache dafiir
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Abbildung 5.4: Geschwindigkeitsproﬁl dber der Kanalhdhe fiir ﬁ;—fﬂ =15
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Abbildung 5.5: Geschwindigkeitsprofil iiber der Kanalhohe fiir ﬁ;—fﬂ =4
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Abbildung 5.6: Geschwindigkeitsprofil iber der Kanalhohe fiir LH =8

liegt in der Modellierung der Kanalseitenwénde, die fiir die Simulation als reibungsfreie
Winde angenommen wurden. Das Experiment ist dreidimensional und die Seitenwinde
sind reibungsbehaftet, was zu einer h6heren Maximalgeschwindigkeit fiihrt, falls der glei-
che Volumenstrom bei Experiment und Simulation betrachtet werden.

Die Unterschiede in den Ergebnissen auf den verschiedenen Gittern treten, wie es aus der
Diskussion der Linge des Ablosegebietes zu erwarten war, in der Nihe des Wiederanle-
gepunktes an der unteren Wand auf. Dies erkennt man in der Abbildung 5.5 und in der
Abbildung 5.7, in der der Bereich in der Nihe der unteren Wand vergréfert dargestellt ist.
Die bessere Auflosung des Rezirkulationsgebietes fiihrt zu hoheren Riickstromgeschwin-
digkeiten innerhalb dieses Gebietes und stimmt mit den experimentellen Werten besser
iiberein. Die Unterschitzung der Riickstromgeschwindigkeit bei der Simulation auf dem
groben Gitter ohne lokale Verfcinerung in den Abbildungen 5.5 bzw. 5.7 ist auch verant-
wortlich fiir die zu geringe Linge des gesamten Rezirkulationsgebietes.

Neben den Geschwindigkeitsprofilen an ausgewéhlten Punkten des Kanals wird im Ex-
periment auch der Wert der Maximalgeschwindigkeit in seiner axialen Entwicklung be-
stimmt. In Abbildung 5.8 sind die experimentellen Werte den berechneten Werten bei
lokaler Verfeinerung gegeniibergestellt. Diec Maximalgeschwindigkeiten sind dabei auf die
Maximalgeschwindigkeit an der Stufenkante bezogen und iiber den mit der Stufenhshe
h, dimensionslos gemachten Abstand von der Stufenkante aufgetragen. Der Verlauf wird
qualitativ sehr gut wiedergegeben. Die berechneten Werte sind allerdings innerhalb des
Rezirkulationsgebietes bis maximal 10% kleiner als die im Experiment gemessenen Werte.
Dies liegt wiederum an der oben bereits diskutierten zweidimensionalen Modellierung,
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Abbildung 5.8: Verlauf des Mazimums der azialen Geschwindigkeit iiber dem dimensions-
losen Abstand von der Stufenkante
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die fiir die Rechnung benutzt wird. In der Rechnung wird durch die reibungsfreien Sei-
tenwinde keinerlei Einflufl der Seitenwinde auf die Stromung zugelassen. Im Experiment
ist aber trotz der im Verhéltnis zur KanalhGhe grofien Kanaltiefe immer noch der Einfluf3
der Reibung an den Seitenwinden zu bemerken. Im Experiment und in der Rechnuﬁg
wird der gleiche Volumenstrom betrachtet, denn in der Rechnung wird am Eintritt das
gleiche Geschwindigkeitsprofil verwendet, wie man es beim Experiment in der Symme-
trieebene findet. Die Reibung an den Seitenwinden fiihrt bei gleichem Volumenstrom zu
einer relativ grofleren Maximalgeschwindigkeit im Experiment als in der Rechnung.
Innerhalb des Rezirkulationsgebietes wird die Abweichung noch dadurch verstédrkt, dafl
hier die Annahme einer zweidimensionalen Strémung nicht fiir das gesamte Gebiet strom-
abwirts der Stufe zuldssig ist. Abbott u. Kline (1962) zeigen bei ihren Experimenten,
daB sich direkt nach der Stufe eine dreidimensionale Konfiguration von gegensinnig dre-
henden Sekundarwirbeln ausbildet. Dies kann durch die zweidimensionale Modellierung
in der Rechnung nicht wiedergegeben werden. Als Indiz dafiir kann angesehen werden,
dal im Gebiet der ausgeprigt dreidimensionalen Strémung direkt hinter der Stufe die
groBten Unterschiede zwischen Rechnung und Experiment auftreten (vgl. Abbildung 5.4,
5.5, 5.6). Fiir das Geschwindigkeitsprofil bei #7#¢ = 8 kann aber schon wieder eine bessere
Ubereinstimmung mit den Experimenten erzielt werden. Diese Stelle liegt schon deutlich
auflerhalb der Rezirkulationszone und im Experiment hat sich damit in der Mitte des
Kanals wieder ein anndhernd zweidimensionaler Zustand eingestellt, der von den Rech-
nungen gut wiedergegeben werden kann.

Insgesamt ergibt sich bei diesem Beispiel eine gute Ubereinstimmung der beiden Rech-
nungen untereinander und eine zufriedenstellende qualitative und quantitative Ubere-
instimmung mit den Experimenten. Bei diesem Beispiel 16st schon das Referenzgitter
die wesentlichen Vorgédnge der Stromung auf und beide Simulationen beschreiben eine
sehr dhnliche Strémung. Die Simulation mit lokaler Verfeinerung zeigt erwartungsgemaif
durch die h6here Auflésung des Rezirkulationsgebietes dort eine quantitativ etwas bessere
Ubereinstimmung mit den Experimenten als die Referenzrechnung ohne lokale Gitterver-
feinerung. Die Auswirkungen der lokalen Verfeinerung bleiben auf das verfeinerte Gebiet
beschriankt und Gebiete, die weit entfernt von der lokalen Verfeinerung liegen, werden
kaum becinfluBt. Der Ubergang der Stromlinien in Abbildung 5.3b ist trotz des stufi-
gen Gitteriibergangs sehr glatt, womit auf eine korrekte Implementierung des Verfahrens
geschlossen werden kann.

5.1.2 Laminare Stromung durch eine symmetrische Kanalauf-

weitung

Als weitere Strémungskonfiguration fiir die Verifikation des Verfahrens wird die laminare
Strémung durch einen Kanal mit einer symmetrischen beidseitigen Erweiterung unter-
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sucht. Dieses Problem ist in vielen Experimenten untersucht worden (vgl. Abbott und
Kline 1962, Cherdron et. al. 1978). In allen Experimenten konnte beobachtet werden, da8
sich bei steigender Reynolds-Zahl zuerst asymmetrische Geschwindigkeitsprofile strom-
abwirts der Erweiterung ausbilden. Verfolgt man die Strémung weiter, so werden die
Profile mit zunehmender Entfernung von der Erweiterung in Abhéngigkeit vom betrach-
teten Parameterbereich wieder symmetrischer oder sie bleiben asymmetrisch. Als Ursache
fiir dieses Phinomen werden Wirbel angesehen, die durch kleine Stérungen an den Stu-
fenkanten hervorgerufen werden. Diese Wirbel treten sowohl an der unteren als auch an
der oberen Stufenkante auf und wechselwirken mit den Scherschichten an den Grenzen der
Rezirkulationsgebiete, wodurch sich die Asymmetrie in den Geschwindigkeitsprofilen aus-
bilden kann. Nach dem Wiederanlegen der Stromung sind keine Scherschichten mehr im
Kanalinnern vorhanden und die Strémung kann sich bei kleineren Reynolds-Zahlen rela-
minarisieren und symmetrische Profile ausbilden. Bei h6heren Reynolds-Zahlen tritt diese
Relaminarisierung nicht ein und die Stromung bleibt auch stromab verwirbelt (Cherdron
et. al. 1978).

Problembeschreibung

In Abbildung 5.9 ist die Geometrie der betrachteten Stréomung dargestellt. Dabei bezeich-
net h die Kanalhohe im Einlauf und H die Kanalhohe nach der symmetrischen Erweite-
rung, bei der der Nullpunkt zo definiert ist. Bezogen auf diesen Nullpunkt wurden von
Cherdron ct. al. Geschwindigkeitsmessungen u. a. bei einer Reynolds-Zahl von Re = 287
an 5 Stellen stromabwirts der Erweiterung, bei

z—x = 0,5, 20, 40, 80 mm

/ //Z///////////////1////////////

4 T
/1
RIIIIIN.
u
z
h=10 mm | -{—=f-------------- f—>-X ----------------------------------------- - | H=20 mm
T 7777777
/]
/
(X-Xg) /777 77777777777777777 ~

Abbildung 5.9: Definition der Geometrie bei der laminaren Stromung durch eine symme-
trische Kanaloufweitung nach Cherdron et. al. (1978)
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durchgefiihrt. Der Kanal im Experiment war 40 mm breit, womit man einen hydraulischen

Durchmesser von 1A
Dy = 7 = 1,6107%m (5.4)

erhilt. Aus der Definition der Reynolds-Zahl als
D
Re = “B—H (5.5)

v

erhélt man mit der Viskositit von Luft bei Normbedingungen eine mittlere Einlaufge-
schwindigkeit ug von ' . .
up = 0,27534% . (5.6)

Numerische Modellierung

Da im Experiment eine voll ausgebildete laminare Strémung im Einlauf zu finden war,
wird als Eintrittsbedingung eine parabelférmige Geschwindigkeitsverteilung mit einer Ma-
ximalgeschwindigkeit von 1,5-up vorgegeben. An der Austrittsfliche wird die hydrostati-
sche Druckverteilung infolge des Schwerkraftvektors als Druckrandbedingung verwendet.
An Boden und Decke des Kanals wird die Haftbedingung verwendet und die Seitenwiinde
werden als reibungsfreie Wande modelliert.

Als Anfangsbedingungen wird fiir den Druck die hydrostatische Druckverteilung, fiir die
Geschwindigkeiten, auler dem Eintrittsprofil, ein ruhendes Fluid und fiir die Tempera-
turen der isotherme Temperaturwert des Experiments im gesamten Rechengebiet ange-
nommen. Da das Experiment bei einer konstanten Temperatur durchgefiihrt wurde, wird
auch in der numerischen Simulation keine Energiegleichung gelést.

In Abbildung 5.10 sind die Diskretisierﬁngen dieser Geometrie a) ohne und b) mit lokaler
Verfeinerung des Gitters im Bereich der Erweiterung dargestellt. Durch die lokale Ver-
feinerung wird der Bereich der Ablésung an der oberen und unteren Stufenkante besser
aufgel6st und soll zu einer besseren Beschreibung des Stromungsverhaltens innerhalb der
Rezirkulationen beitragen.

Auch hier wurde die Simulation aus den genannten Anfangswerten in einen stationiren
Endzustand gerechnet. Der stationidre Endzustand wurde, wie im ersten Verifikationsbei-
spiel (s. Unterkapitel 5.1.1), als erreicht angesehen, wenn die normierten Anderungen der
Geschwindigkeiten eine vorgegebene Schranke EI’S unterschritten.

In Tabelle 5.3 sind die Simulationsparameter fiir die beiden Simulationen dieses Falles
zusammengestellt. Die Bezeichnungen folgen der vorgestellten Bezeichnungsweise im vor-
herigen Unterkapitel 5.1.1.
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b)

Abbildung 5.10: Rdumliche Diskretisierung der Erweiterung bei der laminaren Strimung
durch eine symmetrische Kanalaufweitung, a) ohne lokale Verfeinerung und b) mit lokaler

Verfeinerung

Fall DXpin | DXnaz | DZnin | DZmez | NM EPS | IT
unverfeinert | 0,002 | 0,0025 { 0,001 |} 0,001 1000 | 3-107% | 213
verfeinert 0,0005 | 0,002 0,0005 | 0,001 1660 | 2-107% { 513

Tabelle 5.8 Simulationsparameter bei der laminaren Strémung durch eine symmetrische

Erweiterung

Ergebnisse und Diskussion

Die Strémung tritt in einem volleingelaufenen laminaren Zustand in die Geometrie ein
und bildet sowohl nach der oberen als auch nach der unteren Stufe einen Ablésewirbel.
Die Stromung legt sich dann nach einer gewissen parameterabhéngigen Lauflinge an Bo-
den wie Decke wieder an und bildet wieder ein laminares Strémungsprofil aus (vgl. das
Stromlinienfeld in Abbildung 5.11).

Zur Verifikation der Ergebnisse stehen Messungen der axialen Geschwindigkeitskompo-

i _—-——-——_-_:___—_-
 tomerang | e
Rénder der lokalen Verfeinerung

Abbildung 5.11: Stromlinienfeld bei der laminaren Stromung durch eine symmetrische

Erweiterung
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nente iiber der Koordinate z (vgl. Abbildung 5.9) an verschiedenen axialen MefSpunkten
zur Verfiigung. In den Abbildungen 5.12 bis 5.16 sind die berechneten Geschwindigkeits-
profile den jeweils im Experiment gemessenen Profilen dimensionslos gegeniibergestellt,
wobei die Geschwindigkeiten auf die maximale Geschwindigkeit am Eintritt ul,,,,(0) und
die 7-Koordinate auf die Kanalhshe H bezogen werden.

Das Profil an der Stufenkante (vgl. Abbildung 5.12) wird sowohl qualitativ als auch quan-
titativ sehr gut wiedergegeben. Die Maximalgeschwindigkeit ist hier in beiden Rechnungen
um deutlich weniger als 1% kleiner als der experimentelle Wert. In der weiteren Entwick-
lung nimmt die Unterschitzung der Maximalgeschwindigkeit jedoch stark zu und betrigt
an der letzten Mefstelle bei z — zo = 80mm ca. 14% (vgl. Abbildung 5.16).

Die Ursache hierfiir liegt wiederum im Einflu3 der Reibung an den Seitenwinden. Der
im Experiment untersuchte Kanal hatte nur ein Seitenverhiltnis von 2, d. h. seine Breite
war zweimal grofier als seine Héhe. In diesem Kanal gibt es aufgrund des geringen Sei-
tenverhédltnisses mit Sicherheit einen deutlichen Einflufl von Sekundarwirbeln. Kim et. al.
(1980) fiihren ihre Experimente in einem Kanal mit einem Seitenverhiltnis von 16 bzw.
24 durch, um festzustellen, wie groff das Seitenverhiltnis sein muf, um in der Mittele-
bene von den Seitenwinden unbeeinflufite Strémungsbedingungen vorzufinden. Dies steht
in Ubereinstimmung mit De Brederode und Bradshaw (1972), die fiir einen zweidimen-
sionalen Stromungszustand in der Kanalmitte ein Seitenverhiltnis von mindestens 10
fordern. In den Rechnungen wurden die Seitenwinde als reibungsfreie Wande modelliert.
Diese Modellierung fiihrt bei diesem geringen Seitenverhaltnis im Experiment dazu, daf
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die Geschwindigkeiten in den Rechnungen unterschitzt werden. Eine dreidimensionale
Rechnung, bei der die Seitenwiinde mit einer Haftbedingung versehen werden, wiirde den
EinfluB der Sekundérstrémungen in Folge der Seitenwénde richtig wiedergeben. Da dies
nur zu einer quantitativen Verbesserung der Ergebnisse fiihren wiirde, wird an dieser Stelle
auf eine solche, rechenaufwendige Rechnung verzichtet.

In Abbildung 5.15 erkennt man dariiber hinaus, da§ die im Experiment gemessene Asym-
metrie von den beiden Rechnung nicht nachvollzogen wird. Die Rechnungen liefern ein
nahezu symmetrisches Ergebnis. Um den Einflufl von Stérungen im Einlauf ndher zu un-
tersuchen, wurde eine Rechnung durchgefiihrt, bei der die Position der Maximalgeschwin-
digkeit des Einlaufgeschwindigkeitsprofils um 5% der Kanalhdhe aus der Symmetrieachse
der Geometrie heraus versetzt vorgegeben wurde. Die berechnete Strémung zeigte darauf-
hin ein stark asymmetrisches Verhalten der beiden Rezirkulationsgebiete. Weiter strom-
abwiirts dieser Gebiete ergab sich dann aber wieder ein fast symmetrisches Geschwindig-
keitsprofil, was qualitativ die Vorginge im Experiment recht gut beschreibt.

Die Griinde fiir die im Experiment beobachteten Asymmetrien werden von den Expe-
rimentatoren eindeutig zeitabhingigen Phinomenen zugeordnet, wie der Ablésung von
Wirbeln an den beiden Stufenkanten. Die durchgefiihrten stationdren Rechnungen kénnen
diese zeitabhingigen Effekte nicht simulieren, sondern bestenfalls ein zeitliches Mittel die-
ser Vorginge beschreiben. Eine transiente Simulation dieser Strémung kénnte eine bes-
sere Beschreibung der Vorgénge im Experiment liefern. Da jedoch beide Rechnungen die
Strémung in dem diskutierten Rahmen dessen simulieren, was die Simulation mit den
gewahlten Rahmenbedingungen liefern kann, wird auf eine transiente Simulation verzich-
tet.

Bei diesem Verifikationsbeispiel beschreibt die Simulation mit lokaler Gitterverfeinerung
aufgrund der besseren Auflésung des Rezirkulationsgebictes das Geschwindigkeitsfeld an
den MeBstellen 2z — zy = 5mm und z — zy = 20 mm quantitativ etwas besser als die
Simulation ohne lokale Gitterverfeinerung. An den hinteren Mefistellen ist nahezu kein
Unterschied mehr vorhanden, da hier die beiden Simulationen auf fast identischen Git-
tern durchgefiihrt wurden. Auch bei diesem Beispiel sind in den Ergebnissen keinerlei
Unstetigkeiten trotz des unstetigen Gitters an den Réndern der Verfeinerung zu erken-
nen. Der Eingriff durch die lokale Gitterverfeinerung wirkt sich auch hier wirklich nur
lokal positiv aus. Bereiche des Simulationsgebietes, die weit entfernt von dem verfeinerten
Gebiet liegen, crfahren nur eine geringe Anderung durch die lokale Verfeinerung; insbe-
sondere werden keine weiteren Fehler eingebracht.

Das Ziel der Verifikation, die Ergebnisse der Referenzrechnung zumindest zu reproduzie-
ren, kann sowohl bei diesem Beispiel als auch bei dem vorherigen Beispiel in Unterkapitel
5.1.1 fiir die Umsetzung in den Impulsgleichungen und der Druckgleichung als erreicht
angeschen werden.
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5.1.3 Turbulente Strémung hinter einem Diisenblock

In den beiden ersten Fillen wurde das Verfahren fiir die Impulsgleichungen, die Kon-
tinuitéitsgleichling und die Druckgleichung verifiziert. In diesem Unterkapitel wird die
Verifikation auf eine turbulente Stromung mit Wirmeiibergang ausgedehnt.

Als Beispiel hierfiir wird eine Stromung gewihlt, die Krebs (1979) am Forschungszen-
trum Karlsruhe experimentell untersucht hat. Fiir diese turbulente Strémung in einem
zylindrischen Rohr hinter einem Diisenblock bei einer Reynolds-Zahl von Re = 308000
liegen sehr gute Mefidaten vor, die auch bereits bei der Verifikation eines verbesserten
Turbulenzmodells benutzt wurden (Carteciano 1996).

Problembeschreibung

In Abbildung 5.17 ist der Versuchsaufbau des Experiments von Krebs dargestellt. Bei
diesem Experiment wird ein zylindrisches Rohr mit einem Durchmesser von D = 110 mm
und einer Lénge von L = 2146 mm mit Wasser bei 20° C, einem Druck von 1 bar und einer
Geschwindigkeit von 2,8 m/s durchstromt. In der Einlaufstrecke befinden sich Glittungs-
siebe, die die Turbulenz vergleichméfiigen. Danach durchstrémt das Fluid einen zylindri-
schen Diisenblock mit Bohrungen von d = 7,2 mm. AnschlieBend tritt es in die MeBstrecke
ein, bei der ein Mefifiihler an insgesamt 48 verschiedenen axialen MeBlpunkten die Ge-
schwindigkeiten bzw. Temperaturen in der Meflebene bei verschiedenen Winkeln aufneh-
men kann. Im zentralen Kanal auf der Symmetrieachse strémt Wasser mit der gleichen
Geschwindigkeit, aber mit einer um AT = 10,65 K erhthten Temperatur zu. Diese Tem-
peraturstérung in der Mitte der Strémung breitet sich durch Leitungs- und Konvektions-
vorgéinge stromabwirts des Diisenblocks aus.

Numerische Modellierung

Die MefBlergebnisse weisen einen dreidimensionalen Strémungszustand aus, bei dem in
Umfangsrichtung nur geringfiigige Anderungen auftraten. Fiir die numerische Simulation
wird das Experiment daher in einem zweidimensionalen zylindrischem r-z Koordinatensy-
stem dargestellt. Die Symmetrielinie an der Kanalmittelachse wird als reibungsfreie und
adiabate Wand abgebildet, da es sichergestellt, dal durch die Symmetrie die radialen Gra-
dienten auf der Symmetrieaxe verschwinden und keine radialen Geschwindigkeiten zulissig
sind. Die KanalauBenwand wird als reibungsbehaftete und adiabate Wand modelliert. Als
Eintrittsbedingungen werden die gemessenen Geschwindigkeits-, und Temperaturprofile
und die Profile der turbulenten Gréfien bei 4 = 20 vorgegeben. Am Austritt wird die
hydrostatische Druckverteilung als Druckrandbedingung verwendet. Die turbulenten Aus-
tauschvorginge werden durch ein k& —e Turbulenzmodell modelliert. Damit sind zusétzlich
die Gleichungen fiir die turbulente kinetische Energie ¥ und deren Dissipationsrate € zu

losen. Durch das k& ~ ¢ Turbulenzmodell kénnen die turbulenten Schubspannungen unter
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Annahme einer isotropen Wirbeldiffusivitit berechnet werden. Die turbulenten Warme-
strome werden unter Annahme der Reynoldsschen Analogie und damit durch Einfiihrung
der turbulenten Prandtl-Zahl modelliert.

In Abbildung 5.18 sind die beiden verwendeten Diskretisierungen dargestellt. Abbildung
5.18a zeigt das lokal unverfeinerte Gitter und 5.18b das lokal verfeinerte Gitter. Das Git-
ter wurde dabei in der Ndhe der Kanalmitte und am Anfang des Kanals verfeinert, da in
diesem Bereich die Einspeisung mit dem Fluid héherer Temperatur im Zentralkanal am
stirksten wirksam ist. Durch diese Einspeisung treten am Rand dieses Strahls die grofiten
Temperaturgradienten auf, die bei dem lokal verfeinerten Gitter wesentlich genauer auf-
gelost werden sollen. Mit zunehmender Kanallinge wird die Temperaturiiberh6hung ab-
gebaut und es ist dann moglich, die wesentlich geringeren Temperaturgradienten durch
ein groberes Gitter aufzuldsen.

In Tabelle 5.4 sind die Simulationsparameter fiir die beiden Simulationen dieses Falles
zusamniengestellt.

Fall DXpmin | DXmoz | DZmin | DZmez | NM EPS IT
unverfeinert | 0,00025 | 0,002 0,005 | 0,052 |6466|1-107° | 10919
verfeinert 0,000125 | 0,002 0,0025 | 0,05 6127 | 1-1075 | 17482

Tabelle 5.4 Simulationsparameter bei der turbulenten Strémung hinter einem Diisenblock

Ergebnisse und Diskussion

Die iiber dem Radius gemessenen Geschwindigkeitsprofile sind in Abbildung 5.19 den
berechneten Profilen in verschiedenen axialen Abstdnden vom Diisenblock gegeniiberge-
stellt. Dabei wurde das Geschwindigkeitsprofil bei 2 = 20 als Eintrittsbedingung fiir die
numerische Simulation benutzt. In den Ebenen 4 = 27,93,162 sind die experimentel-
len Werte den berechneten Werten auf den verschiedenen Gittern gegeniibergestellt. Man
erkennt dabei, dal schon das unverfeinerte Gitter die Gradienten imm Geschwindigkeits-
feld gut auflost. Nur in der Ebene 2 = 93 liefert die Rechnung mit lokaler Verfeinerung
des Gitters in der Nihe der Kanalmitte einc etwas bessere Ubereinstimmung mit dem
experimentellen Profil. Generell wird mit Ausnahme des hier weniger interessierenden
wandnahen Bereichs die Entwicklung der Geschwindigkeiten entlang des Kanals gut wie-
dergegeben. Lokal auftretende Abweichungen zwischen Experiment und Simulation sind
nach Carteciano (1996) im wesentlichen auf Méngel des Turbulenzmodells zuriickzufiihren.
Die Temperaturstérung, die durch Einspritzung von warmerem Wasser in der Kanalmitte
der Stromung iiberlagert wird, wird hingegen nicht richtig wicdergegeben. In Abbildung
5.20 sind die berechneten Temperaturprofile den experimentell gemessenen in verschiede-
nen Ebenen gegeniibergestellt. Bereits in der ersten Vergleichsebene bei 2 = 44 werden in

beiden Rechnungen zu geringe Temperaturen berechnet.
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Dies liegt nach Carteciano (1996) hauptsiichlich an der Modellierung des turbulenten
Wirmestroms. Eine Annahme des k — € Turbulenzmodells ist die Isotropie der turbulen-
ten Diffusivitdten. Diese Isotropie ist im Temperaturfeld nicht gegeben, da hier nach der
Einspeisung des warmen Wassers in radialer Richtung wesentlich grofiere Temperaturgra-
dienten auftreten als in axialer Richtung. Dies fiihrt dazu, da88 zu gro8e radiale turbulente
Wairmestrome modelliert werden und die Temperaturstérung damit in den Rechnungen
zu schnell radial umverteilt wird.

Bei einer Verfeinerung des Gitters in der Ndhe der Kanalachse am Eintritt in das Re-
chengebiet tritt dieser Effekt nicht so stark auf. In der Kanalmitte hat das radiale Tem-
peraturprofil aufgrund der Symmetrie einen horizontalen Gradienten. Der Betrag dieses
Gradienten nimmt zuerst mit wachsendem radialen Abstand von der Kanalmitte bis zum
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Wendepunkt zu. Danach nimmt er wieder ab, um an der Auflenwand wieder in einen
horizontalen Gradienten iiberzugehen, da hier eine adiabate Wand angenommen wird. Im
Bereich eines wachsenden radialen Temperaturgradienten wird aufgrund der Mittelung
iber die radiale Ausdchnung der einzclnen Volumina auf dem groben Gitter numerisch
ein groferer Temperaturgradient simuliert als auf dem lokal verfeinerten Gitter (vgl. Ab-
bildung 5.21b). Dies fiihrt bei der Rechnung auf dem lokal verfeinerten Gitter zu einem
geringeren modellierten radialen turbulenten Wiarmestrom und damit zu einer besscren
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Ubereinstimmung der Rechnung mit dem Experiment.

Auch an diesem Beispiel kann das Verfahren zur lokalen Verfeinerung eines strukturierten
Gitters verifiziert werden. Bei diesem Beispiel konnte durch die lokale Verfeinerung eine
signifikante Verbesserung bei der Losung der thermischen Energiegleichung und damit
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Abbildung 5.21: Numerisch appozimierter Temperaturgradient in der Nihe der Kanal-

achse, a) auf einem feinen Gitter, b) auf einem groben Gitter

eine bessere Ubereinstimmung mit den experimentellen Ergebnissen als bei der Referenz-
rechnung auf dem groben Gitter erzielt werden.

5.1.4 Bewertung der Verifikation

Das in Kapitel 3 vorgeschlagene neue Verfahren wurde erfolgreich an drei verschiedenen
Beispielen verifiziert. Alle drei Beispiele sind gut dokumentierte Experimente, die auch
schon in der Literatur zur Verifikation eingesetzt wurden.

Es konnte gezeigt werden, dafl das Verfahren zur lokalen Verfeinerung eines strukturierten
Gitters keine Fehler in die Berechnungen einbringt, da in allen untersuchten Fillen die
numerische Referenzlosung zumindest reproduziert werden konnte, die auf einem groben
Gitter ohne die methodische Erweiterung durch das Verfahren zur lokalen Gitterverfei-
nerung berechnet wurde. Es konnte insbesondere beim Auftreten grofier Gradienten, die
durch das lokal verfeinerte Gitter besser aufgelst wurden, eine bessere Ubereinstimmung
mit den Experimenten gefunden werden.

Im folgenden Unterkapitel wird das nun verifizierte Verfahren auf eine typische Strémungs-
konfiguration angewandt, bei der aus der Mdoglichkeit der lokalen Verfeinerung ein beson-
derer Nutzen gezogen werden kann.

5.2 Anwendung des Verfahrens

In vielen Bereichen der Forschung und der Industrie gehort die Konvektion, d. h. der
Transport von Energie durch die Bewegung des Fluids, zu den wichtigsten Transportme-
chanismen. Im speziellen wird hier die Naturkonvektion betrachtet, welche sich in einem
abgeschlossenen Gefiafl durch einen Temperaturgradienten selbstindig einstellt. Durch die
Temperaturunterschiede im Fluid stellen sich Dichteunterschiede ein. Der Auftrieb des
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Fluidraum g ]

beheiztes Innenrohr gekiihltes AuBBenrohr .
Abbildung 5.22: Definition der Geometrie und des Koordinatensystems bei einem horizon-
talen beheizten Ringspalt

leichteren Fluids fiihrt schlieflich zu einer Bewegung, d. h. Konvektion, des Fluids.

Die in diesem Unterkapitel betrachtete Geometrie ist ein horizontaler, an der Innenwand
beheizter Ringspalt, wie er in Abbildung 5.22 dargestellt ist. Diese Geometrie beschreibt
einen typischen Anwendungsfall, wie man ihn im Bereich der Technik als einfaches Modell
fiir den Warmeaustausch zweier Warmetauscherrohre oder auch in der Solartechnik bei
der Auslegung von Solarkollektoren (vgl. Dudley et. al. 1994) findet.

Bei einer nur geringfiigig héheren Innenrohrtemperatur 7; > T, wird die Warme durch
reine Warmeleitung vom Innen- zum Auflenrohr transportiert. Bei einer Erhéhung der
Innenrohrtemperatur wird der Auftrieb des Fluids iiber dem warmen Innenrohr griéfer
und das Fluid beginnt aufzusteigen. Das Fluid steigt bis zum kiihleren Auflenrohr auf.
Dort wird es abgebremst und in Umfangsrichtung umverteilt, wodurch sich eine makro-
skopische Konvektion im gesamten Fluidraum einstellt. Da das Fluid iiber dem Innenrohr
in einem sehr schmalen Bereich aufsteigt, spricht man hier auch von einer Auftriebsfahne.
Dieser Stromungszustand ist fiir einen bestimmten Bereich der Temperaturdifferenz sta-
tionir (vgl. Grigull und Hauf 1966). Bei einer weiteren Erhthung der Temperaturdifferenz
wird die zuvor symmetrische Konvektionsform instationér und die Auftriebsfahne beginnt
periodisch in Umfangsrichtung zu pendeln.

In den folgenden beiden Teilabschnitten wird zuerst die stationire Naturkonvektion von
Luft bei einer Rayleigh-Zahl von Ra = 4,9 - 10" untersucht und mit experimentellen Er-
gebnissen von Kuehn und Goldstein (1975,1978) verglichen. Daran anschlieBend wird die
instationiire Naturkonvektion von Helium bei einer Rayleigh-Zahl von Ra = 1,05 - 107
simuliert und den Experimenten von McLeod (1987) gegeniibergestellt.
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5.2.1 Stationére laminare Strémung in einem beheizten Rings-
palt

Problembeschreibung

In Abbildung 5.23 sind die Geometrie und der schematische Aufbau des Experiments
von Kuehn und Goldstein (1975) dargestellt. Da die Temperaturunterschiede iiber den
Auftrieb die treibende Kraft zum Einsetzen der Konvektion liefern, ist es wichtig, die
sehr schmale Auftriebsfahne fein aufzul6sen. Im unteren Teil der Geometrie bildet sich
ein relativ homogener, kiihler Bereich aus. Dieser Bereich kann durchaus gréber aufgelost
werden. Es wird daher Ziel dieser Rechnung sein, die Auftriebsfahne durch die lokale
Gitterverfeinerung fein aufzulésen und die restlichen Bereiche gréber zu diskretisieren.

Numerische Modellierung

In der Simulation wird diese r-¢-Geometrie durch eine zweidimensionale Kreisscheibe
abgebildet. Als Druckrandbedingung wird eine Ausgleichsmasche in der untersten Zelle
auf der vertikalen Symmetrieachse definiert und der Referenzdruck des Experiments dort
festgehalten (s. Willerding und Baumann 1996). Fiir die thermische Energiegleichung wird
am Innenrohr von T = 48,38° C' und am Auflenrohr eine Temperatur von T = 22,08°C
als isotherme Randbedingung fiir das jéweilige Rohr vorgegeben.

Verwendet man die Stoffwerte von Luft bei einer mittleren Temperatur von T' = 35,23° C,
so erhilt man fiir die Grashof-Zahl Gr einen Wert von

AT I3
Gr = IPATL _ a1t (5.7)

V2

wobei g die Erdbeschleunigung, 8 der Volumenausdehnungskoeffizient, AT die Tempera-
turdifferenz zwischen Innen- und Auflenrohr, L die Spaltweite, d. h. die Differenz zwischen
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Abbildung 5.23: Geometrie der Konvektion in einem horizontalen beheizten Ringspalt nach
Kuehn und Goldstein (1975), a Innenrohr, b Aufenrohr, ¢ Heizung, d Kihlkandile,
Plexiglasabschlufl
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Auflen- und Innenradius, und v die kinematische Viskositidt bedeuten. Mit der Prandtl-
Zahl von Luft bei diesen Bedingungen, Pr = 0,714, erhélt man fiir die Rayleigh-Zahl Ra
einen Wert von

Ra = Pr-Gr = 4,9-10* (5.8)

welcher sich um ca. 4% von der Rayleigh-Zahl im Experiment Ra = 4,7-10* unterscheidet.
Bei Naturkonvektion wird die Bewegung durch Dichteunterschiede des Fluids ausgelost.
Diese Dichteunterschiede sind im wesentlichen Folge der Temperaturunterschiede im Fluid.
Deshalb ist eine genaue Beschreibung des Temperaturfeldes eine Voraussetzung, um die
Naturkonvektion gut simulieren zu kénnen. Die gré8ten Temperaturgradienten sind in
der Ndhe der Auftriebsfahne oberhalb des warmen Innenrohrs zu erwarten. Dort 16st sich
das erwirmte Fluid in einem sehr schmalen Bereich von Innenrohr ab und steigt zum
kalten Auflenrohr auf. Um diese Temperaturunterschiede gut simulieren zu kénnen, wird
die Simulation auf einem Gitter durchgefiihrt, welches im Bereich dieser Auftriebsfahne
lokal verfeinert ist (s. Abbildung 5.24).

In Tabelle 5.5 sind die Simulationsparameter fiir diese Simulation zusammengestellt. Die
Bezeichnungen folgen der vorgestellten Bezeichnungsweise im Unterkapitel 5.1.1. Die mi-
nimalen und maximalen Maschenweiten in Umfangsrichtung, d. h. DY}, und DY,
werden hier allerdings im Gradmafl angegeben.

Fall DXmin | DXmoz | DYmin | DYmaz | NM EPS IT
verfeinert | 0,00035 | 0,0016 |3,6° |7,2° 1540 | 1-1075 | 1495

Tabelle 5.5 Simulationsparameter bei der stationdren, laminaren Naturkonvektion in ei-
nem horizontalen Ringspalt bei Ra = 4,9 - 10*

Ergebnisse und Diskussion

Das berechnete Geschwindigkeitsfeld ist als Vektorplot in Abbildung 5.25 dargestellt. Man
erkennt, wie das warme Fluid entlang des warmen Innenrohrs nach oben aufsteigt, am
Auflenrohr oben symmetrisch nach beiden Seiten verdringt wird und am Aufenrohr ent-
lang nach unten stromt. Am tiefsten Punkt des Ringspalts treffen sich die beiden seitlichen
Stromungen wieder. Da beide Seiten aufgrund der Symmetrie der Stromung den gleichen
Impuls tragen, bildet sich ein Staupunkt am tiefsten Punkt des AuBenrohres aus. Aus
Kontinuititsgriinden steigt das Fluid nun wieder auf, um das erwirmte, nach oben in der
Auftriebsfahne aufgesticgene Fluid zu ersetzen. Damit gelangt es wieder an den oberen
Punkt des Innenrohrs, wo das Fluid ablést und sich der Vorgang wiederholt.

Die berechneten Temperaturisothermen sind in der linken Hélfte von Abbildung 5.26
dargestellt. Der Stromungspfad spiegelt sich auch an ihrem Verlauf wieder. In der Nihe
des Innenrohrs sind die Isolinien héherer Temperatur angesiedelt. Im Bereich der Auf-
triebsfahne iiber dem Innenrohr sind diese Isolinien infolge des aufsteigenden, warmen

97



Abbildung 5.24: Die rdumliche Diskretisierung des horizontalen beheizten Ringspalts bei
Ra =4,9-10*

Rand der lokalen
Verfeinerung

Abbildung 5.25: Vektorplot der mit FLUTAN berechneten Geschwindigkeiten
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Rand der lokalen
Verfeinerung

Abbildung 5.26: Vergleich der Temperaturisolinien, links Rechnung mit FLUTAN und lo-
kaler Gitterverfeinerung, rechts Interferogrammaufnahmen im Exzperiment von Kuehn und
Goldstein (1978)

Fluids stark nach oben , ausgeweitet”. Im unteren Bereich des Ringspaltes bildet sich ein
kiihler, stabil geschichteter Pool. Die Inversion in den Isolinien ist eine Folge der aufien
sich abkiihlenden und nach unten gerichteten Strémung und der innen sich erwdrmenden
und nach oben gerichteten Stréomung, die hier im Innern des Ringspalts eine Scherschicht
bilden.

In der rechten Hilfte von Abbildung 5.26 sind Interferogrammaufnahmen des Tempera-
turfeldes aus dem Experiment von Kuehn und Goldstein (1978) dargestellt. Beide Hilften
beschreiben ein sehr dhnliches Temperaturfeld; die qualitative Ubereinstimmung ist sehr
gut. :

Im Experiment von Kuehn und Goldstein (1975) wurden dariiber hinaus auch Tempera-
turmessungen an einigen Winkelpositionen durchgefiihrt. In Abbildung 5.27 sind die im
Experiment gemessenen Werte den simulierten gegeniibergestellt. Dabei wird die Tem-
peratur mit der Temperaturdifferenz zwischen Innen- und Auflenwand dimensionslos ge-
macht und als T* = T}?_}% iiber dem dimensionslosen Radius r* = =L aufgetragen.
Der Verlauf der Temperaturen wird dabei sehr gut wiedergegeben, wie es schon die Isoli-
nien der Temperatur in Abbildung 5.26 gezeigt haben. Die Abweichung der berechneten
dimensionslosen Temperatur betrigt maximal 5%, was auch eine gute quantitative Uber-
einstimmung bedeutet.

Der wesentliche Unterschied zwischen der Simulation und dem Experiment zeigt sich bei
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dem Profil fiir ¢ = 90°. Im Experiment werden dabei durchweg etwas gréflere Tempera-
turen gemessen als sie in der Rechnung simuliert werden. Dafiir gibt es zwei Erklidrungen.
Zum einen wird die Wiarmeleitung in Umfangsrichtung durch die Diskretisierung der Auf-
triebsfahne bestimmt. In der Rechnung wird dabei durch die zu groflen Maschenweiten in
Umfangsrichtung eine zu grole Warmeleitung in Umfangsrichtung simuliert und das auf-
steigende, erwdrmte Fluid gibt deshalb in der Simulation beim Aufsteigen mehr Wirme
an das umgebende kiltere Fluid ab als es im Experiment der Fall war. Zum anderen
hangt auch das bilanzierte Maschenvolumen direkt von den Maschenweiten ab. Da die
Fahne sehr schmal ist, d. h. nur eine geringe Ausdehnung in Umfangsrichtung hat, hat
eine groflere Ausdehnung der Masche in Umfangsrichtung zur Folge, da8 der Flankenabfall
der Temperaturfahne im Maschenvolumen mitintegiert wird, wodurch der volumetrische
Mittelwert wesentlich niedriger als der Maximalwert ist.
Im Interferogramm des Experiments (s. Abbildung 5.26) ist zu erkennen, daf sich die
Auftriebsfahne nach oben hin stark verjiingt. An der dufleren Wand bildet sich auf der
Symmetrieachse ein Staupunkt aus und das Fluid verteilt sich symmetrisch in Umfangs-
richtung um.
Der simulierte Verlauf der Temperatur iiber dem Umfang in dem hier interessierenden
Bereich um die Symmetrieachse bei ¢ = 90° ist in Abbildung 5.28 fiir 7* = 0,99 darge-
stellt, was der letzten Maschenreihe vor der dufleren Wand entspricht. Im Kernbereich
der Fahne, direkt bei ¢ = 90°, erkennt man den Einflul des Staupunktes an der dufleren
Wand. Die Konvektion ist hier in der vertikalen Richtung fast zum Erliegen gekommen.
Uber die suBere, kiihle Wand wird infolgedessen mehr Wirme abgefiihrt als durch die
c°
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Abbildung 5.28: Temperatur iber dem Umfangswinkel bei r* = 0,99

101



Konvektion vom warmen Innenrohr nachgefiihrt wird. Die Temperatur ist deshalb auf der
Symmetrieachse etwas niedriger als an den Flanken der Fahne. An den Flanken der Fahne
wird durch die Konvektion noch mehr Wirme als auf der Symmetrieachse nachgefiihrt.
Dort bilden sich beidseits des Staupunktes kleine, symmetrische Temperaturerh6hungen
aus. Bei der gewdhlten Diskretisierung wird die Auftriebsfahne im Kern durch zwei Ma-
schen und die Temperaturerh6hung an der Flanke lediglich durch jeweils eine Masche
diskretisiert.

Fiir eine genaue Beschreibung des Temperaturverlaufs und seiner Maxima in der Nihe des
Staupunktes ist diese Aufésung nicht ausreichend. Mit einem weiter verfeinerten Gitter im
Bereich der Auftriebsfahne konnte diese schmale Auftriebsfahne in der Simulation besser
wiedergegeben werden. Auch von Perras (1993) wird bei der Nachrechnung dieses Falles
bei einem in der Diskretisierung vergleichbaren, aber unverfeinerten Gitter im wesentlichen
eine zu geringe Auflosung dieser Auftriebsfahne in Umfangsrichtung fiir die quantitati-
ven Unterschiede zum Experiment verantwortlich gemacht. Kuehn und Goldstein (1975)
verwenden bei der Nachrechnung ihrer Experimente im Bereich der Auftriebsfahne eine
Maschenweite von DY = 2,5°, was eine um 30% kleinere Maschenweite als die in dieser
Arbeit verwendete ist. Sie konnen eine gute Ubereinstimmung ihrer Simulation mit ihrem
Experiment nachweisen.

Da bei einer Simulation auf einem nochmals verfeinerten Gitter keine neuen physikali-
schen Effekte auftreten wiirden und die Rechnung auf dem hier verwendeten verfeinerten
Gitter alle wesentlichen Phinomene dieser Strémung simulieren kann, wird auf eine solche
Rechnung verzichtet. _

Bei der Diskretisierung einer solchen Ringspaltgeometrie hat man bei Rechenprogrammen,
die auf dquidistanten Gittern basieren, einen sehr groen Berechnungsaufwand (Grotzbach
1996). In diesem Fall wird durch die Anforderung einer lokal hohen Auflsung iiber dem
Innenrohr, die Diskretisierung im gesamten Ringspalt bestimmt. Die Diskretisierung mit
einem nicht-Aquidistanten Gitter hat diesen Nachteil nicht. Dennoch bleiben hier noch
die Probleme stark anisotroper Maschenweiten, welche sich bei zylindrischen Koordina-
ten alleine schon durch den Einfluf des Radius auf die Maschenweite in Unfangsrichtung
einstellen. Diese kénnen sich numerisch negativ auswirken (Schénung 1990). Das Verfah-
ren zur lokalen Gitterverfeinerung hat hier den Vorteil, daf} es erlaubt, starke Anisotropien
der Maschenweiten zu vermeiden.

5.2.2 Instationidre laminare Stromung in einem beheizten Ring-

spalt

Fiir Rayleigh-Zahlen Ra > 10° (McLeod 1987) beginnt die Auftriebsfahne in Umfangs-
richtung zu pendeln. Im vorigen Unterkapitel 5.2.1 wurde die Notwendigkeit einer ausrei-
chend feinen Auflésung des Gebietes liber dem Innenrohr fiir den Fall einer stationdren
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Stromung abgeleitet. Bei dem hier betrachteten Fall der instationdren Naturkonvektion
in Helium bei einer Rayleigh-Zahl von Ra = 1,05 - 107 ist die Auftriebsfahne wesentlich
schmaler als im vorherigen stationiren Fall. Es ist aus denselben Griinden wie im vorigen
Fall (vgl. Unterkapitel 5.2.1) wichtig, den Bereich der oszillierenden Auftriebsfahne fein
aufzuldsen. Dies wird auch in der Arbeit von Perras (1993) durch eine Gitterstudie belegt,
bei der der Einflufl der Diskretisierung auf das Simulationsergebnis fiir dieses Beispiel un-
tersucht wird.

Bei dem hier untersuchten Fall einer oszillierenden Konvektion sind insbesondere die Am-
plitude und die Frequenz der sich einstellenden Pendelbewegung von Interesse. Dariiber
hinaus gilt es herauszufinden, ob eine zweidimensionale Simulation in der Lage ist, dieses
Phinomen zumindest qualitativ nachzuvollziehen.

Problembeschreibung

McLeod (1987) fiihrte Temperaturmessungen mit Helium als Fluid bei einer mittleren
Temperatur von 85°K und einer Rayleigh-Zahl von Ra = 1,27-107 durch. Er benutzte bei
seinem Experiment eine dhnliche Geometrie wie die in Abbildung 5.23 skizzierte Geome-
trie von Kuehn und Goldstein. Die geometrischen Abmessungen des Innen- und Aufen-
rohres muf3ten fiir diese Simulation angepafit werden.

Er fand in seinem Experiment eine nahezu stationir oszillierende Konvektionsform, d. h. mit
gleichbleibender Amplitude und Frequenz. Neben zeitlich gemittelten radialen Tempera-
turprofilen an verschiedenen Winkelpositionen hat er auch das zeitliche Verhalten an
einigen festen Punkten gemessen.

Numerische Modellierung

Auch in dieser Simulation wird die r-p-Geometrie des Experiments durch eine zweidi-
mensionale Kreisscheibe abgebildet. Als Ausgleichsmasche wird eine einzelne Masche in
einer zweiten r-¢p-Ebene hinter der Kreisscheibe definiert. Diese Ausgleichsmasche liegt
hinter der untersten Zelle auf der vertikalen Symmetrieachse. In dieser Masche wird als
Druckrandbedingung fiir das gesamte System der Referenzdruck des Experiments fest-
gehalten (s. Willerding und Baumann 1996). Fiir die thermische Energiegleichung wird
am Innenrohr eine Temperatur von 7' = 99,1 K und am Auflenrohr von T = 77,4 K als
isotherme Randbedingung fiir das jeweilige Rohr angenommen.

Verwendet man die Stoffwerte von Helium bei der mittleren Temperatur und dem Refe-
renzdruck von 182,39 kPa, so erhilt man fiir die Rayleigh-Zahl einen Wert von

AT L3
Ra = $PATL 05907 (5.9)
va
wobei g die Erdbeschleunigung, 3 der Volumenausdehnungskoeffizient, AT die Tempera-
turdifferenz zwischen Innen- und Auflenrohr, L die Spaltweite, v die kinematische Visko-

sitdt und a die Leitfahigkeit bedeuten. Der Wert dieser Kennzahl unterscheidet sich um
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Abbildung 5.29: Die rdumliche Diskretisierung des horizontalen beheizten Ringspalts bei
Ra =1,05-107

20% von der Rayleigh-Zahl von Ra = 1,27 - 107 im Experiment.

In Abbildung 5.29 ist das fiir diese Simulation verwendete numerische Gitter dargestellt.
Uber dem Innenrohr wird das Gitter im erwarteten Pendelbereich der Auftriebsfahne lo-
kal verfeinert. B
Die Simulationsparameter sind in Tabelle 5.6 fiir diese Simulation zusammengestellt. Auch
hier folgen die Bezeichnungen der in Unterkapitel 5.1.1 vorgestellten Bezeichnungsweise.
Die minimalen und maximalen Maschenweiten in Umnfangsrichtung, d. h. DYy, und
DY ez, werden analog zum vorherigen Unterkapitel im Gradmafl angegeben. Eine An-
gabe der Iterationszahl unterbleibt, da sie von Zeitschritt zu Zeitschritt variiert.

Fall DXnin | DXmaz | DYmin | DYmez | NM EPS |IT
verfeinert | 0,000525 | 0,0039 | 2,57° |5,14° {4789 |5-107%| -

Tabelle 5.6 Simulationsparameter bei der instationdren, laminaren Naturkonvektion in

einem horizontalen Ringspalt bei Ra = 1,05 - 107

Den Anfang der Naturkonvektion bilden kleine Stérungen, die z. B. durch &duflere Erschiit-
terungen hervorgerufen werden kénnen und die sich in der weiteren zeitlichen Entwicklung
zu einer makroskopischen Bewegung aufbauen. Durch die in einer numerischen Simula-

tion unvermeidlichen numerischen Abbruchfehler kénnte die Simulation auch aus einem
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ruhenden Fluid mit anfangs homogener Temperaturverteilung gestartet werden. Bis zum
Erreichen der eigentlich hier interessierenden oszillierenden Konvektionsform miiite man
jedoch sehr viel Rechenzeit investieren.

Um diesen Aufwand zu reduzieren, wird daher der Weg beschritten, eine Stérung direkt
einzubringen und deren zeitliche Entwicklung zu betrachten. Dazu wird zuerst eine sta-
tionire Rechnung mit den beschriebenen Randbedingungen durchgefiihrt. Als Anfangs-
bedingungen fiir diese Rechnung wird ein ruhendes, isothermes Fluid mit einer hydrosta-
tischen Druckverteilung angenommen. Die Anderungen der sich wihrend der Rechnung
einstellenden Geschwindigkeiten und Temperaturen bleiben je nach Zeitschritt von einer
endlichen Grofe und werden nicht mehr kleiner. Sie unterschreiten damit auch insbe-
sondere keine Konvergenzschranke mehr, wie sie zuvor definiert wurde. Dies ist auch zu
erwarten, da die simulierte Strémung instationér ist.

Als Startbedingung fiir die transiente Rechnung wird daher ein Zustand definiert, bei dem
sich der thermische Energiehaushalt mit einem maximalen Defekt von 3% der iiber das
Innenrohr an das Fluid abgegebenen Wirme eingestellt hat. Daran anschlieSend wird die
Temperatur an der dufleren Wand zwischen ¢ = 0° und ¢ = 90° iiber einen Zeitraum von
3s mit einer linearen Abhingigkeit von der Zeit um 20% ihres Wertes erhéht. Fiir eine
weitere Sekunde wird diese inhomogene Randbedingung in der thermischen Energieglei-
chung konstant gehalten.

Durch diese Storung stellt sich insbesondere an der dufleren Wand eine andere Umfangs-
stromung ein und die Auftriebsfahne wird aus der symmetrischen Lage auf der Vertikalen
in positive p-Richtung herausbewegt.

An diesen Zustand schliefit sich die eigentliche transiente Rechnung an. Beim Beginn
dieser transienten Rechnung wird die um 20% erhohte Temperatur an der Auflenwand
zuriickgenommen und die Symmetrie in den Randbedingungen fiir die thermische Ener-
giegleichung wieder hergestellt. V

Ergebnisse und Diskussion

. . . -7 . . . .
Die dimensionslosen Temperaturen 7" = % iiber dem dimensionslosen Radius r* =

;’A;_’{T sind in Abbildung 5.30 fiir verschiedene Winkelpositionen aufgetragen. Die expe-
rimentellen Werte stellen dabei den zeitlichen Mittelwert aus 1024 Messungen wihrend
einer Zeitdauer von 20,48 s bei McLeod (1987) dar. Die simulierten Werte sind das Er-
gebnis einer stationdren Rechnung.

Zwischen den gemessenen und den berechneten Temperaturen ist eine gute Ubereinstim-
mung festzustellen. Allerdings wird die warme Auftriebsfahne nicht fein genug aufgelost,
um die im Experiment gemessenen héheren Temperaturen genauer zu simulieren (vgl. die
Diskussion in Unterkapitel 5.2.1). Die Ubereinstimmung wird aber als ausreichend ange-
sehen, um diesen Zustand als Staftbedingung fiir dic transiente Rechnung zu benutzen.

Der transiente Verlauf wird an einer bestimmten Position innerhalb der Geometrie bei
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Abbildung 5.30: Gegeniiberstellung der simulierten und der im Experiment von McLeod

(1978) gemessenen radialen Temperaturprofile T* =
a) o = 90° b) ¢ =120°% ¢) ¢ =150°, d) ¢ = 180°, e) ¢ = 210°
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¢ = 90° und einem Radius von r = 48 mm ausgewertet. In Abbildung 5.31b ist der

numerisch simulierte und in Abbildung 5.31a der im Experiment von McLeod gemessene

Temperaturverlauf dargestellt. Die grundlegende Frequenz von %, mit der die Auftriebs-

fahne pendelt, wird dabei gut wiedergegeben. Die im Experiment beobachtete Amplitude

wird jedoch stark unterschétzt.
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Abbildung 5.31: Vergleich der zeitlichen Entwicklung der Temperaturen, a) im Ezperiment

von McLeod (1978) und b) in der Simulation mit FLUTAN
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Auch Perras (1993) findet bei seiner Simulation auf einem unverfeinerten Gitter eine &hn-
liche Oszillationsfrequenz, wie sie in der vorliegenden Arbeit und im Experiment gefunden
wird. Die von ihm simulierte Amplitude ist um den Faktor 2 kleiner als die Amplitude
des Experiments.

In ihren Experimenten beobachten Bishop et. al. (1968) in der axialen Richtung des Zy-
linders eine Wellenform, die mit der Pendelwegung der Auftriebsfahne in der r-p-Ebene
korreliert. Die nur in der r-g-Ebene durchgefiihrte Simulation kann diesen Effekt nicht
beschreiben, wodurch sie auch die im Experiment beobachtete Amplitude nicht erreichen
kann.

Zusammenfassend ld8t sich sagen, dal die im Experiment beobachtete Oszillation quali-
tativ nachvollzogen werden kann. Die simulierte Frequenz stimmt gut mit der im Experi-
ment und der Simulation von Perras (1993) gefundenen Frequenz iiberein. Die in dieser
Arbeit simulierte Amplitude wird quantitativ stérker unterschitzt als bei Perras. Hier sind
zukiinftig noch einige Detailuntersuchungen notwendig, um das dynamische Verhalten bei
diesem Anwendungsfall zu kldren. Im Rahmen dieser Arbeit waren jedoch solch rechenin-
tensive Untersuchungen, wie sie insbesondere bei der dreidimensionalen Simulation dieses
Falls notwendig sind, nicht mehr mdglich.
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6. Schluflfolgerungen und Ausblick

Ziel dieser Arbeit war die Entwicklung eines Verfahrens zur lokalen Verfeinerung eines
strukturierten Gitters, das in Verbindung mit einem Finite-Volumen Verfahren verwendet
wird. Dieses Verfahren sollte die typischen Eigenschaften eines heutigen Rechenprogram-
mes zur numerischen Simulation von thermohydraulischen Fragestellungen beriicksichti-
gen. Dazu zdhlen insbesondere die Verwendung eines nicht-dquidistanten, dreidimensio-
nalen Gitters, der Einsatz von Verfahren 2. Ordnung zur Approximation des konvektiven
Terms, die implizite Behandlung der Gleichungen zur Steigerung der Stabilitit des Ge-
samtverfahrens und die Verwendung einer vektorisierbaren Datenstruktur zur Reduktion
der Rechenzeiten auf modernen Hoéchstleistungsrechnern.

Das in dieser Arbeit entwickelte Verfahren spaltet das Gitter an jeder Verfeinerungsgrenze
und fiihrt kiinstliche Maschen als Randmaschen der beiden Teilgitter ein. Diese Aufspal-
tung stellt in Verbindung mit der eingesetzten hierarchischen Datenstruktur die vektorielle
Abarbeitung sicher. Bei der Verfeinerung eines Teilgitters werden die Maschenweiten in
allen Koordinatenrichtungen halbiert. Dadurch werden gréflere Anisotropieverhéltnisse
als 2 vermieden. _

Die auf dem groben Gitter definierten Werte werden iiber eine allgemeine Taylor-Rei-
henentwicklung mit ciner Genauigkeit 2. Ordnung auf die kiinstlichen Randmaschen des
feinen Gitters interpoliert. Die Werte in den kiinstlichen Randmaschen des groben Git-
ters werden aus einer Bilanzgleichung fiir das neue Kontrollvolumen einer Halbmasche
bestimmt, die die Maschen des feinen Gitters volumetrisch mittelt und eine konservative
Behandlung des Gitteriibergangs gewéhrleistet.

Die notwendigen zusitzlichen Gleichungen und insbesondere der Ubergang vom groben
zum feinen Gitter werden implizit mit dem ICE-Verfahren behandelt. Damit ist eine ge-
schlossene Losung fiir alle Maschen dieses numerischen Gitters moglich und es ist kein
weiterer Iterationsprozefl zur Losung fiir einen Zeitschritt notig.

Im Rahmen dieser Arbeit konnte der Nachweis erbracht werden, daf nur eine Kopplung
2. Ordnung der Gitter verschiedenen Verfeinerungsgrades die Genauigkeit bei der Ver-
wendung von Verfahren 2. Ordnung fiir die Diskretisierung des konvektiven Terms erhilt
und die Konsistenz des Gesamtverfahrens bei einer zentralen Differenzenapproximation
fiir den diffusiven Term erst sicherstellt.

Fiir den Modellfall einer linearen Konvektions-Diffusionsgleichung konnte fiir die typi-
schen Maschenweitenspriinge der lokalen Verfeinerung bei expliziter Zeitintegration die
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Stabiltdt nachgewiesen werden. Durch die implizite Behandlung der kiinstlichen Maschen
an den Rindern der Gitter verschiedenen Verfeinerungsgrades sind damit keine Stabi-
litdtseinbuBen zu erwarten. Durch das vorgeschlagene Verfahren zur lokalen Verfeinerung
eines strukturierten Gitters ist es damit zum ersten Mal méglich, Diskretisierungsverfah-
ren 2. Ordnung ohne Genauigkeitsverlust zusammen mit den Stabilititsvorteilen einer
vollimpliziten Behandlung der Erhaltungsgleichungen zu benutzen.

Das Verfahren wurde in das Thermohydraulik-Rechenprogramm FLUTAN am Forschungs-
zentrum Karlsruhe implementiert. Aufgrund der gewéhlten hierarchischen Datenstruktur
ist das Rechenprogramm auch in der mit dem vorgeschlagenen Verfahren zur lokalen Git-
terverfeinerung erweiterten Fassung vektorisierbar. Damit kann es auch in eine zukiinftige
Parallelisierung des Rechenprogramms einbezogen werden.

Zur Verifikation des Verfahrens wurden zwei laminare Kanalstrémungen mit Luft und eine
turbulente Rohrstromung mit Wasser simuliert. Die Ergebnisse zeigen eine gute qualita-
tive und quantitative Ubereinstimmung mit experimentellen Werten. Eine Verbesserung
der Ergebnisse bei der Verwendung der lokalen Verfeinerung zur besseren numerischen
Approximation von starken Gradienten konnte erzielt werden.

Das neue Verfahren wurde zur Simulation eines typischen Anwendungsfalles der numeri-
schen Stréomungsmechanik, der Naturkonvektion in einem horizontalen, beheizten Ring-
spalt, eingesetzt. Es wurden zwei verschiedene Rayleigh-Zahlen untersucht. Bei der klei-
neren Rayleigh-Zahl von Ra = 4,7 - 10* stellt sich eine stationire Naturkonvektion ein,
die eine gute Ubereinstimmung mit experimentellen Ergebnissen zeigt. Bei der groBeren
Rayleigh-Zahl von Ra = 1,05 - 107 stellt sich eine oszillierende Naturkonvektion ein. Die
dabei beobachtete Frequenz stimmt mit der im Experiment beobachteten gut iiberein.
Die simulierte Amplitude dieser Oszillation kann bei der gewihlten zweidimensionalen
Diskretisierung nur unbefriedigend wiedergegeben werden. Die kiinstliche Diffusion in-
folge der raumlichen Diskretisierung ist hierfiir eine mogliche Ursache. Der Vergleich mit
einer Rechnung auf einem weiter verfeinerten Gitter kénnte dies kldren. Als weitere Ur-
sache kommt das zeitliche Verhalten des vorgeschlagenen Verfahrens in Betracht. Eine
Vergleichsrechnung mit dem Rechenprogramm FLUTAN ohne methodische Erweiterung
auf einem unverfeinerten Gitter mit dhnlicher Auflésung des Gebiets iiber dem Innenrohr
sollte hier zur Klirung gemacht werden. Die Ergebnisse bei den stationdren Rechnungen
jedoch, bei denen gerade gré8ere Gradienten bei lokaler Verfeinerung des Gitters simuliert
wurden, lassen dies als Ursache nicht wahrscheinlich erscheinen. Generell sollten sich in
Zukunft noch weitere Studien beziiglich des Gittereinflusses und des diffusiven Verhaltens
des Verfahrens anschlieflen.

Zukiinftige Aufgaben in diesem Umfeld konnten sich auf die Verifikation des Verfahrens
an dreidimensionalen Fillen richten. In diesem Zusammenhang kénnte dann auch der be-
handelte instationire Anwendungsfall dreidimensional simuliert werden, womit eine der
wesentlichen Einschrinkungen der gewihlten Modellierung nicht mehr vorhanden wire.
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Die implementierten iterativen Losungsverfahren sollten vollstindig fiir die vektorisie-
renden Hochleistungsrechner optimiert werden. Damit wire es moglich, die erwartete
Effizienzsteigerung mit einer detaillierten Studie quantitativ zu untersuchen. Insbeson-
dere sollte dabei auch der Einflu8 des Losungsverfahrens fiir die Losung der Poissondhn-
lichen Gleichungen niher analysiert werden.

Einen weiteren Aspekt fiir zukiinftige Anwendungen des Verfahrens stellt die Méglich-
keit dar, das Verfahren auch fiir eine Blockstrukturierung des Gitters einzusetzen. Dieses
ist bei dem zunehmenden Einsatz von Parallelrechnern und insbesondere der parallelen
Héchstleistungsrechner eine in Zukunft noch an Bedeutung gewinnende Eigenschaft die-
ses Verfahrens. Dies kénnte entweder mit einer Blockstrukturierung des Gitters durch die
verschiedenen Verfeinerungsstufen oder auch mit der Aufteilung von Gittern einer Verfei-
nerungsstufe bei einer Modifikation des Verfahrens realisiert werden.

In der Zukunft konnte es auch interessant sein, das Verfahren auf Probleme mit sich
zeitlich withrend der Simulation &ndernden Gitteranforderungen (z. B. Strémungen mit
Verbrennungsvorgingen oder schwach kompressible Stromungen mit Schockwellen) anzu-
wenden. Das Verfahren kann hierzu zu einem adaptiven Verfahren erweitert werden. Es
wire dann notwendig, ein Kriterium zu definieren, anhand dessen zu verfeinernde Ma-
schen detektiert werden und welches den physikalischen Anforderungen des betrachteten
Problems numerisch Rechnung trégt. Die Vektorisierungsméglichkeit des Rechenprogram-
mes sollte aber dariiber hinaus durch die Aufspaltung des Gitters und die hierarchische
Datenstruktur erhalten bleiben.
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Anhang A

Literaturrecherche zu Verfahren zur

lokalen Gitterverfeinerung

Um zu einer Ubersicht tiber bereits existierende Verfahren zur lokalen Gitterverfeinerung
zu gelangen, wurde eine elektronische Literaturrecherche in der Datenbank INSPEC des
Fachinformationszentrums Karlsruhe durchgefiihrt. INSPEC ist eine Literaturdatenbank,
die die Physics Abstracts, die Electrical & Electronics Abstracts und die Computer &
Control Abstracts einschlieBt. Als Quellen dienen ca. 4000 Zeitschriften, Forschungsbe-
richte, Konferenzbeitrige, Blicher und Hochschulschriften, die wochentlich ausgewertet
werden. Die ermittelten Literaturstellen wurden gesichtet und ausgewertet. Durch Verfol-
gung der Querverweise der bereits ausgewerteten Verdffentlichungen wurde die Ubersicht
weiter verfeinert.

Die Ubersicht in den folgenden Tabellen wird in vier Gruppen gegliedert:

1. Verfahren auf der Basis von Finiten Elementen (FE)
2. Multigridverfahren (MG) auf der Basis von Finiteﬂ Differenzen (FD)
3. Verfahren auf der Basis von Finiten Differenzen (FD)
4. Verfahren auf der Basis von Finiten Volumen (FV)

Die Auswertung wird in 9 Spalten organisiert, wobei in den einzelnen Spalten folgende
Informationen aufgelistet sind:

Quelle: Der erstgenannte Autor der Veréffentlichung, Erscheinungsjahr.

Adaption des Zeitschritts At: Wird ein lokaler Zeitschritt bestimmt und benutzt (”lo-
cal time stepping”)?

Raumdimensionen: Anzahl der benutzten Raumdimensionen.
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gekoppelte Losung: Wird ein geschlossenes Gleichungssystem, d. h. ein zusammenhin-
gendes Gleichungssystem zur Bestimmung der unbekannten Erhaltungsgréfien gelost
oder werden nur Teilgebiete gelost und die Einzellésungen der Teilgebiete wechsel-
seitig ausiteriert?

Interpolation: Art der verwendeten Interpolation oder Ansatzfunktionen an den Rén-
dern der verfeinerten Gebiete.

Gleichung: Typ der betrachteten und gelésten Gleichungen.

Verfahren: Das grundlegende Verfahren zur rdumlichen Diskretisierung der partiellen
Differentialgleichungen.

Diskretisierung: Diskretisierungsverfahren fiir den konvektiven und diffusiven Term in
den Differentialgleichungen.

Stabilititsbetrachtung: Wurden Untersuchungen und Aussagen beziiglich der Stabi-
litdt des Verfahrens gemacht?

1. Ubersicht iiber Verfahren auf der Basis Finiter Elemente

Quelle Adapt. | Raum- | gek. Interp. |- -Gl Verf. Diskr. Stab.-

von At | dim. | Lsg. betr.
McCormick { k.A. 2 nein | 5/9-Punkte | Poisson FE | biquadrat. | k.A.
1986 Interpol. Ansatzfkt.
Adjerid k.A. 2 ja n.nétig parab. FE bilineare k.A.
1988 Ansatzfkt.
Evans ja 2/3 ja n.notig Euler | FE/FD k.A. k.A.
1991
Mathew k.A. 2 nein n.nétig ellip. FE bilineare | k.A.
1993 Ansatzfkt.

k.A. = Keine Angabe
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2. Ubersicht iiber Multigridverfahren auf der Basis Finiter Differenzen

Quelle Adapt. | Raum- | gek. Interp. Gl. | Verf. Diskr. Stab.-
von At | dim. [ Lsg. betr.
Ghia k.A. 2 nein | 9-Punkte [ N.-S.| FD zentr.Diff. k.A.
1982 Interpol. 1.Upwind
Thompson { k.A. 2 nein linear N.-S.{ FD | zentr.Diff. k.A.
1989
Moukalled | k.A. 2 nein linear N.-S. | FD | ”power-law” | k.A.
1991 Approx.
Thompson | k.A. 2 nein linear N.-S.| FD zentr.Diff. k.A.
1992 hybrid
Srinivasan | k.A. 2/3 |nein| FLARE |[N.-S.| FD k.A. k.A.
1993 MG
Stiller nein 3 nein | mind.2te O. | N.-S. [ FD 2te Ord. ja
1993
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3. Ubersicht iiber Verfahren auf der Basis Finiter Differenzen

Quelle Adapt. | Raum- | gek. Interp. Gl. Verf. Diskr. Stab.-
von At | dim. | Lsg. betr.

Berger ja 2 nein | bilinear hyperb. | FD k.A. fiir Interface

1982,1985) quadr.? Euler

Rai nein 2 nein linear Euler FD k.A. k.A.

1985

Arney ja - 2 k.A. | bilinear hyperb. | FD versch. k.A.

1986

Fuchs ja 2 nein linear N.-S. FD zentr.Diff. k.A.

1986 1.Upwind

Lucchini k.A. 2 nein | bis 2te O. N.-S. FD weighted Beob.

1987 2.Upwind

Liang k.A. 2 nein k.A. trans. FD k.A. k.A.

1987 Pot.gl

Monnoyer | nein 2/3 | nein | Annahmen | versch. | FD | 1./2.0rdn. k.A.

1988 zonal zonal

Ewing ja 2 ja linear allgem. | FD versch. ja

1990 o.besser Erh.gl. _

Blom k.A. 2 nein k.A. allgem. | FD | 2nd Order? k.A.

1991 PDE

Gropp k.A. 2 nein | biquadr. | Modellgl. | FD k.A. k.A.

1992 ’

Lapworth | k.A. 3 nein linear N.-S. | FD 2.Upwind Verweis

1993

Lee k.A. 2 nein linear N.-S. FD 2.Upwind k.A.

1993 Fliisse " power law”

Trompert | k.A. 2 nein linear allgem. | FD k.A. ja

1993 4te Ord. PDE

de Lange k.A. 2 nein | n.héher N.-S. FD | zentr.Diff. k.A.

1994 hybrid/” power law” /1.Upwind
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4. Ubersicht iiber Verfahren auf der Basis Finiter Volumen

Quelle Adapt. | Raum- | gek. | Interp. GL Verf. Diskr. Stab.-
von At | dim. | Lsg. betr.

Bassi nein 2 nein | Legendre- N.-S. FV k.A. k.A.

Pol. ’

Hortmann | k.A. 2 nein | bilinear N.-S. FV zentr.Diff. k.A.

1990 |

Coelho k.A. 2 nein linear N.-S. FV zentr.Diff. k.A.

1991 hybrid

Vilsmeier k.A. 2 ja n.nétig Euler FV quadr. k.A.

1993 N.-S Ansatzfkt. ’

Chen k.A. 2 nein k.A. N.-S. FV k.A. k.A.

1994

Lazarov k.A. 1 k.A.| linear/ | Konv.-Diff. | FV zentr. Diff. k.A.

1994 konstant 1.,weighted Upwind

Manzini ja 2 nein k.A. PDE fiir FV k.A. k.A.

1994 Salztr.

Terasaka k.A. 3 nein k.A. N.-S. FV zentr.Diff. Verweis

1995 | 1.Upwind,Quick | SIMPLE
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Anhang B

Berechnung der Koeffizienten des
LECUSSO-Verfahrens

Die Koeffizienten C, — C, des nicht-konservativen LECUSSO-Verfahrens fiir die Appro-
ximation des konvektiven Terms

ov  C\Vipy + GV + GV + Cy¥iy
oz - A.'L',-

(B.1)

werden aus den Annahmen berechnet, daf3 die Approximation die unbekannte Funktion
¥ (z) fiir die Funktionen

U(z) = 1 (B.2-a)
U(r) = =z (B.2-b)
U(z) = 2° (B.2-c)
U(z) = efas , (B.2-d)

exakt erfiillt. Gleichung (B.2-d) stellt dabei eine Elementarlésung der stationiiren Kon-
vektions-Diffusionsgleichung dar. Re; bedeutet darin die Maschen-Reynolds-Zahl.

Die genannten Forderungen fithren unter Beachtung der Maschenweiten nach Abbildung
3.10 zu folgendem Gleichungssystem

CG+C,+C3+Cy = 0 (B.3-a)

C (Az; + Aziyy) — C3 (Az; + Azyy)
—Cy (Az; + 20z + Az 2) = 2Az; (B.3-b)

Cy (Az; + A.’L‘i+1)2 + C3 (Az; + Axi_1)2
+Cy (Az; + 20z + Az 5)° = 0 (B.3-c)
Cy = A , (B.3-d)

wobei das A in Gleichung (B.3-d) aus der Forderung (B.2-d) bestimmt werden kann, im
folgenden aber als Variable benutzt wird.
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Die Losung des Gleichungssystems lautet unter Einfiihrung der Maschenweitenverhéltnisse

rl = AAL;“}, r2 = 93:'—‘,"—:1 und der Annahme Az;; = Azx;

o = 1+r1_(1+2r1+r2)(r1+r2)/\

T34l 2(3+71)
c = 1—7r1  (r1+72)(3+2r1 +1r2)

2T 1411 2(1+71)

—4 (14 2r1 +72) (3+ 2r1 +72)
C; = - A
» (1+71)(3+7r1) (1+71)(3+r1)

Cy = A , ’

mit A nach Sakai (1990)

rl (’I"].Re,‘ _ 2) eRei(1471+72) _ (Re,- + 2) eReir2

Re; [r1r2 (r1 + r2) eRei(ltrl+r2) 4 (1 4+ 72) (1 + 71 + 72) eReir2
+(r1 + 1) (2 + Re; (1 — 71)) eRei(r1+r2)

—r1(1+71)] — Re; (r2 (1 +71) (1 + 71 + r2) eRei(1+72))

A =
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Anhang C

Stabilitatskriterien fiir das
LECUSSO-Verfahren auf einem

aquidistanten Gitter

Dieses Kapitel folgt einer Stabilititsbetrachtung nach Giinther (1995). Es stellt damit die
Grundlage der weiteren Untersuchung bei nicht-dquidistanten Gittern dar.
Fiir v > 0 schreibt sich die 1D Konvektions-Diffusionsgleichung als

et = [(A - %) C+ D] 2, + (1—3XC - 2D) &7

+ (34 %) C+p|ay, - Acer, (C.1)

C.1 Storungsanalyse

Prigt man dem Verfahren einen Stérvektor @ = (1, 1,1, —1,...)-¢ auf, so entspricht der
Forderung nach Stabilitit die Forderung, daBl diec Amplitude der Stérung zum Zeitpunkt
n + 1 kleiner oder gleich ¢ ist. Zum Zeitpunkt n + 1 gilt fiir ®

M = ¢[1 —8AC —4D)] (C.2)
und damit

|1 —8X\C —4D] < 1
-1 <1-8C-4 D <1

Da /\,C,.D > 0, ist der rechte Teil der Ungleichung erfiillt. Der linke Teil flihrt zur
Bedingung '
4NC+2D < 1 (C.3)
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C.2 Von Neumann Analyse
Man erhiélt fiir den Anfachungsfaktor folgende Gleichung
G = 1—(1-cos(®))[2D +2XC (1 - cos (®))]
— ICsin(®)[1+ 2A (1 — cos (9))] : (C.4)
Fiir ® = 0 erhdlt man G = 1. Fiir ® = 7 erhélt man
G(r) = 1-2(2D +4XC) (C.5)
und mit der Forderung, da§ |G| < 1
HC+2D <1 (C.6)

welches die identische Bedingung ist, wie sie sich aus der Storanalyse ergibt.
Die Entwicklung von G um ® = 0 (s. Gleichungen (D.1-a), (D.1-b)) fiir den Realteil £
und den Imaginérteil n von G liefern

£ = 1—Dq>2+,..—529<1>4+... (C.7-a)

n = CO&+ICP+... . (C.7-b)

Betrachtet man nur die fiihrenden Terme in ® und ®2, gelangt man durch Resubstitution

zu

£ = 1-2D(1—cos(®)) (C.8-a)
und damit auch zu
_&—1+2D
cos (®) = —p (C.9-a)
sin (8) = —% : (C.9-b)

Der Einheitskreis stellt in der komplexen Ebene der Ort dar, bei dem |G| = 1 gilt. Unter
Verwendung der Bezichungen C.9-a und C.9-b in der Gleichung fiir den Einheitskreis
ergibt sich cine Ellipsengleichung. Lost man nach gy auf, so ergibt sich

' 2
En = 1-2D+ \Rl - é’—2> 4D? (C.10-a)
. |
= 1-2D (1—,/1—%5) . (C.10-b)

e = \J1—7° (C.11)

Fiir den Einheitskreis gilt
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und mit einer Entwicklung von /1 — 72 fiir kleine 7, d. h. um den Punkt (¢ = 1,7 =0),
1
Ji-72 = 1- §n2+--- (C.12)
und der Forderung, daf8 die Ellipse fiir kleine # innerhalb des Einheitskreises liegt

€eu < &gx (C.13)
folgt fiir die Stabilitit als Bedingung an C und D

C? <2D : (C.14)
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Anhang D

Stabilitatskriterien fiir das

LECUSSO-Verfahren auf einem
nicht-dquidistanten Gitter

Zur Stabilitiat des LECUSSO-Verfahrens auf nicht-dquidistanten Gittern wurden zwei Un-
tersuchungen gemacht.

Sakai untersuchte 1990 dic Abhingigkeit der vier Koeffizienten C) bis C4 von den loka-
len Maschenweitenverhiltnissen und der lokalen Maschen-Reynolds-Zahl. Stabilitdt wurde
dann angenommen, wenn keiner der Koeffizienten negativ wird. Bei dicser Untersuchung
muften die Falle der Strémung in positiver und in negativer Koordinatenrichtung unter-
schieden werden. Das Ergebnis dieser Untersuchung war, daf8 nur dquidistante Maschen-
weiten in beiden Fillen das Auftreten negativer Koeffizienten vermeiden und damit die
Stabilitit sicherstellen. A

Flad (1995) untersuchte im Rahmen seciner Erweiterung des LECUSSO-Verfahrens auf
die Randbereiche des Rechengitters ebenfalls die Stabilitit des LECUSSO-Verfahrens
auf nicht-dquidistanten Gittern. Er untersuchte dabei die Abhingigkeit des Stromauf-
Koeffizienten von der lokalen Maschen-Reynolds-Zahl und verschiedenen Maschenweiten.
Stabilitat liegt in seiner Untersuchung vor, wenn dieser Koeffizient positiv bleibt. Das
Ergebnis seiner Untersuchung war, daf in Bercichen geringer Maschen-Reynolds-Zahl,
d. h. relativ geringer Stromungsgeschwindigkeit, dic Maschenweitenspriinge nicht den Fak-
tor 2 iibersteigen sollten.

Diese Untersuchung geht einen neuen Weg, die Stabilitdt des LECUSSO-Verfahrens bei
den typischen Maschenweitenspriinge des vorgeschlagenen Verfahrens zur lokalen Verfei-
nerung eines strukturierten Gitters zu untersuchen. Es wird dabei in analoger Weise zur
Von Neumann Analyse anf einem &dquidistanten Gitter (vgl. Anhang C vorgegangen und
der Anfachungsfaktor G aus Gleichung (3.53) um 0 und 7 entwickelt.
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Bei der Entwicklung der trigonometrischen Funktionen um ® =0

2
cos(P) = 1- %— +... (D.1-a)

sin(®) = ®+... (D.1-b)

erhdlt man unter Beriicksichtigung der ersten Glieder bis zum quadratischen Term fiir
den Realteil £ und den Imaginarteil n

®? 14+1)° 14 2r1+ r2)?
§=1 — D¢2+07<Cl+(r 2 )C3+( ki T4+T)C4> (D.2-a)
1+1 1+ 201+ 72
7 = —C(CI—T; Cy— g” 04)q> : (D.2-b)

Mit den Gleichungen fiir die Koeffizienten (B.3-b) und (B.3-c) aus Anhang B erhilt man

€ = 1-D®? (D.3-a)
n = —-C&® (D.3-b)
und aus
G = &+ <1 (D.4)
fiir kleine ®
' c* <2 (D.5)

welches die gleiche Bedingung wie im dquidistanten Fall ist.
Entwickelt man die trigonometrischen Funktionen um & = m, so gilt die Taylorsche Reihe

fla+h) = f(a)—i—%f(a)—i-g—jf(a)—i-... (D.6)

und damit bei Einfithrung von ® =7 — ¢

cos(m—¢) = —1+4=— (D.7-a)
sin(m—¢) = ¢ . (D.7-b)

Unter Verwendung von Gleichung (B.3-b) und (B.3-c) gilt

f = 1- (;1—% - (,02) D — 2020 (D8—a)

n = —-Cp (D.8-b)

und im Grenziibergang fiir ¢ — 0 geht der Imaginérteil n — 0 und es gilt fiir den
Anfachungsfaktor G

8
G =1- D -2C,C D.9
| 1+ 1 2 (D.9)
woraus mit der Forderung |G| < 1 folgt
8
-1 < 1~ D-2C,C <1 . D.10
= rl+1 = (D-10)
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Der rechte Teil der Ungleichung ist trivialerweise erfiillt und der linke Teil fithrt zur
Bedingung '
1- ?21
C < ——= . D.11
< — (D.11)
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Anhang E

Stabilititskriterien fiir das
LECUSSO-Verfahren in mehreren

Raumdimensionen

Die Stabilitdt des LECUSSO-Verfahrens in mehreren Raumdimensionen wird hier zum
ersten mal untersucht. Dabei werden die in Anhang D gefundenen Ergebnisse auf meh-
rere Raumdimensionen iibertragen.

Betrachtet man den allgemeinen Fall der n-dimensionalen Konvektions-Diffusionsglei-
chung, so gilt unter Einfiihrung der Courant-Zahlen C,, und der Diffusions-Zahlen D,,

U\t an At
Cn = 2m22 p. = , E.1
Az, Az2, (E-1)
der Maschenweitenverhiltnisse rim = —Aff‘—fl— und 72, = éi—;"#—"—, des Richtungsindexes
K’m
km = (4,4, k,...) m=1,23...,n (E.2)
fiir die transportierte Grofle ¥
n 4
n+1 _ n n "
‘I’ - ‘I’ + rnZZI [Tlm + 3 (‘I’Km'i'l ‘I’Iim)
8
gr g E.3
(rly, +3)(r1 +1) ( Fom "’"—1) (E:3)

= Cn (Cim¥}, 41 + Com ¥+ Com¥p _ + Cim ¥ )] .

Zerlegt man den Fehler unter Benutzung der Einsteinschen Summenkonvention in eine

allgemeine Fourierreihe
N

e" = Y Ereltembom) (E4)
~N

so erhdlt man fiir den Anfachungsfaktor G

G = 1+ Lj [T1m4+3Dm (e”’m - 1) (E.5)

=1
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8 _ 1¢m(—ﬂmﬂ)) _ ( ¢
(o + 3)(rLm + 1) (1 ¢ i C{Cime

+ Com + Cgme"b"'(‘i’%ﬂ) + C4mel<bm(—ﬁm_~&2rl_m_-ﬂ)) ]

Entwickelt man ® = 0 analog zu Abschnitt D, so ergibt sich fiir den Realteil £ und den
Imaginérteil n von G

¢ = 1= Xn: [qu’fn] (E.6-a)
no= _—Zi:[Cm%] : (E.6-b)

Aus Bedingung (D.4) folgt damit fiir ®,, — 0

n 2 n
[ Cm] < S 2D, . (E.7)
m=1

m=1

Entwicklung von ® um = ergibt (vgl. Abschnitt D) fiir £ und 5

£ = 1-% [(n — - <p2) Dy, — 2CymCin (E.8-a)
m=1 m
n = =3 Cnp . (E.8-b)
m=1

und im Grenziibergang fiir ¢ — 0

nrog
- 1- _ D, +2C ,,,c,,,] . E9
G | mX::l [7-1,,, 1o T (E9)

Daraus folgt mit der Forderung |G| < 1

n 8
-1 < 1- —D,, < , E.1
t<1-3 [r1m+1 +2czmcm] <1 (E.10)

wobei auch hier der rechte Teil der Ungleichung immer erfiillt ist. Die linke Seite fiihrt
bei Umgruppierung der Summe zur Bedingung

- 8
1~ ————Dp +2C,,Ch| > - E.11-
E[Tlmﬂ +2ConCn| 2 -1 (E-11-a)
oder nach einigen Umformungen
n n 4
mC] < 1- Dn) . (B.11b
> [ConCal < 1= 3 | =D (B.11-b)
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Anhang F

Diskretisierte Forin der
Fluflerhaltung an
Verfeinerungsgrenzen in FLUTAN

In diesem Kapitel werden die diskretisierten Gleichungen fiir die Implementierung in FLU-
TAN abgeleitet. Im Unterkapitel F.1 wird dabei der Fall der allgemeinen Erhaltungsglei-
chung behandelt, wie er bei der Iinplementierung des Verfahrens in der Energiegleichung
und den Transportgleichungen des k& — e-Turbulenzmodells auftritt. Im zweiten Unterka-
pitel F.2 wird der Fall der implementierten Druckgleichung behandelt.

In beiden Kapiteln wird nur jeweils die x-Koordinatenrichtung behandelt, da die anderen
Koordinatenrichtungen identisch behandelt werden.

F.1 Fluflerhaltung in der allgemeinen Transportglei-

chung

In Abschnitt 3.2.1 wird eine modifizierte Bilanzgleichung fiir die kiinstliche Masche als
Nachbar einer groben Masche an einem Verfeinerungsrand hergeleitet. Diese modifizierte
Bilanzgleichung li8t sich unter Benutztung der Bilanzgleichungen der feinen Maschen an
diesem Verfeinerungsrand in eine FluBerhaltungsgleichung fiir die Fliisse (vgl. Gleichung
(3.10)) umformen. '

In den folgenden beiden Unterkapiteln werden die in FLUTAN implementierten diskreti-
sierten Gleichungen fiir den Fall einer Verfeinerung in positiver Koordinatenrichtung (s.
F.1.1), d. h. fiir die FluBerhaltung an der Grenzfliche in positiver Koordinatenrichtung
einer groben Masche am Rand einer Verfeinerung, und fiir den Fall einer Verfeinerung in
negativer Koordinatenrichtung (s. F.1.2), d. h. fiir die FluBerhaltung an der Grenzfliche
in negativer Koordinatenrichtung einer groben Masche am Rand einer Verfeinerung, be-
schrieben.
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F.1.1 Verfeinerung in positiver Koordinatenrichtung

Der absolute Flu nach Gleichung (2.10)

((Je) AF)iys = (Apgu\Il)H% — (AF Ty %%)m (F.1)
2
setzt sich aus einem diffusiven Anteil nach Gleichung (2.12)
(AT Gs) =Dy (a0 (F.2)
und eincm konvektiven Anteil zusaminen
(AreuW)y = Foyy By (F.3)

Einc allgemeine Schreibweise fiir die Approximation der transportierten Gréle an der
Stelle 4 + 7 ist nach Gleichung (2.15)

+ + . + .
2

af_;%\l’i—l + ﬁf;%‘l’i + 7:;_;%‘I’i+l falls u;,1 >0

wobei die Koefhizienten «, 3,7 fiir die verschiedenen in FLUTAN implementierten Dis-
kretisicrungs-Verfahren fiir den konvektiven Term berechnet werden. Die Superskripte +
bzw. — driicken dabei den lokalen Richtungssinn aus, d. h. ob das Fluid in die positive
oder die negative Koordinatenrichtung strémt. Ersetzt man die Indizierung des Flusses

F,, L bei der in FLUTAN iiblichén Konvention durch F, und definiert

[F2) 0] = mazr (Fb 0) ’ (FS)
so schreibt sich der konvektive Anteil als
(Ap ou \Il)i+§ = [FQ, 0] (a:% \Pi—l + 'B:'*'—i \I/i + ’)’::% \I/i+1)
~ [~ F,0] (flf:% v+ ﬁf:% Yip + ’Yff% ‘I’i+2) . (F.6)

Die Gleichung (3.10) wurde fiir den Fall einer zweidimensionalen Verfeinerung abgeleitet.
Die allgemeinere, dreidimensionale Form dieser Gleichung lautet mit der Definition des

totalen Flusses m

(Je) Ar), — 3 (T )Ar); = 0, (F.7)

=1
wobei bei ciner zweidimensionalen Verfeinerung m = 2 und bei einer dreidimensionalen

Verfeinerung mn = 4 gilt. Setzt man in dicse Gleichung die einzelnen Approximationen cin
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und kiirzt D, 1 durch D, ab, so ergibt sich: .

[P, 0) (af;%\lli_l + B+, \Il,-+1)

- [-F,0] (af:%‘l’i + B2 Wi + 'Y+1 ‘I’z+2) + D2 (¥in1 — W) (F.8)
m

= Z{[Ftl,o] ( Liv I‘I’n 2+ﬁ 1‘1’1,1’_1 +7Z:;_%‘I’l,i)
=1

- [- Fll,o]( Li 1‘1’1; 1+ﬂ 1‘1’11+7, 1‘1’1;+1) + Dl,l(‘I’t,i—‘I’l,i—l)}-

Bei dieser Gleichung ist darauf zu achten, da der Index ¢ sich immer auf das Zentrum
der lokal betrachteten Masche bezieht.
Diese Gleichung 148t sich in der Form einer diskretisierten Poissongleichung schreiben:

ao¥; + a1 Wit + Y (au¥yi + a1 W) = bo . (F.9)
=1 '

Die einzelnen Terme sind:

a = [F,0]06 z+‘ —[-F,0]0f H_n - Dz. (F.10-a)
a, = [Fla 0] 7i+-‘— - [—_Fb 0] iz++1_ + D2 (F].O—b)
2 2
ay = - [F‘l,l; 0] "yz.— , + [—F‘l 1,0] I.+ - D[ 1 (F 10-C)
a+1 = “[Fl,laO] Lie 1+[ Ftl,O] i 1+D11 (F.10-d)
bo = - [Fz,()] .+1‘I’1_1 + [ Fz,()] 7i+%‘111+2 (F].O-(‘)
+Z{[Fll,0] i1 Vi 2 = [=Fi,y, 07 1‘I’1z+1} -
F.1.2 Verfeinerung in negativer Koordinatenrichtung
Der absolute Fluf nach Gleichung (2.10) schreibt sich fiir die Fliche 7 — 1:
| ov -
((Jq;) Ap) L= (A, QlL‘I/) 1= Ap Ty — pe . (F].].)
i}

Dieser Fluf} setzt sich aus einern diffusiven Anteil, analog fiir diese Fliche nach Gleichung
(2.12),

ov
<Al Iy 9z ) = Di_% (T —¥y) (F.12)

und einem konvektiven Anteil zusammen

(Ap ou \Il)i_% = F; (F.13)
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Eine allgemeine Schreibweise fiir die Approximation der transportierten Gréfle an der
Stelle ¢ — 1 ist analog nach Gleichung (2.15)

i-3

T~ - o , (F.14)
o] ¥+ Bi_%\lli_l + 'y’._%\lli falls u;_y > 0

(3

{ ol Wy, + AU+ U falls w ;<0
2 2 2

L
2

wobei die Koeflizienten a, 3, fiir die verschiedenen in FLUTAN implementierten Dis-
kretisierungs-Verfahren fiir den konvektiven Term berechnet werden. Die Superskripte +
bzw. — driicken dabei den lokalen Richtungssinn aus, d. h. ob das Fluid in die positive
oder die negative Koordinatenrichtung stromt. Ersetzt man die Indizierung des Flusses
F._, bei der in FLUTAN iiblichen Konvention durch F; und definiert

—1
=3

[F1,0] = maz(F,0), (F.15)

so schreibt sich der konvektive Anteil als

2

(Apoud),_, = [F,0] (af_‘%\lli_;z B Wi+ 7;”_—%\1&)
- [=F,0] (afj%‘l’iq + 5fj%‘1’i + 7f_+%qli+1) . (F.16)

Die Gleichung (3.10) wurde fiir den Fall einer zwcidimensionalen Verfeinerung abgeleitet.
Die allgemeinere, dreidimensionale Form dicser Gleichung lautet mit der Definition des

totalen Flusses -

(Jw) Ar), — Z((J\P)Alv')ll = 0, (F.17)

=1
wobei bei einer zweidimensionalen Verfeinerung m = 2 und bei einer dreidimensionalen
Verfeinerung m = 4 gilt. Setzt man in diese Gleichung die einzelnen Approximationen cin
und kiirzt D;_: durch D, ab, so ergibt sich:
2

[Fl, 0] <(Y;~n_—%‘pi—2 + ,ﬁ:__% W1+ "/IT_—% \I’i)

- [-FR,0] (()‘fj—%q’i—l + ﬁff%‘l’i + 7fj%qli+1) + Dy (¥ — Vi) (F.18)
m

= 3 {[Fz,z, 0} (“ii—_'_%q’l,i—l + B Ve + ’)’Z;%‘I’l,m)

=1

— [=Fip,0] (QZ;%\I’l,i +,8::_'|_%\I’l,i+1 + 77?;:_%\Ill,i+2) + Di2 (Wi — \I’l,i)} :

Bei dicser Gleichung ist darauf zu achten, dal der Index 4 sich immer auf das Zentrum
der lokal betrachteten Masche bezieht.
Diese Gleichung 148t sich in der Form einer diskretisierten Poissongleichung schreiben:

m
(I.()\I/L' + (I,-L\I/,L'_l + Z ((1,21‘1’[,1' + a2l+1\I’i,i+1) = b() . (F19)
. 1=1
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Die einzelnen Terme sind:

a = [FlaO]’Yf___%_[_Fl,olﬁfj%—Dl

(F.20-a)

a = [F,057 - [-F,00 + D (F.20-b)
ax = —[Fiz087, +[-Fi0loff, + Dis (F.20-c)
any1 = —[Fi2,0] ’Yf;% + [~ Fi2,0] ﬁ:,:% — Dy (F.20-d)
by = —[F,0] af_—% Vg + [~ F1,0] ’Yff% it (F.20-e)

m
+ 3 {1Ra, 013, Wiy — [ Fia 0107, Wiiea |
=1

F.2 Fluflerhaltung in der Kontinuitatsgleichung

In Abschnitt 3.2.3 wird eine modifizierte Bilanzgleichung fiir die kiinstliche Masche als
Nachbar einer groben Masche an einem Verfeinerungsrand fiir die Kontinuititsgleichung
hergeleitet. Diese modifizierte Bilanzgleichung 148t sich unter Benutzung der Bilanzglei-
chungen der feinen Maschen an diesem Verfeinerungsrand in eine Massenflulerhaltungs-
gleichung fiir die Fliisse (vgl. Gleichung (3.27)) umformen.

In den folgenden beiden Unterkapiteln werden die in FLUTAN implementierten diskreti-
sierten Gleichungen fiir den Fall einer Verfeinerung in positiver Koordinatenrichtung (s.
F.2.1), d. h. fiir die FluBerhaltung an der Grenzfliche in positiver Koordinatenrichtung
einer groben Masche am Rand einer Verfeinerung, und fiir den Fall ciner Verfeinerung in
negativer Koordinatenrichtung (s. F.2.2), d. h. fiir die FluBlerhaltung an der Grenzfliche
in negativer Koordinatenrichtung einer groben Masche am Rand einer Verfeinerung, be-
schrieben.

F.2.1 Verfeinerung in positiver Koordinatenrichtung

Der allgemeine, dreidimensionale Fall von Gleichung (3.28) lautet

3

<Q>{WI[1A%I![ldUIMIIIAPMII _ [<Q>111 Al}; duél APll] = (F.21)
1

T

NE

(o)t ARk alt] — (o)t Attt g

.
1l

1

wobei bei einer zweidimensionalen Verfeinerung m = 2 und bei ciner dreidimensionalen
Verfcinerung m = 4 gilt. Das Subskript M H1 bezeichnet den Nachbarn der kiinstlichen
Halbmasche und [1 bezeichnet den Nachbarn der lten Tochtermasche in negativer Koor-
dinatenrichtung.

Unter Benutztung der in den Gleichungen (3.29) bis (3.31) definicrten Druckdifferenzen
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148t sich diese Gleichung in der Form einer diskretisierten Poissongleichung schreiben:

m
aoPM" + a1Pym + Y (0P + e Pic1) = bo . (F.22)
=1

Die einzelnen Terme sind:

a = (" AFT du}lt (F.23-a)
a — (Q>MIII AMHI duMHl (F23—b)
ag = —(o)i! A} dul! . (F.23-c)
agpn = (o)t A} dul! (F.23-d)
by = i@)n At (g)MHL AMHL 5 M (F.23-¢)

i

i

1

F.2.2 Verfeinerung in negativer Koordinatenrichtung

Eine analoge Betrachtung der Verfeinerung in negativer Koordinatenrichtung ergibt:

(@)1 AMH quMi APMH — S [(o)} A dul AP| = (F.24)
=1
> [0 AL i) — (@)¥ 7 AT aME
=1

wobei auch hier bei ciner zweidimensionalen Verfeinerung m = 2 und bei einer dreidimen-
sionalen Verfeinerung m = 4 gilt.
Die Druckdifferenzen sind in diesem Fall definiert als:

APMH — PM112 _ PMH (F.25)
APt = pP2-p | (F.26)

wobei M H2 hier den Nachbarn der kiinstlichen Masche und [2 den Nachbarn der feinen
Maschen an dicsem Verfeinerungsrand in positiver Koordinatenrichtung bedeuten.
Damit 148t sich wieder eine Gleichung in der Form einer diskretisierten Poissongleichung

aufstellen: .
aoPM" + a1 Pyyz + ) (auPi + @ Piya) = bo . (F.27)
=1
Die einzelnen Terme sind:

a = ()Y AN oMM (F.28-a)
ap = (oY ANY quMH (F.28-b)
ay = (o) AL dul (F.28-c)
agp+1 = (Q) AIF d’LLi (F28-d)
bo = (M7 AMIGMI S () Al gt (F.28-¢)
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