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The inclusive semileptonic decay
B — X Aoy
in effective field theories

Abstract

The exact determination of the absolute values of
the CKM elements V,,;, and V, is of central import-
ance for testing the unitarity of the CKM matrix
and hence the quark-flavour sector of the Standard
Model. The inclusive semileptonic decay B — X ¢,
provides the most accurate determination of |Vg|,
where the a; corrections to the (Aqcp/myp)? terms
in the Heavy Quark Expansion represent the major
theoretical uncertainties. Values for |V,;| can be ex-
tracted both from B — 7li, and B — X, ¢0,. After
introducing cuts in phase space to suppress the large
background from B — X (7, data for B — X, {7,
are mainly available in the region of phase space
where the decay rate is proportional to the hadro-
nic shape function of the B meson.

In this work, a method is developed that allows to
evaluate the QCD corrections of order a to the de-
cay B — X ¢, numerically. This is especially im-
portant for the calculation of the oy corrections to
the (Aqcp/me)? terms, where an analytic treat-
ment does not look feasible due to the complexi-
ty of the occurring terms. As infrared divergences
are treated in Dimensional Regularization, the for-
malism is gauge-invariant, so that it is particularly
suitable for the calculation of the corrections pro-
portional to the chromomagnetic operator.

By making use of the extension of Soft-Collinear
Effective Theory (SCET) to describe massive colli-
near quarks, which is also presented in this work,
the decay B — X /7, is examined in the shape-
function region. For this purpose, the power coun-
ting m. ~ /my Aqcp is used for the charm-quark
mass and similar cuts in phase space are introdu-
ced as for B — X, /7;. Decay spectra are calculated
to next-to-leading order in the Aqcp/my expansion
at tree level. In addition, the ay corrections to the
leading order term in the Aqcp/ms expansion are
evaluated. A shape-function independent relation
between B — X A, and B — X, 00, is established,
that can be used for a determination of |V,;| for a
given value of V.

Der inklusive semileptonische

Zerfall B — X L,
in effektiven Feldtheorien

Zusammenfassung

Die exakte Bestimmung der Betrige der CKM-
Elemente V,;, und V. ist von zentraler Bedeu-
tung, um die Unitaritdt der CKM-Matrix und
somit den Quark-Flavour-Sektor des Standard-
modells zu testen. Der inklusive semileptonische
Zerfall B — X7, liefert die genaueste Bestim-
mung von |V, wobei die as-Korrekturen zu den
(Aqcp/my)?-Ausdriicken in der Heavy Quark Ex-
pansion die grofiten theoretischen Unsicherheiten
darstellen. Werte fiir |V,p| konnen sowohl aus
B — wlp, als auch aus B — X, /7, gewonnen wer-
den. Nach dem Einfithren von Schnitten im Pha-
senraum zur Unterdriickung des groflen Unter-
grunds aus B — X/, sind Daten fiir B — X, /7,
vor allem in dem Phasenraumbereich verfiigbhar, in
dem die Zerfallsrate proportional zur hadronischen
Shapefunktion des B-Mesons ist.

In dieser Arbeit wird eine Methode entwickelt, die es
erlaubt, die QCD-Strahlungskorrekturen der Ord-
nung «, zum Zerfall B — X, numerisch auszu-
werten. Dies ist insbesondere wichtig fiir die Be-
rechnung der ag-Korrekturen zu den (Aqep/mep)*-
Termen, wo eine analytische Behandlung aufgrund
der Komplexitit der auftretenden Ausdriicke aus-
geschlossen scheint. Da Infrarot-Divergenzen in Di-
mensionaler Regularisierung behandelt werden, ist
der Formalismus eichinvariant, so dass er sich auch
zur Berechnung der Korrekturen proportional zum
chromomagnetischen Operator eignet.

Unter Verwendung der ebenfalls in dieser Arbeit
vorgestellten Erweiterung von Soft-Collinear Ef-
fective Theory (SCET) zur Beschreibung massi-
ver kollinearer Quarks wird der Zerfall B — X (7,
in der Shapefunktions-Region behandelt. Hierzu
wird die Charm-Quark-Masse als m. ~ \/my Aqgcep
gezéhlt und dhnliche Schnitte im Phasenraum ein-
gefithrt wie bei B — X, (7. Zerfallsspektren wer-
den einerseits in néchstfithrender Ordnung in der
Aqcep/my-Entwicklung auf Baumgraphenniveau so-
wie andererseits mit as-Korrekturen, jedoch in
fithrender Ordnung in der Aqep/mep-Entwicklung,
berechnet. Hieraus wird eine von der Shapefunktion
unabhingige Beziehung zwischen B — X /7, und
B — X, /1, aufgestellt, aus der bei bekanntem |Vy|
die Bestimmung von |V,,;| erfolgen kann.






Inhaltsverzeichnis

[ Einfiirang

[1.1.2  Quarkmischung und CKM-Matrisd . . . . . . o o oo
[1.1.3  CP-Verletzune im Standardmodell . . . . . . . . . . . .. . . . ...
.14 CKM-Matrix und Unitarititsdreiecd . . . . .. ... ... ... ...
15 Quantenchromodynamikl .........................
L1.6  Renormierund . . . . . . . o oo
1.1.7  Laufende Konplung in der QCD . . . . . o . . o i
L2 Aufeabenstellune und Motivatiod . . . . . . . . . . . .
(21 BMesoned . ... ...
122  B-Phvsik im Experiment] . . . . . . . . . . .

;I 2; §§Q1!§E§9Q1§Qb§ E_Zggia |§ ”gd ng ggﬂ'mm]]ng von V., und kqd .

2.3.2 Die Entwicklungin 1/md . . . . . . . . . . ...
2.4 Soft-Collinear Effective Theory fiir massive kollineare Quarkd . . . . . . . . .
.41 Lichtkeeel-Kinematik und Skalierung mit mg . . . . . . . . . . . . ..
.42 Effektive Lagrangedichte in SCET . . . . . . . . . . . .. . ... ...

2.4.3  Effektive Zerfallsstrome in SCETl . . . . . oo oo oo

3.2 _Heavy Quark Expansion fiir den Zerfall B — X.0od . . . . ... . ... ...
3.3 _Berechnung der Zerfallsrate auf Baumgraphennivead .............

27
27
29
30
32
33
36
36
39
43
45

47
48
50
52
53




INHALTSVERZEICHNIS

3.4.1 Die Berechnung der Spuren in D Dimensioned . . . . . ... ... ..

EMW@&W ........

3.5.1  Der Phasenrauml . . . . . . . ..o
3.5.2 Die Berechnung der Schleifenintegrale fiir die virtuellen Korrekturer] .

4 ' 3
M1 Faktorisierung fiir B — X fpd . . . . . . . oo
K12  Ancn/me-Korrekturen zum Baumeraphennivead . . . . . . . .o
4.2.3 gg;glelch mit der lokalgm_Enmmgkhm. ..................
4.2 4  Fffekte der fiibrenden Qhanefunkho ..................

U3 QCD- Strahlung

— V — Vd o oo
IA_D. .I - |

A1 Die Delta-Distribution . . .« oo
“.2 l]‘ls: l l!]{i_lgiiill‘llzl]l‘lg! ] ...............................
3 Stern-Distributionenl . . . . . . . . . ...

IB_Komplexe Analysid
veitere Moglichkeit zur Aufspaltung des vier-Koérper-Phasenraumd . . . . . .
veitere Moglichkeit zur Darstellung des drei-Korper-Phasenraumyg . . . . . .
direkte Parametrisierung des vier-Koérper-Phasenraumd . . . . . . . . . . ..

Herleitung einiger in Abschnitt [Z-2.1] benétigter Ausdriicke
:Mmloneratored ................................

" —

vi



Kapitel 1
Einfiihrung

In der Elementarteilchenphysik werden die fundamentalen Bausteine der Materie und die
Art und Weise, wie diese miteinander wechselwirken, erforscht.

Die moderne Elementarteilchenphysik hat ihren Anfang in der Entdeckung des FElek-
trons durch J.J. Thomson Ende des 19. Jahrhunderts. Kurz darauf erkannte man, dass das
Photon sowohl Wellen- als auch Teilchencharakter hat. Im Laufe des 20. Jahrhunderts wur-
den immer neue ,,Elementarteilchen“ entdeckt, von denen sich manche spéter als aus noch
kleineren Bausteinen zusammengesetzt erwiesen. Dariiber hinaus stellte sich heraus, dass
es auf Elementarteilchenniveau neben der elektromagnetischen Kraft und der Gravitation
noch zwei weitere Wechselwirkungen gibt: die schwache und die starke Kraft.

Eines der Ziele bei der Entwicklung neuer theoretischer Modelle ist es, grofiere wissen-
schaftliche Erkenntnis durch die Vereinheitlichung, die Beschreibung zunéchst sehr verschie-
den erscheinender Phénomene in einem gemeinsamen theoretischen Rahmen, zu erreichen.
In einem theoretischen Modell werden Vorhersagen getroffen, die dann anhand experimen-
teller Beobachtungen iiberpriift werden. Stimmen Theorie und Experiment iiberein, wird
das Modell beibehalten, ist dies nicht der Fall, ist es hiermit falsifiziert und kann verworfen
werden.

Wiéhrend die meisten der im téglichen Leben beobachtbaren physikalischen Phinomene
durch klassische Theorien wie die klassische Mechanik oder die klassische Elektrodynamik
beschrieben werden, muss man bei der Beschreibung sehr kleiner Objekte die Quanten-
mechanik beriicksichtigen. Objekte, die sich sehr schnell bewegen, werden unter Verwendung
der Speziellen Relativititstheorie dargestellt. Dinge, die — wie die fundamentalen Teilchen —
sowohl klein sind als auch sich schnell bewegen, werden im Rahmen einer Quantenfeldtheorie
behandelt [1J.

Die Beschreibung der elektromagnetischen Kraft erfolgt im Rahmen der Quantenelek-
trodynamik (QED). Elektromagnetische und schwache Wechselwirkung sind ins Glashow-
Salam-Weinberg(GSW)-Modell [2, B, 4] eingebettet. Die Beschreibung der starken Kraft
geschieht mittels der Quantenchromodynamik (QCD) [5, 6, [7]. Tabelle [T gibt eine Uber-
sicht dieser drei, im Standardmodell (SM) der Elementarteilchenphysik enthaltenen Kréfte.
AuBlerdem sind die sie vermittelnden Austauschteilchen, die Materieteilchen, auf die sie
wirken und die Eichtheorien, durch die sie beschrieben werden, angegeben. Die auf massive
Teilchen wirkende Gravitation wird durch Einsteins Allgemeine Relativitétstheorie (ART)
beschrieben. Sie kann bisher nicht konsistent in einer Quantenfeldtheorie dargestellt werden.
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Kraft wirkt Austauch- Eichtheorie
auf teilchen (Masse)
stark Quarks Gluon g (0) QCD
elektro- || geladene | Photon v (0)
magn. Leptonen, QED SM
Quarks
Leptonen, | W= (80,4 GeV) GSW
schwach || Quarks Z% (91,2 GeV)

Tabelle 1.1: Die drei durch das Standardmodell beschriebenen fundamentalen Krafte.

1.1 Das Standardmodell der Elementarteilchenphysik

Ein Modell zur Beschreibung der Elementarteilchenphysik, das seit mehr als 30 Jahren
existiert und mit allen bisherigen experimentellen Beobachtungen iibereinstimmt, ist das
Standardmodell der Elementarteilchenphysik. Es umfasst alle Wechselwirkungen aufler der
Gravitation: die elektroschwache Wechselwirkung im Glashow-Salam-Weinberg-Modell und
die starke Wechselwirkung, die im Rahmen der Quantenchromodynamik beschrieben wird.
In diesem Abschnitt werden die Grundziige des Standardmodells vorgestellt. Die Darstellung

folgt 8], [9] und [10].

Symmetriegruppe

Alle fundamentalen Wechselwirkungen werden im Standardmodell aus der Forderung nach
lokaler Eichinvarianz hergeleitet. Das Standardmodell ist eine Eichtheorie, der die Symme-
triegruppe

SU3)e @ SUR)w @ U(L)y (1.1)

zugrunde liegt. Die Eichtransformationen werden von den Gell-Mann-Matrizen T = %)\“
(a =1,...,8), den Pauli-Matrizen I; = %ai(i = 1,2,3) und der schwachen Hyperladung Y
generiert. Die Forderung nach lokaler Eichinvarianz, d.h. Symmetrie unter ortsabhingigen
Eichtransformationen, erzwingt die Existenz je eines masselosen Eichbosons pro Generator.
Die acht Gluonen A sind die Eichbosonen der QCD, deren Symmetriegruppe die SU (3)e
ist. Das Gruppenprodukt SU(2)y @ U(1)y ist die Symmetriegruppe des GSW-Modells, die
zugehérigen Eichbosonen sind W (i = 1,2,3) und B,,.

Im Standardmodell werden die Effekte der elektromagnetischen, der schwachen und der
starken Wechselwirkung in einem gemeinsamen theoretischen Rahmen beschrieben. Die
Darstellung geschieht allerdings nicht durch eine einzige Symmetriegruppe mit nur einer
Kopplungskonstante, wie das bei groen vereinheitlichten Theorien (Grand Unified Theories
(GUT)) der Fall ist, sondern durch ein Gruppenprodukt, wobei jeder Gruppe eine Kopp-
lungskonstante zugeordnet ist. Dariiber hinaus ist noch keine Theorie etabliert worden, die
das Standardmodell und die durch Einsteins Allgemeine Relativitéitstheorie beschriebene
Gravitation auf einheitliche Weise kombiniert.
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1.1.1 Der elektroschwache Sektor

In diesem Abschnitt sollen einige wichtige Aspekte des elektroschwachen Sektors des Stan-
dardmodells, des Glashow-Salam-Weinberg-Modells, ndher beleuchtet werden.

Higgsfeld und spontane Symmetriebrechung

Experimentell findet man massive W- und Z-Bosonen, nur das Photon als Austauschteilchen
der elektromagnetischen Wechselwirkung ist masselos. Massenterme in den Bewegungsglei-
chungen wiirden jedoch die Eichsymmetrien zerstoren. Deshalb fiihrt man die Massen auf
indirekte Weise, iiber den Higgs-Mechanismus [11],[12], ein. Der Higgs-Mechanismus bewirkt
eine spontane Brechung der SU(2)w ® U(1)y-Symmetrie zu einer U(1)-Symmetrie, welche
als Eichgruppe der QED identifiziert wird. Dazu fiihrt man ein weiteres Feld, das skalare

Higgsfeld
ot

ein, das zwei komplexe oder dquivalent vier reelle Komponenten enthélt. Es transformiert
als Dublett unter SU(2)y und trégt die schwache Hyperladung Y = 1. Daher wechselwirkt
es mit den Fichbosonen der elektroschwachen Wechselwirkung und den Fermionen. Das
Higgsfeld nimmt einen von Null verschiedenen Vakuumerwartungswert

@=—s(") (13)

an. Dies fiihrt zur spontanen Brechung der SU(2)y ® U(1)y-Symmetrie. Die Bewegungs-
gleichungen der Eichbosonen und der Fermionen, die an das Higgsfeld koppeln, erhalten
durch dessen Vakuumserwartungswert einen zusétzlichen Term, der diesen Teilchen eine
Masse verleiht.

Das Photonfeld A, und die Eichfelder der schwachen Wechselwirkung Wf und Z, sind
die Massen-FEigenzusténde der Eichboson-Massenmatrix.

_ 1 3 _ Vol o 2
Zy = g2+g,2(gWM — 9By Mz=50\g*+y (1.5)
1
A, = 'W3 + gB,); My=0 (1.6)

VEre

Hierbei ist ¢ die Eichkopplung der SU(2)w, ¢’ die der U(1)y. Das masselose Eichboson A4,
koppelt an den Eichgenerator (), dessen Zusammenhang mit der schwachen Hyperladung
Y und der dritten Komponente des schwachen Isospins durch die Gell-Mann-Nishijima-

Beziehung

Q:g+§ (1.7)
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1 2 3 | L | Y | Q |
Leptonen
Ve, L Vu,L VrL 1/2 -1 0
er, Hr TL —1/2 -1 —1
ER MR TR 0 —2 —1
Quarks
ur, Cr, tL 1/2 1/3 2/3
dL ST, bL —1/2 1/3 —1/3
UR CRr tr 0 4/3 2/3
dr SR br 0 -2/3 | —1/3

Tabelle 1.2: Die drei Fermion-Generationen des Standardmodells.

gegeben ist. () beschreibt die elektrische Ladung eines Teilchens. I3 und Y geben jeweils an,
wie ein Teilchen unter SU(2)w bzw. U(1)y transformiert. Daher sind diese Quantenzahlen
in Tabelle [L2 der Ubersicht iiber die Fermionen, mit angegeben.

Fermionen

Das Standardmodell beinhaltet 12 fundamentale Fermionen. Diese kann man in zwei Grup-
pen unterteilen: die Quarks und die Leptonen. Im Gegensatz zu den Leptonen nehmen die
Quarks an der starken Wechselwirkung teil, da sie eine Farbladung tragen. Die Fermionen
konnen in drei Generationen eingeteilt werden. Sich entsprechende Teilchen in den verschie-
denen Generationen haben die gleichen Quantenzahlen, aber unterschiedliche Massen. Die
Masse der Fermionen nimmt von der ersten zur dritten Generation zu. Auflerdem koénnen
die Fermionen in ihre rechts- und linkshéndigen Anteile zerlegt werden. vz, = %(1 + %)y
kennzeichnet ihre Chiralitdt. Fiir ein masseloses Teilchen ist die Chiralitdt gleich der He-
lizitét, also der Projektion des Spins auf die Bewegungsrichtung des Teilchens, daher die
Bezeichnungen rechtshindig und linkshdndig. Die linkshéndigen Fermionen transformieren
als SU(2)w-Dubletts, wéhrend die rechtshéndigen Fermionen SU(2)y-Singuletts sind. Da-
her koppeln die rechtshéndigen Fermionen nicht an die W-Bosonen. Der geladene schwache
Strom ist somit linkshédndig.

Im Standardmodell gibt es keine rechtshéndigen Neutrinos, da die Neutrinos als masselos
angenommen werden. In den letzten Jahren hat sich erwiesen, dass die Neutrinos doch eine
kleine Masse haben. Entsprechende Erweiterungen des Standardmodells existieren bereits,
sind aber fiir diese Arbeit nicht relevant. Tabelle gibt eine Ubersicht iiber die drei
Fermion-Generationen des Standardmodells und die den einzelnen Fermionen zugeordneten
elektroschwachen Quantenzahlen.
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1.1.2 Quarkmischung und CKM-Matrix

Fermionmassen entstehen durch SU(2)y @ U(1)y-invariante Yukawa-Kopplungen der Fer-
mionen an das Higgs-Dublett.
Die Lagrangedichte enthélt als Massenterm fiir die Leptonen folgenden Ausdruck:

3
Ly = — Y Gap(La®)Rp+h. c. (1.8)

A,B=1

Ve,L Vu,L Vr.L
Rip3 =eRr,ur, TRy Lip3 = © ; " ; ’
2, 2, er i .

die rechts- bzw. linkshdndigen Komponenten der Leptonfelder. G4 ist eine 3 x 3-Matrix,
ihre Elemente beschreiben die Kopplung zwischen einem linkshédndigen Lepton der Gene-
ration A und einem rechtshidndigen Lepton der Generation B. Das Higgs-Dublett hat in
unitdrer Eichung folgende Gestalt:

P — < V%(U(L . > (1.9)

Hiermit ergibt sich in der Lagrangedichte

Dabei sind

1 Gee Geu GeT €R
Ly = —T(U + H)(erji,7n) | Gue Gup Gur pr | + h.oc. (1.10)
2 GTe GT;L GTT TR

Die Matrix G, wird durch eine bi-unitéire Transformation diagonalisiert, d.h. man fiihrt
einen Basiswechsel durch, so dass jedes Lepton durch die Yukawa-Wechselwirkung nur noch
mit sich selbst wechselwirkt. Die kinetischen Terme der Leptonen in der Lagrangedichte
sind invariant unter diesem Basiswechsel. In der schwachen Wechselwirkung sind somit nur
Ubergiinge innerhalb einer Generation, also Leptonzahl-erhaltende Ubergéinge moglich.

Im Gegensatz zu den Leptonen, wo das geladene Lepton massiv, das Lepton-Neutrino hin-
gegen masselos ist, sind sowohl die den oberen als auch die den unteren Eintrigen des
Quark-Dubletts entsprechenden Quarks, die ,,uptype“- und die ,,downtype“-Quarks, mas-
siv. Daher muss neben dem (L) entsprechenden Massenterm fiir die downtype-Quarks auch
ein Massenterm fiir die uptype-Quarks eingefiihrt werden, so dass sich die Massenterme fiir
die Quarks insgesamt aus

Lvur = — Z Gap(La®)RY +1h. c.

AB= (1.11)

—ZG (La®)Ry +h. c.

A,B=1
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ergeben. Dabei sind

d u U c t
Rg72),3 = de SR, bRa R(1,2),3 = UR, CR, lR; L1,2,3 - . ) . ) 5
dL Sy, bL

die rechts- bzw. linkshéndigen Komponenten der Quarkfelder und ® = io»®* das ladungs-
konjugierte Higgs-Dublett. In unitérer Eichung gilt:

b= ( J%(”O* H) ) (1.12)

Die Matrizen G und G’ miissen jeweils durch eine bi-unitdre Transformation diagonalisiert
werden, um die Massen-Eigenzustdnde und Massen-Eigenwerte zu erhalten. Diese — fiir
die uptype- und die downtype-Quarks verschiedenen — Basiswechsel miissen auch in den
kinetischen Termen fiir die Quarks durchgefiihrt werden. Der elektromagnetische Strom
und der neutrale schwache Strom sind invariant unter dieser Transformation, wéahrend im
geladenen schwachen Strom, der durch die W-Bosonen vermittelt wird, die Uberginge
up < dy, cp < sp und t; < b} moglich sind. Hierbei ist der Zusammenhang zwischen
den elektroschwachen FEigenzustinden (d',s',b") der downtype-Quarks und ihren Massen-
FEigenzustinden (d,s,b) durch die Cabibbo-Kobayashi-Maskawa(CKM)-Matriz [13], 4] gege-

ben.

d/ Vud ‘/;LS Vub d
Sl = Vi Ve Vi || s (1.13)
v Via Vis Va b

Sie ist unitir und enthélt vier physikalische Parameter, die sich nicht durch Umdefinitionen
der Quarkfelder absorbieren lassen. Dies sind drei reelle Mischungswinkel und eine Phase.

1.1.3 CP-Verletzung im Standardmodell

Da das Standardmodell eine hermitesche und Lorentz-invariante lokale Quantenfeldtheorie
ist, ist es invariant unter der kombinierten Anwendung der diskreten Symmetrietransfor-
mationen CPT. Dabei ist T der Zeitumkehr-Operator. Unter der Ladungskonjugation C
werden Teilchen und Antiteilchen ausgetauscht. Die Paritdt P, also die Spiegelung am Ur-
sprung des Koordinatensystems, fiihrt ein linkshéndiges in ein rechtshéndiges Teilchen iiber.
Bei gleichzeitiger Ausfithrung beider Operationen CP geht ein linkshéndiges Teilchen in ein
rechtshéndiges Antiteilchen iiber.

1957 stellte sich im Experiment von Wu [15] heraus, dass die schwache Wechselwirkung
P und somit — unter der Annahme von CP-Erhaltung — auch C verletzt. Alle Neutrinos
sind linkshéndig und alle Antineutrinos sind rechtshidndig, man spricht von mazimaler Pa-
ritdtsverletzung. CP-Verletzung wurde erstmals 1964 durch Christenson et al. [16] im Zerfall
K — 777~ beobachtet. Im Gegensatz zur Paritétsverletzung ist die CP-Verletzung ein klei-
ner Effekt. Nach der Entdeckung von Mesonen, die Charm- oder Bottom-Quarks enthalten,
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Abbildung 1.1: Der d — t W-Vertex und der entsprechende CP-konjugierte Vertex.

und der Entwicklung des Standardmodells mit seinen drei Fermion-Generationen war klar,
dass CP-Verletzung prinzipiell auch im D-System und im B-System existieren miisste. Im
B-System konnte sie erst 2001 durch Messungen an den asymmetrischen B-Fabriken BABAR
und Belle etabliert werden [17, [18]. Die vom Standardmodell als sehr gering vorausgesagte
CP-Verletzung im D-System ist bis heute unbeobachtet. Mit CP muss auch T verletzt sein,
damit CPT erhalten bleibt.

Im Standardmodell wird CP-Verletzung durch die Phase in der CKM-Matrix beschrieben.
Abbildung [Tl zeigt den d — ¢t W-Vertex und den entsprechenden CP-konjugierten Vertex.

Der entscheidende Punkt hierbei ist, dass diese Prozesse durch die Ersetzung Vi4 < Vi
miteinander verkniipft sind. V4 ist komplex, es enthélt eine Phase, die nicht durch Um-
definitionen der Quarkfelder verschwindet. Wére V4 reell, so wiirde Vi = V) gelten. Das
CP-konjugierte System wiirde sich dann exakt gleich wie das urspriingliche System verhal-
ten.

1.1.4 CKM-Matrix und Unitaritatsdreieck

Die Phasenstruktur der in (LI3) definierten CKM-Matrix ist nicht eindeutig. Entsprechend
sind verschiedene Parametrisierungen dieser Matrix moglich.
In Standard-Parametrisierung nimmt die CKM-Matrix folgende Form an [19)
—1d13
C12€13 S12€13 S13€
_ ) 1)
Vokm = | —S12023 — c12523€"'%  C1ao3 — S12823813€""% Sa3C13 (1.14)
s s
S128923 — C12523513€"""%  —C12823 — S12C23813€"°"* Ca3C13

mit ¢;; = cosd;; und s;; = sinf,;. An dieser Darstellung kann man sehr gut die drei Winkel
und die komplexe Phase erkennen.

Wenn man einen neuen Satz von Parametern A\, A, p, n einfiihrt, die mit den Parametern
der Standard-Parametrisierung iiber

S12 = A= 0,222, So3 1= 14)\27 813671’613 = A/\g(p + 277) (115)
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Abbildung 1.2: Das Unitaritétsdreieck.

zusammenhédngen, und im kleinen Parameter A entwickelt, gelangt man zur Wolfenstein-
Parametrisierung [20]:

1—2A2 A AX3(p —in)
Vexkm = -A — i) AN? + 0O\ (1.16)
AN (1 —p—in) —AN 1

An dieser Darstellung erkennt man sehr gut die Groflenverhéltnisse der einzelnen Eintriage
zueinander, dadurch ist sie fiir phdnomenologische Betrachtungen sehr niitzlich. Ist eine
groflere Genauigkeit notig, kann man zu héherer Ordnung in A entwickeln und kommt so
zur verallgemeinerten Wolfenstein- Parametrisierung [21].

Aus der Unitaritdt der CKM-Matrix folgen 12 Relationen, von denen die folgende, bei
der alle Summanden von O(A?) sind, fiir uns von Interesse ist:

VadViy + VeaViy + ViaVis = 0. (1.17)

Diese Gleichung lasst sich in der komplexen Ebene als ein Dreieck, das sogenannte Uni-
taritditsdreieck darstellen. Die Winkel g und v des in Abbildung gezeigten Unita-
ritdtdreiecks entsprechen in der Wolfenstein-Parametrisierung gerade den komplexen Pha-
sen in Vi, und Vi

|Vaud| |Vas | |Vub|eii’y
Voow= | WVl WVl IVl . (1.18)
[Viale™  [Vis| [Vl
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Abbildung 1.3: Fit fiir das Unitaritétsdreieck in der (p, 77)-Ebene.

und die Spitze des Unitaritatsdreiecks ist bei (p, 7). Bei Verwendung der verallgemeinerten
Wolfenstein-Parametrisierung liegt die Spitze des Unitarititsdreiecks anstelle bei (p, 1) bei
(p, 7) mit p = p(1 — A?/2) und 77 = n(1 — A\?*/2). Abbildung [[3 zeigt einen Fit des Uni-
taritdtsdreiecks aus unabhéngig gemessenen Ergebnissen fiir die einzelnen CKM-Elemente
[22]. Der von [23] unter Verwendung einer anderen Wahrscheinlichkeitsdefinition durch-
gefithrte Fit liefert dhnliche Ergebnisse als der hier gezeigte. Die aus den Messungen der
einzelnen Parameter erlaubten Bereiche fiir die Spitze des Unitaritéitsdreiecks sind in
in verschiedenen Farben eingezeichnet. Aus allen Messungen gemeinsam ergibt sich ein
erlaubter Bereich fiir die Spitze des Unitaritdtsdreiecks. Dies bestétigt das Standardmo-
dell im Rahmen der bisher erreichten experimentellen und theoretischen Genauigkeit. Eine
Erhohung der Prézision liefert einen Test der Unitaritdt der CKM-Matrix und somit des
Quark-Flavour-Sektors des Standardmodells.

1.1.5 Quantenchromodynamik

Das Standardmodell beinhaltet neben der elektroschwachen auch die starke Wechselwir-
kung, die durch die Quantenchromodynamik (QCD) beschrieben wird. Die starke Wechsel-
wirkung ist verantwortlich fiir die Bindung der Quarks zu Nukleonen und die Bindung der
Nukleonen zu Atomkernen. Die Symmetriegruppe der QCD ist die

SU(3)c. (1.19)




KAPITEL 1 EINFUHRUNG

Jedes Quark tragt eine von drei Farbladungen. Quarks transformieren daher als Tripletts
unter SU(3)¢:
q
g=1| ¢ |, gq=wu,d,s,cb,t. (1.20)
a3

Leptonen nehmen nicht an der starken Wechselwirkung teil, da sie keine Farbladung tragen.
Die SU(3)-Gruppe hat acht Generatoren T = %)\“, a = 1,...,8. Die acht Gluonen Aj, sind
die masselosen Eichbosonen der QCD. Sie treten in der kovarianten Ableitung

D, =0, —igsA, = 0, —1g,T* A}, (1.21)

auf. g, ist die Kopplungskonstante der starken Wechselwirkung. Der gluonische Feldstérke-
Tensor ist definiert als
G, = 0uAy — 0,A5 + gs fPC AP AC (1.22)

ptvs
wobei fe¢ die Strukturkonstanten der SU(3) sind. Es gilt

[T%, T = T°T" — T°T* = i f**T°. (1.23)

Dariiber hinaus ist die Feldstérke als Produkt aus den einzelnen Feldstérken G, und den
Generatoren T

G = G2, T°

= @LAV - al/AM - igs [Alia AV} (124)

— L[p*, D).
gs

definiert. Uber alle wiederholten Indizes wird jeweils summiert. Die Lagrangedichte der
QCD ist

.cQCD_—ZG;,,GW + > q(ip—my) (1.25)
q=u,d,...

Hier wurde aulerdem die Abkiirzung X = v*X,, eingefiihrt.

Der in der Feldstirke Af quadratische Term im Feldstérke-Tensor (L22)), der in der
SU (3) als nicht-abelsche Eichgruppe notwendig ist, um den Feldstérke-Tensor eichinvariant
zu machen, sorgt dafiir, dass die QCD-Lagrangedichte auch Kopplungen von drei und vier
Eichfeldern enthalt.

1.1.6 Renormierung

Beim Berechnen von Vorhersagen mittels einer Quantenfeldtheorie ist es von zentraler Be-
deutung, dass diese renormierbar ist. In diesem Abschnitt wird Renormierung eingefiihrt.
Es wird erldutert, wie mit divergenten Ausdriicken in storungstheoretischen Rechnungen
umgegangen wird. Wo die Verwendung expliziter Formeln notwendig erscheint, wird QCD
als Beispiel verwendet. In den folgenden beiden Abschnitten schliesst sich eine detaillierte

10
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Betrachtung einiger Aspekte an, die sich aus der Renormierung ergeben und die fiir diese
Arbeit von Bedeutung sind. Die in diesem und den folgenden beiden Abschnitten darge-
stellten Informationen zum Thema Renormierung stammen aus [8], [10], [24], [25] und [26].

Wir berechnen physikalische Groflen in einer Stirungstheorie als Reihenentwicklung in
a, das mit der starken Kopplungskonstanten g, iiber

_ 9

- (1.26)

A

zusammenhingt. Ubergangsamplituden werden in der Stoérungstheorie durch Feynman-
Diagramme beschrieben. Die Feynman-Regeln, mittels derer diese Diagramme berechnet
werden, lassen sich direkt aus der Lagrangedichte herleiten. Wir verwenden fiir unsere Be-
rechnungen die Feynman-Regeln der QCD wie sie in [8] dargestellt sind.

In fithrender Ordnung der Stérungstheorie ergeben sich Ubergangsamplituden aus Feyn-
man-Diagrammen, bei denen die Impulse aller Teilchen durch Anfangs- und Endzustand
festgelegt sind. Aufgrund der einfachen Struktur der Diagramme spricht man hier vom
Baumgraphenniveau.

Bei der Berechnung von Quantenkorrekturen treten Schleifendiagramme auf, bei denen
man iiber den Impuls interner Teilchen, der durch Anfangs- und Endzustand nicht festgelegt
ist, integrieren muss. Schleifendiagramme sind im Allgemeinen ultraviolett(UV)-divergent,
d.h. sie enthalten Divergenzen, die von sehr groflen Impulsen im Schleifenintegral verursacht
werden.

Die Theorie wird regularisiert, d.h. das UV-Verhalten wird durch Einfithrung eines zusétz-
lichen Parameters, des Regulators, modifiziert, so dass divergente Integrale in Abhéingigkeit
vom Regulator zunéchst endlich werden. Zur Regularisierung der Feynman-Diagramme ver-
wenden wir Dimensionale Reqularisierung. Die Diagramme werden in D = 4 — 2¢ Raum-
Zeit-Dimensionen berechnet. Fiir ¢ > 0 erhalten wir endliche Ergebnisse fiir die Integrale.
UV-Divergenzen erscheinen im Grenziibergang ¢ — 0 als 1/e-Pole. Mit Dimensionaler Re-
gularisierung ist es moglich, auch infrarot(IR)-Divergenzen, also Divergenzen aufgrund von
sehr kleinen Impulsen, zu regularisieren.

Als zweiter Schritt erfolgt nun die Renormierung durch eine Neudefinition der Felder,
der Massen und der Kopplungskonstanten. Die Groflen, die urspriinglich in der Lagran-
gedichte auftauchen, sind nicht die physikalisch messbaren Grofien, sondern nackte, d.h.
unbeobachtbare und formal divergente Parameter, die mit den renormierten Groflen zu-
sammenhingen. Das storungstheoretische Ergebnis fiir die physikalischen Observablen ist
dann endlich und wird durch die renormierten Groflen ausgedriickt. Theorien, in denen alle
auftretenden Divergenzen in allen Ordnungen der Storungstheorie in einer endlichen Anzahl
von Parametern vollsténdig absorbiert werden kénnen, nennt man renormaierbar.

Wir fithren eine multiplikative Renormierung durch, d.h. wir &ndern die Lagrangedichte
durch Multiplikation der Felder und Parameter mit den Renormierungskonstanten, fithren
aber keine neuen Terme ein. Fiir den Zusammenhang der nackten mit den renormierten

11
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Groflen gilt:

AZ,O =\/Z3 AZ,
9 =\ 224, (1.27)

gs0 = Zg Gs,
Mg = Lm Mg = My + IMy.

Hierbei bezeichnet der Index 0 jeweils die nackte Grofe.

Die Feldstirkerenormierung Z, ist in einer wechselwirkenden Theorie die Wahrscheinlich-
keit dafiir, dass das Quantenfeld einen Ein-Teilchen-Eigenzustand der Wechselwirkungs-
Hamiltondichte aus dem Vakuum erzeugt:

(Q¥(0) |p, o) = v/ Z2 u(p,0). (1.28)
Fiir die Renormierungskonstanten gilt jeweils
Zi=14+6Z; =1+ 0(as) + O(a?) +--- . (1.29)

Auf Einschleifen-Niveau ist §7; von O(as). Wir setzen nun in die urspriingliche Lagran-
gedichte (23] die nackten Grofen in Abhéngigkeit (L27) von den renormierten GroBen
und den Renormierungskonstanten ein. Dies ldsst sich darstellen als Summe aus der ur-
spriinglichen Lagrangedichte, die nun jedoch von den renormierten Groéfien abhéngt, und der
Counterterm-Lagrangedichte, die die  Z; enthélt. Wenn wir aus dieser Summe die Feynman-
Regeln der QCD herleiten, erhalten wir einerseits die ,alten“ Feynman-Regeln mit den
renormierten Parametern, und zum anderen ,neue Feynman-Regeln fiir die Counterterm-
Vertices. Man bestimmt die 67;, indem man die Vertexfunktionen in Abhéngigkeit von
den renormierten Feldern zur Ordnung a, berechnet und dabei auch die Counterterme
beriicksichtigt. Die § Z; folgen nun aus der Bedingung, dass die Vertexfunktionen UV-endlich
sind. Dies legt die divergenten Anteile der 07; fest, nicht jedoch die endlichen Anteile, die
in verschiedenen Renormierungsschemata unterschiedlich aussehen konnen.

1.1.7 Laufende Kopplung in der QCD

Bei der Behandlung divergenter Diagramme z.B. mittels Dimensionaler Regularisierung tritt
die Renormierungsskala j als neuer Parameter auf. Sie hat die Dimension einer Masse und
sorgt dafiir, dass Ausdriicke beim Ubergang zu D Dimensionen die korrekte Massendimen-
sion behalten. Insbesondere ergibt sich fiir die Integration iiber den Schleifenimpuls beim

Ubergang zu D Dimensionen
d*k o dPk
= [ @ (30

2,7E
~ e
2= g (1.31)

Hierbei ist

12
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so definiert, dass das MS-Renormierungsschema gerade der minimalen Subtraktion von
1/e-Polen entspricht.

Die Renormierungsgruppengleichungen, die die Abhéngigkeit renormierter Groéflen von
der Renormierungsskala beschreiben, sind von zentraler Bedeutung bei der Behandlung
storungstheoretischer QCD-Effekte. Man erhélt sie aus (L21) unter Verwendung der Tat-
sache, dass nackte Grofien nicht von der Renormierungsskala abhéingen.

Die Renormierungsgruppengleichung fiir die starke Kopplungskonstante lautet

d d 1 1 d
p— — s — — s _— S — S — — 9 1. 2
0 udﬂg 0 —udﬂ (Zg(1)gs(1t) = Zgg (gsﬁ(g )+ Zg“du29> (1.32)

beschreibt, wie sich die starke Kopplungskonstante in Abhéngigkeit von der Renormierungs-
skala dndert. Aus (L32)) folgt

(1.33)

1 d

B(gs) = _987#@29' (1.34)
g

Die -Funktion kann zu jeder Ordnung in der Storungstheorie aus ((L34]) berechnet werden.
Auf Einschleifenniveau erhélt man

3

_ 9s
B(gs) = —Pogs 5 (1.35)

mit 1 5
= —N,— —ny. 1.36

Hierbei ist N, die Anzahl der Farben und n; die Anzahl der an der Skala o aktiven Quark-
Flavours, d.h. die Anzahl der Quarks, deren Masse kleiner als die Renormierungsskala s ist.
Als -Funktion fiir vy (L20]) ergibt sich auf Einschleifenniveau

2

d Q
s = —20F,—=. 1.37
'udua ﬁ047r ( )

Die Losung dieser Differentialgleichung lautet

(1) = ——2alo) (1.38)

1+ —%4(:0)50 In (/’j—g) '

Hierbei ist po eine Referenzskala, z.B. diejenige, bei der o, aus experimentellen Messungen
bekannt ist. Den Wert fiir a; an der Skala p erhélt man mit (L38]) aus dem bekannten Wert
fiir ay an einer Skala pg. Dabei ist zu beachten, ob an beiden Skalen die gleiche Anzahl
nyg an Quark-Flavours aktiv ist. Ist das nicht der Fall, so gewinnt man o, (p) aus as(fo)
durch mehrmaliges Benutzen von ([L38]) mit verschiedenem, von ny abhéngigem (. Da die

13
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Abbildung 1.4: Die laufende Kopplung «; in Abhéngigkeit von der Energieskala p [19].

Kopplung a, an verschiedenen Skalen verschiedene Werte annimmt, spricht man von der
laufenden Kopplung.

Eine Besonderheit nicht-abelscher Eichtheorien und damit auch der QCD ist, dass [
positiv und somit die [-Funktion negativ ist. Dies bedeutet, dass a, mit zunehmender
Energie abnimmt, es gilt

lim a(p) = 0. (1.39)

—00

Fiir groe Energieiibertrége — was kleinen Abstédnden entspricht — geht die Kopplungskon-
stante der starken Wechselwirkung logarithmisch gegen Null, die Quarks und Gluonen in
den Hadronen verhalten sich im Grenzfall © — oo wie freie Teilchen. Diese Eigenschaft
nennt man Asymptotische Freiheit. Die asymptotische Freiheit ermdoglicht es, bei kleinen
Abstédnden die Quarks und Gluonen als freie Teilchen in Stérungstheorie zu behandeln. Der
Nobelpreis 2004 wurde fiir die Entdeckung der asymptotischen Freiheit [5] [6] in der Theorie
der starken Wechselwirkung vergeben.

Andererseits nimmt die Kopplungskonstante der starken Wechselwirkung bei abnehmen-
dem Energietibertrag, also zunehmendem Abstand, zu. An der Skala Agcp wird die Kopp-
lungskonstante divergent. Aus experimentellen Messungen folgt Aqep ~ 300 MeV. Die
QCD-Storungstheorie bricht aber bereits bei hoheren Energien zusammen; sie gilt nur, wenn
a deutlich kleiner als 1 ist. Dies ist typischerweise fiir Energien, die grofler als 1 — 2 GeV
sind, erfiillt. Aus der Bedingung, dass die Kopplungskonstante fiir ;1 = Aqcp divergent

14
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Abbildung 1.5: Die Quark-Selbstenergie auf Einschleifenniveau.

wird, erhélt man auf Einschleifenniveau die alternative Parametrisierung

o) = —F—
o ()

Abbildung[[Alillustriert wie gut das auf Zweischleifenniveau mit dem Anfangswert o (My)
theoretisch berechnete logarithmische Abfallen der laufenden Kopplung a mit den expe-
rimentell gemessenen Werten {ibereinstimmt und zeigt die im Grenzfall hoher Energien
auftretende asymptotische Freiheit.

Quarks und Gluonen treten nur als gebundene Zustédnde in den Hadronen und nicht als
freie Teilchen auf. Diese Figenschaft bezeichnet man als Confinement. In der Praxis bedeutet
dies, dass jede Observable mit hadronischen Unsicherheiten behaftet ist.

(1.40)

1.1.8 Massen- und Feldstarkerenormierung im Polschema

In diesem Abschnitt werden Ausdriicke fiir die Massen- und Feldstédrkerenormierung im
Polschema hergeleitet, die im weiteren Verlauf dieser Arbeit Verwendung finden. Dariiber
hinaus wird am Beispiel der Masse auf die Abhéngigkeit der renormierten Groflen vom
verwendeten Renormierungsschema eingegangen.

Propagatoren sind als das Inverse einer Zwei-Teilchen-Vertexfunktion definiert. Mit der
renormierten Zwei-Teilchen-Vertexfunktion

~

I'(=p, p) =i(p — my) —iX(p) + 16 Zy (p — my) — idmy, (1.41)

ergibt sich auf Einschleifenniveau fiir den renormierten Quark-Propagator

A R 1 i
G(p) = = (I'(=p, = . 1.42
9 ( (=p p)) (p—mg)(1+6Zy) — X(p) — dm, (1.42)
Hierbei ist 3(p) die Selbstenergie des Quarks, die geméf
%(p) = pEv(p®) + my Xs(p?) (1.43)

zerlegt werden kann. Abbildung zeigt das die Selbstenergie des Quarks auf Einschlei-
fenniveau beschreibende Feynmandiagramm. Fiir ¥y (p?) und Yg(p?) erhélt man durch Be-
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rechnen des Selbstenergie-Diagramms in Dimensionaler Regularisierung und Entwickeln des
Ausdrucks fir D — 4

Cras(p 1 m? mi p2 m2
Zv(pQ)—%U{—E—%+< —p—f)ln(l—ﬁ + In u_; —1

q
(1.44)
C s 2 2 m2
Bs(p?) = " Fa l (—2"— > <1—%>—4ln(u—§>+6].
q
Fiir p? = mg ergibt sich
2
Zv(mz)zCFO[—SQu> —l—i-ln i -2
' im ¢ w (1.45)
2 Cras(p) [4 mg .

Im Polschema bestimmt man die Renormierungskonstanten so, dass m, die physikalische
Masse des Quarks ist. Dies bedeutet, dass der Quark-Propagator (LZ2)) einen Pol fiir p? =
mg bzw. p = m, hat. Das Residuum des Quark-Propagators (L.42) am Pol soll i sein, was
bedeutet, dass der Propagator sich gemaf

G(p) = +ag + a1 (p —mg) + O((p — my)°) (1.46)

i
p—myg
in eine Laurentreihe entwickeln ldsst, und der fithrende Term dabei den Propagator auf
Baumgraphenniveau reproduziert. Die Massenrenormierung ém, bestimmt man aus der
Bedingung, dass der Propagator fiir p = m, einen Pol hat zu

ity = —S(my) = —my (Sy(m?) + Ss(m?)) = —3quFZ‘—;<“) (% I (j-f) + %) .

(1.47)
Die physikalische Masse m, bezeichnet man auch als Pol-Masse. Aus der Bedingung, dass
das Residuum des Propagators am Pol 7 sein soll, ergibt sich

57, = [%(f)L . (1.43)

fiir die Feldstérkerenormierung. Hieraus erhélt man

o2a(m) = Svm) + 22 | (Sr(7) 4 56%)| (119

p*=mg
in Abhéngigkeit von Yy und Xg.

Wie in Abschnitt [LT.6] bereits erwiahnt, unterscheiden sich die Renormierungskonstanten
in verschiedenen Renormierungsschemata um endliche Anteile voneinander. Im M .S-Schema
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enthalten die Renormierungskonstanten nur die 1/e-Terme. So wiirde die Massenrenormie-
rung nur aus dem divergenten Anteil in (L4T) bestehen. Der Zusammenhang zwischen der
Polmasse und der M S-Masse ist folglich gegeben durch

my(p) = my {1 + CFZ—;(“) (3 In 7;_22 — 4) + O(o@)] . (1.50)

In Abschnitt werden wir neben Pol- und M S-Masse auch die Masse im Potential-
Subtracted(PS)-Schema verwenden, fiir deren Zusammenhang mit der Polmasse

CFO‘S(,“)

my>(y) = mg — pr+0(al) (1.51)

gilt [27]. Hierbei wird fiir die Faktorisierungsskala pf ~ 1 GeV eingesetzt.

1.2 Aufgabenstellung und Motivation

1.2.1 B-Mesonen

Als Meson bezeichnet man einen gebundenen Quark-Antiquark-Zustand. Bei einem B-
Meson ist einer der Bestandteile ein b-Antiquark, der andere ein leichtes Quark. Unter dem
Begriff B-Meson |B) sind das neutrale |B%) = |bd) und das positiv geladene |B*) = |bu)
zusammengefasst. Die entsprechenden Anti-B-Mesonen |B) sind das neutrale |B°) = |bd)
und das negativ geladene |B~) = |bu). Die schwereren B,- und B.-Mesonen bestehen aus
einem b-Antiquark und einem Strange- oder Charm-Quark. Weite Teile dieses sowie der
beiden folgenden Abschnitte verwenden Informationen aus [19].

1.2.2 B-Physik im Experiment

In der Vergangenheit wurde interessante B-Physik bei CLEO und ARGUS betrieben, die
auf den T-Resonanzen an symmetrischen Elektron-Positron-Collidern arbeiteten. Als einer
der Hohepunkte ist hier die Entdeckung der B® — B°-Mischung bei ARGUS [28] zu nennen.
Auflerdem gab es B-Physik-Experimente am Elektron-Positron-Beschleuniger LEP und an
den Speicherringen PETRA und PEP.

Zur Zeit werden Prézisionsuntersuchungen der Zerfille von B-Mesonen an den asym-
metrischen B-Fabriken durchgefiihrt. Dies sind der KEKB-Speicherring mit dem Belle-
Experiment am KEK in Japan sowie der PEP-II-Speicherring mit dem BABAR-Experiment
am Stanford Linear Accelerator Center (SLAC) in Kalifornien. Bei den B-Fabriken han-
delt es sich um Elektron-Positron-Collider mit einer Schwerpunktsenergie, die der Masse
der T (45)-Resonanz entspricht [29, B0, 31]. Die Elektronen und Positronen werden jeweils
durch einen Linearbeschleuniger in den Speicherring injiziert. Die T (45)-Resonanz zerfillt
zu annihernd gleichen Teilen in BYB°- und Bt B~-Paare, die sich im Schwerpunktssystem
der e~eT-Kollision beinahe in Ruhe befinden. Bei auf der Y(4S)-Resonanz arbeitenden
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Elektron-Positron-Collidern reicht die Schwerpunktsenergie nicht aus zur Erzeugung der
schwereren B,- und B.-Mesonen.

Die B-Fabriken sind asymmetrisch aufgebaut: Der Elektronstrahl hat eine deutlich groéfe-
re Energie als der Positronstrahl. PEP-II arbeitet mit Elektronen von 9 GeV und Positronen
von 3,1 GeV, KEKB mit Elektronen von 8 GeV und Positronen von 3,5 GeV. Daher werden
die B-Mesonen nicht in Ruhe erzeugt, sondern bewegen sich im Laborsystem mit gy = 0,56
bei PEP-II und gy = 0,43 bei KEKB vom Wechselwirkungspunkt fort. Hierdurch wird es
moglich, die Zerfallslangen der B-Mesonen zu messen und daraus auf ihre Zerfallszeiten zu
schliefen. Dies ist eine wichtige Voraussetzung fiir die Messung der zeitabhéngigen C'P-
Asymmetrien im B°-System, wofiir die B-Fabriken speziell konstruiert wurden. Aufgrund
der enormen Datenmenge und der guten Detektorperformance wurden diese Messungen
zu einem groflen Erfolg der B-Fabriken. AuBlerdem wird an den B-Fabriken eine Vielzahl
weiterer, sehr erfolgreicher Messungen von semileptonischen und hadronischen, inklusiven
wie exklusiven Zerfillen durchgefiihrt. Dies bietet einerseits die Moglichkeit, den gleichen
SM-Parameter aus verschiedenen Zerfillen zu extrahieren. Andererseits werden verschie-
dene SM-Parameter gemessen, durch deren Kenntnis das Unitaritéitsdreieck iiberbestimmt
und so die Unitaritdt der CKM-Matrix (sieche Abschnitt [LT.4]) getestet wird. Beides dient
als Test des Standardmodells.

B-Physik wird auch am Proton-Antiproton-Collider Tevatron am Fermilab betrieben.
Einer der gréfiten Erfolge in letzter Zeit war hier die Entdeckung der BY — B%-Mischung im
vergangenen Jahr [32] [33].

In Zukunft wird B-Physik am Proton-Proton-Collider LHC am CERN untersucht werden.
Das Experiment LHCb wurde eigens fiir diesen Zweck konstruiert. Die Experimente ATLAS
und CMS wurden vor allem fiir die Suche nach dem Higgs-Boson und nach Physik jenseits
des Standardmodells konzipiert. In beschrénktem Umfang wird an ihnen jedoch auch B-
Physik moglich sein.

Es existieren Plane zum Ausbau des KEKB-Speicherrings zu ,,Super-KEKB®“ mit einer
sehr hohen Luminositdt und einem verbesserten ,,Super-Belle“-Detektor. Ob diese Pléane
umgesetzt werden, ist jedoch zum jetzigen Zeitpunkt nicht klar. Teile dieses Abschnitts iiber
die verschiedenen Experimente, an denen B-Physik betrieben wird, folgen der Darstellung

in [34].

1.2.3 Semileptonische B-Zerfdlle und die Bestimmung von V., und
Vub

Semileptonische B-Zerfille werden durch die Quark-Ubergéinge b — ¢/, und b — ulw, ver-
mittelt. Der dominante Zerfallskanal ist dabei b — cfvy, der proportional zum CKM-Element
Vi ist, wahrend b — ulp, durch das kleine CKM-Element V,; unterdriickt ist.

Die Léange der Seite des Unitaritidtsdreiecks, die gegeniiber dem aus der Messung der
zeitabhiingigen CP-Asymetrie im goldenen Kanal B — J/¢ K sehr genau bekannten Win-
kel 3 liegt, ist proportional zum Verhéltnis |V,s|/|Vi|. Der Uberlapp der erlaubten Bereiche
fir die Seitenldnge und den Winkel beim Fit des Unitaritdtsdreiecks (siche Abbildung [[3))
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ist ein direkter Weg, die Unitaritdt der CKM-Matrix zu testen. Da man hierbei durch
Baumdiagramme beschriebene Prozesse (b — wu, b — ¢) mit einem Schleifen-induzierten
Prozess (B” — B°-Mischung) vergleicht, ist dieser Vergleich sensitiv auf mogliche Beitrige
neuer Physik. Daher ist neben der Messung von C'P-Asymmetrien eine genaue Bestim-
mung der Betrage der CKM-Matrixelemente V,;, und V., von zentraler Bedeutung, um den
CKM-Sektor des Standardmodells zu testen.

Semileptonische B-Zerfille eignen sich ausgezeichnet zur Bestimmung von |V,,| und |V,
weil aufgrund des leptonischen Anteils im Endzustand deutlich weniger hadronische Ef-
fekte als bei hadronischen Zerfiillen zu beachten sind. Die Quark-Ubergiinge b — ¢/, und
b — ulv, bieten die Moglichkeit, diese beiden CKM-Matrixelemente sowohl aus inklusi-
ven als auch aus exklusiven Zerfillen zu bestimmen. Zur Bestimmung von |V, ¢ = (u,c)
aus inklusiven und exklusiven Zerfillen werden unabhéngige theoretische wie experimentelle
Methoden verwendet, so dass die Ubereinstimmung der auf beide Arten erzielten Ergebnisse
eine wichtige Gegenprobe der zugrunde liegenden Theorien und der verwendeten Methoden
ist.

Bei einem inklusiven Zerfall wird iiber alle Endzustdnde summiert, die eine bestimmte
Quarksorte ¢ enthalten. Inklusive semileptonische B-Zerfille sind B — X 7, und B — Xufl?g

Die theoretische Behandlung inklusiver Zerfélle im Vergleich zu exklusiven Zerfallen wird
dadurch vereinfacht, dass bei einem inklusiven Zerfall die Details der Quarkbindung in den
Hadronen im Endzustand eine untergeordnete Rolle spielen. Experimentell ist die Mes-
sung aller moglichen Endzusténde, die eine bestimmte Quarksorte ¢ enthalten, eine grofie
Herausforderung.

Die Messung inklusiver semileptonischer B-Zerfille an den asymmetrischen B-Fabriken
BABAR und Belle geschieht aus Y(4S) — BB-Ereignissen, bei denen der hadronische Zer-
fall eines der B-Mesonen (B,g) vollkommen rekonstruiert wird. Der semileptonische Zerfall
des anderen B-Mesons (Bgigna1) wWird durch die Messung eines geladenen Leptons (Elektrons
oder Myons) identifiziert. Die Rekonstruktion des hadronischen Systems X erfolgt durch
geladene Spuren und Energie-Depositionen im Kalorimeter, die nicht dem anderen B-Meson
(Biag) oder dem geladenen Lepton zugeordnet werden kénnen. Der Viererimpuls des Neu-
trinos wird aus dem fehlendem Viererimpuls abgeschétzt. Er ist ein wichtiger Indikator
fiir die Qualitdt der Rekonstruktion des hadronischen Systems X. Die Masse des hadroni-
schen Systems My wird aus einem kinematischen Fit bestimmt, der Viererimpulserhaltung,
Gleichheit der Massen der beiden B-Mesonen und masselose Neutrinos voraussetzt [35], 36].

Die der Beschreibung von inklusiven wie exklusiven semileptonischen B-Zerféllen zugrun-
de liegende Theorie verwendet die Tatsache, dass die Masse m;, des b-Quarks deutlich gréfler
ist als die Skala Aqcp, die niederenergetische hadronische Physik bestimmt. Eine systemati-
sche Entwicklung in Potenzen von Aqcp/my, bildet die Grundlage fiir Prézisionsrechnungen,
wobei Methoden effektiver Feldtheorien verwendet werden, um nichtstorungstheoretische
von storungstheoretischen Beitrigen zu trennen. Zusétzlich muss die Abstrahlung von Gluo-

'Wir werden im Folgenden von ,,dem inklusiven semileptonischen Zerfall B — X .{,“ sprechen, auch wenn
es sich dabei um eine Summe tiber alle semileptonischen Zerfille, die im Endzustand ein Charm-Quark
enthalten, handelt. Dies rechtfertigt auch die Bezeichnung ,die inklusiven semileptonischen Zerf#lle
B — X li“, die zuweilen in der Literatur verwendet wird.
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nen beriicksichtigt werden, die hohere Ordnungen in der Stérungsreihe in der starken Kopp-
lungskonstanten «; induziert.
Aus inklusiven und exklusiven semileptonischen Zerfillen ergibt sich fiir den Betrag von

Ve [19]

V| = (41,74£0,7) x 107*  (inklusiv), (1.52)
Vi) = (40,94 1,8) x 107 (exklusiv). (1.53)

Fiir den Betrag von V,,;, ergibt sich [19]

Vs = (4,40 £ 0,20 £ 0,27) x 107*  (inklusiv), (1.54)
V| = (3,8410:59) x 107 (exklusiv). (1.55)

Die erste angegebene Unsicherheit fiir das aus inklusiven Zerfillen bestimmte |V, ist experi-
mentell, wihrend der zweite Wert sowohl theoretische Unsicherheiten als auch die Unsicher-
heiten der Parameter enthilt. Die grofite Unsicherheit kommt dabei aus der Unsicherheit
von my. Seit der Veroffentlichung der hier angegebenen Werte fiir |V,| und |V, in [19] hat
sich insbesondere die Unsicherheit der Bestimmung von |V,;| aus dem exklusiven Zerfall
B — mly, verringert, so dass zur Zeit aus inklusiven und exklusiven semileptonischen Zer-
fallskanilen bestimmte Werte fiir |V,,;| mit ungefihr gleich groBen Unsicherheiten behaftet
sind. Derzeit aktuelle Zahlenwerte finden sich in [37]. Der inklusive semileptonische Zerfall
B — X, liefert prizisere Werte fiir |Vs| als entsprechende exklusive Zerfallskanéle. Bei
der Bestimmung der CKM-Matrixelemente aus exklusiven Zerféllen kommen die gréfiten
Unsicherheiten aus der ungenauen Kenntnis des Formfaktors. Hier werden in den néchsten
Jahren weitere Fortschritte erwartet, insbesondere was die Berechung des Formfaktors mit-
tels nichtstorungstheoeretischer Methoden wie Lichtkegel-Summenregeln und Gitter-QCD
angeht.

1.2.4 Die Bestimmung von V_, aus B — X 0,

Wie oben erwéhnt, resultiert die genaueste Bestimmung von |V,;| derzeit aus dem inklusi-
ven semileptonischen Zerfall B — X.(i,. Mittels der , Heavy Quark Expansion® (HQE) ist
es moglich, die differentielle Zerfallsrate in Potenzen von Agep/my zu entwickehﬂ. Hier-
bei treten nichtstorungstheoretische Parameter auf, die durch hadronische Matrixelemen-
te von lokalen Operatoren definiert sind. Im Experiment werden Messungen der totalen
Zerfallsrate, der Momente des Leptonenergiespektrums und der Momente des Spektrums
der hadronisch invarianten Masse durchgefiihrt. Die Bestimmung von |V|, den schweren
Quarkmassen m;, und m, sowie den nichtstorungstheoretischen Parametern erfolgt aus dem
Vergleich dieser experimentellen Messungen mit der HQE als theoretische Grundlage. In
[38, 39, 40] werden diese GroBen mittels eines Fits an die bei verschiedenen Experimenten

?Das Charm-Quark wird hier wie das b-Quark als schweres Quark behandelt. Daher wird im Verhiltnis
m./my nicht entwickelt, im Gegensatz zur Beschreibung des Zerfalls in der , Shapefunktions-Region*
mittels SCET (siehe und 7).
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1.2 AUFGABENSTELLUNG UND MOTIVATION

Abbildung 1.6: Der partonische Zerfall b — c/v, auf Baumgraphenniveau.

gemessenen Momente bestimmt. Dies liefert den exaktesten Wert fiir [V, und einige der
nichtstérungstheoretischen Parameter sowie eine der genauesten Bestimmungen der schwe-
ren Quarkmassen. Die prézisesten Werte fiir m;, und m, ergeben sich derzeit aus [41].

Die relative Unsicherheit der Bestimmung von |V,| aus B — X (7, betragt mittlerweile
noch 2%. Ein grofiler Teil hiervon ist die theoretische Unsicherheit. Diese setzt sich zu-
sammen aus der Abschitzung von hoheren, bisher nicht berechneten Ordnungen in der
storungstheoretischen Reihe, also der Entwicklung in der starken Kopplungskonstanten as,
sowie hoheren Ordnungen in der Entwicklung in Potenzen von Aqcep/my. Eine Ubersicht
tiber die verschiedenen Beitrége zur totalen Rate findet sich in [42]. Der fithrende Term in
der Heavy Quark Expansion ist der Zerfall auf Partonniveau, also der Zerfall eines freien
b-Quarks in ein freies Charm-Quark, ein Lepton und ein Lepton-Antineutrino. Der fithrende
Term in der storungstheoretischen Reihe ist das Baumgraphenniveau. In Abbildung ist
das den Zerfall in der fithrenden Ordnung in beiden Reihen beschreibende Feynmandia-
gramm dargestellt, es handelt sich um den partonischen Zerfall auf Baumgraphenniveau.

Es gibt keinen Beitrag der Ordnung Agcep/mep, auf Baumgraphenniveau sind Beitréage der
Ordnung (Aqcp/my)? seit lingerer Zeit bekannt [43], [44), (45, 46, 47, 48]. Auf Baumgraphen-
niveau wurden spéter auch Beitrige der Ordnung (Aqep/mp)® [49] und (Agep/me)? [50]
berechnet.

Zur fithrenden Ordnung der HQE sind die as-Korrekturen zu einigen speziellen Spek-
tren seit langer Zeit bekannt [51), 52, 53], ebenso zur totalen Rate [54]. ag-Korrekturen zu
hadronischen und leptonischen Momenten finden sich in [55] 56l 57]. Die vollen Einschleifen-
Korrekturen zu den Strukturfunktionen, die in die dreifach differentielle Rate fiir b — ¢,
eingehen, wurden jedoch erst in [58, [59,[60] berechnet. Zur fithrenden Ordnung der HQE sind
auch sogenannte BLM-Korrekturen [61], also Korrekturen der Form a?ﬁg_l, die proportio-
nal zum fithrenden Beitrag der §-Funktion (I33) sind, bekannt. Korrekturen der Ordnung
a2y wurden unter anderem zum Leptonenergiespektrum [62] und zu den hadronischen
Momenten [57, 59] berechnet. Auch BLM-Korrekturen hoherer Ordnung sind bekannt ([60)
sowie darin vorkommende Literaturhinweise).

Die groBten theoretischen Unsicherheiten kommen somit aus den gesamten o?-Korrekturen
zur fithrenden Ordnung sowie aus dem ersten gemischten Term in der storungstheoretischen
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und nichtstérungstheoretischen Entwicklung, den v -Beitréigen zu den (Agep/my)?-Termen.
Mit dem Ziel, diesen gemischten Term zu berechnen, wird in dieser Arbeit ein Formalis-
mus entwickelt, der sich zur Berechnung von Strahlungskorrekturen der Ordnung a, zum
hier vorliegenden Zerfall eignet. Die Infrarot-Divergenzen der einzelnen Diagramme werden
mittels Dimensionaler Regularisierung behandelt, was — im Gegensatz zum Einfiihren einer
Gluonmasse — die Ausdriicke eichinvariant lidsst. Die Berechnung der Momente sowie der
Rate erfolgt durch numerische Integration.

Mittels dieses Formalismus berechnen wir die a,-Korrekturen auf Partonniveau. Hierbei
reproduzieren wir mit hoher numerischer Genauigkeit bereits bekannte Ergebnisse [60] durch
eine unabhéngige Rechnung mit anderen Methoden, was eine wichtige Gegenprobe der in
[60] prasentierten Ergebnisse ist, insbesondere da es nie einen genauen Vergleich zwischen
[60] und [58] gegeben hat.

Da die hier entwickelte Methode die Integrale numerisch auswertet, eignet sie sich ins-
besondere zur Berechnung der ay-Korrekturen zu den (Agep/my)?-Termen, wo eine analy-
tische Behandlung aufgrund der Komplexitdt der auftretenden Ausdriicke ausgeschlossen
scheint. Die vollstéindige Berechnung dieser Korrekturen {ibersteigt jedoch den Rahmen
dieser Arbeit. Ergebnisse fiir o -Korrekturen zu den Termen, die proportional zum nicht-
storungstheoretischen Parameter p2 sind, werden in [63] vorgestellt. Der hier entwickelte
Formalismus erhélt die Eichinvarianz, daher eignet er sich auch zur Berechnung der Kor-
rekturen proportional zum chromomagnetischen Operator pZ,.

1.2.5 Die Bestimmung von V,; aus inklusiven B-Zerfillen

Die Bestimmung von |V,;| aus dem inklusiven semileptonischen Zerfall B — X, (i, wird
dadurch erschwert, dass Experimente die totale Rate fiir B — X, /7, nicht messen konnen,
da ein Teil des Phasenraums durch einen groBen Untergrund aus B — X (7, dominiert
ist. Daher ist es notig, Schnitte im Phasenraum einzufithren. Daten fiir inklusive b — ufp,
-Ubergénge sind vor allem in der sogenannten Shapefunktions-Region des Phasenraums
verfiighar, wo der hadronische Jet im Endzustand eine grofie Energie von Ordnung m,, aber
eine kleine invariante Masse von Ordnung /Aqcp my, trégt. Abbildung L7 zeigt den semilep-
tonischen Zerfall in der Shapefunktions-Region: das b-Quark zerfillt in einen Jet kollinearer
Quarks und Gluonen, weiche Gluonen sowie das Lepton und das Lepton-Antineutrino.
Auch fiir Prozesse, die in der Shapefunktions-Region auftreten, ist eine Entwicklung in
inversen Potenzen der Masse des schweren Quarks bzw. der Energie des Jets moglich. Im
Gegensatz zur HQE, bei der lokale Operatoren auftreten, erhilt man hier nichtlokale Ope-
ratoren auf dem Lichtkegel [64] [65]. Der theoretische Rahmen, in dem diese Entwicklung be-
schrieben wird, ist Soft-Collinear Effective Theory (SCET). Theoretischen Untersuchungen
inklusiver B-Zerfélle mit einem leichten Quark im Endzustand in der Shapefunktions-Region
wurde in den letzten Jahren in zahlreichen Veroffentlichungen behandelt [66] 67, 68, 69, [70),
(71l [72], [73]. Vorhersagen fiir Zerfallsverteilungen erhilt man in Form von Faktorisierungs-
Formeln, die die physikalische Dynamik an den drei beteiligten Skalen my, > \/Aqcp mup >
Aqcp voneinander trennen. Die differentielle Zerfallsrate ist proportional zu einem Pro-
dukt der sogenannten harten Funktion mit einer Faltung der Jetfunktionen und der Sha-
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} Jet kollinearer
Quarks und Gluonen

weiche Gluonen

Abbildung 1.7: Zerfall des schweren Quarks in einen Jet kollinearer Quarks und Gluonen
sowie weiche Gluonen.

pefunktionen. Die harte Funktion und die Jetfunktionen sind mit storungstheoretischen
Methoden berechenbar und beschreiben physikalische Effekte an der harten Skala my, bzw.
der kollinearen Jet-Skala \/Aqcp mp. Die Shapefunktionen sind nichtstérungstheoretische
Funktionen, die durch nichtlokale HQET-Matrixelemente definiert sind [64] [65] und Physik
an der weichen Skala Aqgcp beschreiben. Durch die Abhéngigkeit der Zerfallsrate von den
Shapefunktionen entstehen hadronische Unsicherheiten bei der Bestimmung von |V,;|. Die
groBten Unsicherheiten ergeben sich dabei durch die in fithrender Ordnung in der Agep /M-
Entwicklung auftretende Shapefunktion.

Es gibt zwei Moglichkeiten, mit diesen hadronischen Unsicherheiten umzugehen bzw. sie
zu eliminieren: entweder man verwendet die aus einem Prozess extrahierte Shapefunktion
als Eingabe fiir einen anderen Prozess, oder man konstruiert eine von der Shapefunktion
unabhéngige Beziehung zwischen Zerfallsverteilungen in verschiedenen Prozessen. In diesem
Zusammenhang wird am Hiufigsten und sehr erfolgreich der Prozess B — X, zusammen
mit B — X, (v, verwendet [74, [75], [76, 67, [77, [78, [79, 80, 81]. Die durch niichstfithrende
Shapefunktionen auftretenden Korrekturen miissen durch Verwendung von Modellen ab-
geschitzt werden (siehe z.B. [70]).

Wenn man im Zerfallskanal B — X ¢, ahnliche Schnitte im Phasenraum einfiihrt wie bei
B — X /7, und die Charm-Quark-Masse nicht als m, ~ my, sondern als m, ~ /my Aqep
zéhlt, was numerisch gerechtfertigt ist, ist es moglich, auch den Zerfall B — X {7, in der
Shapefunktions-Region zu beschreiben [82) 83]. Die differentielle Zerfallsrate ist dann auch
fir B — X (i, proportional zu einem Produkt der harten Funktion mit einer Faltung der
Jetfunktionen und der Shapefunktionen. Der theoretische Rahmen zur Beschreibung von
B — X, in der Shapefunktions-Region ist wie bei B — X, ¢, SCET. Allerdings muss
SCET dahingehend erweitert werden, dass es auch moglich ist, massive kollineare Quarks,
deren Masse als m. ~ \/my, Aqep gezdhlt wird, zu behandeln.

Die fithrende Shapefunktion kann aus B — X, {7, extrahiert und als Eingabe fiir B — X (7,
verwendet werden. Ebenso kann eine von der Shapefunktion unabhéngige Beziehung zwi-
schen den Zerfallsverteilungen in B — X /7, und B — X, (7, konstruiert werden. Hieraus
ist es moglich, |Vip|/|Ve| zu bestimmen. Dies liefert bei bekanntem |V,;| eine Bestimmung
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von |V|. Der so bestimmte Wert von |V,,;| dient als unabhéngige Gegenprobe zu aus an-
deren Kombinationen, insbesondere aus B — X,y mit B — X, (7, bestimmten Werten fiir
|Vip)-

In dieser Arbeit erweitern wir SCET, so dass auch massive kollineare Quarks, deren Masse
als m. ~ /mpy Aqep gezdhlt wird, in SCET behandelt werden kénnen. Wir konstruieren
die Lagrangedichte fiir ein massives kollineares Quark, das mit weichen und kollinearen
Gluonen wechselwirkt, sowie die entsprechenden Strome.

Hiermit berechnen wir Zerfallsspektren zu B — X /7, in SCET. Da das P, -Spektrum
fir B — X, /7, sich besonders gut zur Extraktion von |Vip| eignet [77], widmen wir hier
dem Spektrum in der Variablen, die die Verallgemeinerung von P, fiir den massiven Fall
darstellt, besondere Aufmerksamkeit.

Zum Einen berechnen wir néchstfithrende Ordnungen in der Aqep/mp-Entwicklung, blei-
ben dabei jedoch auf Baumgraphenniveau. Wir zeigen, dass der hadronische Tensor auf
Baumgraphenniveau sich als Faltung aus Jetfunktionen und Shapefunktionen schreiben
lasst. Neben der fithrenden Shapefunktion, die gleich ist wie die fithrende Shapefunktion
fir B — X, (7, oder B — X,v, treten nichstfithrende Shapefunktionen auf, die bis auf eine
Ausnahme identisch wie fiir B — X, ¢, [70] sind.

Andererseits berechnen wir zur fithrenden Ordnung in der Agep/mp-Entwicklung Strah-
lungskorrekturen von Ordnung «a,. Wir zeigen, dass das Einschleifen-FErgebnis fiir den ha-
dronischen Tensor in faktorisierter Form geschrieben werden kann. Die harte Funktion und
die hier vorkommende, fithrende Shapefunktion sind die gleichen wie fiir B — X, {7, nur die
Jetfunktion héngt von der Charm-Quark Masse ab. Besonderes Augenmerk gilt der Berech-
nung der Jetfunktion sowie der Konstruktion einer von der Shapefunktion unabhingigen
Beziehung zwischen B — X (7, und B — X, (7.

1.2.6 Aufbau der Arbeit und Publikationen
Aufbau der Arbeit

An diese Einfiihrung schliesst sich ein Kapitel iiber effektive Feldtheorien an. Nach einem
Abschnitt, der in das Thema der effektiven Theorien einfiihrt, werden die in dieser Arbeit
verwendeten effektiven Feldtheorien im Detail vorgestellt. In Abschnitt 24l geschieht die
Erweiterung von SCET zur Beschreibung massiver kollinearer Quarks.

Kapitel B widmet sich der Entwicklung des Formalismus zur Berechnung von QCD-
Strahlungskorrekturen zum Zerfall B — X_¢7;. Dies beinhaltet die Behandlung der Infrarot-
Divergenzen in eichinvarianter Form mittels Dimensionaler Regularisierung, die Parametri-
sierung des Phasenraums, die Berechnung von Schleifendiagrammen und schliellich die
numerische Auswertung der Integrale. Nach der Priasentation von numerischen Ergebnissen
fiir die Zerfallsrate und die Momente auf Partonniveau wird ein Ausblick auf die Berechnung
von a,-Korrekturen zu den (Aqep/my)*-Termen gegeben.

Kapitel @ umfasst die Berechnung von Zerfallsspektren zum Zerfall B — X ¢7, in der
Shapefunktions-Region, wobei die Erweiterung von SCET zur Behandlung massiver kolli-
nearer Quarks Anwendung findet. Zunéchst wird die dreifach differentielle Rate in néchst-
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fithrender Ordnung in der Agcp/my-Entwicklung auf Baumgraphenniveau berechnet, die
von néchstfithrenden Shapefunktionen abhéngt. Anschliefend werden Strahlungskorrek-
turen von Ordnung o, zur fithrenden Ordnung in der Aqcp/my-Entwicklung behandelt.
Hieraus wird eine von der Shapefunktion unabhéngige Beziehung zwischen dem P, -Spektrum
in B — X, /7, und dem U-Spektrum in B — X, {7, durch Konstruktion einer Gewichtsfunk-
tion aufgestellt.

In Kapitel @ werden schliellich die Ergebnisse dieser Arbeit zusammengefasst.

Publikationen

Die in Kapitel H beschriebene Behandlung des Zerfalls B — X (7, in der Shapefunktions-
Region unter Verwendung von SCET wurde gemeinsam mit Thorsten Feldmann, Thomas
Mannel und Ben D. Pecjak in zwei Publikationen vercffentlicht. Zunéchst wurden die in
Abschnitt vorgestellten Korrekturen néchstfithrender Ordnung in Agep/my, zum Baum-
graphenniveau zusammen mit der in Abschnitt P24 prasentierten Erweiterung von SCET
zur Beschreibung massiver kollinearer Quarks in [84] veroffentlicht. AuBlerdem wurde die in
Abschnitt vorgestellte Berechnung von Strahlungskorrekturen zur fithrenden Ordnung
der Aqep/mp-Entwicklung in [85] publiziert. Eine Veréffentlichung der in Kapitel Bl vorge-
stellten Methode zur Berechnung von QCD-Strahlungskorrekturen zum Zerfall B — X (1,
sowie iiber diese Arbeit hinaus gehender Ergebnisse ist zusammen mit Thomas Becher und
Enrico Lunghi in Vorbereitung [63].
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Kapitel 2
Effektive Feldtheorien

2.1 Was sind effektive Feldtheorien?

Bei der Beschreibung eines physikalischen Systems kénnen wir uns auf die Freiheitsgrade
konzentrieren, die bei der betrachteten Energieskala relevant sind. Insbesondere in Féllen, in
denen Teilchen mit sehr unterschiedlichen Massen bzw. Energien an einem Prozess beteiligt
sind, ist es sinnvoll, eine effektive Theorie zu konstruieren. Freiheitsgrade, die jeweils erst
bei hoheren Energien angeregt werden kénnen, treten in der effektiven Theorie nicht explizit
auf. GeméB des Entkopplungstheorems von Appelquist und Carazzone [86] sind die Effekte
der schweren Freiheitsgrade in der Niederenergietheorie i.A. durch inverse Potenzen der
jeweiligen Masse unterdriickt. Zusétzlich treten bei der stérungstheoretischen Berechnung
von Strahlungskorrekturen logarithmische Abhéngigkeiten von der grofien Masse auf. Diese
groffen Logarithmen kénnen mittels der Renormierungsgruppe in der effektiven Theorie
systematisch aufsummiert werden.

Im einfachsten Fall treten die schweren Teilchen mit Masse M bei niedrigen Energien
nicht als externe Zustédnde auf. Wir konnen dann die zugehorigen Felder im erzeugenden
Funktional der Greenschen Funktionen der Theorie ausintegrieren. Selbst wenn die Wirkung
der vollen Theorie lokal ist, erhalten wir zunéchst eine nichtlokale effektive Wirkung. Dies
héngt damit zusammen, dass die schweren Teilchen in der vollen Theorie in virtuellen
Prozessen auftreten und iiber eine kurze, aber endliche Strecke der Lénge Az ~ 1/M
propagieren kénnen. Die effektive Wirkung wird dann in eine unendliche Reihe lokaler
Ausdriicke entwickelt. Die zugehorige Hamiltondichte kann dargestellt werden als

He = »_ Cu(M)Ok[ur. (2.1)

Dabei enthalten die Koeffizienten Cy (M) die Hochenergiebeitréige, also die Beitrdge von
Skalen oberhalb M, wéhrend die Niederenergiebeitriage von den lokalen Operatoren O]y
erzeugt werden. Die effektive Hamiltondichte muss ebenso wie die Lagrangedichte Lqg, fiir
die f d*r Log = Seg gilt, Massendimension vier haben, da die Wirkung dimensionslos ist.
Also muss fiir jeden Beitrag zu Heg die Summe der Dimensionen von Koeffizient und Opera-
tor vier sein. Da die Dimension der Koeffizienten von inversen Potenzen der groflen Skala M
kommt, ist es oft sinnvoll, entsprechende Potenzen von 1/M auszuklammern und die Koef-
fizienten dimensionslos zu machen. Die effektive Hamiltondichte sieht dann folgendermaflen
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aus:
1
Heff == ZWZC;{J(’);{JW. (22)
k J

Hier sehen wir explizit, dass hoherdimensionale Operatoren durch inverse Potenzen der
groflen Skala M unterdriickt sind und dass die Entwicklung in Produkte aus Koeffizienten
und Operatoren praktisch eine Entwicklung in inversen Potenzen der Masse des schwe-
ren Teilchens M - eine Heavy Particle Expansion - ist. Zu einer Potenz k in der 1/M-
Entwicklung konnen mehrere Operatoren gehoren, die durch den Index j unterschieden
werden.

SchlieBlich bestimmt man die Koeffizienten ¢, ; aus einem Vergleich der effektiven Theorie
mit der vollen Theorie an der Skala M, bei der beide Theorien das gleiche Ergebnis liefern
miissen, da sie die gleiche Physik beschreiben. Diese Anschlussrechnung nennt man auch
Matching. Quantenkorrekturen, die grofle virtuelle Impulse enthalten, spiegeln sich in der
effektiven Theorie in den Koeffizienten wider.

Es ist auch moglich, Beitrdge hoher und niedriger Energie durch den beliebigen Ska-
lenparameter p, der die Dimension einer Masse hat, anstelle durch die schwere Masse M
voneinander abzugrenzen. Wir kénnen alle Beitrdge oberhalb p < M als Hochenergiebei-
trige betrachten, wéhrend alles unterhalb p zum Niederenergiebeitrag gehort. ([22) wird
nun zu : .

Her = Y U > org (M/n) Ol (2.3)

k J

Die dimensionslosen Koeffizienten ¢y ; (M /), die nun vom Verhéltnis M/ abhéngen, ent-
halten Beitrdge hoher Energie, d.h. Beitrédge von Physik oberhalb der Skala p. Die Nieder-
energiebeitrage von Skalen unterhalb p werden weiterhin von den Operatoren Oy, ;|,, gene-
riert. Dies bedeutet, dass eine Verinderung der Skala p neu definiert, was Hoch- und Nie-
derenergiephysik ist. Die Renormierungsgruppengleichungen folgen aus der Tatsache, dass
Observablen nicht vom beliebigen Skalenparameter p abhéngen diirfen. Diese Bedingung
ldsst sich fiir das Matrixelement der effektiven Hamiltondichte schreiben als

0= ,u% <Heﬁ> . (2.4)

Hieraus folgt die Renormierungsgruppengleichung fiir die Koeffizienten ¢y, ; (M /). Die Ko-
effizienten ¢ ; in ([Z2) sind die Koeffizienten ¢ ; (M/p = 1) bei der Skala pp = M. Das
Matching liefert somit die Anfangswerte fiir die Renormierungsgruppenentwicklung der Ko-
effizienten ¢y ; (M /). Durch Losen dieser Renormierungsgruppengleichung werden die fiir
typische Werte von p < M auftretenden grofien Logarithmen In(u/M) aufsummiert.

Man unterscheidet zwei Arten von effektiven Feldtheorien. Es gibt einerseits effektive Feld-
theorien, bei denen man die zugrunde liegende volle Theorie kennt und das Matching
durchfithren kann. Beispiele fiir effektive Feldtheorien dieses Typs sind:

e Die Fermitheorie; sie beschreibt die schwache Wechselwirkung bei Energien deutlich
unterhalb der schwachen Skala.
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e Non-relativistic QCD (NRQCD) zur Beschreibung nicht-relativistischer gebundener
Zusténde.

e Heavy-Quark Effective Theory (HQET); sie wird zur Beschreibung von Hadronen,
die ein schweres Quark enthalten, und deren Zerfélle in niederenergetische Hadronen
verwendet.

e Soft-Collinear Effective Theory (SCET); sie eignet sich zur Beschreibung von Prozes-
sen, bei denen Teilchen mit grofler Energie aber kleiner invarianter Masse entstehen,
wie z.B. Uberginge schwerer zu leichten Quarks.

Bei effektiven Feldtheorien der zweiten Klasse kennt man die zugrunde liegende volle Theorie
nicht oder kann die effektive Feldtheorie nicht durch storungstheoretische Rechnung aus der
vollen Theorie ableiten. Ein Beispiel fiir effektive Theorien dieses Typs, bei denen man die
zugrunde liegende volle Theorie nicht kennt, ist:

e Das Standardmodell selbst im Hinblick auf potentielle Neue Physik. Im Energiebe-
reich, den die Teilchenbeschleuniger bisher erreichen, enthélt es alle relevanten Frei-
heitsgrade, um die physikalischen Effekte mit einer iiberwéltigenden Genauigkeit zu
beschreiben. Bei hoheren Energien wird sich das Standardmodell voraussichtlich als
effektive Theorie einer zugrunde liegenden neuen Theorie erweisen. Dies konnte z.B.
eine grofie vereinheitlichte Theorie (Grand Unified Theory (GUT)) oder Supersym-
metrie (SUSY) sein. Die bei der Analyse von Daten durchgefiihrte Suche nach Neuer
Physik dient dazu, physikalische Effekte zu finden, die durch das Standardmodell nicht
beschrieben werden, und daraus auf die Art der zugrunde liegenden vollen Theorie zu
schlieflen.

Ein Beispiel fiir eine effektive Feldtheorie, zu der die volle Theorie (QCD) bekannt ist, man
jedoch die Anschlussrechnung der effektiven an die volle Theorie nicht durchfithren kann,
ist

e Die chirale Storungstheorie (ChPT), die die starke Wechselwirkung von Hadronen
bei sehr niedrigen Energien beschreibt, insbesondere die Dynamik der leichtesten Ha-
dronen, der Pionen. ChPT wird im Wesentlichen durch die chiralen Symmetrien der
QCD und durch die Parameter, welche die spontane Symmetriebrechung beschreiben,
bestimmt.

2.2 Fermitheorie

Bei Zerfillen von B-Mesonen ist die relevante Energieskala die B-Masse, die ungefédhr 5 GeV
ist. Also sind bei B-Zerféllen die Eichbosonen der schwachen Wechselwirkung sowie das
schwere Top-Quark keine resonanten Freiheitsgrade, da sie weit von ihrer Massenschale
entfernt sind. Aus diesem Grund ist es sinnvoll, zur Beschreibung von semileptonischen
B-Zerféllen die Fermitheorie als effektive Theorie zu verwenden.
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Die Fermitheorie wurde in einer Zeit entwickelt, in der man das Standardmodell mit sei-
nen die schwache Wechselwirkung vermittelnden schweren Eichbosonen noch nicht kannte,
aber bereits Prozesse schwacher Wechselwirkung bei niedrigen Energien beobachtete. Fermi
beschrieb bereits 1933 den 3-Zerfall eines Neutrons als Vektor-Vektor Kopplung:

Hini =G [ | peyn(o)] oot (25)

Die Stuktur der Elektrodynamik inspirierte ihn zu dieser Beschreibung, da zu der Zeit
das Proton und das Neutron als elementare Spin-1/2-Teilchen betrachtet wurden. Nach
Entdeckung der Parititsverletzung wurde (2.3) folgendermaflen modifiziert:

ga _
Howe = =2 [ @l pat = 9] [elonti - w20
\/_ gv
Der zu dieser Zeit ebenfalls bekannte p-Zerfall wurde analog beschrieben:

ow = S [ | sap1 = 2*)uta)| | etari(1 = 27wt . (27)

\/_

Aus heutiger Sicht folgt ga/gy # 1 daraus, dass das Proton und das Neutron keine Ele-
mentarteilchen sind.

Entsprechend der Diskussion in Abschnitt 2] beschreiben das Standardmodell und die
Fermitheorie bei Energien unterhalb der W-Masse die gleiche Physik. Dementsprechend
wird die effektive Kopplung % zur schwachen Kopplung g in Beziehung gesetzt. Aus dem
Matching bei der Energieskala u = My, folgt die Relation

Gr g9’

Analog wird der Zerfall b — ¢f, bei Energien unterhalb der W-Masse beschrieben durch
Matrixelemente der Hamiltondichte

Heg = & Vi [E% (1—1%) b} [Zv“ (1—1%) Vg] + h. c. (2.9)

V2

Die entsprechenden Feynmandiagramme in voller und effektiver Theorie sind in Abbildung

211 dargestellt.

2.3 Heavy-Quark Effective Theory

Heavy-Quark Effective Theory (HQET) liefert im Vergleich zur zugrunde liegenden vollen
Theorie, der QCD, eine vereinfachte Beschreibung von Prozessen bei denen ein schweres
Quark () mit leichten Freiheitsgraden durch den Austausch von weichen Gluonen wechsel-
wirkt. Daher wird HQET zur Beschreibung von Zerfillen von Hadronen verwendet, die ein
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Abbildung 2.1: Feynmandiagramme fiir den Zerfall b — ¢/, in voller und effektiver
Theorie. Hierbei bezeichnet das Quadrat die lokale effektive 4-Fermion-
Wechselwirkung.

schweres Quark enthalten. Die Masse m¢ des schweren Quarks représentiert in diesem Fall
die Hochenergieskala und erlaubt eine storungstheoretische Entwicklung in a(mg). Die ha-
dronischen Effekte geschehen an der niederenergetischen Skala Aqcp < mg. Dabei kann
das schwere Quark ein ¢- oder b-Quark seinf] Da wir im Folgenden Zerfille von Anti-B-
Mesonen B beschreiben mochten, wird von hier ab immer das b-Quark als schweres Quark
() betrachtet.

Bei mit HQET beschriebenen Prozessen befindet sich das schwere Quark im Anfangs-
oder Endzustand, daher ist es nicht moglich, es vollkommen aus der effektiven Theorie zu
entfernen. Analog zum Proton im Wasserstoffatom kann das b-Quark als statische Farbla-
dungsquelle im Ruhesystem des B-Mesons betrachtet werden. Die leichten Freiheitsgrade
im B-Meson (leichte Quarks und Gluonen) bewegen sich allerdings — im Gegensatz zum
Elektron im Wasserstoffatom — mit relativistischer Geschwindigkeit, was bei der Konstruk-
tion der effektiven Theorie beriicksichtigt werden muss. Die hier dargestellten Informationen
iiber HQET stammen aus [87, [88] 28], [89].

Der Impuls eines in einem B-Meson gebundenen b-Quarks kann geschrieben werden als

Dy = mpv + k. (2.10)

Hierbei ist v die Vierer-Geschwindigkeit des Mesons, fiir die v? = 1 gilt. Der Restimpuls k,
der von Ordnung Agcp ist, gibt an, um wieviel das b-Quark aufgrund seiner Wechselwir-
kungen mit den leichten Freiheitsgraden von der Massenschale entfernt ist,

Py —my =~ 2myv - k = O(myAqep ). (2.11)

Das b-Quark bewegt sich somit ungefihr mit der gleichen Geschwindigkeit wie das B-Meson.
Wir tragen dem Rechnung, indem wir das QCD-Feld b(z) geméis

by(z) = "™V b(z) (2.12)

redefinieren Durch den Phasenfaktor wurde lediglich der grofle Impuls m,v abgespalten.
Das Feld b, hat nur langreichweitige Moden mit Impulsen von Ordnung Aqcp. Somit sind
auch Ableitungen, die auf b, wirken, von Ordnung Aqcp.

Das Top-Quark zerfillt bevor es hadronisiert und ist daher fiir unsere Betrachtung nicht interessant.
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Im néchsten Schritt verwendet man die Projektionsoperatoren

P = (#) : (2.13)

um die ,,groffen” und , kleinen“ Komponenten des Feldes

hy(z) =Py by(x) = ™" P, b(x),

, (2.14)
H,(x) =P_ by(z) = ™" *P_ b(x)
zu identifizieren. Aufgrund der Projektionseigenschaften von P, gilt
bo(@) =|ho(@) + Hy(a)]
(2.15)

b(z) = e~imov [hv(x) + H,,(x)} .

Die Geschwindigkeit v ist in der effektiven Theorie eine Konstante, die die Rolle eines In-
dizes fiir die effektiven Felder h, und H, spielt. Im Ruhesystem des B-Mesons, wo v = (1,6)
gilt, entspricht h, den oberen und H, den unteren beiden Komponenten des Dirac-Spinors
des b-Quarks. In diesem Fall repréasentiert h,, die statische Farbladungsquelle fiir ein b-Quark.
Dagegen konnen die Antiquark-Moden in H, ausintegriert werden, sofern wir uns nur fiir
Prozesse mit externen b-Quarks interessieren. Hierbei ist zu beachten, dass bei niedrigen
Energien E? < 4m? die Quantenzahlen b und b separat erhalten sind.

Mochte man ein Hadron beschreiben, das ein b-Antiquark enthilt, braucht man die Felder

hy (x) =e "™V P_ b(x),

v

H; (x) =e "™ P, b(z),

v

(2.16)
so dass

bla) = e [y (2) + H ()] (2.17)
gilt. Die effektive Lagrangedichte erhédlt man in diesem Fall, indem man im Folgenden

v — —v und h, — h, ersetzt.

2.3.1 Die effektive Lagrangedichte

Zur Herleitung der Lagrangedichte der HQET gehen wir von dem Teil der Lagrangedichte
der QCD (L23)) aus, der Wechselwirkungen des b-Quarks beschreibt

L = b[i]p — my)b. (2.18)
Hierbei ist D, die in (L21]) definierte kovariante Ableitung in QCD. Nach der Redefinition

Z12) wird ZI8) zu )
L =by[i) — my(1 = §)]by. (2.19)
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Einsetzen von (ZI5]) liefert

o+ Ho)[ip — my(1 = ¢)](hy + H,)

L= (h
hy(iv - D)hy + Hy(—iv - D — 2my)H, + HyilD L hy, + hyilD) H,.

(2.20)

Fiir jeden Vierervektor X ist es mdoglich, ihn in eine zur Vierergeschwindigkeit v parallele
und eine hierzu senkrechte Komponente zu zerlegen. Die senkrechte Komponente ist

X =Xt—-0v'v- X (2.21)

Entsprechend ist die senkrechte Komponente der kovarianten Ableitung D'/ definiert. Um
die zweite Zeile von ([Z20) zu erhalten, verwendet man

Piy Py = v, Py
und  P_v, Py = (v, —v,9) Py,

was sich unter Verwendung der Antivertauschungsrelationen der Dirac-Matrizen sowie der
Eigenschaften der Projektoren und der Vierergeschwindigkeit leicht herleiten ldsst.

An [220) erkennt man explizit, dass h, masselose Freiheitsgrade beschreibt, wihrend H,
einer Anregung mit Masse 2m,, entspricht. Dies ist gerade die Energie, die zur Erzeugung
eines Quark-Antiquark-Paares benotigt wird. Auf Baumgraphenniveau konnen die schweren
Freiheitsgrade durch Losung der klassischen Bewegungsgleichung fiir das Feld H, aus der
Theorie entfernt werden

(2.22)

0
0H,

L= (—iU - D — me)Hv + ZJDJ_hU =0. (223)

Dies lasst sich nach H, auflosen, man erhélt fiir H, in Abhéngigkeit von h,

1

Y iDih 9.24
iv-D—I—meUDJ' (2.24)

Setzt man diesen Ausdruck fiir H, nun in ([Z20) ein, so ergibt sich

- . 1
_ v D N, — ) 2.2
L = hy(iv - D)hy, + hyiD | Do me’llpﬂlv (2.25)

2.3.2 Die Entwicklung in 1/m,

Das Feld H, ([Z24) ist gegeniiber h, um einen Faktor Aqgcp/my unterdriickt, da es eine auf
das Feld h, wirkende Ableitung im Zihler enthélt und der Nenner durch 2m,; dominiert ist.
Ebenso ist in ([2.20]) der zweite Ausdruck gegeniiber dem ersten um einen Faktor Aqep/me
unterdriickt. Jede auf das Feld h,, wirkende Ableitung ist von Ordnung Aqcp, was viel kleiner
ist als my,. Daher ist es auch moglich, den Ausdruck 1/(iv- D +2m;) in Potenzen von iD /my
zu entwickeln. Da es sich hierbei um eine Entwicklung in inversen Potenzen von m; handelt,

33



KAPITEL 2 EFFEKTIVE FELDTHEORIEN

bezeichnet man dies als Heavy Quark Expansion. Fiir die effektive Lagrangedichte erhalt
man somit

_ _ 1
£ = hy(iv+ D)hy + hyilp L 5—if)1hy + O ((Agen/ms)?) - (2.26)
b

Entsprechend kann man den Ausdruck (Z24) fiir das Feld H, auch in das b-Feld in ([ZI5)

einsetzen sowie danach in Potenzen von Aqcp/my entwickeln. Man erhélt fiir das b-Feld

b(JT) — e—imbvw |:1 + —ij_:| hv
- D+ 2
1w + 2my, (2.27)

. I
_ 6—zmbv~x |:1 + 2_sz:| hv + O ((AQCD/mb)Q) :
my

Mittels [226) und 227) ist es moglich, jedes Matrixelement, das Felder und Zusténde
schwerer Quarks enthélt, durch eine Entwicklung in Aqep/my auszudriicken.

Der zweite Ausdruck in ([Z20) kann durch zwei unabhingige Operatoren ausgedriickt
werden. Wir verwenden die Umformung

ipip, =iDViD v,
w1
= iD}iD" 5 [{m e} + [ ]
= (iDy)* —i(iD})(iD" ) o

= (iD,)* + gJWG"”.

(2.28)

Hierbei gilt 0, = i[y,,7,]/2. Die Gluon-Feldstirke G*” haben wir bereits in (24 ein-
gefithrt. Da Bvawv“hv = 0 gilt, konnen wir jedes ¢D,, das im Produkt mit o, auftritt,
durch ¢D ersetzen, d.h. wir brauchen fiir in G enthaltene kovariante Ableitungen nicht die
senkrechten Komponenten. Wir setzen das Ergebnis aus ([Z28) in ([Z26]) ein und erhalten

_ 1 - _
L = hy(iv - D)y + ——hy(iD1)?hy + ——hyoG"hy + O (Agep/ms)?) . (2.29)
2mb 4mb

Die beiden durch 1/m; unterdriickten Terme in ([Z29) lassen sich im Ruhesystem des B-
Mesons folgendermaflen interpretieren:

_ Lo 2
Okin == Q—Whv(ZDJ_) hv (230)

ist die kinetische Energie des schweren Quarks, die aufgrund der Bewegung des schweren
Quarks im Meson entsteht.

g 7 v
Omag = 4—7nbth'm,Gu hv (231)

ist das chromomagnetische Moment des schweren Quarks. Es beschreibt die Wechselwirkung
des Quarkspins mit dem Gluonfeld.
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@29) wird unter Beriicksichtigung von QCD-Strahlungskorrekturen zu
_ 1 - _
L = hy(iv- D)hy + ——ho(iD1)2hy + a(i) ~2— Ty G hy + O ((Agen/ms)?) . (2.32)
me 4mb

wobei a(u) ein Matching-Koeffizient ist, der aus der Anschlussrechnung der effektiven an
die volle Theorie bestimmt wird. Aufgrund der Reparametrisierungsinvarianz v — v + dv
erhélt der Koeffizient des kinetischen Operators keine Strahlungskorrekturen [90]. An der
effektiven Lagrangedichte auf Baumgraphenniveau (Z29) erkennt man, dass

a(my) = 1+ Olas(my)] (2.33)

gelten muss.

Der fithrende Term in [Z29) ist vom Flavour und vom Spin des schweren Quarks un-
abhédngig. Dies erkennt man daran, dass dieser Ausdruck weder von der Masse noch von
Dirac-Matrizen abhéngt. Der Operator der kinetischen Energie bricht aufgrund der expli-
ziten Abhédngigkeit von der Masse die Flavour-Symmetrie schwerer Quarks, erhélt aber die
Spin-Symmetrie, wihrend das chromomagnetische Moment sowohl die Flavour-Symmetrie
als auch die Spin-Symmetrie bricht. Die Erwartungswerte der kinetischen Energie und des
chromomagnetischen Moments parametrisieren nichtstorungstheoretische Effekte in nichst-
fithrender Ordnung in Agep/my. Sie werden durch die Parameter

(B)lhy(iD1)*hy| B(v))

)\1: )
_ 2Mp (2.34)
Ly (BO)IR$0,,Grh | B)
un 9 = GMB

ausgedriickt. Hierbei ist |B(v)) ein B-Meson-Zustand in HQET. Er unterscheidet sich von
|B(pg)), dem B-Meson-Zustand in voller QCD, um einen konstanten Faktor aus der Nor-
mierung der Zustande sowie um Aqcep/mp-Korrekturen. Fiir den Zusammenhang zwischen
der Masse des B-Mesons und der Masse des b-Quarks gilt

A1+ 3

Mp=my+ A — o + O(Adop/mi), (2.35)

wahrend fiir den Zusammenhang zwischen der Masse des B*-Mesons und der Masse des
b-Quarks gilt

D S
MB*:mb+A— ! 2

+ O(Agep/mi)- (2.36)

Fiir exakte Spin-Symmetrie ist die Spin-Ausrichtung des schweren Quarks relativ zu den
leichten Freiheitsgraden irrelevant. Deshalb ist die Abhéngigkeit der B- und der B*-Masse
von den Spin-erhaltenden Operatoren gleich. Die beiden Massen unterscheiden sich nur
durch die Abhéngigkeit vom die Spin-Symmetrie brechenden chromomagnetischen Opera-
tor, was man durch Vergleich von (230 mit (Z30]) explizit erkennt. Ay kann daher aus der
B — B*-Massendifferenz bestimmt werden. Der hier auftretende nichtstérungstheoretische
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Parameter A ist von O(Aqcp) und parametrisiert den Unterschied zwischen der Quark- und
der Mesonmasse in fithrender Ordnung in der 1/m;,-Entwicklung.

Bei der Beschreibung von inklusiven B-Zerfillen mittels HQET oder Heavy Quark Expan-
sion ((HQE), siche Abschnitt B.2l) werden in fithrender Ordnung die Ergebnisse auf Parton-
niveau reproduziert. Nichtstorungstheoretische Korrekturen werden durch Matrixelemente
der lokalen Operatoren hoherer Dimension parametrisiert, die durch inverse Potenzen der
b-Quark-Masse unterdriickt sind.

2.4 Soft-Collinear Effective Theory fiir massive kollineare
Quarks

Zerfallt das B-Meson in einen hadronischen Jet im Endzustand, der eine grofie Energie von
Ordnung my, aber eine kleine invariante Masse von Ordnung /Aqcp ™y hat, so kann dieser
Zerfall nicht durch HQET beschrieben werden. Es ist jedoch eine Entwicklung in inversen
Potenzen der Masse des schweren Quarks moglich. Man benétigt eine effektive Theorie,
die sowohl weiche als auch kollineare, d.h. energetische Freiheitsgrade, die parallel zum Jet
emittiert werden, enthélt. Die damit verbundenen zwei verschiedenen Niederenergieskalen
miissen korrekt separiert werden. Dies geschieht durch die Verwendung von Soft-Collinear
Effective Theory (SCET). Nichtstérungstheoretische Korrekturen werden durch Matrixele-
mente von nichtlokalen Operatoren auf dem Lichtkegel beschrieben.

SCET wurde zunéchst in einer Mischung aus Orts- und Impulsraumdarstellung entwickelt
[911, 92], 93], [94]. Kollineare Felder sind durch den grofen Anteil des kollinearen Impulses der
Teilchen, die sie erzeugen und vernichten, gekennzeichnet. Die entsprechenden Ableitun-
gen werden durch ,Label-Operatoren® ersetzt. Daher spricht man bei dieser Darstellung
auch vom , Label-Formalismus®“. Wir verwenden hier die Ortsraumdarstellung, die bei der
Entwicklung von SCET in [95] 96] eingefiihrt wurde.

In diesem Abschnitt werden sowohl die Grundlagen von SCET als auch die Verallge-
meinerung von SCET zur Behandlung massiver kollinearer Quarks vorgestellt. Die hier
dargestellten Grundlagen folgen vor allem [95]. An einigen Stellen wird auf Informationen
aus [92] zuriickgegriffen.

2.4.1 Lichtkegel-Kinematik und Skalierung mit m,

Eine Komplikation in SCET ist, dass verschiedene Komponenten von Impulsen und Feldern
unterschiedlich mit der groflen Skala m,;, skalieren. Um diese Skalierung explizit darzustellen,
fiihren wir die Lichtkegel-Vektoren n/ und n” ein, fiir die gilt

1
nt=n%=0, nin-=2, v-ng~1l v= §(n+ +n_). (2.37)

Im Ruhesystem des B-Mesons mit v = (1,0,0,0) wihlt man

ny =(1,0,0,1) und  n_ = (1,0,0, — 1). (2.38)
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Jeder Lorentz-Vektor kann geschrieben werden als

m

n_
Pt = (n+p)7 + p' + (n_p)

ni
5 (2.39)
wobei p; zwei Komponenten bezeichnet, die senkrecht zu den beiden Lichtkegel-Vektoren
n!. und n” sind, fur die also p, -n_ = p, -ny = 0 gilt. Die beiden so definierten senkrechten
Komponenten diirfen nicht mit den drei zum Vierervektor v senkrechten Komponenten, die
bei der Herleitung von HQET in (2] eingefithrt wurden, verwechselt werden. Fiir das
Quadrat des Vektors erhalten wir

p* = (nyp)(n_p) + pi. (2.40)

Soweit nicht anders vermerkt geben wir von hier an die Skalierung der verschiedenen
Komponenten eines Vektors f mit der b-Masse — das sogenannte Power Counting — als
(n+f7flan—f)an'

Um die Skalierung der verschiedenen Komponenten korrekt zu zéhlen, fithrt man den
dimensionslosen Entwicklungsparameter

A
\— QCD
my

<1 (2.41)

einE

Abbildung [T zeigt den Zerfall eines schweren Quarks in einen Jet kollinearer Quarks und
Gluonen sowie in weiche Gluonen. Der Jet kollinearer Teilchen bewegt sich mit einem groflen
Impuls von Ordnung my in die n_-Richtung, so dass das Quadrat der invarianten Masse von
Ordnung m7\? ist. Der Impuls eines kollinearen Teilchens skaliert wie p# ~ my(1, A, \?),
so dass p? ~ mZA? erfiillt ist. Wenn man zum Jet kollinearer Teilchen im Endzustand ein
weiches Teilchen addiert, dessen Impuls wie p* ~ my (A%, A%, A\?) skaliert, éndert sich dadurch
die invariante Masse des Endzustands nicht. Die effektive Theorie enthélt daher weiche
Teilchen. Die effektive Theorie enthélt keine Teilchen, deren Impuls wie p# ~ my(A, A, \)
skaliert. Die Addition eines solchen Teilchens zu einem Jet kollinearer Teilchen wiirde zu
einer invarianten Masse von Ordnung mi\ fithren, was der hier vorhandenen Kinematik
Widersprichtﬁ

Die Masse des Charm-Quarks zahlen wir als

ﬂ@cf\'\/Tnb/\QC[)“47nb,X, (2.42)

Aqcp
m

27Zur Beschreibung exklusiver B-Zerfille in SCET}; wird manchmal auch A =
rameter verwendet.

3Die Bezeichnungen , weich“ und , kollinear“ werden in der Literatur unterschiedlich verwendet. Die hier
als ,weich“ bezeichneten Freiheitsgrade werden manchmal als ,ultra-weich“ bezeichnet, Impulse, die
wie p* ~ my(A\, A, \) skalieren, werden dann , weich“ genannt. Ebenso werden die hier als ,kollinear®
bezeichneten Moden mitunter ,, hart-kollinear* genannt, dann werden Moden, die wie (1, A2, \*) skalieren,
als ,, kollinear* bezeichnet. Eine Gegeniiberstellung der verschiedenen géngigen Terminologien findet sich

in [97].

als Entwicklungspa-
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so behandeln wir das Charm-Quark als massives Quark in SCET. Eine weitere Moglichkeit
wére, das Charm-Quark wie das b0-Quark als schweres Quark und somit das Verhéltnis
m./my als fest zu betrachten, wie dies bei der Beschreibung des Zerfalls B — X (7, mittels
HQET oder HQE der Fall ist. Bei der Beschreibung leichter kollinearer Quarks in SCET
wird die entsprechende Quark-Masse als m ~ my \? gezihlt.

Der Impuls eines kollinearen Charm-Quarks soll weiterhin

Pe —mg ~ p; ~ mpA* (2.43)

erfiillen. Bei einem Charm-Quark fiir das p? — m? ~ m2\3 gilt, das also weniger abseits

seiner Massenschale ist als die hier beschriebenen Charm-Quarks im Jet, handelt es sich um
ein in einem D-Meson gebundenes Charm-Quark.

Kollineare und weiche Freiheitsgrade eines Teilchens werden durch verschiedene Felder
beschrieben. Wie bei der Herleitung von HQET fithrt man Projektionsoperatoren ein, um
damit auf die ,,groffen” und , kleinen*“ Komponenten des kollinearen Quarkfelds /..

€)= PP ()~ 0
" (2.44)
n(x) = Tl/)c(x) ~ N

zu projezieren. Dabei folgen die Skalierungsregeln fiir die Feldoperatoren aus der Skalierung
der Ableitungen bzw. Impulse in der QCD-Lagrangedichte. Es gilt

Ye(x) = §(x) + n(x) (2.45)
und 7_& = gyn = 0. Fiir masselose Quarks muss man zuséitzlich ein weiches Quarkfeld
einfithren, fiir das

g~ A\ (2.46)
fiir alle Komponenten des Spinors gilt. Die Komponenten des kollinearen Gluonfelds skalie-
ren so wie kollineare Impulse,

Al (1,0, 07). (2.47)

Entsprechend gilt
Al )\ (2.48)
fiir alle Komponenten des weichen Gluonfelds. Die kollinearen Teilchen werden im Zerfall
eines schweren Quarks erzeugt, daher braucht man auch ein effektives Feld fiir das schwere
Quark. Wenn kollineare Moden mit einem schweren Quark wechselwirken, das sich nahe
seiner Massenschale befindet, wird das schwere Quark danach um einen Betrag von Ordnung
1 abseits seiner Massenschale sein. Diese Freiheitsgrade, die sich abseits der Massenschale
befinden, werden aus der effektiven Theorie entfernt. Schwere Quarks wechselwirken dann
nur mit weichen Gluonen. Daher wird das schwere Quark in HQET beschrieben. Der grofle

Anteil myv des Quarkimpulses ([ZI0) wird entfernt, indem man das Feld (214
hy(x) = ™" P, b(x) ~ \? (2.49)

einfithrt. Da der Restimpuls £ ein weicher Impuls ist, skaliert h, so wie die weichen Frei-
heitsgrade eines masselosen Quarks ([Z40]).
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2.4.2 Effektive Lagrangedichte in SCET

In diesem Abschnitt wird einerseits gezeigt, wie die Herleitung der Lagrangedichte in SCET
geschieht. Andererseits wird SCET gleichzeitig erweitert, so dass auch massive kollineare
Teilchen, deren Masse als m, ~ m; A skaliert, in SCET behandelt werden kénnen. In [98] 99
wurde bereits die Masse eines kollinearen Quarks in die SCET-Lagrangedichte eingebaut,
dabei handelte es sich jedoch um ein leichtes Quark, dessen Masse wie m ~ my \? skaliert.
Wir erweitern hier SCET zur Beschreibung kollinearer Charm-Quarks.

Zur Herleitung der Lagrangedichte fiir massive kollineare Quarks, die mit kollinearen und
weichen Gluonen wechselwirken, gehen wir von dem Teil der Lagrangedichte in QCD ([[2H))
aus, der die Wechselwirkungen von Quarks mit Gluonen enthélt

Lacp = V(i) — me)tpe. (2.50)
Hierbei beschreibt v, ein kollineares Quark mit einer Masse m. ~ myA. D, ist die in
([C21)) definierte kovariante Ableitung in QCD. Nach Zerlegen der kovarianten Ableitung

geméf (Z39) und Einsetzen von (2.45]) ergibt sich unter Verwendung der Eigenschaften der
Projektoren

Mgt aitn, D)y + €GP —mon + AP —m)E (25)
Im néchsten Schritt wird das Feld n aus der Theorie ausintegriert. Durch Losen der klassi-
schen Bewegungsgleichung fiir 7 erhélt man fiir n in Abhéngigkeit von &

I h
D (iD, + mc)%f. (2.52)

Setzt man diesen Ausdruck in (5] ein, so erhélt man

»CQCD = f_l(n_D)

T]:

[’QCD = é <Z(nD) + (/le_ — mc), I

iy D

(tp, + mc)) % . (2.53)
Die Masse m, tritt immer zusammen mit der senkrechten Komponente der kovarianten
Ableitung il | auf. Dies ist auch dadurch einsichtig, dass beide wie my\ skalieren.

Aus der Lagrangedichte ([Z53]) kann man den Propagator fiir ein massives kollineares
Quark herleiten. Es ergibt sich

B 1 -
n_p+ Pt —m2)/nip 2
Die effektive Lagrangedichte fiir masselose Quarks enthélt Wechselwirkungen zwischen

kollinearen und weichen Feldern masseloser Quarks [95]. Dies trifft nicht zu auf die effekti-

ve Lagrangedichte fiir massive Charm-Quarks. Aufgrund der endlichen Masse des Charm-

Quarks enthalten Schleifendiagramme keine weichen IR-Divergenzen, die mit den Charm-

Propagatoren verkniipft sind. Daher treten Charm-Quarks weder in der weichen Lagrange-

dichte noch in B-Meson-Zustanden auf. Neben der Lagrangedichte ([253]) fir massive kolli-

neare Quarks, die mit kollinearen und weichen Gluonen wechselwirken, verbleibt die Yang-
Mills-Lagrangedichte, also der erste Teil von ([L2H). In dieser Arbeit wird nicht néher auf

Ge(p) (2.54)
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die Yang-Mills-Lagrangedichte eingegangen, da sie nur von den Gluonfeldern abhéngt und
sich daher durch Behandlung eines massiven anstelle eines masselosen kollinearen Quarks
nicht dndert.

Um (53] zu erhalten, haben wir nur die QCD-Lagrangedichte umgeschrieben. Nun ent-
wickeln wir die Lagrangedichte (Z53) im kleinen Parameter A. Mittels (2417) und 248)

zéhlen wir, wie die einzelnen Eintridge der kovarianten Ableitung
iDF = i0" + gAl + gAL = iDE + gAY (2.55)
von Potenzen von A abhéngen. Im senkrechten Teil der kovarianten Ableitung
D, =iD .+ gAis (2.56)
ist der erste Term von Ordnung A, wihrend der zweite von Ordnung A2 ist. In
inyD =1in,D.+ gn, A, (2.57)

ist der erste Term von Ordnung 1 und der zweite von Ordnung A?. Wir entwickeln den
inversen Differentialoperator als

1 1 1 1
A,——— + O\Y. 2.58
DI ¢n+z%'+ (A%) (2.58)

D ing D,

Alle Eintriige von in_D sind von Ordnung \?, daher miissen wir in_D nicht entwickeln.
Dariiber hinaus fithrt man die Multipol-Entwicklung der weichen Felder durch. Hierzu
schreibt man den Ortsvektor = geméf ([Z39) und erhélt fir das Skalarprodukt von Orts-
und Impulsvektor
(n4p)(n-z) (n—p)(n4z)

=" —_— 2.59
p-x 5 +prxy + 9 ( )

Aus der Unschérferelation folgt, dass p-x von Ordnung 1 sein muss. Man verwendet die vorne
eingefiihrten Skalierungseigenschaften fiir die Impulse kollinearer und weicher Felder und
erhilt fiir die Skalierung des Ortsvektors (n_z, r;, nyxz) ~ (1, A™', A72) fiir ein kollineares
Feld und = ~ (A™2, A72, A72) fiir ein weiches Feld. Dies bedeutet, dass in der senkrechten
und in der n,-Richtung weiche Felder gréflere Wellenlédngen als kollineare Felder haben, sich
also langsamer verdndern. Daher kénnen wir die Argumente der weichen Felder in diesen
Richtungen entwickeln und erhalten mit

r_ = (mg)% =n_xy (2.60)

62() = 6() + L1 AN () + S (n-0) (naD)6) () + 5[0 906, (a-) + ONP9).

(2.61)
Hierbei steht ¢, fiir ein weiches Feld, das ein Gluonfeld oder ein schweres Quarkfeld sein
kann. In ([Z6])) ist der zweite Term relativ zum ersten von Ordnung A, der dritte und
vierte Term sind von Ordnung A2. Alle Ableitungen auf weiche Felder skalieren wie A2.
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([Z60) definiert den Vektor x_, der sich aus dem Vektor n_ und dem Skalar z, = (n;x)/2
zusammensetzt.

Wir fithren die Entwicklung von ([Z53]) bis zur Ordnung A? durch und schreiben die
Lagrangedichte fiir ein massives kollineares Quarks als

L=r"+rd 4+ (2.62)
Fiir die fithrende Lagrangedichte erhélt man

(iD1e+ mc)> e (2.63)

o (. :
L' =¢ (m_D + (iD1c — me) oD,

2

Zu Ordnung A und Ordnung A\? ergeben sich folgende von der Masse des kollinearen Quarks
abhéngige Beitrdge zur Lagrangedichte:

_ 1 %
5(1) = Mc s +
&m m 5 gAL 5 i?’L+DC 9 &

L e

9

Ny Asg-
z'n+ch " D, 2

5221 =mz€
(2.64)

.
b e
| 5e

£, = meg|

£ = me€ | (a0104..) .

4D,

Dariiber hinaus enthalten ,Cél) und [,?) auch von der Masse unabhéngige Terme, die aus
(53) in [95] entnommen werden kénnen. In ([2.63) und (2.64) héngen kollineare Felder von
x ab, wihrend weiche Felder Multipol-entwickelt sind und nur von x_ (ZG0) abhéngen. Im
Folgenden gilt immer

ho(z) = hy(x_) A (z) = Ay(z_) (2.65)

ohne dass dies explizit dargestellt wird.

Die einzelnen Beitrige £ zur Lagrangedichte sind nicht eichinvariant unter kollinearen
und weichen Eichtransformationen. Lediglich die Summe ) , L% ist eichinvariant bis auf
Korrekturen hoherer Ordnung. Die Lagrangedichte kann in eichinvarianter Form geschrieben
werden, indem man die kollinearen Felder wie in [96] vorgestellt redefiniert. Die fiithrende
Lagrangedichte ([Z.63]) bleibt unter dieser Feldredefinition unveriandert. Zur Ordnung A und
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A% ergeben sich die gleichen Ausdriicke wie im masselosen Fall [96]

L) =gatnt W, gGs,, meg

1
Ly = 2§(n z)nkn’ W, gGs, W”/L*g,

Ly = §xLprn W.[D",.9Gs, ]Wng (2.66)
W gG, W*m&

EZ(%?_ gsz_c. c 2
7/L+ ‘

+D

1
+ ﬁxl’yLW QGS WT UDLC
iny D,

Hierbei bezeichnet G7,, die Feldstirke (L24) fiir ein weiches Gluon. W, ist die kollineare
Wilsonlinie o

W, = P exp [zg/ dsniAc(x +sny)|, (2.67)
wobei P die Pfadordnung bezeichnet, die als P[A.(x)A.(x + sny )] = A.(x)A(z + sny) fur
s < 0 definiert ist. Erst zur Ordnung A\* treten wieder Terme auf, die von der Masse m,
abhéngen. Nach der Feldredefinition und in kollinearer Lichtkegel-Eichung n, A. = 0 ersetzt

man eigentlich
1 1

3
ing D - ingo +OW) (2:68)
(siche (23) in [96]) in der Entwicklung von (Z53]). Somit sind alle Massenterme, die nicht
in der fithrenden Lagrangedichte vorkommen, mindestens um einen Faktor A* unterdriickt.
Im Gegensatz zur HQET-Lagrangedichte, wo das chromomagnetische Moment einen
Matching-Koeffizienten aus der Anschlussrechnung der effektiven an die volle Theorie erhélt,
treten in der SCET-Lagrangedichte in hoheren Ordnungen der Stérungstheorie keine nicht-
trivialen Renormierungseffekte auf. Sowohl die Feldrenormierung als auch die laufende
Kopplung sind gleich wie in QCD. Es treten keine Matching-Koeffizienten und keine neuen
Operatoren auf.
Wir werden die Erzeugung kollinearer Teilchen im Zerfall eines schweren Teilchens be-
trachten, das sich nahe seiner Massenschale befindet. Dieses System wird durch die Summe
der Lagrangedichten in SCET und in HQET

L = Lscer + Luqer (2.69)

beschrieben, wobei die Beschreibung des schweren Quarks durch die HQET-Lagrangedichte
erfolgt.
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Abbildung 2.2: Matching des schwachen b — ¢-Stroms auf Baumgraphenniveau.

2.4.3 Effektive Zerfallsstrome in SCET

In diesem Abschnitt wird das Matching des in QCD definierten schwachen Stroms fiir b — ¢-
Zertfalle auf den entsprechenden Ausdruck in SCET vorgestellt. Das Ergebnis lédsst sich als

(YeIb)qep — e ™0 [JO 4+ g 4 J@ 4 ] (2.70)

schreiben, wobei 9. ein kollineares Charm-Quark-Feld und I' eine Kombination von Dirac-
Matrizen beschreibt. Die J; sind im Allgemeinen Faltungen von Koeffizienten mit Operato-
ren, die aus SCET- und HQET-Feldern bestehen.

Strome auf Baumgraphenniveau

Auf Baumgrahenniveau sind die Koeffizienten lediglich Zahlen und die Faltungen reduzieren
sich zu einfachen Multiplikationen. In fithrender Ordnung erhilt man fiir den Strom

JO = ¢w,Th,. (2.71)

Abbildung zeigt das Matching des schwachen b — c-Stroms auf Baumgraphenniveau.
Das b-Quark kann ein kollineares Gluon abstrahlen und befindet sich danach um einen
Betrag von Ordnung 1 abseits seiner Massenschale. Danach konnen noch beliebig viele
weitere kollineare Gluonen abgestrahlt werden, das b-Quark bleibt dabei jeweils abseits
seiner Massenschale. Schlieflich zerfillt das b-Quark in das Charm-Quark. Der Jet, der aus
dem kollinearen Quark und den kollinearen Gluonen besteht, bewegt sich mit einem groflen
Impuls von Ordnung 1 in die n_-Richtung. Dan, A, ~ 1 gilt, kosten die kollinearen Gluonen
keine weiteren Potenzen in der Entwicklung in A. Die unendliche Summe von kollinearen
Gluonen ist in der kollinearen Wilsonlinie (267 dargestellt. Dies erklirt das Auftreten der
Wilsonlinie W, im SCET-Strom. Es gilt W, — 1 in Lichtkegel-Eichung, n, A, = 0.

Die Beitrdge zum b — c-Strom von Ordnung A und Ordnung A2 erhilt man aus den
Ergebnissen in [96] indem man beachtet, dass auf Baumgraphenniveau das Auftreten der
Masse in den Stromen mit dem 7-Feld verkniipft ist. Aus ([Z52)) und [96] erhilt man in
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eichinvarianter Form fiir die Terme, die proportional zur Charm-Masse sind,

. 1
JH = m, T/L—+—<_W6Fh,,, (2.72)
—ing D,
JO el L e b 2.73
ml — ' 9 . — LT sy, ( . )
—iny D,
. 1 B
J& = me gL r = ip, Wi, (2.74)

2 in. D, 2my,

Hier wirken Ableitungen nicht auflerhalb von eckigen Klammern.

Die weiteren Beitrige zu J® und J® sind die gleichen wie im masselosen Fall [96],
100, 101]. Zur Berechnung der zeitgeordneten Produkte der SCET-Lagrangedichte mit den
Stromen in Abschnitt brauchen wir folgende von der Masse unabhéngige Strome

_ _ 1
IV = EW.Lw 1, DY hy, I = EiP—wler,
in.D, 2
2 _ & n-x = Ty Ty y
J,7 = SWCI“T nyD,h,, JP = ew,.r “LQ lDis DY h,, (2.75)
R 1 _ )
J?S2) - _glch ] — Wc%FxLuDishvv JZ?) = fWCF %hv
iy D, 2my,

Zeitgeordnete Produkte der SCET-Lagrangedichte mit den Strémen sind unabhéngig
davon, ob man die manifest eichinvariante oder die nicht-eichinvariante Form der Lagrange-
dichte und der Strome verwendet. Man erhélt jeweils die gleichen physikalischen Ergebnisse.

Strome auf Einschleifenniveau

Das Matching des schwachen QCD-Stroms auf den entsprechenden Ausdruck in SCET
nimmt auf Einschleifenniveau folgende Form an [92], [95].

eimbu-wﬂc(I)Fb(x) — Z / ds C’i(s,mb) (ch) (5(] + Sn_i_)f‘é‘ hv(l’_)

Hierbei sind die C; die harten Matching-Koeffizienten und p der Impuls des kollinearen
Charm-Quarks. Zur Berechnung der Koeffizienten trégt nur die harte Region von QCD-
Diagrammen bei. Diese hingt nicht von der kollinearen Skala m? ab. Die Anschlussbedin-
gungen sind also die gleichen wie im masselosen Fall. Daher konnen die Koeffizienten direkt
aus [92] abgelesen werden.

Die Anschlussbedingungen beinhalten eine Stromrenormierung, der entsprechende Re-
normierungsfaktor lautet [92]

Z;=1+ (2.77)

Cros, 1 2 5
FQ ( 4 n4p ) ‘
4
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2.4.4 Massenrenormierung in SCET

Die Massenrenormierung in SCET héngt sehr eng mit der Massenrenormierung in QCD
zusammen. Dies folgt daraus, dass man das Selbstenergie-Diagramm in SCET aus der Ent-
wicklung des entsprechenden QCD-Diagramms in A erhilt, was fiir masselose SCET in [91]
herausgestellt wurde. Massenrenormierung fiir SCET mit massiven kollinearen Teilchen, die
wie m? ~ mZ\?* skalieren, wurde erstmals in [I02] behandelt. Wir leiten hier Massenrenor-
mierung in SCET fiir massive kollineare Teilchen, die wie m? ~ mZ\? skalieren, her.

Der Propagator fiir ein massives kollineares Quark in SCET (254 wird auf Einschleifen-
Niveau zu

Ge(p) = —— E;ump) % : (2.78)

Die Variable

m2

u=n_p——=, (2.79)
nyp
worin m,. die Pol-Masse des Charm-Quarks ist, ist die Verallgemeinerung der im masselosen
Fall verwendeten Variablen p, = n_p. Hier und im Folgenden betrachten wir der Einfachheit
halber jeweils ein System, in dem p, = 0 gilt. Die Selbstenergie ¥¢(u,n.p) des Quarks in
SCET erhalten wir, indem wir den QCD-Propagator

T p—m.—3(p)’

in A entwickeln und dann mit dem SCET-Propagator [278)) gleichsetzen. Aus diesem Mat-
ching erhalten wir

G(p) (2.80)

m2

Se(u, nyp) = u Sy (p%) + m; 2 (v (p?) + s(p?)) - (2.81)

Der Zusammenhang zwischen Yy (p?), Yg(p?) und der Fermion-Selbstenergie % (p) in QCD
ist in (LZ3) angegeben, die hier bendtigten Ausdriicke fiir Xy (p?) und Yg(p?) finden sich
in (CA4]).
Der renormierte SCET-Propagator enthélt die Massen- und die Feldstédrkerenormierung,
er lautet . i
A i -
Gelp) w(l+06Z¢) — Xe(ungp) — 8mg) 2

nip

: (2.82)

mit §(m?) = 2m.dm.. Der Propagator hat einen Pol fiir p* = m? < u = 0. Hieraus ergibt
sich fiir die Massenrenormierung im Polschema

o(m?) __me : :
o _ —25(0,7’L+p) — np 2 (Zv(mc) + ES(mc)) (283)

2 Cpag (1 2\ 4
— g TR (1 (e + =,
nyp 4m \ € 12 3
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dies entspricht

5(m? s (1 2 4
sm, = dme)nap g Cras (1 (e 4y (2.84)
nyp 2m. 4 \ € w2 3

Wir erhalten also fiir die Massenrenormierung in SCET genau den gleichen Ausdruck wie
fiir die Massenrenormierung in QCD (LAM). Dies wird dadurch erklért, dass das Matching
von QCD auf SCET an der harten Skala my, geschieht, wo keine Freiheitsgrade, die mit der
Masse des kollinearen Quarks zusammenhéngen, ausintegriert werden.

Ebenso ergibt sich fiir die Feldstérkerenormierung 6 Z, in SCET der gleiche Ausdruck wie
fir die Feldstérkerenormierung 075 in QCD. Die Feldstérkerenormierung 67, trégt in der
tiblichen Weise zur Stromrenormierung (Z77)) bei.
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Kapitel 3

QCD-Strahlungskorrekturen zur
Zerfallsrate

Der Zerfall B — X.(i, liefert derzeit die genaueste Bestimmung von |V|. Mittels der
Heavy Quark Expansion (HQE) ist es moglich, die differentielle Zerfallsrate in Potenzen
von Agep/my, zu entwickeln. Auflerdem miissen bei der Berechnung der Zerfallsrate QCD-
Strahlungskorrekturen beriicksichtigt werden. Wie in Abschnitt [L2.4] beschrieben, sind eini-
ge Beitrige in der storungstheoretischen und in der nichtstérungstheoretischen Entwicklung
bereits bekannt. Die grofite theoretische Unsicherheit kommt aus dem ersten gemischten
Term in der Entwicklung, den a,-Korrekturen zu den (Aqep/my)?-Termen.

In diesem Kapitel entwickeln wir einen geeigneten Formalismus zur Behandlung von QCD-
Strahlungskorrekturen der Ordnung o, zum Zerfall B — X (,. Dabei werden die Infrarot-
Divergenzen der einzelnen Diagramme in Dimensionaler Regularisierung — und nicht durch
Einfiihren einer Gluonmasse — behandelt, was die Ausdriicke eichinvariant ldsst. Die Berech-
nung der Zerfallsrate sowie der hadronischen und leptonischen Momente geschieht durch
numerische Integration.

Mittels dieses Formalismus berechnen wir die a,-Korrekturen auf Partonniveau, stellen
die numerischen Ergebnisse vor und vergleichen diese mit bereits bekannten Ergebnissen.

Bei der Berechnung der a-Korrekturen zu den (Aqep/myp)*-Termen erscheint eine analy-
tische Behandlung aufgrund der Komplexitat der auftretenden Ausdriicke ausgeschlossen,
ist jedoch mit der hier vorgestellten numerischen Methode méglich. Da die Methode dariiber
hinaus die Eichinvarianz erhilt, eignet sie sich sowohl zur Berechnung der as-Korrekturen,
die proportional zur kinetischen Emergie sind, als auch zu denen, die proportional zum
chromomagnetischen Moment sind.
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KAPITEL 3 QCD-STRAHLUNGSKORREKTUREN ZUR ZERFALLSRATE

3.1 Die Zerfallsrate

Die zentrale Grofle zur Beschreibung des Zerfalls eines Teilchens im Anfangszustand in
mehrere Teilchen im Endzustand ist die Zerfallsrate. Wir berechnen die Zerfallsrate fiir den
Zerfall B — X (i, mittels

r— Z / Mg i) [M(B — Xl

QMB

:QMB ;/[dﬂBaxcm] | (Xelwe| Hewt | B) |*

_GhVal?
4Mp

Ve |? w
— ZMB Z [T 5 x5,) Wi L.

Hierbei bezeichnet [[dI . x, 45,] das Integral iiber den Phasenraum und M das Ubergangs-
matrixelement. Da der Zerfall B — X (v, bei einer Energie geschieht, die ungefahr der
Masse des B-Mesons entspricht, kénnen wir das Ubergangsmatrixelement durch die in (3
eingefiihrte effektive Hamiltondichte der schwachen Wechselwirkung in Fermitheorie (siehe

Abschnitt 22)) ausdriicken

(3.1)
Z/[dﬂéﬂxcew] (BI I}, |Xe) (Xel Jou | B) (O] I [€me) (L] T [0)

G—\/g Ve (27, (1 —7°) b} [ﬁy" (1—=~)v| + h.oc.= % Vo Jgud) + hoco. (3.2)
Ab der dritten Zeile von ([B]) haben wir die effektive Hamiltondichte aufgeteilt in Vorfak-
toren und die in [B2) definierten Quark- und Leptonstrome. Wir haben das Matrixelement
in einen hadronischen und einen leptonischen Anteil faktorisiert, was moglich ist, da es
sich bei |B) um einen rein hadronischen Zustand handelt, der beziiglich den leptonischen
Feldern das Vakuum darstellt, und entsprechend fiir die anderen Zustédnde und Felder. In
der letzten Zeile von (B.I)) haben wir schlieflich den hadronischen Tensor W, und den
leptonischen Tensor L* eingefiihrt. Da es sich bei B — X (7, um einen inklusiven Zerfall
handelt, ignoriert man alle Details des hadronischen Endzustands X, und summiert iiber
alle Endzusténde, die ein Charm-Quark enthalten.
Eine weitere Moglichkeit zur Berechung der Zerfallsrate bietet sich durch Verwendung des
optischen Theorems fiir den hadronischen Anteil. Man definiert den hadronischen Tensor

als [25]
~ 1
[ —
. 2Mp

Heﬁ -

> 2m)*8* (pp = pe — po — px.) (Bpp)| L, [Xe(px.)) (Xe(px.)| Jow | B(pB))
) (3.3)

Abweichend vom im letzten Schritt in (B1]) eingefithrten hadronischen Tensor enthélt der

hier definierte zusétzlich Teile des Phasenraums sowie die Summe iiber die hadronischen
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3.1 DIE ZERFALLSRATE

b b

Abbildung 3.1: Die Vorwiértsstreuamplitude auf Baumgraphenniveau.

Endzusténde X,.. Der hadronische Tensor ([B3)) kann als Imaginérteil einer Vorwéartsstreu-
amplitude ausgedriickt werden

. L (B@s)| Ty | B(ps))

L, =—1 4
W# s m 2MB (3 )
Hierbei ist die Vorwértsstreuamplitude

T =i / d'w e T{J] (2) ], (0)} (3.5)

als zeitgeordnetes Produkt von zwei Quarkstromen definiert. Fiir die Normierung der Zu-
stinde gilt (B(pg)| B(pg)) = 2Mp. Der B-Meson-Impuls kann als pp = Mpv geschrieben
werden. g = p; + p,, ist der Impuls des Leptonpaars im Endzustand. Das die Vorwértsstreu-
amplitude auf Baumgraphenniveau beschreibende Feynmandiagramm ist in Abbildung [3.]
dargestellt.

Verwendet man die Definition (B.4]) des hadronischen Tensors, so vereinfacht sich bei
der Berechnung von Strahlungskorrekturen zur Zerfallsrate die Behandlung des verbleiben-
den Phasenraums im Vergleich zur direkten Berechnung des Ubergangsmatrixelements und
des Phasenraums mit ([B1]). Hingegen wird die Rechnung dadurch komplizierter, dass man
Schleifendiagramme mit mehr Nennern behandeln muss. Es fithren jeweils beide Wege zum
Ziel, jedoch ist oftmals — abhéngig davon, welche Art von Korrekturen man behandelt —
einer der beiden Wege mit deutlich weniger Aufwand verbunden als der andere.
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KAPITEL 3 QCD-STRAHLUNGSKORREKTUREN ZUR ZERFALLSRATE

3.2 Heavy Quark Expansion fiir den Zerfall B — X £i,

Inklusive semileptonische Zerfdlle von B-Mesonen kénnen - wie alle inklusiven Zerfille
schwerer Hadronen - mittels effektiver Feldtheorien beschrieben werden. Als Ergebnis erhélt
man fiir die inklusiven Zerfallsspektren und Zerfallsraten eine Entwicklung in inversen Po-
tenzen der Masse des im Meson enthaltenen schweren Quarks, also eine Heavy Quark Ez-
pansion. Die in diesem Abschnitt vorgestellten Methoden folgen [87), 25].

Wir nutzen die Tatsache aus, dass my verglichen mit Agcp eine grofie Skala ist, und
fithren die gleiche Feldredefinition (2I2)) wie bei der Herleitung von HQET durch

by(x) = ™V h(x).

Die differentielle Zerfallsrate kann - wie allgemein am Beispiel einer Hamiltondichte in ([22))
beschrieben - in der Heavy Quark Expansion als eine unendliche Reihe von inversen Poten-
zen der Masse, multipliziert mit einem Produkt aus Koeffizienten und Erwartungswerten
von Operatoren dargestellt werden

a0 =30 e Yo (Bs)| Oy 1B(rs)) b, (35)

Dabei enthalten die Koeffizienten ¢ ; die Hochenergiebeitrége, also die Beitrdge von Skalen
oberhalb my, wahrend die Niederenergiebeitrige von Skalen unterhalb m; in den lokalen
Operatoren Ogl,, enthalten sind. Auch hier ist es moglich, wie in ([2.3) die Skala y ein-
zufiihren. ([B.6]) liefert noch nicht die vollstandige Entwicklung in inversen Potenzen der
b-Masse, da |B(pp)) der B-Meson-Zustand in voller QCD ist, der von der b-Masse abhéngt.
Um die vollstandige Entwicklung in 1/my, zu erhalten, muss man HQET-Methoden (siche
Abschnitt 2Z3]) verwenden, um jedes Matrixelement in 1/m;, zu entwickeln. Hier ist es jedoch
moglich und sinnvoll, nicht die HQET-Entwicklung (siehe Abschnitt 2.3.2)) durchzufiihren,
sondern die Matrixelemente als phénomenologische Parameter zu behandeln. In fithrender
Ordnung in der Heavy Quark Expansion, also fiir & = 0, tritt das Matrixelement eines
Operators mit Massendimension drei auf, fiir das gilt

(B(ps)| O3 |B(ps)) = (B(ps)| bs#b, | B(ps)) = 2Ms3. (3.7)

Es gibt keine Beitrdge von Operatoren mit Dimension vier, also keine mit 1/my; unter-
driickten Terme. Die néchsten Beitrdge kommen aus Dimension-fiinf-Operatoren, sie sind
durch die nichtstérungstheoretischen Parameter

b2 = 5 (Boa) b GDL ) Blps)

und (3.8)

1 _ - g —
2MB<B(pB)’b’U§O-;wG bU|B<pB)>

pe =

definiert. p2 und pZ, enthalten je zwei auf das Feld b, wirkende Ableitungen. Sie haben
somit gegeniiber dem fithrenden Operator (B1) einen zusétzlichen Faktor AéCD und miissen
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3.2 HEAVY QUARK EXPANSION FUR DEN ZERFALL B — X (7,

daher mit 1/m? unterdriickt sein. Operatoren mit Dimension sechs und Dimension sieben
enthalten entsprechend einen zusétzlichen Faktor Adcp bzw. Alcp und sind daher mit
1/m3 bzw. 1/mj unterdriickt. Wir erkennen, dass p2 und pZ den Operator der kinetischen
Energie ([Z30) und des chromomagnetischen Moments (231]) enthalten, allerdings nicht
wie die in ([Z34) definierten Parametern A\; und Ay mit dem HQET-Feld h,, sondern mit
dem redefinierten QCD-Feld b,. Unter Beachtung der Relationen zwischen |B(v)), dem B-
Meson-Zustand in HQET, und |B(pg)), dem B-Meson-Zustand in voller QCD, sowie der
Relationen zwischen dem HQET-Feld h, und dem redefinierten QCD-Feld b, ldsst sich der
Zusammenhang zwischen A\; und p2 sowie Ay und pg leicht ausrechnen. Sie unterscheiden
sich jeweils um einen konstanten Faktor aus der Normierung der Felder und Zustdnde sowie
um Aqep/mp-Korrekturen.

Die totale Zerfallsrate fiir den Zerfall B — X (7, zur Ordnung (Aqcp/ms)? in der Heavy
Quark Expansion und zur Ordnung «; in der storungstheoretischen Reihe hat folgendes
Aussehen [42]:

GZm3 | V|2 P2 — o, 12 ,
b= W{ (1 T omz ) {f(p) + 79(/))} - Qm_g<1 —p) [1+ O(a)]

+ (’)(AQCD/mb)3 -+ O(Ozi)} (39)

Der fithrende Term in der Heavy Quark Expansion ist die totale partonische Rate

G2 m5|Vb|2 (0%
| ZFTThI 0l s 21 1
.= S )+ Z900) + 0102 (3.10)
Hierbei ist
flp) =1=8p+8p” — p' —12p"In(p) (3.11)
ebenso wie g(p) eine Phasenraumfunktion, und es gilt
2
m
= —. 3.12
= (3.12)
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KAPITEL 3 QCD-STRAHLUNGSKORREKTUREN ZUR ZERFALLSRATE

3.3 Berechnung der Zerfallsrate auf Baumgraphenniveau

Wir berechnen die Zerfallsrate mittels (B1)). Das den zugehérigen Quark-Ubergang b — c(i
auf Baumgaphenniveau beschreibende Feynmandiagramm ist in Abbildung .11 dargestellt.
Auf Baumgraphenniveau benotigt man zur Konstruktion des hadronischen Tensors die Am-
plitude

w

Atree — > - c = — ﬂ(pc, Uc)f)/#(l - ")/5>U(pb, Ub)

b (3.13)

Hierbei bezeichnen u(py, 03,) und u(p., o.) den Spinor fiir das einlaufende b-Quark und das
auslaufende c-Quark, mit Impuls p, bzw. p. und Spin o, bzw. o.. Die linkshdndige Kopp-
lung an das W-Boson wird durch v, (1 —~°) ausgedriickt. Zur Berechnung der Diagramme
verwenden wir hier und im Folgenden die Feynman-Regeln, wie man sie in [§] findet. Wir
bilden das Betragsquadrat der Amplitude, mitteln iiber den Spin des b-Quarks im Anfangs-
zustand und summieren iiber den Spin des c-Quarks im Endzustand. Hieraus erhalten wir
fiir den hadronischen Tensor

1 ree
WMV - 5 Z |"4t |2

0p;0c

= % D P, 00) (1 =77 wlpo, 00) wpo, 04) 1 (1 = 7°) u(pe, o)

0b;,0c

— % Z Z Un(pc, Uc) ak(pc, O'c) (’Yu(l — 75))“ Ul(pb’ O'b) ﬂm(pby Ub) (’yy(l _ 75>>mn

op,0c k,l,mn=1

B % Dt [upe, 00) wlpes o) Y (1 = 7°) wlpy, 03) @y, 00) 3 (1 = 7°)]

0p,0c

- %tr [(Pe + me) 7u(1 = %) (o + ) 1 (1 = 7°)] .

(3.14)

Dabei haben wir fiir die Spinsumme

Z u(p,o)u(p,o) =p+m (3.15)

g

verwendet.

Der leptonische Tensor enthélt den leptonischen Anteil, er beschreibt den Zerfall des
W-Bosons in Lepton und Lepton-Antineutrino. Die Herleitung des leptonischen Tensors
geschieht analog zu der des hadronischen Tensors. Man erhéalt

L' = trfpey" (1= 9°) oy (1= 7). (3.16)
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3.4 QCD-STRAHLUNGSKORREKTUREN

Hierbei betrachten wir sowohl das Lepton als auch das Neutrino als masselose Teilchen. Die
Vernachlassigung der Leptonmasse im Vergleich mit der Massen der b- und c-Quarks ist fiir
das Elektron und das Myon gerechtfertigt, fiir das 7-Lepton muss die Masse beriicksichtigt
werden.

Zur Berechnung der totalen Rate auf Baumgraphenniveau kontrahieren wir den hadro-
nischen mit dem leptonischen Tensor und integrieren anschliessend iiber den Phasenraum.
Fiir die totale partonische Rate auf Baumgraphenniveau erhélt man

G| Voo |”

Ty =
0 19273

f(p)- (3.17)

Hierbei ist f(p) die in (BI1]) definierte Phasenraumfunktion.

3.4 QCD-Strahlungskorrekturen

Um die auftretenden Divergenzen handhaben zu konnen, behandeln wir die QCD-Strahlungs-
korrekturen in Dimensionaler Regularisierung (siehe Abschnitt [ T.0]). Wir berechnen Strah-
lungskorrekturen zur Ordnung a, = ¢2/(47) in D = 4 — 2¢ Dimensionen. Dies bedeutet,
dass wir die Spuren zur Berechnung des hadronischen und leptonischen Tensors in D Di-
mensionen ausfithren sowie die Phasenraumintegrale und die bei den virtuellen Korrekturen
benotigten Schleifenintegrale in D Dimensionen auf eine geeignete Art beschreiben. Wir
berechnen die Integrale, durch die eine Divergenz auftritt, analytisch. Die verbleibenden
endlichen Phasenraum- und Schleifenintegrale berechnen wir numerisch, zuvor entwickeln
wir den Integranden fiir D — 4, d.h. ¢ — 0.

Der leptonische Tensor enthilt keine an der starken Wechselwirkung teilnehmenden Teil-
chen, daher miissen wir zu ihm auch keine QCD-Strahlungskorrekturen berechnen. Wir
konnen immer die Verallgemeinerung des leptonischen Tensors ([BI6]) auf D Dimensionen
verwenden, egal zu welcher Ordung in o, wir Berechnungen durchfithren. QCD-Strahlungs-
korrekturen berechnen wir zum hadronischen Tensor. Auflerdem &éndert sich bei der Behand-
lung der reellen Korrekturen im Vergleich zum Baumgraphenniveau auch der Phasenraum,
da im Endzustand zusétzlich ein Gluon enthalten ist.

Die Berechnung von QCD-Strahlungskorrekturen beinhaltet einerseits die reellen Kor-
rekturen, bei denen ein Gluon im Endzustand enthalten ist. Andererseits berechnet man
virtuelle Korrekturen, bei denen ein Gluon nur an internen Prozessen beteiligt ist.

3.4.1 Die Berechnung der Spuren in D Dimensionen

Wir berechnen die im hadronischen und leptonischen Tensor enthaltenen Spuren in D Di-
mensionen und kontrahieren anschlieBend hadronischen und leptonischen Tensor, um so das
Betragsquadrat des Matrixelements zu erhalten. Das Ergebnis entwickeln wir um € = 0 bis
zur Ordnung €, da bei der Berechnung der Phasenraum- und Schleifenintegrale Ausdriicke
entstehen, die von O(1/€) oder O(1) sind. Spuren, die kein «° enthalten, sind unabhiingig
von der Dimension. Lediglich die Ausdriicke, die man bei der Kontraktion von mehreren
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KAPITEL 3 QCD-STRAHLUNGSKORREKTUREN ZUR ZERFALLSRATE

Dirac-Matrizen miteinander erhélt, hdngen explizit von D ab. In fritheren Berechnungen
der a,-Korrekturen zur partonischen Rate wurde gezeigt, dass die Teile der Spuren, die
~° enthalten, endliche Integrale multiplizieren, und daher eine vierdimensionale Definition
dieser Spuren ausreicht. Es ist jedoch nicht klar, ob dies auch fiir die bei der Berechnung der
as-Korrekturen zu den 1/m? Termen benétigten Spuren und Integrale gilt. Um dann nicht
jedes Integral einzeln untersuchen zu miissen, werden wir durchgehend eine D-dimensionale
Definition der Spuren, die 7° enthalten, verwenden. Wir definieren den axialen Quarkstrom
in D Dimensionen geméaf [103]

A — _% €HPraes oy oy oy b, (3.18)

Dies bedeutet, dass wir in den Amplituden

1
a(pca UC) ”YM’YS u(pba Ub) - _5 Hrrp2ps ﬂ(pca UC) f)/plﬁpr’yps u(pba Ub) (319>

ersetzen. Eine analoge Ersetzung fithren wir auch im axialen Leptonstrom, d.h. bei der
Berechnung des leptonischen Tensors in D Dimensionen, durch. Die verwendete Konven-
tion fiir den total antisymmetrischen Tensor lautet €123 = 1. In D Dimensionen gilt fiir
Kontraktionen des e-Tensors 60‘575606575: —D*+6D3 —11D?* +6D.

3.4.2 Die Behandlung der Infrarot-Divergenzen

Bei der Berechnung der reellen und virtuellen Korrekturen treten infrarot(IR)-Divergenzen
auf, also Divergenzen aufgrund von kleinen Impulsen. Die IR-Divergenzen hingen mit dem
Gluonimpuls zusammen. Sie werden héufig durch die Einfiihrung einer kleinen, aber end-
lichen Gluon-Masse regularisiert, so auch in [60]. Abweichend hiervon behandeln wir die
IR-Divergenzen in Dimensionaler Regularisierung, sie treten dann ebenso wie die UV-
Divergenzen als Pole in 1/e auf. Wie wir im Abschnitt sehen werden, kommen die IR-
Divergenzen bei den reellen Korrekturen aus dem Integral iiber den Phasenraum, wéhrend
sie bei den virtuellen Korrekturen aus dem Schleifenintegral kommen. IR-Divergenzen duflern
sich dadurch, dass einer der Integrationsparameter zur Potenz (—1 — 2¢) im Integranden
vorkommt. Dies konnen wir durch Distributionen ausdriicken. Es gilt [104]

riTE = —2%5(1') + (é)+ + Ofe). (3.20)

Die IR-Divergenz erkennt man jetzt an einem 1/e-Pol, der eine Delta-Distribution multi-
pliziert. Hinzu kommt ein endlicher Anteil, der aus einer Plus-Distribution besteht, sowie
Terme, die fiir ¢ — 0 verschwinden. Die Distributionen sind in Anhang [A] erklért.

3.4.3 Die reellen Korrekturen

Zur Berechnung der reellen Korrekturen zum hadronischen Tensor tragen zwei Diagramme
bei. Sowohl das b-Quark als auch das c-Quark konnen ein Gluon abstrahlen.
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w 14
‘\'\,\’\'\ ]:Z . ‘\,\'\’\'\ De .
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by —

Die beiden Ubergangsamplituden sind

_ b — Pg + My P
A® = a(p,, 00) 1u(1 =) f fg_ 7 9sYat" €,(pg) ulps, 03), (3.21)
(po — py) mz + 10
g b
c — a _* C+ +mC
4O = (pe,00) gunat® €pg) — LB e S upe). (3.22)
(pe + pg)? — m2 +1i0
c g c

Hierbei bezeichnet € (p,) den Polarisationsvektor des Gluons mit Impuls p,. Bei der Be-
rechnung des Ubergangsmatrixelements wird {iber die Polarisationen von Gluonen im End-
zustand ebenso wie iiber die Spins von Fermionen summiert.

Fiir den Beitrag der reellen Korrekturen zum hadronischen Tensor ergibt sich

g:Cp

1
reell __ (b) (912 —
W = 3 E A+ A2 = 5

0p,0c,€

o 1
{ = tr (e +me) (1 =97) (B = Py + 1m0) ¥ (B + 110) Yo (B = By + ) 3 (1 = 7)1
b
1
—tr [@c +me) Yu(1 — 75) (P — Pg + ) v (P + 1) 70, (1 — 75)@0 + Py + me) ’Ya} NN,
o 1
—tr [(Pe +me) 7 (Pe + Py + me) 1L = 9°) (B + M) Yo (o — Py + ) W(1 = 7°)] NN
o 1
0 (e M7 e+ B+ 1) L= ) (B ) 31~ 7) (e +me) ] )
(3.23)
Hierbei haben wir die aus den Progagatoren stammenden Nenner mit
Ny = (P — pg)* — mj, (3.24)
N, = (pc +pg)2—m3 ‘
bezeichnet. Bei der Herleitung von ([B.23]) haben wir neben (B.13])
tr[t?t?] = C tr[1] = CrNeol, (3.25)

Y €nes = —gas (3.26)

€

verwendet. Fiir SU(3) gilt Cr = 4/3. Der Faktor N, der die Anzahl der Farbfreiheitsgrade
bezeichnet, kiirzt mit einem Faktor 1/N, der aus der Mittelung tiber die Farben des Quarks
im Anfangszustand kommt.
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Aus den in (B2Z3) dargestellten reellen Beitrdgen zum hadronischen Tensor erhélt man
nach Kontraktion mit dem leptonischen Tensor (B.I6]) und Integration iiber den Phasenraum
die reellen Korrekturen zur Zerfallsrate I'. Der zweite und dritte Beitrag zum hadronischen
Tensor in ([B.23) ergeben nach Kontraktion mit dem leptonischen Tensor (B.16) und Integra-
tion iiber den Phasenraum das gleiche Ergebnis. Dies muss so sein, da die beiden Beitrage
Spiegeldiagrammen zueinander entsprechen.

3.4.4 Die virtuellen Korrekturen
Vertexkorrektur

Zur Berechnung der virtuellen Korrekturen zum hadronischen Tensor trégt die Vertexkor-
rektur bei.

14
\,\,\’\’\ _ .

(vert) __
S %ﬁé 8
k

b —

Hierbei ist der Gluonimpuls & ein Schleifenimpuls, {iber den in D Dimensionen integriert
wird. Fiir die Amplitude erhélt man

dPk g P+ E+m
Avert — W(p., 00) gs aya ap c c 1— 5
Z/(27r)D WUpe; oc) 957 k? 4140 (p.+ k)% —m2 +i0 (1 =77) (3.27)
ﬁb‘f‘k—i-mb )

Bia )
o+ R g #0971 o

Einen Beitrag von O(«y) ergibt sich aus Produkten der Amplitude auf Baumgraphenniveau
mit der Amplitude der Vertexkorrektur

ver 1 ree ver T ver ree T
th:§ZAt (AT + AT (AT

0b,0c

Ly dPk 1
= (=0)9:Cr / (2m)P (k2 +40)((py + k)2 — m2 +i0)((p. + k)2 — m2 + i0)

tr [(Be + me) ¥ (Pe + § + me) 1 (1 = 7°) By + K+ m3) Yo (P + ms) 1 (1 — )] -

Bei den beiden Beitrédgen zum hadronischen Tensor handelt es sich um Spiegeldiagramme.
Daher miissen beide nach Kontraktion mit dem leptonischen Tensor und Integration iiber
den Schleifenimpuls k sowie den Phasenraum das gleiche Ergebnis liefern. Deshalb haben
wir bereits bei der Berechnung des hadronischen Tensors nur einen der beiden Beitrége
betrachtet und mit einem Faktor 2 multipliziert.

o6



3.4 QCD-STRAHLUNGSKORREKTUREN

Renormierung

Wie im Abschnitt [LT.0G erlautert, muss bei der Berechnung von Schleifendiagrammen auch
die Renormierung beachtet werden. Dies ist einerseits die Feldstirkerenormierung ([L28])

im Polschema fiir jedes externe Fermion. Sie berechnet sich auf Einschleifen-Niveau im
Polschema aus der Fermion-Selbstenergie geméf (L48). Man erhélt [105]

Zo(m) = 1+ 6Zo(m) = 1 + ag(m) Cr (‘4% - 1) (3.29)

mit
as T(1 +€)m™2%
T (4m)—e
Bei der in der Feldstidrkerenomierung vorkommenden Masse handelt es sich um die Pol-
Masse des entsprechenden Fermions. An der Herleitung von (B:29) erkennt man dhnlich wie
bei der Berechnung des Schleifenintegrals in Abschnitt B5.2] dass sich der divergente Teil
von dZ3(m) aus UV- und IR-Divergenzen zusammensetzt.

Hinzu kommt in unserem Fall eine endliche Renormierung des axialen Quarkstroms

(BI8). Auf Einschleifen-Niveau gilt

ag(m) =

(3.30)

1
J(I)LA = _ZAg P28 Co Y py Vpa Vs bos (3.31)
mit der endlichen Renormierungskonstanten
Zy=14024=1—Cp2. (3.32)
T

Die in (B3] enthaltenen Quarkfelder gy sind nackte Quarkfelder, die mit den renormierten
Feldern durch die Feldstéirkerenormierung zusammenhéngen.

Man fithrt in der Ubergangsamplitude auf Baumgraphenniveau (F13) die Ersetzung
BI9) durch, multipliziert mit der Wurzel der Feldstdrkerenormierung im Polschema fiir
jedes externe Fermion, multipliziert den axialen Anteil mit Z4 fiir die endliche Renormie-
rung des axialen Quarkstroms und erhélt

1
A= —\/Zs(me) \/ Za(my) @(pe, o) (’Yu + Zagy 00 ’Ypﬂpﬂpg) u(py, 03).  (3.33)

Um den hadronischen Tensor W, in D Dimensionen zu erhalten, berechnen wir das Be-
tragsquadrat von ([B33) und summieren iiber die Spins. Wir ersetzen die Renormierungs-
konstanten Zs(m.), Zs(my) und Z4 durch ihre Entwicklung in a, (B29) bzw. B32) und
multiplizieren das Produkt von Renormierungskonstanten aus. Dabei vernachléssigen wir
alle Terme, die Produkte von mehreren §7;, (i = 2, A), enthalten, da diese einen Beitrag
von Ordnung o? oder hoher darstellen. Terme ohne §Z; liefern das Baumgraphenergebnis
fiir den hadronischen Tensor, wihrend Terme, die ein §Z5 oder § Z 4 enthalten, einen Beitrag
zur Ordnung «y darstellen. An der Struktur von ([B33) erkennt man, dass Terme propor-
tional zu d Z5(my) und §Z5(m.) jeweils aus einem Produkt von §Z(my) bzw. § Zs(m,.) und
dem hadronischen Tensor auf Baumgraphenniveau bestehen. Die hier berechneten Beitréige
zur Ordnung ag, also die Ausdriicke proportional zu 0Z5(my), 6Z3(m.) und 674, bilden
zusammen mit der Vertexkorrektur die virtuellen Korrekturen zum hadronischen Tensor.
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3.5 Berechnung der QCD-Strahlungskorrekturen auf
Partonniveau

Wie in Abschnitt L2 4 und Abschnitt erklart, ist der fithrende Term in der Heavy Quark
Expansion der Zerfall auf Partonniveau, also der Zerfall eines freien b-Quarks in ein freies
Charm-Quark, ein Lepton und ein Lepton-Antineutrino. In diesem Abschnitt stellen wir die
Behandlung des Phasenraums und der Schleifenintegrale auf Partonniveau vor. Aulerdem
erlautern wir, wie die Phasenraum- und Schleifenintegrale durch numerische Integration
berechnet werden.

3.5.1 Der Phasenraum

Der Phasenraum fiir den Zerfall eines Teilchens A in n Teilchen im Endzustand f berechnet
sich in D Dimensionen aus

/dHAHf (H/ IR 12E> (2m)PsP (pA—Zm). (3.34)

Es bietet sich an, den zur Berechnung der reellen Korrekturen benétigten vier-Korper-
Phasenraum b — ¢+ g + ¢ + v in einen drei-Korper-Phasenraum und einen zwei-Korper-
Phasenraum aufzuteilen. In diesem Abschnitt wird eine mogliche Aufspaltung des vier-
Korper-Phasenraums b — ¢+ g + ¢ + v vorgestellt. Ebenso wird erldutert, wie hieraus eine
Parametrisierung des auf Baumgraphenniveau und fiir die Berechnung der virtuellen Kor-
rekturen benétigten drei-Koérper-Phasenraums b — ¢+ ¢+7 gewonnen werden kann. Weitere
Phasenraumparametrisierungen werden in Anhang[C] priasentiert. Die konkrete Behandlung
der Phasenrdume greift Ideen aus [104] auf.

Da bei der hier vorgestellten Parametrisierung die Leptonenergie einer der Integrations-
parameter ist, ist die Einfiihrung eines Schnitts auf die Leptonenergie wesentlich einfacher
moglich als bei den weiteren, in Anhang [C] préasentierten Parametrisierungen. Insbesondere
bei der Berechnung der a;-Korrekturen zu den (Agep/myp)?-Termen ist dies von deutlichem
Vorteil. Auf Partonniveau kann der Schnitt auf die Leptonenergie bei Verwendung der in
Anhang [C] prisentierten Phasenraumparametrisierungen jedoch problemlos durch Multi-
plikation des Integranden mit der Heavisideschen Sprungfunktion (siehe [A.9]) (9<Eg — Ecut)
eingefiihrt werden. Die verschiedenen hier und in Anhang [(] eingefithrten Phasenraumpara-
metrisierungen bieten insofern die Moglichkeit, auf Partonniveau die verschiedenen Phasen-
raumparametrisierungen und die numerische Genauigkeit der Methode zu iiberpriifen. Die
in Abschnitt B.6l vorgestellten numerischen Ergebnisse wurden jeweils mit mehreren Phasen-
raumparametrisierungen berechnet. Die numerischen Ergebnisse stimmen dabei innerhalb
der angegebenen Fehlergrenzen iiberein.
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3.5 BERECHNUNG DER QCD-STRAHLUNGSKORREKTUREN AUF PARTONNIVEAU

Aufteilung in einen drei-Korper-Phasenraum b — X + £ 4+ U und einen
zwei-Korper-Phasenraum X — c+g

Wir teilen den Phasenraum so auf, dass das b-Quark zunéchst in das masselose Lepton, das
Antineutrino und einen Zustand X zerfallt, fiir dessen Impuls gilt

DX =Dy — Pe — Py = De + Dyg- (3.35)

Der Zustand X zerfillt dann in das Charm-Quark und das Gluon. pyx ist also der Gesamt-
impuls des hadronischen Anteils im Endzustand. Die Aufspaltung des Phasenraums nimmt
folgende Form an:

d 2
Sty = [T [t ) [l (3.36)

Die zur Berechnung eines vier-Korper-Phasenraums benétigten vier Parameter setzen sich
zusammen aus insgesamt drei fiir das Integral iiber dp% und den drei-Kérper-Phasenraum
und einem fiir den zwei-Koérper-Phasenraum.

Der drei-Korper-Phasenraum b — X + £ 4+ v und das Integral iiber dpgc

Wir driicken alle Energien und Impulse im Ruhesystem des b-Quarks aus, fiir jede Ener-
gie gilt £ = (py - p)/mu, wobei p der Viererimpuls des entsprechenden Teilchens ist. Wir
parametrisieren die Impulse in Abhéngigkeit von den Energien und Winkeln als

Py = (mb707070)7 Dbe = (E€)0707Ef>7 Py = (EuaEVShO?El/CI) (337)
und die Energien und Winkel in Abhéngigkeit von den Integrationsparametern gy, A und
A3 als

1-62—9y)<
E=ml. B —m YN —on 1 (3.38)
2 2/‘61
mit m y
§=—= d =1—(1—c))=. 3.39
-~ un K1 (1—1¢) 5 (3.39)

Hier und im Folgenden bedeutet fiir alle Grolen ein Querstrich iiber der Bezeichnung, dass
es sich jeweils um 1 minus die entsprechende Grofie handelt:

T=1-ux. (3.40)

Bei allen Integrationsparametern handelt es sich um dimensionslose Groien. Der Integrati-
onsparameter y parametrisiert die Leptonenergie. Die Leptonenergie nimmt Werte zwischen
Null und my(1—62%)/2 an, da in dem Zerfall jeweils das massive Charm-Quark erzeugt wird.
Daher kann der Integrationsparameter y Werte zwischen Null und 1 — §? annehmen. ¢; und
s1 sind der Cosinus und Sinus des Winkels zwischen Leptonimpuls und Neutrinoimpuls, A3
parametrisiert also diesen Winkel. Der Zusammenhang zwischen dem Cosinus den Winkels
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und A3 wurde so gewéhlt, dass bei einem Cosinus, fiir den Werte zwischen —1 und 1 er-

laubt sind, A3 Werte zwischen Null und 1 durchlauft. Ay beschreibt die Neutrinoenergie,

die durch die Leptonenergie und die Energie, die auf das hadronische System iibertragen

wird, eingeschriankt ist. Auch der Zusammenhang zwischen der Neutrinoenergie und dem

Integrationsparameter Ay wurde so gewéhlt, dass Ay Werte zwischen Null und 1 annimmt.
In Abhéngigkeit von diesen Groflen ergibt sich das Phasenraumintegral zu

/ pX / Ay x 045]

4—4e
QD 192p— 2y,

SR / Ly / Dadg(1 = 8 — )2k yA) = (g ha)
(3.41)

Hier haben wir im Integranden bereits die Ersetzung D — 4 — 2¢ durchgefiihrt. Qp ist
das Integral iiber den Raumwinkel d€2p in D Dimensionen und somit die Oberfliche der
D-dimensionalen Einheitskugel, fiir die gilt

2mD/2
I'(D/2)

Wir fiithren die Substitution y = (1 —§2)\; durch. Alle drei Integrationsparameter A, s, A3
nehmen nun Werte zwischen Null und 1 an. Wir haben somit die Integrationsgrenzen des
Phasenraums auf einen Einheitswiirfel abgebildet. Dies vereinfacht die mehrdimensionale
numerische Integration, die wir durchfithren werden, um die Zerfallsrate und die Momente
zu erhalten.

Qp =

(3.42)

Méglichkeit den drei-Korper-Phasenraum b — ¢ + £ + © zu erhalten

Es ist auch leicht moglich, aus (B41]) den auf Baumgraphenniveau sowie fiir die Berechnung
der virtuellen Korrekturen benétigten drei-Korper-Phasenraum b — ¢+¢+4v in Abhéngigkeit
der Integrationsparameter A\; und A3 zu erhalten. Das Teilchen X ist in diesem Fall einfach
das Charm-Quark. Man multipliziert (BZ) mit 275(p3 — m?) = 275((m2 — m2)A2\;) und
integriert iiber As.

Der zwei-Korper-Phasenraum X — c+ g

Wir teilen den Gluonimpuls p, in einen Teil in Richtung des Gesamtimpulses des hadro-
nischen Anteils im Endzustand px und einen hierzu senkrechten Anteil auf und schreiben
den Viererimpuls des Gluons als

py = (E,,0,0,0) + E,c, (o ‘px‘) + Eysy (0 pL) (3.43)
Px
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mit px - pL =0, p% =1 und |px| = /F% — p%. Fiir die Gluonenergie gilt

2 2
Px —m,
E, = —. 3.44
7 2(Ex — eolpx]) (3.44)

c2 und sy sind der Cosinus und Sinus des Winkels zwischen Gluonimpuls p, und dem Ge-
samtimpuls des hadronischen Anteils im Endzustand py. Fiir den zwei-Korper-Phasenraum

erhalt man Db
1 boosy By D—2
/[dHX_>6+g] = W/l ngm /d Pl (345)

Wir fiithren die Substitution ¢y = 2A4 — 1 durch, so dass der Integrationsparameter Ay wie
die Integrationsparameter des drei-Korper-Phasenraums Werte von Null bis 1 annimmt. Die
in (B24)) definierten Nenner N, und N, der reellen Diagramme sind unabhéngig von p, .
Die einzige Abhéngigkeit der Diagramme von p; kommt aus Skalarprodukten von p; mit
leptonischen Impulsen im Zéahler der Diagramme. Bei Integration iiber den Einheitsvektor
p. tragen nur folgende Integrale bei:

/dD‘Qm {100 } = {1, 5o 25”} Qp_s. (3.46)

Hierbei ist §“ die Metrik im (D — 2)-dimensionalen Unterraum, es gilt 6! = D — 2.
Den vier-Korper-Phasenraum erhélt man durch Zusammensetzen von (B41]) und (B25)

gemaf (B30).

IR-Divergenzen der reellen Korrekturen

Infrarot-Divergenzen treten im Grenzfall verschwindenden Gluonimpulses auf. Dies ent-
2

spricht in der hier vorgestellten Phasenraumparametrisierung Ay = 0, da E, ~ p% — m? =
A1 (1 —02%) )y gilt sowie beide in (324 definierten Nenner proportional zu Ay sind und daher
fiir Ay = 0 verschwinden. Mit (B8 ist auch ([B36) proportional zu einem Faktor \j .
Hinzu kommt ein Faktor A, * aus den Nennern N, und N, in ([B23). Insgesamt kommt also
Ay 1 7% im Integranden vor. Dies driicken wir wie in (320) beschrieben durch Distributionen
aus und kénnen dann das Integral iiber Ay ausfithren. Auch an der Phasenraumparame-
trisierung (C.2) mit ([C.6) und der direkten Parametrisierung (C21]) erkennt man explizit
einen Faktor Ay, der jeweils zur Potenz 1 — 2¢ vorkommt. Infrarot-Divergenzen sind dort
ebenso wie hier mit dem Integrationsparameter \y verkniipft.

Bei den virtuellen Korrekturen zeigen sich Infrarot-Divergenzen bei der Berechnung der
Schleifenintegrale (siehe Abschnitt B.5.2).
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3.5.2 Die Berechnung der Schleifenintegrale fiir die virtuellen
Korrekturen

Ein wesentlicher Aspekt bei der Berechnung der virtuellen Korrekturen ist die Berechnung
der Schleifenintegrale in D Dimensionen. Die Schleifenintegrale sind sowohl UV- als auch
IR-divergent, so dass die Behandlung der Divergenzen von zentraler Bedeutung ist. In die-
sem Abschnitt wird die Berechnung der Schleifenintegrale fiir die Vertexkorrektur explizit
vorgefithrt. Die Berechnung des Schleifenintegrals fiir die Feldstédrkerenormierung erfolgt
analog. Am Ende dieses Abschnitts wird beschrieben, welche Divergenzen sich gegenseitig
aufheben, so dass man ein UV-endliches Ergebnis fiir die virtuellen Korrekturen und ein
endliches Ergebnis fiir die Summe aus reellen und virtuellen Korrekuren erhélt.

Schleifenintegrale fiir die Vertexkorrektur

Durch Berechnung der Spur in ([B28) erhélt man im Zahler Ausdriicke, die unabhéngig vom
Schleifenimpuls £ sind, sowie Ausdriicke proportional zu k* und Ausdriicke proportional zu
k*EY. Die virtuellen Korrekturen beinhalten also Schleifenintegrale der Form

(% 1) — / de {1, k", kFE}
D (k2 4+1i0)(2pp - k + k2 +i0)(2p. - k + k2 +i0)

(3.47)

Hier haben wir im Nenner bereits p? = m? und p? = m? eingesetzt, was auf Partonniveau

gilt. Nach Einfithren der Feynman-Parameter y und z sowie der Substitution | = k+ypy+2p.
erhilt man mit d”k = d”[ und

A = (ypy + 2pe)” — 2(p7 — m2) = y*mj + 2*m? + 2yz py - pe (3.48)

le

(1,10 1) = /

v AL =y — aph, (= ypy — 2pt) (1Y — ypy — 2p))}
/dy/ 122 12— A 10

0
dPl

I
— S

(a4 o) (g + )
y z 12— A +403
(3.49)

Hierbei haben wir im zweiten Schritt ausgenutzt, dass Terme mit einer ungeraden Anzahl
von Potenzen von [ beim Integrieren iiber [ verschwinden, da eine in [ ungerade Funktion
iiber einen Integrationsbereich, dessen Grenzen symmetrisch um Null liegen, integriert wird.
Nach Ausfiihren des Integrals iiber [ in D Dimensionen und der Ersetzung D — 4 —2¢ erhélt
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man

oy _ (=) o [an [ g A
(I, 1", 1"} = (47T)2_€r(1+ )/0 dy/o dz A

y N
{1, —yp, — 2ok, (yp, + 2pk)(ypy + 2p%) — QEA}-

(3.50)

Wir fithren einen Wechsel zu neuen Integrationsvariablen xy, xs durch, deren Zusammen-
hang mit y und z durch
z=x1(1 — x9), Y = T Ta, dzdy = x1dxy dxs (3.51)

gegeben ist. Die Schleifenintegrale in den neuen Variablen sind
; 1 1
{],IM,IMV} = TF(]_ —|—€)/ dl’g A;elu_e/ dﬂ?l
(4m)2~< 0 0

HVAH u
{(_1)%1267 o (zoplt + Toph) ry (—(Q:prf + Toph') (wopy + Topy) + ! % - > } '
(3.52)
mit

Apen = = x5m; + Tam? + 239T2 py - e, (3.53)

A
i
wobei Zo geméfl ([B40) definiert ist. Der erste Term in ([B52) ist infrarot-divergent, was man
daran erkennt, dass 1 zur Potenz (—1—2¢) vorkommt. Die IR-Divergenz behandeln wir wie
im Abschnitt beschrieben. Wir driicken x;' 7% gem#f (B20) durch einen divergenten
Anteil, der eine Delta-Distribution multipliziert, und einen endlichen Anteil, der aus einer
Plus-Distribution besteht, aus. Danach integrieren wir iiber x;. Das Integral iiber die Plus-
Distribution wird hierbei Null. Als Ergebnis erhalt man

~ 1
(1,1%, 1) = #m + e)/o dwy AT1=

i 1 (zop!" + Toph 1 _ Bzt vy 9 Aneu 354
5o T g (@aPy +Ta0t) s o | —(@apy + Zopl) (wapy + Topf) + = | . (3.54)
Das Integral iiber x5 ist infrarot-endlich, daher konnen wir (B.54)) in € entwickeln, indem wir
den Integranden in € entwickeln. Bei der Berechnung der Zerfallsrate und der Momente mul-
tiplizieren die hier berechneten Schleifenintegrale endliche Ausdriicke aus dem Phasenraum.
Daher gentigt es, den Integranden in ([B.54]) bis zur Ordnung 1 zu entwickeln, wir brauchen
keine Terme von Ordnung e. Nach dieser Entwicklung ergibt sich fiir die Schleifenintegrale

: 1
{1,1", 1"} = (47:)2—5F(1 + e)/o drg ALLC

1 1 1 1
{2_67 (332105 + 52}75) y T 5(-7621?5 + fzpff)(-%"sz + j2175) + Zglw Apeu + EQM/ Aneu } . (3'55)
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Der erste Term in der zweiten Zeile von (B350 ist IR-divergent, wihrend der letzte Term
UV-divergent ist. Sowohl IR~ als auch UV-Divergenzen duflern sich jetzt durch 1/e-Pole. Um
welche Art von Divergenz es sich handelt, erkennt man lediglich daran, an welcher Stelle
in der Herleitung des Ausdrucks sie auftritt. Das Integral iiber x5 wird zusammen mit den
Phasenraumintegralen numerisch berechnet.

Divergenzen der virtuellen Korrekturen

Die Berechnung des Schleifenintegrals fiir die Feldstidrkerenormierung geschieht analog zur
Berechnung der Schleifenintegrale fiir die Vertexkorrektur. Wie in Abschnitt B.44] bereits
angedeutet, treten bei der Berechnung des Schleifenintegrals fiir die Feldstidrkerenormierung
ebenfalls sowohl IR~ als auch UV-Divergenzen auf. Die virtuellen Korrekturen als Ganzes,
also die Summe der Beitrige aus Vertexkorrektur, Feldstérkerenormierung und (endlicher)
Renormierung des axialen Stroms, sind frei von UV-Divergenzen. Die UV-Divergenzen aus
der Vertexkorrektur heben sich mit den UV-Divergenzen aus der Feldstidrkerenormierung
auf. IR-Divergenzen bleiben jedoch {ibrig, diese kiirzen mit den IR-Divergenzen der reellen
Korrekturen. Als Ergebnis fiir die Rate und die Momente zur Ordnung «a; ergibt sich ein
endlicher Ausdruck, was so sein muss, da es sich um physikalische Gréflen handelt.

3.5.3 Die numerische Integration

Wir berechnen die Phasenraum- und Schleifenintegrale numerisch. Einen Grofiteil unserer
Rechnung fithren mit Hilfe von Mathematica [106] aus. Die mehrdimensionalen numeri-
schen Integrale berechnen wir mittels des Integrationsalgorithmus Vegas [107], der Teil der
CUBA library [108] ist. Aus dem jeweiligen Integral produzieren wir mit Mathematica C-
Code. Dann berechnen wir das Integral mit Vegas in C/C++. Man gibt eine relative und
absolute Genauigkeit an, die mindestens erreicht sein miissen, sowie wie viele Iterationen
héchstens durchgefiihrt werden diirfen. Die Integration bricht ab, wenn entweder die gefor-
derte Genauigkeit oder die Hochstzahl der Iterationen erreicht ist. Vegas gibt jeweils das
Ergebnis fiir das Integral sowie die numerische Unsicherheit aus. Die geforderte Genauigkeit
oder die Hochstzahl der Iterationen zu erhohen, verringert die Unsicherheit, erhoht dabei
jedoch die Rechenzeit. Es gilt also, einen Mittelweg zwischen erforderlicher Genauigkeit des
Ergebnisses und der Verldngerung der Rechenzeit zu finden.
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3.6 Numerische Ergebnisse auf Partonniveau

In diesem Abschnitt werden numerische Ergebnisse fiir die Zerfallsrate und die Momente
auf Partonniveau vorgestellt, die mittels der in den vorherigen Abschnitten eingefiihrten
Methoden berechnet wurden. Um die Momente des Leptonenergiespektrums zu erhalten,
multipliziert man die differentielle Rate mit der auf die Masse des b-Quarks m; normierten
Leptonenergie Eg = Ey/my, zu einer Potenz n. Die hadronischen Momente erhélt man, indem
man die differenticlle Rate mit der normierten Gesamtenergie das hadronischen Systems Fy
zu einer Potenz j sowie der Differenz zwischen der normierten hadronisch invarianten Masse
My zum Quadrat und M2 zur Potenz i multipliziert. Hierbei ist Mp = (Mp + 3Mp-)/4
die normierte, spin-gemittelte D-Meson-Masse. Die Normierung der Momente erfolgt auf
die totale partonische Rate auf Baumgraphenniveau ([B.I7). Fiir die leptonischen und ha-
dronischen Momente gilt somit

L=~ dN2 / dE, (E,)" _dr (3.56)
T o AMZ dE,
=LO 4 %LS) + O(a?),
Hy = — / AN / dE, (M2 — M2) (Ex ) _dr (3.57)
Lo Feus dM% dE,

_ o), Qs (1) 2

Alle mit einem Hut gekennzeichneten Gréflen sind jeweils auf m; normiert. Auf Partonni-
veau konnen wir fiir die Spin-gemittelte D-Meson-Masse einfach die Charm-Quark-Masse
einsetzen. Dariiber hinaus konnen wir auf Partonniveau die hadronisch invariante Masse
My durch die partonisch invariante Masse ersetzen. Die Differenz zwischen der normier-

ten hadronisch invarianten Masse My zum Quadrat und M?, ist somit auf Partonniveau
((pe+py)? —m?)/mi fiir die reellen Korrekturen. Diese Differenz ist Null fiir den Baumgra-
phenbeitrag und fiir die virtuellen Korrekturen, da in diesen Féllen nur das Charm-Quark
im hadronischen Anteil des Endzustands enthalten ist und p? = m? gilt. Daher werden
fiir ¢ > 0 die hadronischen Momente auf Baumgraphenniveau Null, zu diesen hadronischen
Momenten zur Ordnung «; tragen nur die reellen Korrekturen bei. Die normierte Gesamt-
energie des hadronischen Systems Ey ist auf Partonniveau gleich der partonischen Energie.
Sie besteht aus der Summe aus den normierten Charm- und Gluonenergien fiir die reellen
Korrekturen sowie nur aus der normierten Charm-Quark-Energie fiir den Baumgraphenbei-
trag und fiir die virtuellen Korrekturen.

In (B350) und [B57) ist die doppelt differentielle Rate in der hadronisch invarianten Masse
und der Leptonenergie dargestellt. Die hadronisch invariante Masse und die Leptonenergie
fungieren als Integrationsparameter, iiber die integriert wird, um die Momente zu erhalten.
Hierbei ist zu beachten, dass das Integral iiber die Leptonenergie nicht bei Null anfingt,
sondern bei einer unteren Grenze Ecut. Diesen Schnitt auf die Leptonenergie fiihrt man
ein, da im Experiment sehr niederenergetische Leptonen nicht gemessen werden konnen.
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In unserer Rechnung driicken wir die differentielle Rate nicht in Abhéngigkeit von der ha-
dronisch invarianten Masse und der Leptonenergie aus, sondern in Abhéngigkeit von den
Integrationsparametern aus den Phasenraum- und Schleifenintegralen. Nur bei Verwen-
dung der Aufspaltung des vier-Korper-Phasenraums b — ¢+ g + £ + v gemafl ([3.36) und
der daraus wie im Abschnitt nach (B42) beschrieben gewonnenen Parametrisierung fiir den
drei-Korper-Phasenraum b — ¢ + ¢ + v ist die Leptonenergie einer der Integrationsparame-
ter. Dann kann der Schnitt auf die Leptonenergie direkt als Integrationsgrenze eingefiihrt
werden. Bei Verwendung der anderen Parametrisierungen fiir den Phasenraum beachten wir
den Schnitt auf die Leptonenergie, indem wir mit der Heavisideschen Sprungfunktion (siehe
[A9) Q(Eg — Ecut) multiplizieren.

In der zweiten Zeile von ([B50) und [BX1) sind die Momente in einer Entwicklung in ag
dargestellt. Zu den Momenten gibt es Beitrige nullter Ordnung in «y, die aus den Beitragen
zur differentiellen Rate auf Baumgraphenniveau kommen. Beitréage erster Ordnung kommen
aus den reellen und virtuellen Korrekturen. Wir berechnen keine Beitrdage, die von Ordnung
a? und héher sind.

Auf ag-Niveau berechnen wir fiir jeden Beitrag zu den reellen und virtuellen Korrekturen
den hadronischen und den leptonischen Tensor in D Dimensionen und kontrahieren beide
miteinander. Bei den virtuellen Korrekturen beachten wir hierbei die Parametrisierung der
Schleifenintegrale. Geméf ([B.]) multiplizieren wir anschliessend mit der jeweils passenden
Parametrisierung des Phasenraums und entwickeln den Integranden in € bis O(e). Wir
erhalten divergente und endliche Ausdriicke. Zur Berechnung der Momente multiplizieren
wir dann geméf ([B50) und [B51) mit der Leptonenergie bzw. der hadronischen Energie
und der hadronisch invarianten Masse. Die mehrdimensionalen Integrale berechnen wir nu-
merisch mit Vegas. Am Ende addieren wir die einzelnen Beitrdge, um ein Ergebnis fiir
das jeweilige normierte Moment zu bekommen. Dabei sehen wir, dass sich die divergen-
ten Ausdriicke mit hoher numerischer Genauigkeit gegeneinander kiirzen. Wir wissen, dass
UV-Divergenzen sich innerhalb der virtuellen Korrekturen kiirzen miissen, wéahrend die IR-
Divergenzen der reellen und virtuellen Korrekturen sich gegenseitig autheben. Wir kénnen
dies nicht mehr explizit iiberpriifen, da aufgrund der Behandlung der IR-Divergenzen in
Dimensionaler Regularisierung alle Divergenzen als 1/e-Pole ausgedriickt sind. Es geniigt
jedoch zu sehen, dass die physikalischen Grofien, also die Zerfallsrate und die Momente,
keine Divergenzen enthalten.

Numerische Ergebnisse fiir die in (B56]) und ([B57) definierten normierten Momente sind
in den nachfolgenden Tabellen angegeben, und zwar einmal ohne Schnitt auf die Lepton-
energie und einmal mit einem Schnitt auf die Leptonenergie E, > 1 GeV. Als Zahlenwerte
fiir die Massen verwenden wir m;, = 4.6 GeV und m, = 1.15 GeV. Diese Zahlenwerte, die
auch in [60] verwendet werden, entsprechen nicht den Werten fiir die Polmassen, wie wir sie
bei der numerischen Analyse in Abschnitt L3lbenutzen. Die Verwendung dieser Zahlenwerte
ermoglicht uns aber, die numerischen Ergebnisse mit [60] zu vergleichen. Die in den Tabellen
angegebenen Unsicherheiten der Momente sind aus den von Vegas ausgegebenen Unsicher-
heiten der numerischen Integration mit Gaufischer Fehlerfortpflanzung berechnet, d.h. die
einzelnen Unsicherheiten werden quadratisch addiert. Es ist moglich, die Unsicherheiten zu
verringern, indem man die Hochstzahl der erlaubten Iterationen und die geforderte Genau-
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Tabelle 3.1: Die normierten hadronischen Momente ohne Schnitt auf die Leptonenergie.

HO g

i v)
1,0 4 0,000070 —1,777507 £ 0,002126
0,422009 + 0,000030 —0,718953 4 0,000902
0,183191 + 0,000013 —0,291882 4 0,000402

0,081475 £ 0,000005 —0,117663 £ 0,000187

~.

W NN == OOOO
O OO WN R~ O | .

00 0,090098 + 0,000040
0£0 0,047002 £ 0,000020
0£0 0,025093 =+ 0,000011
0x+0 0,009107 = 0,000005
00 0,005339 =+ 0,000003
00 0,001810 = 0,000002

Tabelle 3.2: Die normierten hadronischen Momente mit einem Schnitt auf die Leptonener-
gie: Fy; > 1 GeV.

Hfjo) HZ.(;)
0,814793 + 0,000177 —1,439220 £ 0,002677
0,334064 + 0,000074 —0,577081 4+ 0,001109
0,141112 + 0,000032 —0,234386 4+ 0,000480

0,061192 + 0,000014 —0,095899 £ 0,000215

~.

WN NN R =B OOOoOOo
O ONRFE O WN—O|S.

0£0 0,057266 =+ 0,000048
0£0 0,028499 + 0,000023
0£0 0,014472 +£ 0,000011
0£0 0,004440 +£ 0,000003
0£0 0,002420 + 0,000003
0£0 0,000640 = 0,000002

igkeit erhoht. Da dies jedoch die Rechenzeit deutlich verlingert, und fiir einen Vergleich
mit [60] die hier erreichte Genauigkeit bei Weitem ausreicht, haben wir hierauf verzichtet.
Bei den in der ersten Zeile einer Tabelle, also fiir n = 0 bzw. i« = 0 und 7 = 0 angegebenen
Ergebnissen handelt es sich jeweils um die totale Rate.

Die in Tabelle B]] angegebenen numerischen Ergebnisse fiir die hadronischen Momen-
te ohne Schnitt auf die Leptonenergie wurden mit der direkten Parametrisierung (C.21))
des Phasenraums fiir die reellen Korrekturen und dem aus (B41]) wie im Abschnitt nach
[B22]) beschrieben gewonnenen drei-Kérper-Phasenraum b — ¢ + ¢ + v fiir die virtuellen
Korrekturen und das Baumgraphenniveau erzielt. Auch mit den anderen Phasenraumpara-
metrisierungen erhélt man Ergebnisse, die innerhalb der angegebenen Unsicherheiten mit
den hier gezeigten Ergebnissen iibereinstimmen. Alle in Tabelle Bl gezeigten hadronischen
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Tabelle 3.3: Die normierten leptonischen Momente ohne Schnitt auf die Leptonenergie.

Lq(zO) Lgll)

n
0 1,0 £ 0,000070 —1,777330 £ 0,001429
1 0,307203 £ 0,000022 —0,551150 £ 0,000431
%
3

0,103000 = 0,000008 —0,187656 £ 0,000160
0,036524 =+ 0,000003 —0,067818 £ 0,000063

Tabelle 3.4: Die normierten leptonischen Momente mit einem Schnitt auf die Leptonenergie:

E,>1 GeV.
n Ly Ly
0 0814803+ 0,000152  —1,440080 = 0,002805
1 0,277641 +0,000044  —0,497272 % 0,000809
2 0,007934 £ 0,000014  —0,178466 =+ 0,000248
3 0,035615 £ 0,000004  —0,066167 == 0,000082

Momente stimmen innerhalb der angegebenen Unsicherheiten mit den ersten beiden Spalten
in Tabelle 3 in [60] iberein.

Die in Tabelle angegebenen numerischen Ergebnisse fiir die hadronischen Momente
mit einem Schnitt auf die Leptonenergie bei 1 GeV wurden mit der Aufteilung (3.30) des
Phasenraums fiir die reellen Korrekturen und der daraus wie im Abschnitt nach (B42)
beschrieben gewonnenen Parametrisierung fiir den drei-Korper-Phasenraum b — ¢+ ¢ + v
berechnet. Die hier gezeigten Ergebnisse stimmen innerhalb der angegebenen Unsicherheiten
iiberein mit den mit der Aufteilung (C2) des Phasenraums fiir die reellen Korrekturen
und der entsprechenden Aufspaltung (C.I4]) fiir den drei-Korper-Phasenraum b — ¢ +
{ + v erzielten Ergebnissen. Ebenfalls stimmen die Ergebnisse innerhalb der angegebenen
Unsicherheiten iiberein mit Ergebnissen, die mit der direkten Parametrisierung (C21]) des
Phasenraums fiir die reellen Korrekturen gewonnen wurden. Alle in Tabelle gezeigten
hadronischen Momente stimmen innerhalb der Unsicherheiten iiberein mit den ersten beiden
Spalten in Tabelle 4 in [60].

In Tabelle und Tabelle B4 sind Zahlenwerte fiir die Momente des Leptonenergie-
spektrums angegeben, und zwar in Tabelle ohne Schnitt auf die Leptonenergie und in
Tabelle B4 mit einem Schnitt auf die Leptonenergie von 1 GeV. Diese numerischen Ergeb-
nisse sind mit der Aufteilung (C2) des Phasenraums fiir die reellen Korrekturen und der
entsprechenden Aufteilung (C.14l) des Phasenraums fiir die virtuellen Korrekturen und das
Baumgraphenniveau erzielt worden. Alle in Tabelle und Tabelle B4 gezeigten Zahlen-
werte stimmen innerhalb der angegebenen Unsicherheiten mit den Tabellen 1 und 2 in [60]
iiberein.

Zwischen den in [60] und [58] vorgestellten Momenten beziiglich der hadronisch inva-
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rianten Masse gab es nie einen detaillierten Vergleich, da in [58] Momente beziiglich der
physikalischen hadronisch invarianten Masse angegeben werden, wéhrend [60] Momente
beziiglich der partonisch invarianten Masse berechnen. Dariiber hinaus verwenden [58] die
b-Quark-Masse im 1S-Schema, wohingegen in [60] das Polschema benutzt wird. [60] verglei-
chen lediglich mit einigen &lteren Ergebnissen [56] 57, 55, [62] sowie mit [59)].

Unsere in diesem Abschnitt vorgestellten numerischen Ergebnisse fiir den Baumgraphen-
beitrag und die a,-Korrekturen zu den leptonischen und hadronischen Momenten auf Par-
tonniveau, die unter Verwendung der b-Quark-Masse im Polschema erzielt wurden, stimmen
iberein mit [60]. Dies liefert eine unabhéngige Bestéatigung der Ergebnisse von [60], die mit
anderen Rechenmethoden erreicht wurde. Insbesondere wurden hier IR-Divergenzen in Di-
mensionaler Regularisierung und nicht durch Einfiihren einer Gluonmasse regularisiert.

3.7 Ausblick: QCD-Strahlungskorrekturen zu den
1/m;-Termen

In den vorherigen Abschnitten haben wir einen Formalismus entwickelt, der sich zur Berech-
nung von Strahlungskorrekturen der Ordnung a, zum Zerfall B — X (i, eignet. Hiermit
berechnete numerische Ergebnisse fiir die QCD-Strahlungskorrekturen zur Zerfallsrate und
zu den Momenten auf Partonniveau wurden in Abschnitt vorgestellt.

Die Berechnung der QCD-Strahlungskorrekturen auf Partonniveau ist Voraussetzung zur
Berechnung der a,-Korrekturen zu den Ausdriicken néchstfithrender Ordnung in der HQE;,
den (Aqcp/mp)?-Termen. Es ist moglich, die in Abschnitt B:5] gezeigte Behandlung des
Phasenraums und die in Abschnitt gezeigte Berechnung der Schleifenintegrale zu ver-
allgemeinern, um damit auch die as-Korrekturen zu den (Agep/ my,)?-Termen berechnen zu
kénnen. Die numerische Integration lduft in diesem Fall gleich ab wie in Abschnitt
beschrieben.

Auf diese Art berechnete Ergebnisse fiir die a,-Korrekturen zu den Termen, die pro-
portional zu p? sind, werden in [63] vorgestellt. Mit einem Schnitt auf die Leptonener-
gie Fy > 1 GeV machen diese Korrekturen fiir die Momente beziiglich der Leptonenergie
und der partonischen Energie deutlich weniger als 1% aus, wihrend sie fiir die Momente
beziiglich der partonisch invarianten Masse, die auf Baumgraphenniveau verschwinden, von
Ordnung 10% sind.

Da die hier entwickelte Methode die Eichinvarianz erhélt, ist es auch moglich, sie zur Be-
rechnung der a-Korrekturen zu den weiteren (Aqcep/my)?-Termen, also zu den Ausdriicken,
die proportional zu pZ, sind, zu verwenden.

Sind neben den ay-Korrekturen zu den (Aqep/myp)?-Termen auch die a2-Korrekturen zur
fiihrenden Ordnung der HQE bekannt, so wird es moglich sein, |V,,| aus B — X (i, deutlich
genauer als zur Zeit zu bestimmen. Vorraussichtlich wird die theoretische Unsicherheit dann
weniger als 1% betragen.
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Kapitel 4
Zerfallsspektren in SCET

In diesem Kapitel behandeln wir den Zerfall B — X, {7, in der Shapefunktions-Region mit-
tels effektiver Feldtheorien. Hierbei gehen wir zunédchst auf Faktorisierung ein. Anschlieend
stellen wir die Berechnung des Zerfallsspektrums beziiglich einer speziell gewahlten Varia-
blen in néchstfithrender Ordnung in Agcp/my, und auf Baumgraphenniveau vor. Schlielich
berechnen wir Strahlungskorrekturen der Ordnung o, zum Zerfallsspektrum zur fithrenden
Ordnung in Agep/my. Hiermit stellen wir eine von der hadronischen Shapefunktion des B-
Mesons unabhingige Beziehung zwischen Zerfallsspektren zu B — X (7, und B — X, (7,
auf, die zur Bestimmung von |V,;| bei bekanntem |V,;| verwendet werden kann.

Wie bereits im Abschnitt Bl erlautert, setzt sich die differentielle Zerfallsrate fiir den in-
klusiven semileptonischen Zerfall B — X /7, aus dem leptonischen und dem hadronischen
Tensor zusammen. Der hadronische Tensor beschreibt den hadronischen Anteil des Zerfalls.
Er enthilt alle QCD-Effekte. Daher duBern sich sowohl Aqcp/my-Korrekturen als auch
ag-Korrekturen zur differentiellen Zerfallrate als Korrekturen zum hadronischen Tensor,
wéhrend der leptonische Tensor immer gleich bleibt. Die Berechnung der Agep/my- oder
as-Korrekturen zur differentiellen Zerfallsrate reduziert sich auf die Berechnung der entspre-
chenden Korrekturen zum hadronischen Tensor. Wir verwenden den mittels des optischen
Theorems definierten hadronischen Tensor (B4 mit der Vorwértsstreuamplitude (B3.3]) und
dem bereits in ([B2) definierten Quarkstrom J£.

Der Notation aus [I09] folgend driicken wir den hadronischen Tensor durch fiinf skalare
Strukturfunktionen aus

W = Wi(puy + 0Dy — 9D — i€uap pv?) (4.1)
—Wa g + Wi v,0, + Wy (puvy + vupy) + Wi pupy.

Hierbei wurden die unabhingigen Vektoren als v, die Geschwindigkeit des B-Mesons, und
p = myv — q gewahlt. my ist die Polmasse des b-Quarks und ¢ der Impuls des auslaufenden
Leptonpaars. Wir verwenden hier — abweichend zur im Kapitel Bl benutzten Konvention —
die Konvention €"1?% = —1.
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4.1 Faktorisierung fiir B — X i,

Beim Zerfall B — X_.(i; spielen in der Shapefunktions-Region die drei Skalen m? > m2\? >
m2\* eine Rolle. Diese drei Skalen werden als die harte Skala, die Jet-Skala und die wei-
che Skala bezeichnet. X ist hierbei der in (Z41]) definierte Entwicklungsparameter. Die an
den verschiedenen Skalen auftretenden Quantenfluktuationen kénnen fiir inklusive b — c-
Zerfalle mit massiven kollinearen Charm-Quarks, fiir die (Z42) und 243) gilt, in ein Pro-
dukt aus harten Funktionen H und einer Faltung der Jetfunktionen J mit Shapefunktionen
S faktorisiert werden. Dies bedeutet, dass die an den drei verschiedenen Skalen auftretende
physikalische Dynamik voneinander getrennt wird. Fiir den hier betrachteten Zerfall ge-
schieht dies #hnlich wie im masselosen Fall [94], TT0]. Die differentielle Zerfallsrate ldsst sich
als

dl'~H-J®S (4.2)

schreiben, wobei ® die Faltung bezeichnet. Um Faktorisierung fiir den hier vorliegenden
Zerfall zu beweisen, miisste man zeigen, dass beim Faktorisierungsbeweis im Vergleich zum
masselosen Fall keine weiteren Komplikationen auftreten.

Das Matching und die damit einhergehende Faktorisierung geschieht in zwei Schritten
QCD — SCET — HQET. Im ersten Schritt werden Fluktuationen an der harten Skala
durch Matching der Lagrangedichte und der Strome in QCD auf die entsprechenden Aus-
driicke in SCET ausintegriert. Auf die Lagrangedichte und die Stréme bis Ordnung A\? wurde
in den Abschnitten und naher eingegangen. Zuséatzlich zu diesen Ausdriicken in
SCET brauchen wir auch die Lagrangedichte in HQET bis zur néchstfiihrenden Ordnung,
wie sie in (232)) angegeben ist. Im Allgemeinen tritt in der Lagrangedichte in HQET (2.32)
der Koeffizient a(u) auf, auch die Strome in SCET werden mit Koeffizienten multipliziert.
Die Koeffizienten hidngen von Groflen an der harten Skala ab und definieren die in der
Faktorisierungformel auftretenden harten Funktionen H.

Nach diesem ersten Matching-Schritt enthélt die effektive Theorie ein kollineares Charm-
Quark-Feld, ein HQET-Feld fiir das b-Quark sowie kollineare und weiche masselose Quarks
und Gluonen. Im B-Meson sind nur weiche Freiheitsgrade enthalten, daher faktorisieren
Matrixelemente geméaf

(0|[kollineare Felder]|0) ® (B|h,[weiche Felder|h,|B) = J ® S . (4.3)

Das Vakuum-Matrixelement der kollinearen Felder definiert die stérungstheoretisch bere-
chenbaren Jetfunktionen J, die Fluktuationen an der Jet-Skala enthalten. Die Berechnung
der Jetfunktionen entfernt kollineare Freiheitsgrade aus der Theorie und definiert den zwei-
ten Matching-Schritt SCET — HQET. Das Matrixelement der weichen Felder zwischen
den B-Meson-Zustinden wird in HQET berechnet und definiert einen Satz nichtstérungs-
theoretischer Shapefunktionen.

Die Trennung der Beitrdge von den verschiedenen Skalen erreicht man auf dem Niveau
von Feynman-Diagrammen durch Berechnung von QCD-Schleifenintegralen, indem man
die ,,Method of Regions “ [IT1I] verwendet. Zundchst muss man die Impulsregionen fiir den
Schleifenimpuls bestimmen, in denen Singularitdten im Schleifenintegral auftreten. Man
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entwickelt den Integranden in jeder der Impulsregionen in A und berechnet danach das
Schleifenintegral. Die Summe der Beitrége aller Regionen ergibt das Integral in voller QCD,
bis auf héhere Ordnungen in A. Zu inklusiven b — c-Zerfdllen mit massiven kollinearen

Charm-Quarks, fir die ([242)) und @243)) gilt, tragen in der Shapefunktionsregion ebenso
wie zu inklusiven b — u-Zerféllen die harte, die kollineare und die weiche Region bei.

4.2 Aqcp/myp-Korrekturen zum Baumgraphenniveau

In diesem Abschnitt berechnen wir fiir den Zerfall B — X (7, auf Baumgraphenniveau
und in néchstfithrender Ordnung in Aqcp/my, also bis O(A?), zunichst die Vorwirtsstreu-
amplitude und den hadronischen Tensor. Hiermit berechnen wir die dreifach differentielle
Rate und daraus das Zerfallsspektrum in der Variablen u ([Z79)). u ist die Verallgemeinerung
der im masselosen Fall verwendeten Variablen p, = n_p fiir massive kollineare Quarks, die
wie m? ~ m2\? skalieren. Wir vergleichen unser Ergebnis mit dem Ergebnis fiir das Zer-
fallsspektrum in Heavy Quark Expansion (HQE), wo die nichtstérungstheoretischen Anteile
durch HQET-Matrixelemente von lokalen Operatoren beschrieben werden. Schliesslich be-
fassen wir uns mit den Effekten der fithrenden Shapefunktion, die aus B — X (i, extrahiert

werden und als Eingabewert fiir B — X,¢7, verwendet werden kann.

4.2.1 Berechnung des hadronischen Tensors

Wir erwarten, dass die Vorwértsstreuamplitude und der hadronische Tensor geméaf ([2) in
ein Produkt aus harten Funktionen und Faltungen von Jetfunktionen mit Shapefunktionen
faktorisieren. Auf Baumgraphenniveau sind die harten Funktionen triviale Konstanten, und
die Jetfunktionen bestehen aus Propagatoren kollinearer Felder. Die Faktorisierung der
Vorwiirtsstreuamplitude und des hadronischen Tensors in Faltungen ([.3) aus Jetfunktionen
und Shapefunktionen wird im Folgenden zur hier betrachteten Ordnung durch explizite
Rechnung gezeigt.

Wir berechnen zunéchst die Vorwértsstreuamplitude, um dann daraus den hadronischen
Tensor zu erhalten, wobei wir uns — sowohl was die verwendete Notation als auch was die
Vorgehensweise angeht — an [71] orientieren. In [71] wurde die Berechnung der Vorwérts-
streuamplitude und des hadronischen Tensors fiir inklusive B-Zerfille mit einem leichten
Quark im Endzustand vorgestellt.

Abbildung BT zeigt die Diagramme, die zur Vorwirtsstreuamplitude bis Ordnung A2
beitragen. Spiegeldiagramme der hier gezeigten sind dabei nicht abgebildet. Bei den abge-
strahlten Gluonen handelt es sich um weiche Gluonen. Der fithrende Beitrag zur Vorwérts-
streuamplitude, der durch das erste Diagramm in Abbildung 1] dargestellt wird, ergibt
sich durch Einsetzen des Stromes J© (71)) in (B3). Unterdriickte Beitriige bis Ordnung
A? erhiilt man einerseits aus Einsetzungen der Strome (ZZIHZTH). Diese Beitridge werden
durch die beiden rechten Diagramme in der ersten Zeile von Abbildung 1] dargestellt. Hin-
zu kommen Einsetzungen von Beitriigen der Ordnung A und A\? zur Lagrangedichte (ZG0),
welche durch die Diagramme in der zweiten und dritten Zeile von Abbildung [Z1] ausge-
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b b
q q
Po é Db
q q q q
Do § % Po Py % Po

Abbildung 4.1: Diagramme, die zur Vorwértsstreuamplitude auf Baumgraphenniveau bis
Ordnung A\? beitragen. Spiegeldiagramme sind hier nicht abgebildet.

driickt werden. Um insgesamt einen Ausdruck von Ordnung A\? zu erhalten, kénnen also
Einsetzungen nur der Strome sowie von zusétzlich bis zu zwei néchstfithrenden Lagrange-
dichten auftreten. Die einzelnen Beitrage zur Vorwértsstreuamplitude werden im Folgenden
jeweils durch den auf der linken Seite stehenden Ausdruck abgekiirzt

T =i / d%eip'xT{J;(x)JB(O)}, (4.4)
S Jpile =i / d4meip'$T{J£(x)JB(0)i / d4z£c(z)}, (4.5)
J\Jgileilp =i / d4xeip-wT{J;(m)JB(0)i / d*z Lo(z)i / d4z2,cD(z2)}. (4.6)

Der Vorfaktor e anstelle des Vorfaktors e~ aus ([B1) ergibt sich durch den hier zusitzlich
auftretenden Vorfaktor e=®%% der aus dem Zusammenhang zwischen QCD-Strom und
SCET-Strom Z70) bzw. zwischen QCD-Feld b und HQET-Feld h, ([ZTI3) kommt. Hierbei
muss man beachten, dass der adjungierte Strom J(z) am Ort z und der Strom Jz(0) am
Ort 0 betrachtet wird.

Auf Baumgraphenniveau trégt das kollineare Gluon nicht zum vorliegenden Zerfall bei.
Wir kénnen also A. = 0 setzen, was die Strome und Lagrangedichten wesentlich vereinfacht.
Insbesondere gilt mit A. = 0 fiir die kollineare Wilsonlinie [Z&7) W, = 1, hieraus folgt
Jff% = 0 (7)) auf Baumgraphenniveau.

Die Vorwértsstreuamplitude ldsst sich in einen Anteil, der mit m. — 0 verschwindet,
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und einen Anteil, der mit m,. — 0 nicht verschwindet, aufteilen. Da die néchstfithrende La-
grangedichte (ZG0) in eichinvarianter Form die gleiche ist wie im masselosen Fall, kénnen
die Beitrége, die mit m. — 0 nicht verschwinden, direkt aus Gleichung (53) und (54) in
[71] abgelesen werden. Hierbei muss man den Ausdruck, der das weiche Quarkfeld enthélt,
weglassen, da massive Quarks nicht in der weichen La%rangedlchte vorkommen. Der einzige
zunéchst tetralokal erscheinende Term J(@1.7(©) £(1)z£ kann auf einen trilokalen Ausdruck
reduziert werden [71]. Also kommen keine tetralokalen sondern nur bilokale ([@4]) und tri-
lokale (@A) Ausdriicke vor. Der Anteil der Vorwértsstreuamplitude, der mit m, — 0 nicht
verschwindet, unterscheidet sich vom masselosen Fall nur durch Effekte der fithrenden La-
grangedichte ([2.63)) und somit durch den Propagator des kollinearen Teilchens. Aus dem
zeitgeordneten Produkt der kollinearen Quarkfelder erhélt man anstelle des Propagators
fiir masselose kollineare Quarks den fiir massive kollineare Quarks, der im Ortsraum

Ge(w —y) = (O|T{E(2)aad (v)rs}]0) = / (%4 eik(my)#:k% (7%_) géab

- inte-vas (%)

lautet. Lateinische Indices beziehen sich auf die Farbstruktur, wihrend die griechischen
Buchstaben Dirac-Indices bezeichnen. Die hier definierte Funktion A(z) erfiillt (siehe [71]
fiir den masselosen Fall)

(4.7)

in_0A(z) = 6W(z) + (m2 — (i01)%) A(z). (4.8)

im0
Wie bereits in Abschnitt 2.4.4] erwdhnt, betrachten wir ein System, in dem p; = 0 gilt.
Daher gibt der Anteil proportional zu 0, keinen Beitrag.

Bei der Berechnung der Vorwiértsstreuamplitude treten aus (4 einfache und aus (@3
doppelte Faltungen von Jet- und Shapefunktionen auf. Die Jetfunktionen héingen jeweils
mit den Propagatoren kollinearer Felder zusammen. Ein Teil der Faltungsintegrale kann
explizit ausgefiithrt werden, danach kann das Ergebnis als Faltung iiber eine einzige Variable
geschrieben werden. Wir fiithren die Integraloperatoren

d4k; ek
Lxf= d*ze the T+ 5 f(y)

(4.9)
= z/ dx e“””*f(xg
0
fiir bilokale Beitriage zur Vorwértsstreuamplitude und
, d*k d*kE 1 nyk
— 4, .34 ipx —ik(z—=z) —ik'z +
I3x g = —/d xd” ze” / 7)1 (277)46 (@=2)¢ (2 —m2) (2 — mg)g($+,z+)

i e (4.10)
=Lhx— dzy g(T+,24)

n4p Jo
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fiir trilokale Beitrdge zur Vorwértsstreuamplitude ein. Die Herleitung entsprechender In-
tegraloperatoren ist in Anhang [D.]] dargestellt. 2z, und z, sind gemif ([ZGU) definiert. In
(@) und @EIO) gilt jeweils m? = m? — ie und nyp > 0.

Die Funktionen f und g stellen generische Shapefunktionen dar, die von einer oder zwei
Variablen abhéngen. Die impulsabhéngigen Propagatoren entsprechen Jetfunktionen auf
Baumgraphenniveau. Das Ausfithren des Integrals, um die letzte Zeile von (3] und (EI0)
zu erhalten, entspricht der Faltung in der Faktorisierungsformel (Z3). In [@I0) wird durch
f0x+ dzy g(zy,z1) eine effektive Shapefunktion eingefiihrt, die nur noch von einer Variablen
abhéangt. Effektive Shapefunktionen werden durch Faltungen von Jetfunktionen und Shape-
funktionen definiert (siche unten). Man muss sie von den Shapefunktionen unterscheiden,
die direkt durch nichtlokale HQET-Matrixelemente zwischen B-Zustinden definiert sind.

Die Integraloperatoren I, I3 sind die gleichen wie in [71], wenn man die Ersetzung n_p —
u im Exponenten des dort definierten Integraloperators I; durchfiithrt. Die Beitrdge zur
Vorwiértsstreuamplitude, die fiir m, — 0 nicht verschwinden, sind also die gleichen wie in
(53) und (54) in [71] vorgestellt, man muss lediglich den Integraloperator I, ([@3) anstelle
15 verwenden. Fiir den fithrenden Ausdruck ergibt sich mit z_ = n_z, (2.60)

JOTJO = / d*ze®* T {JOT(2)T©(0)}

, 'k, koo _gh
= — / d*ze?” / ok 4N hv(m)r%rhv(m (4.11)

Cmt KR —m2

= Iy * hv(x)F%Fhv(O).

Die Ausdriicke von Ordnung A?, die fiir m, — 0 nicht verschwinden, kénnen direkt aus (54)
in [71] ohne den Ausdruck, der das weiche Quarkfeld enthélt, {ibernommen werden.

Der Anteil der Vorwértsstreuamplitude, der fiir m, — 0 verschwindet, besteht zum einen
aus Einsetzungen der von der Charm-Quark-Masse abhéngigen Strome J,, .72 2Z73). In
weicher Lichtkegel-Eichung n_ A, = 0 ergeben sich folgende Beitréige

JOT 0 4 O 50 - :ip Io % hy(2_ )T hy (0), (4.12)
2

Ty — (HT;)QJQ « Bv(q:)l“%l“hv(o), (4.13)

J2N O =, (4.14)

deren Herleitung wie die Herleitung des fithrenden Ausdrucks ([{IT]) abliuft.

Hinzu kommt ein fiir m. — 0 verschwindender Beitrag zur Vorwiértsstreuamplitude aus
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Einsetzungen von Eg? @566) und Jl(z) @A). Dieser lautet

2 — _
TP 4 O g0 ® — e p (i Yhy (e ) ing D 1= 0)
(n+p) 2
2
me - _
- @13 s hy () gn+AS(z_)F%FhU(O) (4.15)
im? Tt _ — _h_
= Me g dz Ty () (—ins D) (2 )P L=Th, (0).
s [ dsihy o) (in DT 0)

Hierbei wurde partielle Integration benutzt, um in Eg? den Feldstarketensor durch das
Gluonfeld auszudriicken. Der fiir m,. — 0 verschwindende Beitrag (£I5]) zur Vorwértsstreu-
amplitude kommt dadurch zustande, dass n_x im Impulsraum einer Ableitung entspricht,
die in J1(2)TJ ©) und JOt g (O)iﬁg? auf den Propagator fiir masselose kollineare Quarks wirkt.
Im Anhang [D.2sind die in Zwischenschritten entstehenden Ausdriicke skizziert.

Alle Beitrage zur Vorwértsstreuamplitude kénnen in eichinvarianter Form geschrieben
werden. Hierzu setzt man die weiche Wilsonlinie Y, die von n_ A, an der Stelle x_ abhéngt,
ein.

Als Ergebnis fiir die Vorwértsstreuamplitude auf Baumgraphenniveau ergibt sich

T,uu(u> _ _/dx+dn_l<: ei(u—n,k)x+ 1 X
2 n_k + ie

(hY) (2 )T {%‘ + :Zp + (ni‘;g) ’/%*} D(Yhy)(0)

() T )0) 1 [ 2 e (o))

o [PV T 0) + (Y ) PEET (o) 0)]

- DY, ST ) 0
() )T BE (0 (D) 0)]

b [ )@ D) iDLy T )(0)

<£Tpi)2 /0 I+dz+(i_LUY)(:c)(YT(—in+Es)Y)(Z)PT_NYThU)(O)}’ (4.16)

indem man alle Beitrage addiert.

Um aus (@I0) den hadronischen Tensor zu erhalten, muss man einerseits den Ima-
ginirteil bilden. Andererseits bildet man die Matrixelemente zwischen B-Meson-Zustinden
und driickt diese durch skalare Funktionen aus. Man konnte die Matrixelemente der letzten
beiden Zeilen von ([I0) verwenden, um daraus direkt einen Satz effektiver Shapefunktio-
nen, die von der Variablen u abhéngen, zu definieren. Um Faktorisierung weiterhin sichtbar
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zu machen, tun wir dies nicht, sondern fiithren effektive Shapefunktionen als Faltungen von
Jetfunktionen und Shapefunktionen, die durch nichtlokale HQET-Matrixelemente zwischen
B-Zustanden definiert sind, ein.

Um das Matrixelement von ([IG) zwischen B-Zustinden zu beschreiben, braucht man
folgende nichtlokale Matrixelemente, die die Shapefunktionen definieren

(Bl el ) O1B) = 5 (57) Stw) (@.17)
(B l B)O)si [ 5 6n (B = 515 (1) e (1
(BI(hY ) )oY DY ) () (Y ) 0 B) = (4.19)
% (#)ﬁa =i/ + (i8'(ee) — T 0) + Ty(ea.z) ) ot
v E (S hnryt) [0 - Titee0) + Brs)]
(BI(hY) e )a ¥4}, D3, Y) (=) (Y ) 051 B) = (4.20
G (149 N - € (1479 1 +9\ -
e (T>ﬂa [ul(m) + Ul(%@#)} ~ 1 ( phy >ﬁa Us(24,21).

Hierbei gilt elfl, = i€pon” V7.
Der Zusammenhang zwischen den Shapefunktionen im Ortsraum und Impulsraum ergibt
sich durch Fouriertransformation

f(x+) = /dwle_i“““f(wl), (4.21)

g(ry,zy) = /dwldwgei“’lx+eiw?z*g(wl,wg) (4.22)

Entsprechend erhélt man fiir die Ableitung einer Shapefunktion

5 d

f(zy) = E/dwlemx*f(wl) = /dwl(—iwl)ei‘”“f(wl). (4.23)

Nach Bilden der Matrixelemente in ([I6]) ergeben sich in Abhéngigkeit von den Shapefunk-
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tionen im Impulsraum Ausdriicke der Form

Lo fay) == [ dor o fle), (4.24)

o fle) = = [ dn — e ). (1.25)

B () = = [ don e ), (1.26)

Iy s 2y) = — / duoy duoy nip e (ul_ ST Y, (420)
1 1

I3 * gz, ,0) = —/dwl duw’ E g(w,w'), (4.28)

nyp (u—wy + i€

deren Herleitung in Anhang [D.1] skizziert ist. Die Imaginérteile dieser Ausdriicke sind
vollstindig durch +ie aus den Feynman-Propagatoren bestimmt. Die Jetfunktionen

1 1
J1<u;(.d1> = — ;Imm :5(U—wl), (429)
1 1 ,
JQ(U;W1,0> = — ; Imm =—90 (u — wl), (430)
1 1 1
Jo(u;wy,we) = — —Im = —(0(u — w1 —w2) — 6(u— wy))

7 (u—w ti€)(u—w; —ws +i€)  wo
(4.31)

erhilt man durch Bilden der Imaginérteile mittels der in Anhang [B.J] dargestellten Relatio-
nen. J; ist die Jetfunktion auf Baumgraphenniveau, die sich aus einem Propagator ergibt,
wéhrend Jo mit dem Produkt von Propagatoren in ({I0) verkniipft ist.

Wir fiithren die effektiven Shapefunktionen

us(u) = /dwldwg Jo(u; wy,we) [ug(wy)d(wa) + Uy (wr,w2)], (4.32)
Ug(u) = /dwldwg Jo(u; wy,we) Us(wy,ws), (4.33)
ti(u) = /dw1 Jo(u; wq,0) [wls(wl) — Q/dw’Tl(wl,w’)]

—|—2 / dwldwg JQ(U, w1, u)Q) T1 (wl,wg) (434)

ein, die durch Faltungen von Jetfunktionen mit Shapefunktionen definiert sind. Aulerdem
fithren wir in Ausdriicken der Form (@24]) das Faltungsintegral aus. So erhalten wir die
Shapefunktionen S, s, ¢t in Abhéngigkeit von wu.
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Fiir den Teil des hadronischen Tensors W der fiir m. — 0 verschwindet, erhalten wir

Wh = (m 1t]r [1 erél‘“r] + ( m 1tr F +¢f¢—+FD S(u)

nyp?2 2 nep)?2 2 2

m2 1 [1+9_9h_
— i | — LTI (). 4.35
(mp)??r{ 2 2 }M) (4:35)

Hierbei ergibt sich die Spur jeweils aus der Diracstruktur der Matrixelemente (EITHI20)
und der Diracstruktur der Kombination von Diracmatrizen I', T, 76, 7%_ in (12 EI3,
E10). Die Beitrage zu W#, die fir m,. — 0 nicht verschwinden, ergeben sich aus (59) in
[71] durch die Ersetzung n_p — u und Weglassen der Ausdriicke proportional zu vs und v,
da diese mit dem Beitrag zusammenhéngen, der das weiche Quarkfeld enthélt und der fiir
massive Quarks nicht vorkommt.

Der semileptonische Zerfall B — X (7, wird im Standardmodell rein durch linkshindige
Strome vermittelt. Wir setzen die entsprechende Kombination von Diracmatrizen

[=9"1=195), I'=7"(1-7) (4.36)

ein. Der Term in ({3H), der linear in der Charm-Quark-Masse ist, verschwindet fiir links-

héndige Kopplungen. Nach Ausfithren der Spuren ergibt sich fiir die Komponenten des
hadronischen Tensors (Z.1])

Wy = i[(1+i)5(u)+ﬂ

nyp nyp 2my,
CuS(u) —tu)  ug(u) + ue(u) m?

- - )2t1<u):|7

me nyp (n4p
W, — %Wg——%S(u),
W, — —ﬁt(u),
Wy — (nfp)Q “S(“gt(“)ﬂ(“);q;“(“)} (4.37)

Lediglich der in W; enthaltene Ausdruck 2/(n,p) S(u) ist von Ordnung 1, alle anderen
Beitrige zu den W;, i = 1...5 sind von Ordnung \?.

Anstelle der im masselosen Fall auftretenden Variablen p, = n_p tritt in {37) die
Variable u auf, die die Verallgemeinerung von p, fiir den inklusiven semileptonischen b — c-
Zerfall ist. Dariiber hinaus unterscheidet sich der hadronische Tensor fiir B — X /7, vom
hadronischen Tensor fiir B — X, ¢, durch die effektive Shapefunktion ¢ (u), die nur im
massiven Fall in W, enthalten ist. Der Beitrag proportional zu ¢;(u) verschwindet fiir m, —
0. Durch ¢;(u) erhélt der hadronische Tensor und somit auch die Zerfallsrate im Vergleich
zum masselosen Fall zusétzliche nichtstorungstheoretische Strukturen.
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4.2.2 Differentielle Zerfallsspektren
Die dreifach differentielle Rate kann in Abhéngigkeit von den skalaren Strukturfunktionen
W; ausgedriickt werden als [109]
1 d*r
12T, d(n_p)d(n,p)dz

= (n4p — n-p) (4.38)

_ . . . R _ N ~m
{(1 +Z—n_p—nyp)(nyp+n_p—T—nyp nfp)Tle

. om I o oam
+(1 —nip+nyp n_p)TbWQ + [Z(nyp — &) — nyp n_p]zb(Wg + 2m Wy + m§W5)},

mit @ 5|V |2
m
Fu c = P bl ()b 4.39
’ 19273 ( )
und

Wie bereits in Abschnitt eingefiihrt, sind alle mit einem Hut gekennzeichneten Gréfien
auf die b-Quark-Masse normiert, also z.B. p = p/my, m. = m./m;. Um [{3]) zu erhalten,
haben wir verwendet, dass nur W; einen Ausdruck fithrender Ordnung enthilt, und die
differentielle Rate bereits bis zur Ordnung A\? entwickelt. Fiir die Integrationsgrenzen gilt
mZ
S <np<z<nyp<l (4.41)

Aus [3]) zusammen mit [@37) kann man verschiedene Zerfallsverteilungen erhalten.
Fiir semileptonische b — wu-Ubergéinge ist das differentielle Spektrum in der Variablen
P, =n_p+A, A = Mg — my von besonderem Interesse, da daraus |V,;| extrahiert wer-
den kann [77]. Die Variable u ist die natiirliche partonische Verallgemeinerung von P, fiir
b — c-Zertille, da sie im Argument der Shapefunktionen vorkommt.

Nach einem Wechsel der Integrationsvariablen n_p — u gilt fiir die Integrationsgrenzen

.2 . w1 - p
4+ —< <z <n.p, — 4+ =2 +4m?2 <nyp <1. (4.42)
nyp 2 2

Die kollineare Entwicklung gilt fiir nyp ~ O(1). Sie bricht fiir die hier genannte untere
Integrationsgrenze n.p ~ m. ~ O(\) zusammen. Die doppelt differentielle Rate in u und
np verhilt sich in diesem Phasenraumbereich allerdings wie A2, so dass der Beitrag aus
diesem Phasenraumbereich insgesamt von Ordnung A? ist und daher das hier dargestellte
u-Spektrum bis Ordnung A? nicht beeinflusst.

Wir fithren die Integrale iiber z und n,p aus und erhalten fiir das differentielle Zerfalls-
spektrum in der Variablen u

1 dTl 14 u m? s(u) m?
S0 (12 g gy 2y ey
I'. du ( 3 my m%) (u) + 2my, m% ()
1
+ 3 [t(u) + uq(u) — bug(u)], (4.43)
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wobel fiir den erlaubten Phasenraum

2

0<u<my——¢ (4.44)
mp

gilt. In ([£43) ist lediglich der erste Term proportional zur fithrenden Shapefunktion S(u)
von Ordnung 1, sowohl die weiteren Terme proportional zu S(u) als auch alle Ausdriicke, die
néchstfiithrende Shapefunktionen und effektive Shapefunktionen enthalten, sind von Ord-
nung A%, ([IZ3) stimmt im Grenzfall m. — 0 mit dem in [70] vorgestellten p,-Spektrum fiir
B — X, (7, iiberein.

Wir kénnen auch das Leptonenergiespektrum im Endpunktbereich herleiten, wo die Lep-
tonenergievariable z auf z ~ O(A?) beschrinkt ist. Die Bedingung = ~ O(\?) reicht aus,
um die Kinematik auf die Shapefunktions-Region zu beschréanken. Die Integrationsgrenzen
fiir die anderen beiden kinematischen Variablen sind

m m

(7 — )

o N

52
c

<n_p<uz, <n,p<1, (4.45)

3>

ey

so dass sichergestellt ist, dass n_p ~ O(A?) und n p ~ O(1) gilt. Die untere Integrati-
onsgrenze fiir nyp folgt aus der unteren Integrationsgrenze fiir z in (£Z2), wenn man die
Integrationsreihenfolge & < n,p vertauscht.

Wir integrieren iiber n.p und erhalten fiir das doppelt differentielle Spektrum in den
Variablen  und u

1 d°T [ 3md 2118
— =25 1— ; -
AR Ol Rl i i e a)B}
. VR, S a4 26 556
+S(u) | —2(3m2 + 5i) + 120 UM | gUMe T Me o W
i T—u (z —0)? (z —u)?
s(u) [ 3l 218 e m? m?
1 - - - 12m2t 1-— - 1 -
o | T Goap @—ap) T et (u) i—a "\Foa
+zf(u) - 76 7 ‘Ci N 74 7 g 6 g (u) + us(u) ” 7277%% L mgA |
my, (z—u)? (z—u)’ my T—u (T—u)?

Hierbei ist die erste Zeile von Ordnung 1, alle anderen Ausdriicke sind Ordnung \2.

4.2.3 Vergleich mit der lokalen Entwicklung

In diesem Abschnitt gehen wir von der bisher betrachteten Skalierung u ~ myA? zu u ~ my
iiber, um dann mit dem in lokaler Heavy Quark Expansion (HQE) erzielten Ergebnis fiir
die dreifach differentielle Rate [47] und dem daraus berechneten u-Spektrum vergleichen zu
konnen. In lokaler HQE erzielte Ergebnisse gelten in dem kinematischen Bereich, wo alle

82



4.2 Aqep/my-KORREKTUREN ZUM BAUMGRAPHENNIVEAU

Komponenten des Charm-Impulses p und somit auch u wie m, skalieren. Fiir die Kompo-
nenten des hadronischen Tensors bis O(1/m?) erhilt man in lokaler HQE

51+ 3\ ,
Wy = o(u) — ¥—5 (u)
n+p my  Nyp
11 n-p ¢ 10 / ) 2)‘2 /
—0"( 0" (u) + o (u) | — 0 (u
( n4p (n+p)2 (u) (n4p)? (u) (n4p)? (u)
1 2 Ay
W2 = §W3——§m(5(U),
4
W, = 8 (u),
" ™
1
Wy — SME3h 5 (w). (4.47)

3 my (nap)?

Da wir HQE-Ergebnisse fiir die Zerfallsspektren mit den in der Shapefunktions-Region er-
zielten Ergebnissen vergleichen mochten, sind in (L47) nur die Beitrdge angegeben, die bei
Anwendung des SCET-Power-Countings Beitriigen bis O(A\?) entsprechen. In den W; in lo-
kaler HQE kommen auch Ausdriicke proportional zu A; 5 6(u) vor. Diese sind von Ordnung
AQQCD /mZ, entsprechen daher Ordnung A\* und werden deshalb hier nicht angegeben. A\; und
Ao sind die in (Z34]) durch Dimension-fiinf-Operatoren definierten nichtstérungstheoretischen
Parameter.

Nach Einsetzen von ([{.47) in die dreifach differentielle Rate ([A38]) und Integration iiber
Z und n,p in den Integrationsgrenzen ([L42)) erhalten wir fiir das u-Spektrum in HQE

1dr m?
S8 (1—gMe)s
I.du ( m%) ()

17 )\1 3)\2 , 8m2 1 1
(A c_ )¢ — ). (44
(18mb+2mb)5( )+ A (sz 6)5 (u)~|—(9(mg) (4.48)

Auch hier sind die Ausdriicke von Ordnung 1/m?, die proportional zu A;5d(u) sind und
daher nicht zum Vergleich mit dem in der Shapefunktions-Region erreichten Ergebnis (£.43))
beitragen, nicht angegeben. Wir kénnen das HQE-Ergebnis fiir das u-Spektrum (IA8]) mit
dem wu-Spektrum in der Shapefunktions-Region ([IZ3]) vergleichen, indem wir u ~ my be-
trachten. Auf der Skala u ~ m; sind die Shapefunktionen bei ug ~ myA? zentriert und
kénnen daher in Delta-Distributionen entwickelt werden. Die Momente der Shapefunktionen
und effektiven Shapefunktionen werden durch lokale HQET-Matrixelemente ausgedriickt
[64] (siehe auch [70, 112, T3], 69]). Die aus den Momenten folgenden Bedingungen fiir
die Shapefunktionen werden durch die Entwicklung der Shapefunktionen in Distributionen
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zusammengefasst, die

S(u) = 6(u) — %(5”@), s(u) = — (A1 + 3X2) &' (u),
us(u) = —2?)\1(5’(10, ug(u) = Ay 0’ (u),
tlu) = =X d'(u), ty(u) = —%(5”(@ (4.49)

lautet. Weitere Terme in der Entwicklung entsprechen Operatoren in der HQE, deren Di-
mension grofler als fiinf ist und die hier vernachlassigt werden konnen.

Da es sich bei #;(u) um eine neue effektive Shapefunktion handelt, die nur beim Zerfall
B — X (7, auftritt, wird hier explizit gezeigt, wie die Entwicklung in Distributionen fiir
t1(u) geschieht. t;(u) setzt sich aus S(w) und 7T} (wy,wq) zusammen ([{34)). Da die Entwick-
lung von S(w) bekannt ist, miissen wir nur die von 7} (wy,ws) herleiten. Zur hier betrachteten
Ordnung kommen nur Operatoren bis Dimension fiinf vor, daher geniigt es, das erste Mo-
ment von 7T} (wy,ws) in Bezug auf wy oder wy zu betrachten. Momente der Form

/ dwydws Wi Ty (wr,ws) (4.50)

tragen zu ¢, (u) nicht bei. Dies erkennt man, wenn man 77 (wy ws) ~ 6™ (w1)6(ws) in E3E)
einsetzt. Also miissen wir nur das erste Moment von 77 (wy,ws) in Bezug auf ws berechnen.

Aus
(YTiDgY) (Z)ab = Z'aufsab + (YT [ZDSY])<Z)ab (4'51>

[7T] und (@I) ergibt sich die Definition von T} (x4 ,z;) durch ein trilokales Matrixelement

o
ny

5 (B[(BUY)(x)[YTiDZY](z)(YThv)(O)]B> = /dwldeei“’l“"”2Z+T1(w1,w2), (4.52)

wobei Ableitungen nicht auflerhalb der eckigen Klammern wirken. Das erste Moment in
Bezug auf wy erhélt man, indem man —in_0, auf beide Seiten von (L52]) anwendet und
danach x und z Null setzt, um ein lokales HQET-Matrixelement zu erhalten. Mittels

—in_0,[Y'iD,Y](z) = n" [Y1igF,,Y](z) (4.53)

stellt sich heraus, dass das lokale HQET-Matrixelement verschwindet, woraus
/dwlduJQ () Tl(wl,wg) =0 (454)

folgt. Somit tragt 77 (wy,ws) nicht zur Entwicklung von ¢ (u) bei. Setzt man die Entwicklung
fiir S(w) (siehe (@49)) in ([@34) ein und wendet einige Relationen fiir die Ableitungen der
Delta-Distribution (siche Anhang [A)) an, so erhélt man ¢;(u) = —316"(u), wie in (E34)
bereits erwahnt. Dass die Entwicklung der neuen effektiven Shapefunktion ¢; (u) vollkommen
durch die fithrende Shapefunktion S(w) bestimmt ist, zeigt auch, dass in dem Bereich,
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in dem das HQE-Ergebnis gilt, die Effekte der Charm-Quark-Masse rein kinematischer
Natur sind. Neue nichtstorungstheoretische Strukturen aufgrund ¢;(u) treten nur in der
Shapefunktions-Region auf.

Ersetzt man die Shapefunktionen in ({43 durch ihre Entwicklung in Distributionen
[#Z9), so erkennt man, dass die lokale Entwicklung des u-Spektrums in der Shapefunktions-
Region [IA3)) das lokale HQE-Ergebnis fiir das u-Spektrum (48] reproduziert.

Ebenso haben wir gezeigt, dass aus dem doppelt differentiellen Spektrum in z und « im
Endpunktbereich ([£40) das Leptonenergiespektrum in lokaler HQE [25, 7] reproduziert
werden kann. Hierzu setzen wir die Entwicklung der Shapefunktionen ([£.49) in (£.44d) ein und
integrieren iiber u. Das Leptonenergiespektrum in lokaler HQE entwickeln wir fiir 72 ~ A%,
7 ~ A\ in )\, um den Vergleich der beiden Leptonenergiespektren durchfiithren zu kénnen.

4.2.4 Effekte der fithrenden Shapefunktion

Vernachléssigt man néchstfithrende Shapefunktionen, so ist das u-Spektrum [43]) direkt
proportional zur fithrenden Shapefunktion S(u). Hierbei handelt es sich um die gleiche
fithrende Shapefunktion, die auch in B — X/, und B — X,y vorkommt. Daher ist es
moglich, die nichtstérungstheoretische Funktion S(u) aus B — X {7, zu extrahieren und
als Eingabe fiir einen der anderen Zerfille zu verwenden.

Zuniichst dndern wir die Behandlung von m?2-Korrekturen. In ([EZ3)) sind nur Terme bis m?
enthalten, dies entspricht Ordnung A\? im SCET-Power-Counting. Kinematische Korrektu-
ren héherer Ordnung, die die Charm-Masse beinhalten, kommen aus Phasenraumintegralen.
Beriicksichtigt man diese zusétzlichen kinematischen Korrekturen und vernachléssigt alle
anderen néchstfithrenden Effekte, so wird das u-Spektrum zu

== ()5 (w). (455)

Die Phasenraumfunktion f(p) sowie p sind in (BI1]) und ([BI2) angegeben. Die Phasen-
raumfunktion hat einen erheblichen numerischen Effekt. Der mit f(p) ~ (1 — 8p) erzielte
Zahlenwert fiir die Phasenraumfunktion unterscheidet sich fiir p ~ 0.1 deutlich vom mit
(BI1) berechneten. Nimmt man zu f(p) ~ (1 — 8p) allerdings den logarithmischen Beitrag
aus ([BII) hinzu, so erhdlt man beinahe den gleichen Zahlenwert wie mit der gesamten
Phasenraumfunktion f(p) aus BII)).

Um eine experimentelle Analyse durchfithren zu kénnen, muss ([50) durch hadronische
Variablen ausgedriickt werden. Fiir den Zusammenhang zwischen den hadronischen Impul-
sen P* und den partonischen Impulsen p# gilt

neP =nip+ A (4.56)
mit B
A= MB — M. (457)

Man fithrt die hadronischen Variablen U und @ sowie die Shapefunktion in Abhéngigkeit
von den hadronischen Variablen

U=u+A  G=w+A  S@)=5w-A)=SW) (4.58)
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ein. w ist in [67] mit dem umgekehrten Vorzeichen definiert, wihrend die Shapefunktion (&)
in Abhéngigkeit von der hadronischen Variablen mit der in [67] verwendeten iibereinstimmt.
U ist die Verallgemeinerung der im masselosen Fall vorkommenden Variablen P, =n_P.
Fiir den Zusammenhang von U mit den hadronischen Impulsen ny P gilt

2 2

m m
U=n_P— —<=n_P— —< 1+ 0W\Y. 4.59
n wp " n+P+ (A%) (4.59)

Das nur von hadronischen Variablen abhéngige U-Spektrum lautet

1 dr’

wag = P SW=8) = f(p) SO, (4.60)

wihrend fiir das P,-Spektrum zum Zerfall B — X, (i, in fithrender Ordnung

1 dI’ - -

- — —A) = 4.61
oo = SW = 1) = 8(0) (1.61)
gilt. Dies bietet die Moglichkeit, die nichtstorungstheoretische Shapefunktion S bzw. I, S
aus dem U-Spektrum (LG0) zu gewinnen. S bzw. I'. S kann dann als Eingabe in (LG

verwendet werden, um aus dem P,-Spektrum |V,,|/|Vip| und somit |V,,| zu bestimmen.

4.3 QCD-Strahlungskorrekturen zur fithrenden Ordnung in
Aqcp/mep

In diesem Abschnitt wird die Berechnung von Strahlungskorrekturen der Ordnung o, zum
Zerfall B — X7, in der Shapefunktions-Region mittels effektiver Feldtheorien vorgestellt.
Dabei bleiben wir in der Entwicklung in Agcp/my in fithrender Ordnung, betrachten also
nur Beitrige der Ordnung A°. Wir berechnen den hadronischen Tensor zur Ordnung o,
wobei wir uns auf die Berechnung der Jetfunktion konzentrieren, da die harte Funktion und
die Shapefunktion gleich sind wie im masselosen Fall. Unser Ergebis fiir den hadronischen
Tensor vergleichen wir mit dem entsprechend entwickelten QCD-Ergebnis. Wir berechnen
das bis zu einer oberen Grenze integrierte U-Spektrum und stellen hiermit eine von der
Shapefunktion unabhéngige Beziehung zwischen teilweise integrierten Zerfallsspektren in
B — X v, und B — X, (i, auf, aus der |Vi,|/|Ves| extrahiert werden kann.

4.3.1 Berechnung des hadronischen Tensors

Wir berechnen Einschleifen-a,-Korrekturen zum hadronischen Tensor in der Shapefunktions-
Region und betrachten dabei nur Beitrége fiihrender Ordnung in der Entwicklung in A. Der
hadronische Tensor ([B4]) auf Einschleifen-Niveau kann geméf ([L2) in faktorisierter Form
geschrieben werden

W = ~ 1 f“VLF”lJﬂ/) H dwJ S 4.62
= Z§tf ig tiT o ii(nyp) wJ(u —w,np)S(w), (4.62)
i,j=1
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W(q) W(q)
0 -------- P mmmmmmm T
myv + k c(p+k) myv + k
b b

Abbildung 4.2: Die Vorwiértsstreuamplitude auf Baumgraphenniveau.

wobei p = myv — q der Jetimpuls auf Partonniveau ist. Die Impulse, die die einzelnen am
Zerfall beteiligten Fermionen tragen, konnen aus Abbildung .2l entnommen werden, die die
Vorwértsstrenamplitude ([B3]) auf Baumgraphenniveau zeigt. Das kollineare Charm-Quark
wird durch den Propagator (vgl. (2354]))

B i R
Gelp + k) = n_(p+k)—m2/nip 2 u-+n_k 2 (4.63)

beschrieben, wobei die Variable w in (Z79) definiert wurde. Zur Ordnung o« trigt zum
Matching ([276]) des linkshéndigen Stroms folgende Basis von Dirac-Matrizen bei

I = {7”(1 —75), v (1 +75), :—:(1 + 75)} . (4.64)

Die harten Funktionen H;j, die Jetfunktion J und die Shapefunktion S enthalten physikali-
sche Effekte an den drei bei der Beschreibung des Zerfalls B — X (i, in der Shapefunktions-
Region relevanten Skalen mj, Aqepmy und Afyp. Zur Ordnung A werden — im Unter-
schied zur Betrachtung in néchstfithrender Ordnung in A in Abschnitt — nichtstorungs-
theoretische Effekte rein durch die fithrende Shapefunktion S parametrisiert, es treten keine
nichstfithrenden Shapefunktionen auf. Die Integrationsgrenzen im Faltungsintegral ([LG2))
werden dadurch festgelegt, dass die Shapefunktion fiir —A < w < oo und die Jetfunktion

fiir u —w > 0 beitragt.

Die faktorisierte Form (LG2) des hadronischen Tensors entsteht wie in Abschnitt E.]]
beschrieben aus einem Matching in zwei Schritten QCD — SCET — HQET, das gleich
ablduft wie im masselosen Fall [66, [67]. Die harten Funktionen H;; sind die Koeffizienten
aus dem Matching des hadronischen Tensors in QQCD auf den hadronischen Tensor in SCET.
Man erhilt H;; = C;C;, wobei die C; die in (Z7G)) definierten harten Koeffizienten aus dem
Matching des Stroms sind. Da die harten Funktionen nur die harte Impulsregion der QCD-
Diagramme beriicksichtigen, die durch ein massives kollineares Charm-Quark im Propagator
nicht beeinflusst wird, erhélt man die gleichen harten Funktionen H;; wie im masselosen
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Fall. Diese konnen direkt aus (25) in [67] ibernommen werden, sie lauten

a,Cr 9 2lny ) 2
H =1 —4L° +10L —4lny — — —4Li,(1 —y) — — — 12
11(nep) =1+ = ( + ny =7 S ia(1 —y) 6 ;
a,Cr 2 ylny
His(nip) = 47TF1_y (1_y+1), (4.65)
0 Cr y (1-2
His(nip) = 47TF 1y ( =y Iny — 1)
mit
my 1%

Die Jetfunktion J ist der Koeffizient aus dem Matching des in SCET berechneten hadro-
nischen Tensors auf den hadronischen Tensor in HQET an der mittleren Skala Agqcpms.
Da sowohl p? als auch m?2 von Ordnung Aqcpmy, sind, ist die Jetfunktion komplizierter
als fiir B — X,/7,. Die Shapefunktion S ist wiederum gleich wie im masselosen Fall, da
das sie definierende HQET-Matrixelement nicht von der Charm-Quark-Masse abhéngt. Es
unterscheidet sich fiir B — X (7, in der Shapefunktionsregion also nur die Jetfunktion J
vom masselosen Fall B — X, ¢,. Auf ihre Berechnung werden wir im Folgenden im Detail
eingehen.

Berechnung der Jetfunktion

Die Berechnung der Jetfunktion lduft gleich ab wie im masselosen Fall [66, [67]. Wir orientie-
ren unsere Vorgehensweise an [67]. Die in Abbildung dargestellten SCET-Schleifendia-
gramme bestimmen die ag-Korrekturen zur Faltung der Jetfunktion mit der Shapefunktion.
Die Faltung lasst sich als

JO @S0 + I @ s, (4.67)

schreiben, wobei (n) den n-Schleifen-Beitrag zu jeder der Funktionen und Sy, die Shape-
funktion auf Partonniveau bezeichnet Die Jet- und Shapefunktion auf Baumgraphenniveau
sind JO(u —w) = 0(u — w) = Jy(u; w) @EZD) und Slg(;)rt(w) =d0(w+n_k).

Die dem Produkt J) ® Sé?rt entsprechende Vorwiértsstreuamplitude berechnet sich aus
den Diagrammen mit einem kollinearen Gluonaustausch, wihrend sich die dem Produkt
JO ® Sp?rt entsprechende Vorwirtsstreuamplitude aus den Diagrammen ergibt, bei denen
ein weiches Gluon ausgetauscht wird. Wir berechnen die Diagramme in Dimensionaler Re-
gularisierung in D = 4 — 2¢ Dimensionen.

Zunichst behandeln wir die Diagramme, bei denen ein kollineares Gluon ausgetauscht
wird. Die Diagramme (a) und (c) berechnen wir unter Verwendung der SCET-Feynmanregeln
[92], wihrend wir das Selbstenergie-Diagramm in voller QCD berechnen und dann unter
Verwendung des SCET-Power-Countings entwickeln. Das Diagramm (c¢) wird Null. Zur
Summe der kollinearen Vertexkorrektur (a), des entsprechenden Spiegeldiagramms und der
kollinearen Selbstenergie (b) addiert man die Einsetzung (d) des Counterterms aus der
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(a) (b) ()
- x) 1Y) é)- -------- >
0\56666%3 GGGGGGgGGGGGG
(d) (e) (f)

Abbildung 4.3: SCET-Schleifendiagramme, die ag-Korrekturen zur Vorwirtsstreuampli-
tude liefern. hc bezeichnet einen kollinearen Gluonaustausch, s einen wei-
chen Gluonaustausch. Spiegeldiagramme sind hier nicht abgebildet. Dia-
gramm (d) zeigt die Einsetzung des Counterterms aus der Massenrenor-
mierung.

Massenrenormierung im Polschema ([Z83]) und erhélt so als Ergebnis fiir die Summe der
Diagramme, bei denen ein kollineares Gluon ausgetauscht wird

Dy = 7 |:hv I 7% Iy hv} (4.68)
mit
o _Crosi )4 3 4 [(onpu
The A o/ €2 + e el 2
2 _ / _ /
+ 7_7T__31HM +21HQM
3 112 112
2 2
+ 2T —4L12<1+@)
3 u/
2 / !/
my +u (mp + u') mp
Hier wurden die Abkiirzungen
W =u+n_k und  m,=m’/n.p (4.70)

eingefiihrt. a, bezeichnet as(p). Unser Ergebnis (69) stimmt mit dem entsprechenden
Ergebnis in [102] iiberein, wenn man es in m?/p* entwickelt und ins MS-Schema iibersetzt.
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Als Summe der Diagramme, die einen weichen Gluonaustausch enthalten, ergibt sich

DW= 7O {BU I 7%‘ Iy h} (4.71)

; 2 2 4 ! !/ !
j;l):CFO‘Si, ——2+——|——1n< “)—3i—41n( “>—41n2< “) L (472)
AT € € € 7 2 I 1

Die sich durch Berechnung der in Abbildung 3] dargestellten SCET-Schleifendiagramme
ergebenden Ausdriicke (LG8 und (L)) entsprechen der kollinearen und der weichen Impuls-
region des QCD-Schleifendiagramms. Den Beitrag des harten Impulsbereichs erhélt man
durch Multiplikation der Vorwirtsstreuamplitude mit dem Renormierungsfaktor Z%, wo-
bei Z; die Stromrenormierung in SCET ([Z77) darstellt. Die divergenten Terme aus den
drei Impulsbereichen heben sich gegenseitig auf. Dies zeigt, dass hier die Beschreibung des
Zerfalls B — X (v, in der Shapefunktions-Region mittels SCET auf konsistente Weise er-
folgt. Da die Struktur der divergenten Ausdriicke fiir jeden der Impulsbereiche gleich wie im
masselosen Fall ist, gehorchen die harten Funktionen und die Shapefunktion der gleichen
Renormierungsgruppenentwicklung wie fiir B — X, (7.

Um die Beitrdge zum hadronischen Tensor ({62) zu erhalten, nehmen wir den Ima-
gindrteil von ([L6J) und [{T), der durch Stern-Distributionen (siehe Anhang [A3)) aus-
gedriickt werden kann. Die bendtigten Imaginérteile fiir die einzelnen Ausdriicke sind in

Anhang [B.1lin den Gleichungen (B.4)), (B.2), (B.8) und (B.10) aufgelistet.

Der a-Beitrag zur Jetfunktion J™M (v —w,n,p) hingt mit dem endlichen Anteil von J,fcl)

B9 uber

1
JO @ S0 = TV (u—w,n.p) ®d(w+n_k) = JY (W n,p) = ~Im [ Jffi’ﬁmte] (4.73)
7-(- k)

zusammen. Durch Bilden des Imaginérteils von ([£69) erhalten wir

T yp) = CFas { (7 ) 3<ul> [ /0] . 4<M) >[:P/n+p]

u

*

(my, + u')? _iln<1+ml/p))9(“) + (1+2%> o(u')

(i 5
() (™ »

T msp) = () + TV (o ) (475)
und fiir die Jetfunktion bis O(ay)

+

Es gilt

J(u—wnyp) =6(u—w) + JY(u—wn,p). (4.76)
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Da die fithrende Shapefunktion Slﬁg)rt = 0(w + n_k) ist, erhilt man JY(u — w,np) einfach
durch Ersetzen von u' durch u—w in (@ 74)). Die erste Zeile von ([@LT4]) ergibt fiir m. — 0 das
Ergebnis im masselosen Fall [66, [67], wéhrend die zweite und dritte Zeile nur beim Zerfall
in ein massives kollineares Quark auftreten und fiir m,. — 0 verschwinden.

Entsprechend héngen die a,-Korrekturen zur Shapefunktion auf Partonniveau Slggt(w)

mit dem endlichen Anteil von (@72 iber
1
JO @ S = 61— w) © Sy (@) = Sjan () = —Im [ @‘,;)imte] (4.77)

zusammen. Durch Bilden des Imaginérteils von ([L72]) ergibt sich

S (u') = _Cras {”—25@') + 4<ul) . + 8(M) M} . (4.78)

4 6 . u’ .

Auch dies stimmt im Grenzfall m, — 0 mit dem Ergebnis im masselosen Fall [606] [67]
iiberein. Fiir die Shapefunktion auf Partonniveau erhdlt man bis O(ay)

S(w) =d(w+n_k)+ S (w+n_k). (4.79)

Ergebnis fiir den hadronischen Tensor und Vergleich mit QCD-Ergebnis

Fiir die einzelnen Komponenten des hadronischen Tensors erhélt man

4% 1
71 :@Hll(n.l,_p) /de(u - w,n+p)S(W),
w. 1
74 =——Hi3(nyp) /de(u —w,n,p)S(w), (4.80)
n4p
mb o 1 2
W == Ha(np) [ ded(u—winp)S()

mit den harten Funktionen H;; aus (L63]). W5 und W sind zur betrachteten Ordnung der
Storungsreihe in oy Null. Fithrt man in ([I80) das Faltungsintegral aus und entwickelt bis
O(ay), so erhilt man

W 1 / / /
71 = — |Hu(nap) 6(u) + JU (W nyp) + S;gzlalt(u )] +0(al),
nyp
W, 1 ,
74 = @Hm(mrp) 5(u') + O(a2), (4.81)
my . 1 2 , 2
1 Wy = n+pyH13(n+p) d(u') + O(az).

Da Hys und Hy3 nur O(a,)-Terme enthalten, tragen zu Wy und Wjs zur betrachteten Ord-
nung nur fithrende Beitrige der Jetfunktion und der Shapefunktion bei.
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Wir vergleichen unser Ergebnis fiir den hadronischen Tensor mit dem in voller QCD
zu Ordnung o berechneten Ergebnis in analytischer Form aus [60]. Hierzu miissen wir das
QCD-Ergebnis unter Verwendung des SCET-Power-Countings m?2/mj ~ A*, Aqep/mp ~ A?
entwickeln. In unseren Ausdriicken ([L81]) konnen wir v’ durch u ersetzen, da es sich bei dem
QCD-Ergebnis um den fithrenden Term einer lokalen Heavy Quark Expansion handelt, die
in dem Bereich gilt, wo u wie m;, skaliert. n_k ist dort ein Korrekturterm néchstfithrender
Ordnung in der 1/my-Entwicklung und kann daher aus dem Ergebnis in fithrender Ordnung
nicht reproduziert werden. Da in [60] eine andere Zerlegung des hadronischen Tensors als
(@) verwendet wird, miissen wir dariiber hinaus die jeweiligen W; miteinander in Beziehung
setzen. Zum Vergleich zwischen den beiden Ergebnissen ist zu zeigen

60!

W.
Wy = . 2
7Tmb
W, — Wlm - Z/W?)m/Q
2 ,/Tmz )
[60) (60}
= W W o (452
m? ’
_— 160,y 601y (600
4 — 2 )
m3
[60)
W5 - 4 y
Ty

wobei sich der Vergleich fiir 1W; am Schwierigsten gestaltet, weil hier eine harte Funktion,
die Jetfunktion und die Shapefunktion enthalten sind und somit sowohl Beitrédge propor-
tional zur Delta- und Theta-Distribution als auch Beitréige, die proportional zu den Stern-
Distributionen sind, auftreten. W, und W5 beinhalten nur die harten Funktionen His bzw.
Hi3 und eine Delta-Distribution und sind daher viel einfacher mit [60] zu vergleichen. W5
und Wj sind Null, daher ist hier nur zu zeigen, dass auch die Entwicklung der entsprechen-
den Ausdriicke in [60] Null ergibt. Wir finden vollige Ubereinstimmung unseres Ergebnisses
mit dem in A entwickelten QCD-Ergebnis aus [60].

Da die in Kapitel Bl vorgestellten numerischen Ergebnisse fiir die normierte Zerfallsrate
und die normierten hadronischen und leptonischen Momente mit den in [60] prisentierten
iibereinstimmen, kann gefolgert werden, dass auch zwischen den hier dargestellten Ergebnis-
sen und den in voller QCD erzielten Ergebnissen in Kapitel B Ubereinstimmung besteht. Um
einen direkten Vergleich durchfithren zu konnen, miissten die QCD-Ausdriicke in Kapitel
unter Verwendung des SCET-Power-Countings in A entwickelt werden.

4.3.2 Das U-Spektrum

Aus den Komponenten des hadronischen Tensors (80 und der dreifach differentiellen Rate
#3]), die man in fithrender Ordnung in A entwickelt, konnen verschiedene Zerfallsvertei-
lungen erhalten werden. Wir konzentrieren uns hier auf das Spektrum in der Variablen
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U [@EEMEDT), die die Verallgemeinerung der im masselosen Fall auftretenden Variablen
P, = n_P ist. Daher kann das U-Spektrum fiir B — X_.(, mit dem P,-Spektrum fiir
B — X, in Beziehung gesetzt werden. Das P,-Spektrum eignet sich ausgezeichnet zur
Bestimmung von |V,;| aus B — X, (7, [67, [77]. Bereits im vorherigen Abschnitt wurde argu-
mentiert, dass die harten Funktionen und die Shapefunktion der gleichen Renormierungs-
gruppenentwicklung gehorchen wie im masselosen Fall. Daher kénnen wir die in [67] unter
Verwendung von Renormierungsgruppenmethoden hergeleiteten Ausdriicke verwenden. Wir
fithren das Integral iiber die Leptonenergie aus und erhalten fiir die doppelt differentielle
Rate in u und y

1 er, u
— c _ (M) 2-a(g _ 4 B ' N N
I'. du dy € /—1_& dw Y (6 y) H(y) '](u W, mbyaﬂz) S<W7Nz) ( 83)

Nach der Renormierungsgruppenentwicklung werden alle Funktionen an der Jet-Skala p; ~ m,
ausgewertet. Wir haben die Renormierungsgruppenfaktoren

1 .
0 — _6 In o (fti)

25 as(my)

(4.84)

und Vi (my,p;) eingefiihrt, die Logarithmen zwischen der harten Skala und der Jet-Skala re-
summieren. Die genaue Form von Vi kann aus [67] entnommen werden. Die harte Funktion
H kann aus den H,; ([LGH]) hergeleitet werden. Die totale Rate fiir B — X .7, zu Ordnung

as(my) lautet [54]

GEmj m? Cras(my) (25 m?
_ 2 F''% c Ftts b = 2 e
el (G ) [P () + e (5 2)o ()] oo

In fithrender Ordnung in A konnen die Phasenraumfunktionen f und ¢ jeweils 1 gesetzt
werden.

Wir fiithren einen Wechsel von den partonischen zu den hadronischen Variablen (1),
(#5Y), [@59) durch. Der physikalische, von den hadronischen Variablen abhéngige Phasen-

raum ist

2

D «n P<n.P< Mp. 4.86
n+P_n SNy lm s Mp ( )

Um in der Shapefunktions-Region zu bleiben, miissen wir die Phasenraumintegrationen auf
U ~ A2my beschriinken. Analog zur Behandlung des P,-Spektrums fiir B — X, (7, in [67]
fithren wir einen Schnitt U < A ein. Fiir B — X,¢, unterdriickt der Schnitt P, < A
mit A = M%/Mp ~ 0,65 GeV den Charm-Untergrund bei der Messung der Zerfallsrate.
Durch den Schnitt wird die Kinematik auf die Shapefunktions-Region beschrénkt. Der Ef-
fekt des Schnitts U < A auf den physikalischen Phasenraum fiir B — X (7, in den Variablen
P_=n,P und P, = n_P wird in Abbildung [4] fiir typische Zahlenwerte A = 0,65 GeV
und m. = 1,36 GeV gezeigt.
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Abbildung 4.4: Physikalischer Phasenraum und Shapefunktions-Region. Der gesamte graue
Bereich zeigt den physikalischen Phasenraum ([S86]). Der dunkelgraue
Bereich zeigt die Shapefunktions-Region mit A = 0,65 GeV und
me = 1,36 GeV.

Der Anteil aller B — X ¢,-Ereignisse mit U < A ist

F.(A) = r.(U<A)

L.
A 1 A ~
_ o / o / dy / dU y*~°(6 — 4y) H(y) J(U — &, ymy) S(&). (4.87)
0 e 0
mp

S(w) ist die in (LE]) definierte Shapefunktion in Abhéngigkeit von der hadronischen Va-
riablen w. Die untere Integrationsgrenze fiir y kann Null gesetzt werden bis auf Terme der
Ordnung (m./my)*~%, die vernachléssigt werden konnen. Nach dieser Vereinfachung sind die
Integrationsgrenzen gleich wie im masselosen Fall. Die Integrale iiber die a,-Korrekturen
von der harten Funktion, dem fiithrenden Beitrag der Jetfunktion und der ersten Zeile der
a-Korrekturen zur Jetfunktion (@76 mit E74) sind gleich wie fiir B — X, (7. Daher kann
das Ergebnis als

Fe(A) = Fu(A) + F(A) (4.88)
geschrieben werden. F,(A) ist das Ergebnis fir b — u Zerfille [67]

A ~
— Ta)eVH o) O S0 mp(A — @)
F(3) = Tl [ o $@p n (M) (4.5
mit
fry=1 + SO g, (1.90)
+ CFZ—W(“) 210% 2 + (4f2(a) — 3) Ina + (7 — 72 — 3f2(a) + 2f5(a))]
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und den Funktionen

. 30-12a+ad’ ) — 2(138 — 90a + 18a* — a?)
L (G TP 1 i N AL Bl (N R T S el
B 2(6 —a)
) = GaG—a (4.91)

Ein Ausdruck fiir H(a) kann aus [67] entnommen werden.
F,,(A) tritt nur bei B — X (1, auf und verschwindet fiir m, — 0. Die hierfiir relevanten
Ausdriicke sind in den letzten beiden Zeilen der Jetfunktion (L7760 mit 7)) enthalten. Nach

Ausfiihren der Integration iiber U lautet das Ergebnis fiir diese Ausdriicke

C’F045<
41

A 1 ‘ 2
Fala) =" [ a08(@) [ ayyto(6 - ay) ) {2§ ~In(yAs) + 2n(yAs)
0 0

1
—— +1In(1 Ag 4Lis(—yAg 4.92
b I pAG) LA} (1.92)

mit A—g
A, = Bz @) (4.93)

2
me

Die Integrale iiber y kénnen durch die Masterintegrale

1
y" oFi(lim+1;n+2;—x)
pr— pr— 4- 4
1 . 1 1 G1(n,x)
Ga(n,x) = /o dyy" In(l+ zy) = ] (hl(l +z) — — 1) +— 1 (4.95)
! Lis(—z) = Ga(n,x)
— | dyy Lis(—azy) = : 4.

ausgedriickt werden, wobei die hypergeometrische Funktion o Fj iiber die Reihenentwicklung

> (a1)k (ag)p 2" ['(a; + k)
F (e ) — Z Dp = i) 4.97
2 1(&1,&2, as; Z) e (ag)k L ) (a' )k’ F(az) ( )
definiert ist. Neben den Abkiirzungen ([£31]) aus [67] fithren wir
n(2—0a,X)—4G,(3 —a X
gn(a,.X) = 6Gn(2 — a,X) —4Gu(3 — a,X) (4.98)

T(a)

ein.
Als Ergebnis fiir den von der Charm-Quark-Masse abhéingigen Ausdruck F,,(A) erhélt
man im Polschema

A

Fn(A) = T(a)evH(mb»Hi)/

0

Ao S(&,145) fom (M) (4.99)

2
me
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mit
fm(z) = CFZ—;(M) 2In*z + (4f2(a) = 1) Inz
2
+2% — fa(a) + 2f53(a) + g1(a,x) + ga(a,x) + 4g3(a,w)} . (4.100)

Fiir den Bruchteil der Rate mit U < A ergibt sich somit insgesamt

1 [ dr, T.(U<A)
FC A = - dU e —
(&) =F /() U T,

U
= T(a) eVH(mb,m)/ d
0

= F,(A) + Fu(A)
(4.101)

&>
/C_Q\>
=

—
=
VRS

E
T
)

RS/
N———
+
3"
VRS

E
=

|
R
N———

Durch Differentiation von (AIOI) erhdlt man das U-Spektrum. Unter Verwendung von
partieller Integration und S(0) = 0 ergibt sich

U my(U — @ my(U — @
Ficccill;; _ T(a) eVH(mb,M)/O dw (d(ig(@,/h)) |:fu <#) -+ fm <%):| .
i " (4102)

Wechsel des Massenschemas

Bei der Berechnung des hadronischen Tensors und des bis zu einer oberen Grenze inte-
grierten U-Spektrums F.(A) haben wir die Charm-Quark-Masse im Polschema verwendet.
In diesem Abschnitt soll untersucht werden, welche Auswirkungen der Wechsel zu einem
anderen Renormierungsschema fiir die Charm-Quark-Masse geméf3

Me — Me = Me — OM (4.103)

mit dm ~ meas(p;) auf F.(A) hat. Einerseits édndert sich der in F,,,(A) eingesetzte Wert fiir
die Charm-Quark-Masse. Da F},,(A) jedoch bereits von Ordnung « ist, ist dies formal ein
Effekt von Ordnung . Andererseits erhiilt die Jetfunktion eine stérungstheoretische Kor-
rektur, die proportional zu dm ist. Beim Ubergang zu einem anderen Renormierungsschema
fiir die Charm-Quark-Masse dndert sich die Variable u gemaf

2
me

nip

U—U=n_p—

(4.104)

Dies muss im Baumgraphenbeitrag der Jetfunktion ([L76) beriicksichtigt werden. Fiir diesen
gilt
2m.om

d(u—w)~d(a—w)— oy

8 (it — w). (4.105)

96



4.3 QCD-STRAHLUNGSKORREKTUREN ZUR FUHRENDEN ORDNUNG IN Aqcep/myp

Setzt man den Korrekturterm zur Jetfunktion in (L87) ein, so erhélt man einen zusétzlichen
Beitrag zu F.(A). Es ergibt sich

A 1 A ~
F.(A) — F(A)—e'n / di / dy / 4U 42(6 — 4y) 270 51— ) $(o)
0 0 0 ymy
297 ~
— F(A)— e T(a+1) mn(fm S(A) . (4.106)
b

Bei F.(A) handelt es sich um eine physikalische Messgrofie, ndmlich den Anteil aller
B — X y,-Ereignisse mit U < A. Um die Unabhiingigkeit dieser Observablen vom Renor-
mierungsschema zu einer festen Ordnung in a; zu sehen, muss man beachten, dass sich auch
die Variable U ({59 bei einem Wechsel des Renormierungsschemas dndert. Daher sollte
das in verschiedenen Massenschemen erzielte Ergebnis fiir F.(A) bei verschiedenen Werten
des Abschneideparameters A verglichen werden. Mit

- m? < 2m.om
=n_P——° A~A - 4.1
U=n WP < + 0P (4.107)
lautet F,(A) im neuen Schema
Fu(A) = F,(A) + Fr(A) — % T(a + 1) mﬂiém S(A) . (4.108)
b

Entwickelt man im fiihrenden Term in F,(A) die obere Integrationsgrenze A um A und
vernachliissigt Ausdriicke von Ordnung a?, so erhélt man explizit die Unabhéngigkeit von
F. vom verwendeten Renormierungsschema

EF(A) = F,(A) + O(a?) . (4.109)

In den folgenden Abschnitten verwenden wir fiir die Charm-Quark-Masse neben dem Pol-
schema das MS-Schema sowie das Potential-Subtracted(PS)-Schema. Der Zusammenhang
zwischen den drei verschiedenen Massendefinitionen auf Einschleifenniveau ist in (L50) und

(CEI) angegeben.

numerische Ergebnisse

In diesem Abschnitt préisentieren wir numerische Ergebnisse fiir F.(A) in Abhéngigkeit von
den verschiedenen Massenschemen und von der Modellierung der nichtstorungstheoretischen
Shapefunktion.

Zunéachst stellen wir die Zahlenwerte fiir die Parameter vor, die wir in der numerischen
Analyse in diesem und den folgenden Abschnitten verwenden. Die harte Skala wird auf die
b-Quark-Masse m;, = 4,65 GeV festgelegt. Als Standardwert fiir die Jet-Skala verwenden
wir p1; = 1,5 GeV. Als Standard-Massenschema benutzen wir das PS-Schema mit m’®(u; =
1 GeV) = 1,36 GeV. Die Polmasse fiir das Charm-Quark ist 1,65 GeV, wéhrend fiir die
MS-Masse an der Jetskala m,(j;) = 1,20 GeV gilt. Fiir die laufende Kopplung «, benutzen
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Abbildung 4.5: Vorhersagen fiir F.(A), das bis zu einer oberen Grenze A integrierte U-
Spektrum, in verschiedenen Massenschemen (links) und unter Verwendung
verschiedener Modelle zur Beschreibung der Shapefunktion (rechts).

wir die ([[L40) auf Zweischleifenniveau entsprechende Gleichung mit Agé;4) = 345 MeV.
Dies entspricht a,(my,) = 0,22 and a(p;) = 0,37.

Um numerische Vorhersagen machen zu kénnen, miissen wir die nichtstorungstheoretische
Shapefunktion mittels eines Modells beschreiben. Hierzu verwenden wir den von zwei Pa-
rametern abhédngigen Ansatz [IEZI]:

S(o) = % [1 — OFZ—W(“) (%2 — 1)] % (%)bl exp (—b%) . (4.110)

Als Standard benutzen wir A = 0,685 GeV und b = 2,93 (Szenario “S5” in [67]).

In Abbildung vergleichen wir Ergebnisse fir F,.(A) in verschiedenen Massenschemen
und fiir verschiedene Szenarien zur Modellierung der Shapefunktion in Abhéingigkeit vom
Abschneideparameter A. Das linke Bild vergleicht die Vorhersage fiir F.(A) zur Ordnung
a, im PS-Schema (durchgezogene Linie) mit dem MS-Schema (gestrichelte Linie) und dem
Polschema (gepunktete Linie). Das Ergebnis auf Baumgraphenniveau ist ebenfalls einge-
zeichnet (dicke graue Linie). Dabei wird jeweils das Standardszenario S5 [67] zur Model-
lierung der Shapefunktion verwendet. Das rechte Bild zeigt fiir F.(A) zur Ordnung oy im
PS-Schema das Ergebnis im Standardszenario S5 (durchgezogene Linie) im Vergleich mit
den Szenarien S1, S3, S7, S9 (gepunktete Linien).

Aus Abbildung kann Folgendes entnommen werden:

e Fiir typische Werte A ~ 0,65 GeV sind die a,-Korrekturen grofi und positiv.

e Oberhalb von einem kritischen Wert A,.x werden die «,-Korrekturen soigroﬁ, dass
F. grofer als 1 wird. Da es sich bei F.(A) jedoch um den Anteil aller B — X (i,-
Ereignisse mit U < A und somit um einen Bruchteil der totalen Rate handelt, kann

U In [67] enthilt der Ansatz fiir S(&) einen weiteren Term, der aber bei den zu F.(A) fiir den hier
verwendeten Wert von A beitragenden Werten von @, nur einen geringen Effekt auf S(&) hat. Aus
diesem Grund lassen wir diesen zweiten Term im Modell fiir die Shapefunktion weg.
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F.(A) physikalisch nicht groBer als 1 werden. Daher kann man dem Ergebnis fiir F.(A)
oberhalb von A, nicht mehr trauen.

e Der kritische Wert A,y ist ungefihr 0,48 GeV im Polschema, 0,7 GeV im PS-Schema
und 0,86 GeV im MS-Schema.

e Aufgrund der Modellabhdngigkeit der Shapefunktion besteht eine Unsicherheit von
ungefihr 25%.

Abschdtzung der systematischen Unsicherheiten

as-Korrekturen wurden hier nur zur fithrenden Ordnung in der Agep/mep-Entwicklung be-
rechnet. In diesem Abschnitt sollen die systematischen Unsicherheiten unserer Ergebnisse
aufgrund der Vernachlidssigung hoherer Ordnungen in der Agep /my-Entwicklung, sogenann-
ter ,,power corrections®, abgeschéitzt werden. Wie wir in Abschnitt gesehen haben, erhélt
man bei der Berechnung von Aqep /mp-Korrekturen einerseits neue nichtstorungstheoretische
Strukturen in Form von néchstfithrenden Shapefunkionen und andererseits kinematische
Korrekturen, die proportional zu mZ/mi ~ A\ und u ~ A\*my sind. Bei der Integration
iiber den Phasenraum treten grofe Logarithmen der Form In(m?/m?) auf, die einige der
mit Aqcp/my unterdriickten Terme multiplizieren und deren Beitrag dadurch deutlich ver-
gréﬁernﬁ

Um eine Abschétzung der systematischen Unsicherheiten aufgrund der Vernachlissigung
hoherer Ordnungen in der Aqep/mp-Entwicklung zu erhalten, gentigt es, Aqep/my,-Korrek-
turen zum Baumgraphenniveau zu betrachten. Da die Effekte der néchstfithrenden Shape-
funktionen nur modellabhéngig angegeben werden kénnen, schétzen wir die systematischen
Unsicherheiten allein durch kinematische Korrekturen, die die fithrende Shapefunktion mul-
tiplizieren, ab.

Die kinematischen Korrekturen proportional zur fithrenden Shapefunktion auf Baumgra-
phenniveau erhalten wir, indem wir die Terme in ([37]), die proportional zur fithrenden
Shapefunktion S sind, in (38 einsetzen und iiber z und n,p in den in (@42 angegebe-
nen Integrationsgrenzen integrieren. Wir normieren auf die totale Rate ([@L8H), die sich auf
Baumgraphenniveau (BI17) von (£39) um den Phasenraumfaktor f(p) BII) unterschei-
det. Durch Entwickeln in A ergibt sich fiir die kinematischen Korrekturen proportional zur
fithrenden Shapefunktion auf Baumgraphenniveau

1 dl U—A /14 m? /215 m? .
— 2 _121= — ¢l — +31n—< O\ L S(U). 4.111
. dU { mp (3+m§(6 + nmg))+ (”, )} () ( )

Abbildung zeigt den numerischen Effekt dieser Korrekturen. Abgebildet ist das O(ay)-
Ergebnis fiir F,.(A) unter Beriicksichtigung der kinematischen Korrekturen zum Baumgra-
phenbeitrag ([LIII), normiert auf das O(ay)-Ergebnis fir F.(A) @IO). F.(A) wird bei
A = 0,65 GeV durch die kinematischen Korrekturen um ungefihr 20% grofier. Dieser Wert
dient als grobe Abschitzung der durch die Vernachldssigung hoherer Ordnungen in der
Aqcep /my-Entwicklung entstehenden systematischen Unsicherheiten.

2 Die Logarithmen koénnen mittels Renormierungsgruppenmethoden resummiert werden, siehe[114].
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Abbildung 4.6: Abschiitzung der systematischen Unsicherheiten aufgrund von ,,power cor-
rections® durch die kinematischen Korrekturen (@ITI]) proportional zur
fiihrenden Shapefunktion.

4.3.3 Beziehung zwischen B — X i, und B — X Lis,

Zwischen dem P,-Spektrum zu B — X,¢7, und dem U-Spektrum zu B — X, /7, kann eine
Beziehung aufgestellt werden, die unabhéngig von der Shapefunktion ist und daher zur
Bestimmung des Verhéltnisses |V,;|/|Ve| ohne hadronische Unsicherheiten dienen kann.
Bei bekanntem |V,;| kann hieraus |V,;| bestimmt werden. Diese Beziehung erhélt man auf
dhnliche Weise, wie dies fiir den Vergleich von B — X,y mit B — X, (i, in [80] vorgestellt
wurde. Dies beinhaltet die Konstruktion einer Gewichtsfunktion, so dass fiir die Beziehung
zwischen den beiden Zerfallsspektren

A 2
dr, 9 dl’.
Fu(A):/O AP, 5" :_/ dU W ( AU) ’HV/:I‘?/ AUW(AY) = (4.112)

gilt. Hierbei haben wir verwendet, dass in fithrender Ordnung in A die Phasenraumfunk-
tionen f und g in der totalen Rate fiir B — X (7, [@RG) jeweils 1 gesetzt werden konnen
und somit T, /T, = |Vy|?/|Vis|? gilt. Die Gewichtsfunktion kompensiert im Vergleich von
F,(A) (ZR9) und F.(A) @I0T) den Teil, der in F.(A) aufgrund der nichtverschwinden-
den Charm-Quark-Masse zusétzlich auftritt, also proportional zu f,,, [II00) ist. AuBerdem
kommt beim Wechsel in ein anderes Massenschema als das Polschema aus ({I06]) ein wei-
terer Term hinzu. Im PS-Schema lautet die Gewichtsfunktion

L my(A = U) Crag(p;) T(a+1) 8uymi® _
W(AU) = 1-fn ( (mPS)?2 ) + A7 T(a) my, oA -0)
+ O +0 (242, (4113)
my

Wihrend sowohl die Gewichtsfunktion als auch das U-Spektrum zu B — X ¢, vom Mas-
senschema fiir die Charm-Quark-Masse abhéngen, hebt sich die Abhéngigkeit vom Massen-
schema in (LIT12) auf. Dies muss schon allein deshalb so sein, weil die linke Seite von ([@I12)
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Abbildung 4.7: Vorhersagen fiir F,,(A) unter Verwendung der Gewichtsfunktion (ZI13) und
des theoretischen b — c-Spektrums ([{I02) in verschiedenen Massensche-
men und Vergleich mit dem direkten Ergebnis fiir F},(A) aus [Z3J).

durch das P,-Spektrum zu B — X, /7, gegeben ist, das von der Charm-Quark-Masse und
somit auch vom entsprechenden Massenschema nicht abhéngen kann.

Der Zusammenhang [II2) zwischen dem P,-Spektrum zu B — X, (i, und dem U-
Spektrum zu B — X (i, liefert eine Methode zur Bestimmung von |V|. Durch Messung
der B — X (,-Rate fiir P, < A und Messung des U-Spektrums zu B — X /7, kann mit
der theoretisch berechneten Gewichtsfunktion ([@LII3]) |V,s| bei bekanntem |V| bestimmt
werden.

Die systematischen Unsicherheiten einer so durchgefithrten Bestimmung von |V,;| auf-
grund hoherer, nicht in der Gewichtsfunktion ([IIT3]) enthaltener Ordnungen in der Aqep /M-
Entwicklung betragen — wie im vorherigen Abschnitt abgeschitzt — mindestens 20%.

Im Folgenden soll illustriert werden, wie die hier vorgestellte Methode angewendet wer-
den kann. Da uns keine experimentellen Informationen iiber das U-Spektrum zu B — X {7,
zur Verfiigung stehen, miissen wir auf theoretische Beschreibungen dieses Spektrums zuriick-
greifen. Zunéchst machen wir aus der theoretischen Beschreibung ({LI02]) fiir das U-Spektrum
und der Gewichtsfunktion [IL3) mittels (IIZ) Vorhersagen fiir F,(A), die B — X, (-
Rate mit P, < A. Dies dient vor allem der Abschidtzung von stérungstheoretischen Un-
sicherheiten. Danach konstruieren wir ein einfaches Spielmodell fiir das U-Spektrum, das
Effekte der D- und D*-Resonanz enthélt, und machen aus diesem und der Gewichtsfunk-
tion Vorhersagen fiir F,(A). Dabei wird auf wichtige Aspekte, die bei der Verwendung des
physikalischen U-Spektrums beachtet werden miissen, eingegangen.

numerische Analyse mittels des theoretischen b — c-Spektrums

Um die stérungstheoretischen Unsicherheiten der hier présentierten Methode zur Bestim-
mung von |V,,| abzuschétzen, machen wir in diesem Abschnitt aus der theoretischen Be-
schreibung ([LI02) des U-Spektrums und der Gewichtsfunktion ([IIT13)) mittels (ZI12]) Vor-
hersagen fiir F,(A). Wir verwenden dabei fiir die Shapefunktion jeweils das Modell (110
im Standard-Szenario S5.
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Abbildung 4.8: Vorhersagen fiir F},(A) unter Verwendung der Gewichtsfunktion (ZI13) und
des theoretischen b — c-Spektrums ([I02). Die linke Abbildung zeigt die
Skalenabhéingigkeit (1 GeV< p; < 2,25 GeV). Die rechte Abbildung zeigt
die Abhingigkeit von der Charm-Quark-Masse mES, die um +0,15 GeV um
ihren Standardwert variiert wird.

Abbildung .7 zeigt so erhaltene Vorhersagen fiir F,(A) in verschiedenen Massensche-
men: die durchgezogene Linie zeigt die Vorhersage im PS-Schema, die gestrichelte Linie die
Vorhersage im MS-Schema und die gepunktete Linie die Vorhersage im Polschema. Die zum
Vergleich eingezeichnete dicke graue Linie stellt das direkte Ergebnis fiir £, (A) aus ([I9)
dar. Der Unterschied zwischen den Kurven ist formal von Ordnung o? und gibt uns da-
her ein ungefdhres Maf fiir storungstheoretische Effekte hoherer Ordnung. Wir stellen fest,
dass die Abweichung zwischen der Vorhersage im Polschema und den anderen Vorhersagen
fiir Werte von A bis 0,7 GeV ziemlich grofl ist. Fiir A = 0,65 GeV erhalten wir in den
verschiedenen Massenschemen

F,(0,65 GeV)
F,(0,65 GeV)
F,(0,65 GeV)

0,71  aus ([II02) und @II2), PS-Schema,
0,62 aus (LI02) und @I12), Polschema,
0,76 aus (LI02) und (LI12), MS-Schema,

im Vergleich zu

F,(0,65 GeV) = 0,79  aus ([ZX7). (4.114)

Hieraus folgern wir eine verbleibende Schemenabhéingigkeit von ungefahr 10-15%.

In Abbildung untersuchen wir die durch die Gewichtsfunktion verursachte explizi-
te Abhéngigkeit der hier vorgestellten Methode von der Renormierungsskala p; und der
Charm-Quark-Masse m.. Um diese Effekte zu isolieren, halten wir dabei p; und m, im
theoretischen Ausdruck fiir das b — c-Spektrum fest. Wir variieren die Renormierungs-
skala p; zwischen 1 GeV und 2,25 GeV. Fiir die Charm-Quark-Masse m,. betrachten wir
Werte, die um £0,15 GeV vom Standardwert im PS-Schema abweichen. Die Abhéngigkeit
von der Charm-Quark-Masse betriagt fir A ~ 0,65 GeV weniger als 10% und ist somit
ein kleiner Effekt, wihrend die Abhangigkeit von der Renormierungsskala p; mit 10-15%
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relativ grof ist. Diese storungstheoretischen Unsicherheiten kénnen durch die Berechnung
der a2-Korrekturen zum hadronischen Tensor deutlich verringert werden. Der Nutzen der
genauen Kenntnis dieser Korrekturen ist jedoch fraglich, solange die Methode aufgrund
der Vernachléssigung hoherer Ordnungen in der Aqep/mp-Entwicklung mit systematischen
Unsicherheiten von mindestens 20% behaftet ist.

numerische Analyse mittels eines Spielmodells

In diesem Abschnitt sollen einige Aspekte beleuchtet werden, die aufgrund der speziellen
Form des physikalischen U-Spektrums zu B — X (7, bei Verwendung dieser Methode zur
Bestimmung von |V,,;| wichtig werden. Eine Besonderheit inklusiver semileptonischer b — ¢-
Zerfille ist, dass die beiden exklusiven Zerfallskanile B — D¢, und B — D*(7, bereits
80% der totalen Rate ausmachen. Fiir ein D(D*)-Meson, das sich auf seiner Massenschale
befindet, gilt formal

n+P
Daher sind ungefahr 80% des Spektrums bei , kleinen“ Werten von U konzentriert [

Unter Beachtung dieser Resonanzstruktur konstruieren wir ein Spielmodell fiir das U-
Spektrum. Hierzu nehmen wir an, dass die doppelt differentielle Rate am D/D*-Pol kon-
zentriert ist und mit einer Funktion f(y) moduliert wird

1 d°T. my y? M%
_ ~ T 5 (y— 4.116
T. d(n_P)dy TR (y n_Pmb)’ (4.116)

wobei fol dy f(y) = 1 gilt. Mp = 1,975 GeV ist der Spin-gewichtete Mittelwert der D-
und D*-Massen. Hieraus erhélt man (in einem gegebenen Massenschema) das U-Spektrum,
indem man

2

n_P=U+ < (4.117)
ymy
einsetzt und das Integral iiber y ausfiihrt. So ergibt sich
1 dr, M2 —m2 M2 —m2 M2 —m2
- ~ b Me o (2D e gy D Me ) (4.118)
I'. dU myU? mpU my

Wir verwenden bei der im Folgenden présentierten Diskussion der Effekte des physikalischen
U-Spektrums die Parametrisierung
I'2+a+p)

W) = farara+ s

Die Parameter a = 3,66 und § = —0,51 legen wir aus der Forderung fest, dass F.(A)
fir A = 0,65 GeV und dI'./dU fir U = 0,55 GeV mit den entsprechenden theoretischen
Ausdriicken im PS-Schema iibereinstimmen

y* (1 —y)~. (4.119)

3Wir setzen ,klein® hier in Anfiihrungszeichen, denn es gilt (M2 — m?2)/m; ~ 0,35 GeV im PS-Schema.
4 Der Bezugspunkt fiir F.(A) muss weit genug unterhalb des kritischen Wertes A = 0,7 GeV liegen.
Der Bezugspunkt fiir dT'../dU muss weit genug oberhalb der exklusiven Schwelle Upyin, ~ 0,45 GeV liegen.
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Abbildung 4.9: U-Spektrum (links) und F,(A) (rechts) im Spielmodell (durchgezogene Li-
nie) und laut theoretischer Vorhersage (gepunktete Linie).

Das linke Bild in Abbildung vergleicht fiir das U-Spektrum die Vorhersage im Spiel-
modell (durchgezogene Linie) mit der theoretischen Vorhersage (ZI02]) im PS-Schema (ge-
punktete Linie), wobei dort fiir die Shapefunktion das Modell ([II0) im Standard-Szenario
S5 verwendet wird. Das rechte Bild zeigt den entsprechenden Vergleich fiir das bis zum
Abschneideparameter A integrierte U-Spektrum.

Abbildung zeigt durch Verwendung der Gewichtsfunktion und des Spielmodells fiir
das U-Spektrum mit (£I12) erhaltene Vorhersagen fiir F,(A) in verschiedenen Massensche-
men: Vorhersage im Polschema (gepunktete Linie), Vorhersage im PS-Schema (durchgezo-
gene Linie), Vorhersage im MS-Schema (gestrichelte Linie). Ebenfalls eingezeichnet ist das
direkte theoretische Ergebnis (8] fiir F,(A) (dicke graue Linie), um das zu erhalten fiir
die Shapefunktion wiederum das Modell (ZI10) im Standard-Szenario S5 eingesetzt wurde.
Fiir kleinere und mittlere Werte von A ist die Abhéngigkeit von der Resonanzstruktur und
vom Massenschema ziemlich grofS. Andererseits wird fiir gréflere Werte von A die Resonanz-
struktur verwaschen, und die Vorhersagen in verschiedenen Massenschemen konvergieren.
Die Abhéngigkeit von der Resonanzstruktur bei mittleren Werten von A bedeutet, dass der
phénomenologisch erlaubte Bereich fiir A kleiner ist als im masselosen Fall, wo die Beitréige
der Zustdnde 7, 7, p und w sich zu nur ungefahr 25% der totalen semileptonischen b — u-
Rate addieren und auflerdem bei Werten fiir P, konzentriert sind, die nicht viel grofer als

0,1 GeV sind.

Aus diesen Beobachtungen miissen wichtige Folgerungen fiir die Bestimmung von |V,;| aus
der Beziehung zwischen den bis zum Abschneideparameter A integrierten b — u- und b — c-
Zerfallsspektren gezogen werden. Um nicht von der Resonanzstruktur des U-Spektrums
zu B — X (1, abhiingig zu sein, muss der Abschneideparameter entsprechend grof sein.
Andererseits muss er klein genug sein, um bei der Messung der Zerfallsrate zu B — X, (7,
den Untergrund aus B — X {7, zu unterdriicken. Aus diesen beiden Forderungen folgt ein
ziemlich schmales Intervall fiir den Abschneideparameter A.

AuBerdem stellen wir fest, dass die Vorhersage fiir F,,(A) aus der Gewichtsfunktion und
dem Spielmodell fiir das U-Spektrum das ,, wahre“ theoretische Ergebnis (89 systematisch
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Fu(d)
1

1 A [GeV]

Abbildung 4.10: Vorhersagen fiir F,(A) unter Verwendung der Gewichtsfunktion und des
Spielmodells fiir das U-Spektrum in verschiedenen Massenschemen und
Vergleich mit dem direkten theoretischen Ergebnis.

unterschéitzt. So gilt z.B. an unserem Bezugspunkt A = 0,65 GeV

F,(0,65 GeV) = 0,79  aus (£Z9), (4.120)
F,(0,65 GeV) 0,55 aus dem Spielmodell und ([@I12), PS-Schema. (4.121)

Diese Diskrepanz ist zumindest teilweise der Einfachheit unseres Modells zuzuschreiben,
das das nicht zu vernachlissigende Kontinuum iiberhaupt nicht beachtet. Es wire moglich,
das Modell entsprechend zu verbessern. Das hier vorgestellte Modell beinhaltet jedoch mit
der Resonanzstruktur den entscheidenden Teil des Spektrums, um die bei der Verwendung
der hier présentierten Methode zur Bestimmung von |V,;| zu beachtenden Aspekte zu il-
lustrieren. Ist das U-Spektrum zu B — X (7, aus dem Experiment bekannt, so kann mit
der theoretisch berechneten Gewichtsfunktion und dem aus Experimenten bekannten P, -
Spektrum zu B — X, (i, mittels der hier vorgestellten Methode |V,;| bestimmt werden.
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Kapitel 5

Zusammenfassung und Ausblick

Die genaue Bestimmung der Betrdge der CKM-Elemente V,,;, und V;, ist von zentraler Be-
deutung, um die Unitaritdt der CKM-Matrix und somit den Quark-Flavour-Sektor des
Standardmodells zu testen. |Vip|/|Ves| bestimmt gerade die Lénge der Seite des Unita-
ritdtsdreiecks, die dem aus der Messung der zeitabhédngigen CP-Asymetrie im goldenen
Kanal B — J/¢ K} sehr genau bekannten Winkel 3 gegeniiber liegt.

Der inklusive semileptonische Zerfall B — X (i, liefert den genauesten Wert fiir Vsl
wéhrend |V,;| sowohl aus B — X, (7, als auch aus dem exklusiven Zerfall B — ml, prizise
bestimmt werden kann [37].

Die differentielle Rate zum Zerfall B — X (7, kann mittels der Heavy Quark Expansion
(HQE) in Aqgep/my, entwickelt werden. Die HQE als theoretische Grundlage liefert zusam-
men mit den experimentellen Messungen der Zerfallsrate sowie der Momente beziiglich der
Leptonenergie, der hadronisch invarianten Masse und der hadronischen Energie neben der
exaktesten Bestimmung von |V,| eine der genauesten Bestimmungen der schweren Quark-
massen my, und m,. Die theoretische Unsicherheit dieser Grofien kann einerseits durch die
Berechnung hoherer Ordnungen in der storungstheoretischen Entwicklung in « sowie an-
dererseits durch die Berechnung hoherer Ordnungen in der nichtstorungstheoretischen Rei-
he, der Entwicklung in Agcp/my, verringert werden. Beitriige bis Ordnung (Agep/ms)?
sind auf Baumgraphenniveau bekannt. Zur fithrenden Ordnung der HQE sind die a,-
Korrekturen sowie die BLM-Korrekturen hoherer Ordnung in «a, bekannt. Die gréfiten
theoretischen Unsicherheiten kommen somit aus den gesamten a2-Korrekturen zur fiithren-
den Ordnung sowie aus dem ersten gemischten Term in der storungstheoretischen und
nichtstérungstheoretischen Entwicklung, den ay-Beitrigen zu den (Aqcep/my)?-Termen.

In dieser Arbeit wurde ein geeigneter Formalismus zur Behandlung von QCD-Strahlungs-
korrekturen der Ordnung ag zum Zerfall B — X /i, entwickelt. Dieser beinhaltet die Para-
metrisierung des Phasenraums und die Berechnung der Schleifenintegrale in Dimensionaler
Regularisierung. Da die Infrarot-Divergenzen der einzelnen Diagramme mittels Dimensio-
naler Regularisierung — und nicht durch Einfiithren einer Gluonmasse — behandelt werden,
bleibt bei Verwendung dieser Methode die Eichinvarianz erhalten. Die mehrdimensionalen
Phasenraum- und Schleifenintegrale werden numerisch unter Verwendung des Integrations-
algorithmus Vegas berechnet.

Mittels dieses Formalismus wurden die a,-Korrekturen zur Zerfallsrate sowie den ha-
dronischen und leptonischen Momenten auf Partonniveau berechnet. Hierbei wurden mit
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hoher numerischer Genauigkeit bereits bekannte Ergebnisse [60] durch eine unabhéngige
Rechnung mit anderen Methoden reproduziert. Dies stellt eine wichtige Gegenprobe der in
[60] préasentierten Ergebnisse dar, insbesondere da die Ergebnisse aus [60] nie im Detail mit
[58] verglichen wurden.

Die Berechnung der a,-Korrekturen auf Partonniveau bildet den ersten Schritt zur Be-
rechnung der a-Korrekturen zu den (Agcep/my)?-Termen. Der hier vorgestellte Formalismus
wurde speziell in Hinblick auf die Berechnung dieser Korrekturen entwickelt. So berechnete
Ergebnisse fiir die a,-Korrekturen zu den Termen, die proportional zum Erwartungswert 2
der kinetischen Energie sind, werden in [63] préasentiert. Da die hier entwickelte Methode die
Eichinvarianz erhilt, eignet sie sich insbesondere auch zur Berechnung der as-Korrekturen
zu den weiteren (Aqcp/my)?-Termen, also zu den Ausdriicken, die proportional zum Er-
wartungswert pZ des chromomagnetischen Moments sind. Sind neben diesen Korrekturen
auch die a?-Korrekturen zur fiihrenden Ordnung der HQE bekannt, so wird die theoreti-
sche Unsicherheit der Bestimmung von |V,| aus B — X, voraussichtlich weniger als 1%
betragen.

Die Bestimmung von |V,,;| aus B — X, (i, wird dadurch erschwert, dass die totale Rate
in einem grofien Teil des Phasenraums aufgrund eines groBen Untergrunds aus B — X /7,
nicht gemessen werden kann. Daher ist es notig, Schnitte im Phasenraum einzufiihren. Da-
ten fiir inklusive b — uf, -Uberginge sind dann durch den Phasenraumbereich dominiert,
wo der hadronische Jet im Endzustand eine grofie Energie von Ordnung m,, aber eine kleine
invariante Masse von Ordnung +/Aqcp my trégt. Da die theoretisch berechnete Zerfallsra-
te in diesem Phasenraumbereich proportional zu nichtstérungstheoretischen Objekten, den
Shapefunktionen, ist, spricht man auch von der , Shapefunktions-Region“. Die theoretische
Beschreibung von Zerfillen in der Shapefunktions-Region geschieht unter Verwendung von
Soft-Collinear Effective Theory (SCET). Eine Entwicklung in inversen Potenzen der Mas-
se des schweren Quarks ist moglich, diese wird aber im Gegensatz zur HQE, wo lokale
Operatoren auftreten, durch nichtlokale Operatoren auf dem Lichtkegel vermittelt.

Durch die Abhéngigkeit der Zerfallsrate von den Shapefunktionen ergeben sich hadroni-
sche Unsicherheiten bei der Bestimmung von |V,,|. Die groBten Unsicherheiten entstehen
dabei durch die in fithrender Ordnung in der Agcp/my-Entwicklung auftretende Shape-
funktion. Sie beinhaltet nur Eigenschaften des B-Mesons und ist daher fiir alle inklusiven
B-Zerfalle gleich.

Es gibt zwei Moglichkeiten, mit diesen hadronischen Unsicherheiten umzugehen bzw.
sie aus der Bestimmung von |V,;| zu eliminieren: entweder man verwendet die aus einem
anderen Prozess extrahierte Shapefunktion als Eingabe fiir B — X, /7y, oder man konstru-
iert eine von der Shapefunktion unabhéngige Beziechung zwischen Zerfallsverteilungen in
B — X, (7, und einem anderen Prozess. In diesem Zusammenhang wird am Haufigsten und
sehr erfolgreich der Prozess B — X, verwendet.

In dieser Arbeit wurden im Zerfallskanal B — X (7, dhnliche Schnitte im Phasenraum
eingefithrt wie bei B — X, ¢,. Wenn die Charm-Quark-Masse als m. ~ /my Aqcp gezéhlt
wird, ist es moglich, auch den Zerfall B — X ¢7, in der Shapefunktions-Region unter Ver-
wendung von SCET zu beschreiben. Die dazu benétigte Erweiterung von SCET zur Be-
schreibung massiver kollinearer Quarks ist in dieser Arbeit durchgefiihrt worden. Die La-
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grangedichte fiir ein massives kollineares Quark, das mit weichen und kollinearen Gluonen
wechselwirkt, wurde ebenso wie die entsprechenden b — c-Stréme konstruiert. Die Fakto-
risierung von Observablen zur jeweils betrachteten Ordnung in der Entwicklung in oy und
Aqep/my, in ein Produkt einer harten Funktion mit einer Faltung von Jetfunktionen und
Shapefunktionen wurde anhand der mittels effektiver Feldtheoriemethoden berechneten dif-
ferentiellen B — X (i,-Zerfallsrate gezeigt. Hierdurch wird die physikalische Dynamik an
den drei beteiligten Skalen my, > \/Aqcp My, > Aqep voneinander getrennt.

Aus der differentiellen Zerfallsrate wurden Zerfallsspektren zu B — X, /7, berechnet. Da
fiir die Extraktion von |V,;| aus B — X, (1, das Spektrum in der Variablen P, besonders
geeignet ist, wurde hier dem Spektrum in der Variablen U, die die Verallgemeinerung von
P, fiir den massiven Fall ist, besondere Aufmerksamkeit gewidmet.

Bei der zunichst durchgefiihrten Berechnung des U-Spektrums zu B — X /{7, in nichst-
fihrender Ordnung in der Agep/my-Entwicklung auf Baumgraphenniveau treten neben der
fithrenden Shapefunktion néchstfithrende Shapefunktionen und effektive Shapefunktionen
auf. Diese sind bis auf eine Ausnahme gleich wie fiir B — X,,¢7,. Die zusétzliche effektive
Shapefunktion, deren Beitrag fiir m. — 0 verschwindet, zeigt, dass das massive Charm-
Quark im Endzustand nicht nur fiir kinematische Korrekturen verantwortlich ist, sondern
auch neue nichtstorungstheoretische Strukturen mit sich bringt. Um einen Vergleich des
U-Spektrums in der Shapefunktions-Region mit dem entsprechenden Ergebnis in lokaler
HQE durchzufiihren, wurden fiir die Shapefunktionen ihre aus den Momenten folgende Ent-
wicklung in Distributionen eingesetzt. Dabei ist die Entwicklung der zusétzlichen effektiven
Shapefunktion vollkommen durch die fithrende Shapefunktion bestimmt. Hieraus folgt, dass
in dem Phasenraumbereich, wo die lokale HQE gilt, die Effekte der Charm-Quark-Masse
rein kinematischer Natur sind und keine neuen nichtstérungstheoretischen Strukturen auf-
treten. Da die fiihrende Shapefunktion gleich ist wie fiir B — X7, kann sie aus dem
U-Spektrum in B — X (7, extrahiert und als Eingabe fiir das P,-Spektrum in B — X, (7,
verwendet werden. Dies ermoglich bei bekanntem |V,;| die Bestimmung von |V,|.

Weiterhin wurden fiir B — X.(7, in der Shapefunktions-Region Strahlungskorrekturen
der Ordnung a zur fithrenden Ordnung in der Aqcp/my-Entwicklung berechnet. Die harte
Funktion und die hier vorkommende, fithrende Shapefunktion sind die gleichen wie fiir
B — X, (7, nur die Jetfunktion hingt von der Charm-Quark-Masse ab. Nach der Be-
rechnung der Jetfunktion fiir B — X ¢, wurde ein Vergleich des durch Verwendung ef-
fektiver Feldtheoriemethoden erzielten Ergebnisses fiir den hadronischen Tensor mit dem
hadronischen Tensor in voller QCD durchgefiithrt. Aus der differentiellen Zerfallsrate er-
gibt sich das bis zur einer oberen Grenze A integrierte U-Spektrum, das den Anteil aller
B — X ,-Ereignisse mit U < A beschreibt. Fiir das integrierte U-Spektrum wurden unter
Verwendung verschiedener Renormierungsschemata fiir die Charm-Quark-Masse und ver-
schiedener Modelle fiir die Shapefunktion erzielte Ergebnisse angegeben. Auflerdem erfolg-
te eine Abschitzung der systematischen Unsicherheit aufgrund héherer Ordnungen in der
Aqep /my-Entwicklung. Schliellich wurde eine von der Shapefunktion unabhéngige Bezie-
hung zwischen dem P,-Spektrum in B — X/, und dem U-Spektrum in B — X {7, durch
Konstruktion einer Gewichtsfunktion zur Ordnung « aufgestellt. Sind die beiden Spek-
tren aus dem Experiment bekannt, so kann unter Verwendung der theoretisch berechneten
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Gewichtsfunktion |Vi;|/|Ve| bestimmt werden. Der hieraus mit bekanntem [V;| bestimm-
te Wert von |V,,| kann als unabhéngige Gegenprobe zu aus anderen Kombinationen von
Zerféllen, insbesondere aus B — Xy mit B — X, (i, bestimmten Werten fiir |V,;| dienen.
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Anhang A

Distributionen

Der Begriff der Distribution ist eine Verallgemeinerung des Begriffs der Funktion. Daher
werden Distributionen mitunter auch als verallgemeinerte Funktionen bezeichnet [I15] [116].
Eine Distribution ist eine lineare und stetige Abbildung eines Testfunktionenraums auf die
reellen Zahlen. Die hier vorgestellten Distributionen sind jeweils durch das Integral iiber
eine reguléare Testfunktion definiert.

A.1 Die Delta-Distribution

Die Delta-Distribution - auch als Diracsche Delta-Funktion bezeichnet - ist durch die Be-
ziehung

+o00
/ dr 5(z) f(z) = £(0) (A1)

o0

definiert, die fiir jede im Ursprung definierte Funktion f(z) giiltig ist. Allgemeiner wird
d(z — x¢) definiert durch

+o00
/ dz 8z — 20) f(&) = (o). (A.2)
Fiir beliebige Integrationsgrenzen a und b gilt
b fiir a <z <
/ dr 6(1’ o 1;0) f(x) _ { f(m()) ur a ~ o > b (AB)
a 0 sonst.

Insbesondere gilt mit M > 0

/< dz 8(z) f(z) = £(0). (A1)

<0

Der Ausdruck < 0 an der unteren Integrationsgrenze ist eine andere Schreibweise fiir eine
infinitesimale Verschiebung der unteren Integrationsgrenze nach links. Es wird also eigent-
lich von 0 — € (¢ > 0, infinitesimal) bis M integriert. Die 0 gehort somit noch vollstéandig
zum Integrationsintervall, und das Integral nimmt den Wert f(0) an.
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Fiir die Delta-Distribution gilt

Slgta)] = 3 o e — ). (A5)

9/ ()]

¢'(z) ist die Ableitung der Funktion g(z), die Summation erfolgt iiber die einfachen Null-
stellen z; von g(z).
Auflerdem gilt

/ dz 't — (2m)5 (k) (A.6)
bzw. in vier Raum-Zeit-Dimensionen
/d4m e*r = (2m)104 (k). (A.7)

Integral und Ableitung der Delta-Distribution

Die Delta-Distribution ist die Ableitung der Heavisideschen Sprungfunktion

d
2 0(@) = o(z), (A.8)
fiir die gilt
1 fi 0
0(z) = e (A.9)
0 firx<O.
Die Ableitung der Delta-Distribution ist durch partielle Integration definiert als
+o00 +oo
/ dz 8'(z) f(z) — — / de 8(x) f'(x) = —f(0). (A.10)
Auf die gleiche Weise kann die n. Ableitung 6 (z) definiert werden als
+o00o
| 4@ se) = -1, (A11)
Hieraus folgt
6 (—z) = (=1)"6™ (z) (A.12)
und
20 (z) = —n " V(z). (A.13)

A.2 Die Plus-Distribution

Die Plus-Distribution ist definiert als

/jdfﬁ G)j(w)z/onx w (A 14

Hierbei ist f(x) eine beliebige regulidre Funktion und M > 0. f(x)/x und f(0)/x haben
die gleichen Polstellen. Diese werden in der Differenz der beiden Ausdriicke abgezogen, es
ergibt sich ein endliches Integral.
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A.3 Stern-Distributionen

Bei den Stern-Distributionen handelt es sich um Verallgemeinerungen der Plus-Distributionen,

sie sind definiert als [109]

Lo )

*

/::dxf(:c) (M)[m]:/fdxwm(%) + @hﬁ(%),

*

(A.15)

wobei f(x) eine beliebige regulidre Testfunktion ist. Fiir die Stern-Distributionen gelten
folgende niitzliche Identitéten [67]

() —(0), —(0), o

() (Y o) (Y
(A.16)

* * * *
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Anhang B

Komplexe Analysis

Der komplexe Logarithmus kann geméaf

In(—X +ie) = +im0(X) + In | X]| (B.1)
in Realteil und Imaginérteil zerlegt werden.
B.1 Imaginarteile
Der Imaginérteil eines Produkts zweier komplexer Ausdriicke ergibt sich aus
Im(A - B) = Im(A)Re(B) + Re(A)Im(B). (B.2)
Folgende Imaginéarteile sind fiir uns von Interesse
Im [In(—X +ie)] = £ 70(X), (B.3)
1
I = 0(X B.4
| ] = Fo) (B.4)
1
Im|———| =+7§(X B.
e ] (B.5)
1
——Im [Liy (- X —i€e)] =In|X|0(—X —1). (B.6)
s
AuBlerdem gilt
1 X 1 1\
—“Im|ln | -2 —3 == B.7
oo ()= (). 7
1. X 1 In(X/m)\™ =2
——Im |In* [ -= — =2 —L- - (X B.
ﬂm_n<m ZE)X—i—’ie] ( X )* 35( ) (B8)
mit den in [A3] angegebenen Stern-Distributionen. Mit
, m | 1.,/ X 72 X X
L12<1 + X+z'€)_ = — 5111 (—E —ze) -5 + In (_E_%) In (14—%—1—16)
X
L (__ - )
m
(B.9)
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erhdlt man unter Verwendung von (B.2)), (B.6), (B.Z) und (BY)

1 ‘ m 1 In(X/m) il
— “Im|Liy( 1 = (e —1
wm[ 12< +X+ie)X+ie} ( X ) X

1+ %’ 6(X). (B.10)

*
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Anhang C

Phasenraumparametrisierungen

In diesem Abschnitt werden weitere mogliche Parametrisierungen des vier-Kérper-Phasen-
raums b — ¢+ g + ¢ + v sowie des drei-Korper-Phasenraums b — ¢ + ¢ + v vorgestellt.
Diese konnen bei der Berechnung des a,-Korrekturen auf Partonniveau ebenso wie die
in Abschnitt B5.T] eingefiihrte Parametrisierung verwendet werden. Sie bieten insofern die
Moglichkeit, auf Partonniveau die in Abschnitt B.5.1] vorgestellte Phasenraumparametri-
sierung sowie die numerische Genauigkeit der zur Berechnung der a,-Korrekturen ver-
wendeten Methode zu {iberpriifen. Die hier préasentierten Phasenraumparametrisierungen
haben im Vergleich mit der in Abschnitt B.51] vorgestellten Parametrisierung den Nach-
teil, dass hier die Leptonenergie nicht als Integrationsparameter auftritt. Dies verkompli-
ziert das Einfiihren eines Schnitts auf die Leptonenergie. Daher sind die hier présentierten
Phasenraumparametrisierungen insbesondere zur Berechnung der a,-Korrekturen zu den
(Aqep/my)?-Termen weniger gut geeignet als die in Abschnitt BZ5] vorgestellte.

C.1 weitere Moglichkeit zur Aufspaltung des

vier-Korper-Phasenraums
Im Unterschied zur in Abschnitt B.5.1] gezeigten Aufspaltung teilen wir den Phasenraum
nun so auf, dass das b-Quark zunéchst in das Charm-Quark, das Gluon und einen Zustand

A zerfallt, der dann in das masselose Lepton und das Lepton-Antineutrino iibergeht. p,4 ist
der Gesamtimpuls des leptonischen Anteils im Endzustand, es gilt

PA = Db — De — Dy = Dt + Du- (C.1)

Die Aufspaltung des Phasenraums nimmt folgende Form an:

J I T - [ N ) ©2)

Die zur Berechnung eines vier-Korper-Phasenraums benétigten vier Parameter setzen sich
zusammen aus insgesamt drei fiir das Integral {iber dp% und den drei-Kérper-Phasenraum
und einem fiir den leptonischen zwei-Korper-Phasenraum.
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Der drei-Korper-Phasenraum b — A + ¢ + g und das Integral iiber dpf4
Wir parametrisieren die Impulse in Abhéngigkeit von den Energien und Winkeln als
Py = (mb707070)7 Pe = (anaoaﬁEc)’ pg = (Eg7Egslao7Egcl) (CS>

und die Energien und Winkel in Abhéngigkeit von den dimensionslosen Integrationspara-
metern A\, As und A3 als

Y 523,
EC = my ) + 0°— 5 Eg = My )\2, C1 = 2)\3 -1 (C4>
2 2%1
mit den dimensionslosen Grofien
Mme m? E.
52%’ ﬁ: 1-— ECQ, H1:1—<1—6C1)E (05)

Alle drei Integrationsparameter A\;, Ay, A3 nehmen Werte zwischen Null und 1 an. Wir
haben somit auch hier die Integrationsgrenzen des Phasenraums auf einen Einheitswiirfel
abgebildet.

Der Integrationsparameter \; parametrisiert die Energie des Charm-Quarks. Die Energie
des Charm-Quarks nimmt Werte zwischen m,. und my(1 + §?)/2 an. ¢; und s; sind der
Cosinus und Sinus des Winkels zwischen Charmimpuls und Gluonimpuls, A3 parametrisiert
diesen Winkel. Ay beschreibt die Gluonenergie, die durch die Energie des Charm-Quarks
und die Energie, die auf das leptonische System iibertragen wird, eingeschrénkt ist.

In Abhéngigkeit von den dimensionslosen Grofien ergibt sich das Phasenraumintegral zu

mng

Pa

—= | |dIly— 44e
/0\ 27T/[ bA++g]

4—4e
B Qp_1Qp_s my,

9D+1 (27T)2D—2

1
/ M dAadAg8NZ2 K272 (B (A6% 4 26) Ao) 2 (Aghs) ™.
0
(C.6)

Hier haben wir zum Teil bereits die Ersetzung D — 4 — 2¢ durchgefiihrt. Qp ist die in (B.42)
definierte Oberfliche der D-dimensionalen Einheitskugel.

Méglichkeit den drei-Korper-Phasenraum b — ¢ + £ + © zu erhalten

Auch aus (C4) ist es moglich, den auf Baumgraphenniveau sowie fiir die Berechnung der
virtuellen Korrekturen benétigten drei-Korper-Phasenraum b — ¢+ ¢ 4+ v zu erhalten. Man
ersetzt das Gluon durch das Elektron und verwendet die Parametrisierung des Gluonim-
pulses p, fiir den Elektronimpuls. Das verbleibende Teilchen A ist dann das Neutrino. Man
multipliziert ([C8) mit 276(p?) = 270 ((my, —m.)? A2 A1) und integriert iiber \,. Als Ergebnis
erhilt man den drei-Korper-Phasenraum b — ¢+ ¢ + v in Abhéngigkeit der Integrationspa-
rameter \; und As.
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C.1 WEITERE MOGLICHKEIT ZUR AUFSPALTUNG DES VIER-KORPER-PHASENRAUMS

Der zwei-Kérper-Phasenraum A — £+ »

Wir teilen den Leptonimpuls py in einen Teil in Richtung des Gesamtimpulses des leptoni-
schen Anteils im Endzustand p)4 und einen hierzu senkrechten Anteil p| auf und schreiben
den Viererimpuls des Leptons als

Pe = (Efv Oa 07 0) + EKCQ (Oa ‘ZP;_A|> + EESQ (OaﬁL) (07)
A

mit g4 -p. = 0 und 153 = 1. ¢y und s, sind der Cosinus und Sinus des Winkels zwischen

Leptonimpuls p; und dem Gesamtimpuls des leptonischen Anteils im Endzustand pl4. Der

Cosinus des Winkels lésst sich in Abhéngigkeit vom Impuls und der Energie des leptonischen

Anteils sowie von der Leptonenergie ausdriicken als

_ 2E.E,—p%

T AT o
Fiir den zwei-Korper-Phasenraum erhélt man
1 B p-a 1 D—2
/[dHA_,HV} = W/E_ dEy (Ess) @/d P (C.9)
mit den Grenzen
E, = PaElpal (C.10)

2 )
was Werten fiir ¢ von —1 bis 1 entspricht. Wir fithren eine Substitution hin zu einem
neuen Integrationsparameter A4 durch, der wie die Integrationsparameter des drei-Korper-
Phasenraums Werte von Null bis 1 annimmt. Fiir den Zusammenhang zwischen der Lep-

tonenergie und A\ gilt

Ea— |1 -2
B =4 ‘pA|2( M) (C.11)

Als Ergebnis fiir den zwei-Korper-Phasenraum in Abhéngigkeit vom Integrationsparameter
A4 ergibt sich

1 ! _  D-4
/[dHA—>€+z7] = W/@ d\y (pi)\4)\4) 2 /dD_QpJ_. (C.12)

Die in ([B24]) definierten Nenner N, und N, der reellen Diagramme sind unabhéngig von p, .
Die einzige Abhéngigkeit der Diagramme von p; kommt aus Skalarprodukten von p; mit
hadronischen Impulsen im Zahler der Diagramme. Bei Integration iiber den Einheitsvektor
p1 tragen nur folgende Integrale bei:

/dD_QPL {Lpp} = {L D 25”} Qp-a. (C.13)

Hierbei ist 6% die Metrik im (D — 2)-dimensionalen Unterraum, es gilt 6! = D — 2.
Den vier-Korper-Phasenraum erhilt man durch Zusammensetzen von (C.8) und (CI2))

gemiB ([C2).
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ANHANG C PHASENRAUMPARAMETRISIERUNGEN

C.2 weitere Moglichkeit zur Darstellung des
drei-Korper-Phasenraums

Eine naheliegende Méglichkeit, den auf Baumgraphenniveau und bei den virtuellen Korrek-

turen benotigten drei Korper-Phasenraum b — ¢+/+v zu erhalten, besteht darin, aus der in

Abschnitt gezeigten Parametrisierung fiir den vier-Korper-Phasenraum b — c+g+/(+v
alle Effekte des Gluons zu entfernen. Die Aufspaltung des Phasenraums nimmt folgende

Form an: .
/ F M / ) / (L, / g (C.14)

Die Formeln (C3) bis (CH) vereinfachen sich durch Entfernen aller Effekte des Gluons
deutlich. Anstelle (C.0) erhélt man

mb dpA QDfl mgf2e 1 - 52 1—-2¢

Am leptonlschen zwei-Korper-Phasenraum #ndert sich gegeniiber Abschnitt nichts.
Wir konnen die Formeln (C7) bis (CI3) verwenden und erhalten so den drei-Korper-
Phasenraum b — ¢ 4+ ¢ + v in Abhéngigkeit von den Integrationsparametern \; und Ay4.

C.3 direkte Parametrisierung des
vier-Korper-Phasenraums
Es ist auch moglich, den vier-Korper-Phasenraums b — ¢+ g+ ¢+ v direkt in Abhéngigkeit

von fiinf Integrationsparametern auszudriicken. Wir parametrisieren die Impulse in Abhéngig-
keit von den Energien und Winkeln als

by = (mb707070)a Pe = (Ec707076EC)7 (Cl6>
pe = (Ey, Eys1,0, Egey), Py = (Ey, Egsacs, Eg5254, EyCo) (C.17)

und die Energien und Winkel in Abhéngigkeit von den dimensionslosen Integrationspara-
metern Ai, Ag, Az, Ay und A5 als

61:2)\3—1, C2:2)\4—1, C¢:2)\5—1, (Cl8)

A 52)\ 02K\
Eo=my(0+02), E=m IAQ, B, = my—2"L ), (C.19)

2 2K192
mit den dimensionslosen Grofien
2 E
5:%7 ﬁ: ]-_m;) lilzl_(l_ﬁcl)_c7
" Ee " (C.20)

E, 1 o
K12 = K1 — (1 — 562)%1— - = (]_ — C1Cy — 8182C¢) )\1/\252.
my 2
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C.3 DIREKTE PARAMETRISIERUNG DES VIER-KORPER-PHASENRAUMS

Alle fiinf Integrationsparameter \;, Aa, A3, Ay, A5 nehmen Werte zwischen Null und 1 an. Wir

haben somit auch hier die Integrationsgrenzen des Phasenraums auf einen Einheitswiirfel
abgebildet.
In Abhéngigkeit von den dimensionslosen Groflen ergibt sich das Phasenraumintegral zu

4—6¢
Qp_1Qp_oflp_3 my,

/[dﬂb—>€+u+c+g} = 27(271_)3[)_4

1
| i dhadnadrdd Rl (5 (05 4 20) Raka) T (adadada) “(Rade)
0

(C.21)

Auch hier haben wir zum Teil bereits die Ersetzung D — 4 — 2e durchgefiihrt. Qp ist die in
[B42) definierte Oberfliche der D-dimensionalen Einheitskugel. Bei der hier vorliegenden
Parametrisierung handelt es sich um die Verallgemeinerung des drei-Kérper-Phasenraums
([CA) auf einen vier-Korper-Phasenraum. Nachteil dieser Parametrisierung ist die lingere
Rechenzeit und schlechtere numerische Genauigkeit, da iiber fiinf anstelle in ([3306) und
([C2) vier Parameter integriert wird. Mittels der hier vorgestellten Parametrisierung ist es
jedoch moglich, sowohl die mit anderen Phasenrdumen gewonnenen Zahlenwerte fiir die
Momente als auch deren numerischen Genauigkeit zu iiberpriifen.
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Anhang D

Herleitung einiger in Abschnitt 4.2.1]
benotigter Ausdriicke

In diesem Abschnitt soll die Herleitung einiger bei der Berechnung des hadronischen Tensors
auf Baumgraphenniveau bis O(\?) in Abschnitt EEZ0] benétigter Ausdriicke gezeigt werden.

D.1 Integraloperatoren

Der Integraloperator I, ([{3) ergibt sich aus

A% . gk
IQ*fE—/d4xe’px/<27T)4e b 12 T fly)

_mg
. dn_k 1
_ _/dx+eznpm+/ n e—z(n,k)m+ f<13+)
27 n_k—m2/nyp (D.1)
_ —/dl‘ eium+/dnle—i(n_l)x+ 1 f(.fE ) .
* 2m n_l+ie’ "
:i/ dx ™ f(xy).
0

Hierbei ist o, gemif (Z60) definiert. Es gilt m? = m? —ie und n,p > 0. Um die zweite Zeile
zu erhalten, wurden die Impulsvektoren und der Ortsvektor laut (Z39) in Komponenten
zerlegt und ein Teil der Integrale iiber Komponenten des Ortsvektors ausgefiihrt, so dass
sich geméaf

/d4x elp—k)z _ /dx+d (%_‘75) deL et (n+(p=k))(n-2)/2 jilpL =k )z 1 i(n—(p—Fk))z+
(D.2)
= /dx+ (27)2 8(ny(p — k) 6% (pL — k) ¢! kD

Delta-Distributionen (siehe (A7) von Komponenten des Impulsvektors ergaben. Anschlie-
Bend wurden die Integrale iiber die entsprechenden Komponenten der Impulsvektoren eben-
falls ausgefiihrt. Die dritte Zeile von (D) ergibt sich durch die Substitution n_l =n_k —
m; /n.p.

Die Herleitung von I3 ([AI0Q) lduft analog zur hier gezeigten Herleitung von I, ab.
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ANHANG D HERLEITUNG EINIGER IN ABSCHNITT [ 2.1] BENOTIGTER AUSDRUCKE

Fiihrt man durch Fouriertransformation den Ubergang vom Ortsraum zum Impulsraum
durch, so erhélt man fiir Funktionen, auf die der Integraloperator I, wirkt, den Ausdruck
#24) durch die hier dargestellten Umformungen

d k 1
Lo flan) == [ dopenes [ BRenten / dune™ 1+ f(wy)

n_k + ie

dn_k PR
/dWI/dn k/da: + n_ k:+zef( @) (D.3)
/ doy / (2m)0(u — n_k — wy) Flwr)

1
=— [ dw; ——8— .
/ wlu—wl—i—ief(wl)

n_ k—l—ze

Hierbei wurde zunichst die Fouriertransformierte der Funktion f ([ZI)) eingesetzt und
danach die Integrale iiber x, und n_k ausgefiihrt, wobei wiederum (A7) beachtet wurde.

Der Ubergang zum Impulsraum geschieht fiir Funktionen, auf die der Integraloperator
I3 wirkt, mit den gleichen Rechenschritten wie hier fiir den Integraloperator I gezeigt. So

ergeben sich die Ausdriicke (20)-([Z28).

D.2 Beitrag aus Einsetzungen der Lagrangedichte

Hie;r soll gezeigt werden, wie si§h aus Einsgtzungen von Lﬁ? (@H).und Jl(z? @13 ein
Beitrag zum fiir m. — 0 verschwindenden Teil der Vorwiartsstreuamplitude ergibt.

In E 1¢ und J1 2 tritt jeweils n_z /2 auf, dies entspricht im Impulsraum

(D.4)

In den Ausdriicken J27J© und J(O)TJ(O)iﬁg? wirkt n_xz/2 auf den Propagator G¢(x) (1)
im Ortsraum bzw. (D.4) auf den Propagator G¢(k) im Impulsraum. Man erhélt

i ~ " (e iz/nk» T 03
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D.2 BEITRAG AUS EINSETZUNGEN DER LAGRANGEDICHTE

Man verwendet nun die Relation

. dn_k _, 1 ?
o d in_pry —in_kr
[ e [ Rt () e

= / do P / Ak dn K o) S (k — K))emin-he
2 2w

1 1 fas)
n_k —m2fnp) \n_ K —mjnp) T
dn_k dn_k ¢ (D.6)
= — /dz+dz+€i”pm+/ n- n— e—infk‘(ij—ZJr) e—in,k}'er

2 2w

1 1
(o) (=) 160
:—ZIQ*/ dZ+f(x+):—IQ*(ix+)f<x+)7
0

und die Relation ([@I0), um die Gleichung (I3

@)t 70) | 7(0) 7(0), p(2) m; - e
7T 4 TN Z‘Clg:_( 512 (iv g )hy(z-) ing 0T —-Th,(0)
nyp) 2
m? _ i
e s ho(2) gny Au(z )T L=Th D.7
np gk hy(x_) gny Ag(2-) 5 ,(0) (D.7)
Zm2 T4 B — 77/L_
= —1 dzyhy(z_)(—ing D) (2-) T ==Th,(0).
ety [ dede ) i, B ThO

zu erhalten. Hierbei wurde partielle Integration benutzt, um in Eg? den Feldstarketensor
durch das Gluonfeld auszudriicken.
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