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Abstract

In current concepts for fuel injection valves, the importance of piezoelectric elements
as actuating devices is steadily increasing. These actuators allow valves to open and
to close in less than 200us while providing benefits in the metering accuracy. Howe-
ver, the resulting accelerations of the injector mechanics usually go together with
high amplitudes of the occuring forces. Especially tensile stresses may damage the
fragile ceramic and bouncing of contiguous constructive elements has a negative
impact on the durability of the valve. Additionally, common injector control im-
plementations do not consider the induced mechanical vibrations which adversely
affect the fueling shape.

This thesis addresses problems which arise from shortened opening and closing
phases and presents measures to reduce these.

Chapter 2 compares different mathematical approaches to model the nonlinear be-
haviour of piezoelectric actuators. Special attention is paid to the usability of the
models for both actuating and sensing capabilities of the electromechanical trans-
formers.

In chapter 3, the actuator equations are incorporated into several mathematical
models of the whole injector with lumped and distributed parameters. The models
with distributed parameters achieve an acceptable representation of the behaviour
of real injectors and provide a detailed insight into the mechanical processes during
the injection. Thereby these models can be used to evaluate control strategies.

The developed mathematical models of the injectors form the basis for the design
of a state space observer in chapter 4 which yields state information of the valve’s
mechanics that otherwise would have to be provided by additional cost expensive
sensors. Having access not only to the electrical signals but also to the mechanical
state, a static optimization of the injector control parameters results in opening and
closing processes with minimal strain on the injector and increased acceptability of
the fueling shape.

In the final chapter, measurements validate the derived algorithms and prove the
effectivity of the presented control strategy.
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Kapitel 1

Problemstellung und
Zielsetzung der Arbeit

In einer Vereinbarung zwischen dem Verband der européiischen Automobilhersteller
und der Européischen Union hat sich die Automobilindustrie freiwillig dazu ver-
pflichtet, im Zeitraum von 1995 bis 2008 die durchschnittlichen COs-Emissionen
von in der EU neu zugelassenen Personenkraftwagen um 25 Prozent zu verringern.
Gleichzeitig mochte der Kunde jedoch nicht auf eine ansprechende Motorleistung
verzichten. Neben den klassischen Kriterien Komfort, Design und Zuverlissigkeit
bestimmt also zunehmend der energetische Wirkungsgrad die Entwicklungsrichtung
fiir zukiinftige Kraftfahrzeuge [Back05].

In Dieselmotoren entziindet sich der Kraftstoff im Zylinder durch den hohen Druck
und die hohe Temperatur bei der Kompression selbstéindig. Voraussetzung dafiir
ist, daf} sich ausreichend Luft im Zylinder befindet. Die Leistungsabgabe wird also
mit der eingespritzten Kraftstoffmenge gesteuert, wihrend die Luftzufuhr in der
Regel nicht begrenzt wird. Durch den ungedrosselten Luftflufl erreichen moder-
ne Dieselmotoren heute beinahe den maximalen Wirkungsgrad des CARNOTschen
Kreisprozesses.

Fiir die Entziindung von Ottokraftstoff ist es dagegen notwendig, dafi das Verhélt-
nis von Luft zu Kraftstoff in einem bestimmten Bereich liegt. Die Steuerung der
Leistungsabgabe erfolgt hier durch die gezielte Bemessung eines zu verbrennenden
Luftkraftstoffgemischs: Eine Drosselklappe im Ansaugtrakt des Motors begrenzt
die Luftzufuhr und ein elektrisches Einspritzventil reichert anschliefend die ein-
stromende Luft mit Kraftstoff an. Die Luftdrosselung fithrt dabei zu erheblichen
Energieverlusten, die bis zu 25 Prozent der gesamten Verluste des Motors ausma-
chen [Daim04].

Schon den ersten Pionieren der Motorkonstruktion war dieses Problem bekannt,
doch erst heute erméglicht der Stand der Technik wirtschaftliche Ansétze zur Stei-
gerung des Wirkungsgrads. Abgesehen von der variablen Ventilsteuerung scheint
insbesondere das geschichtete Brennverfahren bedeutsame Verbrauchsvorteile zu
versprechen [KKBA97], [HWKPO01], [ZhHL02|, [FrBL03]. Der Grundgedanke ist da-
bei, den gesamten Kolbenraum ungedrosselt mit reiner Luft zu fiillen und, wie die
Abbildung 1.1 illustriert, nur in der Nahe der Ziindkerze einen kleinen begrenzten
Bereich mit brennbarem Gemisch aufzubauen. Die Leistungsabgabe wird dann iiber
die Grofle des brennbaren Bereichs gesteuert [KKBA97].
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Abbildung 1.1: Zylindergeometrie direkteinspritzender OTTO-Motoren nach
[KKBA97]: Die Einspritzung erzeugt im oberen Bereich des
Kolbenraums ein brennfihiges Gemisch, welches durch die
Ziindkerze entziindet wird

So elegant dieses Prinzip erscheint, so viele Probleme wirft die Realisierung auf.
Die verdichtete Luftmasse im Brennraum ist nach dem Schlielen des Einlafiventils
noch in Bewegung und beeinflufit damit die Ausbildung und Lage des brennbaren
Bereichs. Trotzdem muf sichergestellt sein, daf fiir die Dauer des Ziindfunkens stets
ein eng toleriertes Gemisch aus Luft und Kraftstoff an der Ziindkerze vorhanden ist
[Daim04].

Neben einer giinstigen Zylindergeometrie spielt insbesondere der Vorgang der Kraft-
stoffeinspritzung eine entscheidende Rolle [Stan99]. Durch die kurze Dauer zwischen
dem Einspritzbeginn und dem Ziindzeitpunkt ist eine gute Gemischbildung nur mit-
tels einer Hochdruckeinspritzung im Zusammenspiel mit einer geeigneten Kombi-
nation aus Diisenform, Aktorik und elektrischer Ansteuerung moglich [FrBLO3].

1.1 Problemstellung

In derzeitigen Injektorkonzepten werden zunehmend Piezoaktoren als Stellglieder
verwendet [Ferr00]. Sie ermdglichen es, das Ventil innnerhalb weniger als 200us zu
offnen beziehungsweise zu schlielen. Bei diesen Bewegungen der Injektormechanik
ist auch ein Auftreten von Zugspannungen moglich, die die Piezokeramik zerstoren
konnen [Phys89], [Pick98]. Insbesondere das Prellen von Bauteilen bewirkt extre-
me Kréfte, welche die Bestandteile des Injektors mechanisch stark beanspruchen.
Héufig wird auch die Injektormechanik verstéirkt zu Schwingungen angeregt, was
sich wiederum ungiinstig auf die Durchfluicharakteristik auswirkt [ZhHL02].

Um diese Problematik zu verdeutlichen, sind in der Abbildung 1.2 fiir einen Ein-
spritzvorgang auf der linken Seite der angestrebte Verlauf der Injektornadel und
rechts daneben ein real gemessener Verlauf dargestellt. Es ist deutlich erkennbar,
dafl der Injektor in der gedffneten Phase keineswegs wie gewiinscht in Ruhe ist.
Vielmehr pendelt die Ventilnadel geddmpft um eine Ruhelage, die wihrend der
Einspritzung nicht erreicht wird. Aus diesem Verhalten heraus ist anzunehmen, daf
auch der zeitliche Verlauf der Kréfte in den iibrigen Injektorbestandteilen verbes-
serungsfihig ist.
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Abbildung 1.2: Angestrebter und gemessener zeitlicher Nadelhubverlauf eines
Piezoinjektors

Fiir die Messung des Nadelhubs wurde der Injektor mit einem trapezférmigen La-
dungsverlauf beaufschlagt, wie in der Abbildung 1.2 oben zu sehen ist. Da die me-
chanischen Vorgénge im Injektor eine Reaktion auf die elektrische Ansteuerung sind,
ist zu untersuchen, ob ein anderer zeitlicher Lade- und Entladeverlauf das Ventil
in einen stabilen Zustand zu fithren und gleichzeitig das Kréftespiel im Injektor zu
minimieren vermag.

Dazu ist es erforderlich, neben den Bewegungen im Injektor auch die Krifte wihrend
des Offnens und SchlieBens zu kennen — meBbar sind aber lediglich Strom und Span-
nung am Injektor. Aus wirtschaftlichen Griinden sind in den Injektoren keine Kraft-
oder Wegsensoren vorgesehen, und auch ein nachtriglicher Einbau von Kraftsenso-
ren ist mit betrichtlichem Aufwand verbunden und beeinflult das Ventilverhalten
aufgrund der zusétzlichen Massen mitunter erheblich.

Physikalisch motivierte mathematische Modelle, die ein gemessenes Injektorverhal-
ten hinreichend genau wiedergeben, gewéhren einen Einblick in die elektromechani-
schen Vorgénge im Ventil und ermoglichen damit, die nicht unmittelbar me3baren
Groflen wie beispielsweise die Aktorkraft aus den melbaren Groflen abzuschétzen.
Dies kann mittels eines Detektionsmodells [Schu01] oder eines Zustandsbeobachters
erfolgen.

Damit die Modellierung des Injektorverhaltens die gesuchten Gréflen in einer hin-
reichenden Genauigkeit wiedergibt, miissen einige nichtlineare Zusammenhénge im
Aktor und in der Ventilmechanik beriicksichtigt werden. So zeigen piezoelektrische
Wandler Hystereseverluste, und die diskreten Stellungen des Ventils duflern sich in
einer schaltenden Streckendynamik.
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Die Probleme, die demnach fiir eine Verringerung der Schaltzeiten piezoelektrisch
gestellter Injektoren zu 16sen sind, sind die Erstellung und Parametrierung eines hin-
reichend genauen Aktor- und Injektormodells, die Abschéitzung der nichtmef3baren
Groflen sowie die Bestimmung eines optimalen Ansteuerverlaufs.

1.2 Bisherige Losungsansitze

Einige Publikationen befassen sich mit einzelnen Teilaspekten der Problemstellung
wie der Modellierung des Injektors, der Entwicklung einer fiir den Einsatz in Kraft-
fahrzeugen geeigneten elektrischen Ansteuerung oder der Schwingungsreduktion. Es
ist jedoch keine Arbeit bekannt, die diese Themenfelder als Gesamtheit betrachtet
und einen realisierbaren Losungsvorschlag erarbeitet.

Fiir ein hinreichend wirklichkeitsgetreues Injektormodell ist zunichst ein min-
destens ebenso genaues Aktormodell vonnoten. Seit der Entdeckung der Piezo-
und Ferroelektrizitidt ist dazu eine Vielzahl verschiedener Modellansétze vorge-
schlagen worden, von denen hier nur eine Auswahl Erwdhnung finden kann. Ne-
ben den linearen Ansiitzen in [Voig66] und [Koch88] existieren auch mathemati-
sche Nachbildungen der ferroelektrischen Hysterese wie beispielsweise Polynomap-
proximationen [CrDe98], [Hein98], nichtlineare Differentialgleichungen [DaWi85],
[CoHo86], [SmOu99], nichtlineare Integralgleichungen [GUSK99], die Operatoren
von MAXWELL [GoCe97] und von PREISACH [Maye91], [HuWe97] sowie Spin-
Modelle [FoCa98], [LiLi01], [Tadi01], [WaTs01]. Eine Beschreibung des nichtlinea-
ren Verhaltens von Ferroelektrika aus thermodynamischer Sicht bietet die Theorie
von LANDAU-DEVONSHIRE [Devo54] sowie der allgemeine thermoelektromechani-
sche Modellrahmen in [KaJi98g].

Fiir die meisten Anwendungen piezoelektrischer Aktoren geben konzentriertpara-
metrische Modelle die Kinematik der Strecke ausreichend genau wieder. Fiir andere
Fille, in denen eine eindimensionale Betrachtung erforderlich ist, leitet [Waue97]
eine lineare Differentialgleichung fiir Piezoide her. [GIMH97] und [Mark98] be-
schreiben iiberdies dreidimensionale Finite Elemente-Modelle zur Berechnung von
Wellenausbreitungen in Stapelaktoren.

Nicht nur der Aktor bestimmt das dynamische Verhalten eines Injektors, sondern
auch die Gesetzmiiligkeiten der Hydraulik sowie die der bewegten Injektorbauteile.
Die Mehrheit der Modellansétze fiir piezoelektrisch betétigte Ventile bildet die me-
chanische Last des Aktors als konzentrierte Massen ab [KaSW97], [Sche99], [Hall01],
[Schu01]; als Ausnahme ist insbesondere [Gerd01] aufgrund der dort behandelten
verteiltparametrischen Ersatzanordnung fiir Injektoren zu nennen. Die wenigen bis-
her veroffentlichten mathematischen Aktormodelle mit verteilten Parametern und
Nachbildung der ferroelektrischen Nichtlinearitdten sind zumeist sehr recheninten-
siv und daher nur bedingt auf komplexe elektromechanische Systeme wie Injektoren
erweiterbar.

Modellbasierte Zustandsbeobachter und sogenannte Rekonstruktions- oder Detek-
tionsmodelle ermdoglichen es, im Betrieb des Systems von den mefbaren auf die
nichtmefibaren Gréflen zu schlieen, um somit die Giite einer elektrischen Ansteue-
rung beurteilen zu kénnen. [Schu01] beschreibt, wie ein Aktormodell in Verbindung
mit einem iibergeordneten Regelkreis in der Lage ist, aus den elektrischen Signalen
Strom und Spannung die mechanischen Gréflen Kraft und Weg zu berechnen. Der
dort entwickelte Beobachter erweist sich als sehr leistungsstark, wenn die Auslen-
kung oder die Stellkraft des Aktors zu regeln ist, wobei keine Aussagen dariiber
gemacht werden, welche Stellgeschwindigkeiten des Aktors darstellbar sind. Auch
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andere Verdffentlichungen verwenden Detektionsmodelle [KuJa99] oder Zustands-
beobachter [ScJa00], um auf einen Kraft- oder Wegsensor verzichten zu kénnen.
[MeWa05] beschreibt, wie mittels einer gezielten Umschaltung zwischen mehreren
Beobachtern die Bestimmung des Schaltzustands eines Ventils allein aus den gemes-
senen elektrischen Signalen moglich ist.

Ist ein mathematisches Modell des Injektors vorhanden und der gewiinschte zeitliche
Verlauf des Ventilhubs genau vorgegeben, so kann eine Positionssteuerung durch ei-
ne Streckeninverse das Stellverhalten kompensieren [CrDe98], [KuJa98], [Dirs00],
[CrSDO01]. Diese Vorgehensweise wiirde sowohl die Stellgenauigkeit als auch die
Stellgeschwindigkeit verbessern, wenn eine optimale Zustandstrajektorie fiir den
Offnungs- und SchlieBvorgang des Injektors bekannt oder bestimmbar wire. Heu-
ristische Ansétze fiir solche Trajektorien beriicksichtigen allerdings oft weder die
Beschriinkungen der Stellgréfie noch die nichtlinearen Gegebenheiten der Injektor-
mechanik, und die Bestimmung der Trajektorie als Losung eines dynamischen Op-
timierungsproblems iibersteigt die Leistungsfihigkeit derzeitiger Digitalrechner bei
weitem [Kirs01]. Deshalb scheidet die Positionssteuerung durch eine Streckeninverse
aus und die Frage, wie die Stellgeschwindigkeit erh6ht werden kann, bleibt weiterhin
offen.

Eben dieser Frage widmet sich [PKSMO04] und stellt eine stromgeregelte Spannungs-
steuerung mit {iberlagerter zyklischer Schwingungsddmpfung zur Steigerung der
Positioniergeschwindigkeit piezoelektrisch betétigter Ventile vor. Die dort verwen-
dete Spannungssteuerung erzeugt allerdings eine fiir den Einsatz in Kraftfahrzeu-
gen inakzeptabel hohe Verlustleistung, und das aufgezeigte Verfahren zur Schwin-
gungsdampfung beriicksichtigt nicht die im Ventil auftretenden Kréfte. Auch die
dargestellte Ausregelzeit von rund 300us ist verglichen mit den im Motorbetrieb
auftretenden Einspritzzeiten zwischen etwa 150us bis etwa 1ms deutlich zu grof.

[Gerd01] schliigt eine andere Vorgehensweise vor und bestimmt mittels eines sta-
tischen Optimierungsverfahrens einen zeitlichen Ansteuerverlauf fiir einen Injektor
dergestalt, dal die Amplituden der wihrend der Schaltvorgénge angeregten Schwin-
gungen minimal sind. Das Verfahren in [MeWa04] ist dariiberhinaus auch dazu ge-
eignet, die Druckspannungen im Wandler zu optimieren.

Hinsichtlich der elektrischen Ansteuerung piezoelektrischer Aktoren sind im we-
sentlichen zwei Prinzipien zu unterscheiden [MaGa97]: Die Steuerung der Aktor-
spannung oder des Aktorstroms. Das Angebot fiir kontinuierlich steuerbare Span-
nungsquellen reicht von integrierten Schaltkreisen bis hin zu leistungsstarken Labor-
gerdten, und mittlerweile bietet der Markt auch verschiedene speziell fiir Piezoakto-
ren entwickelte steuerbare Stromquellen, wie beispielsweise in [PKSMO04] beschrie-
ben. Ein fiir den Einsatz in Kraftfahrzeugen bedeutsamer Nachteil kontinuierlich
arbeitender Endstufen ist der geringe Wirkungsgrad, welcher je nach Anwendung
zu einer inakzeptablen Verlustwiirme fiithrt [Flim97]. Schaltregler bieten dagegen
zwar eine etwas geringere Flexibilitdt und Signalgiite des erzeugbaren Ansteuer-
verlaufs, bestechen aber durch eine weitaus geringere Verlustleistung [KaSW97],
[PaLD97], [PaLa99].
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1.3 Zielsetzung und Aufbau der Arbeit

In dieser Arbeit wird ein Ansteuerverfahren entwickelt, mit dem das Schaltverhalten
piezoelektrisch aktuierter Injektoren optimiert wird.

Zunichst stellt Kapitel 2 verschiedene grundlegende Ansitze fiir die mathematische
Modellierung des Aktors hinsichtlich der erreichbaren Genauigkeit und der Eignung
fir die Modellierung des Gesamtsystems gegeniiber. Besondere Beachtung findet
dabei der Anspruch, dafl die untersuchten Modelle sowohl das Aktor- als auch das
inhdrente Sensorverhalten des piezoelektrischen Wandlers wiedergeben und gleicher-
maflen als Simulations- und als Detektionsmodell verwendbar sind.

Kapitel 3 verwendet diese Ansitze, um die Giite verschiedener mathematischer Mo-
delle eines piezoelektrisch angetriebenen Injektors zu vergleichen. Das Ergebnis der
Untersuchungen ist eine Aussage iiber die erzielbare Genauigkeit von Injektormo-
dellen mit konzentrierten sowie mit von solchen mit verteilten Parametern.

Darauf aufbauend wird in Kapitel 4 ein Zustandsschétzer fiir die Injektormechanik
erstellt und ein optimaler Ansteuerverlauf fiir den Offnungs- und den SchlieBvor-
gang bestimmt, welcher gleichermaflen die im Injektor auftretenden Krifte wie auch
die Mechanikschwingungen minimiert. Nach der Beschreibung einer geeigneten An-
steuerschaltung schliefft das Kapitel mit der Darstellung von Messungen, die die
Wirksamkeit des entwickelten Verfahrens belegen.
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Kapitel 2

Modellierung des Aktors

Zunichst beschreibt dieses Kapitel den Aufbau und die Eigenschaften perowski-
tischer Ferroelektrika und erldutert die thermodynamischen Zusammenhénge. Es
folgen verschiedene phdnomenologische Modellansétze zur Berechnung des Polari-
sationszustands der Piezokeramik. Das Kapitel schliefit mit einer Zusammenfassung.

2.1 Perowskitische Ferroelektrika

Der piezoelektrische Effekt wird bei dielektrischen Kristallen beobachtet, deren
Elementarzellen kein Symmetriezentrum besitzen. Zu diesen 68 von insgesamt
230 kristallographischen Raumgruppen gehoren Kristallstrukturen vom Typ des
Perowskits CaTiOs, Pyrochlors CaNaNbsOgF oder Ilmenits FeTiO3 sowie einige
solche mit Wasserstoffbriickenbindungen wie die des Kaliumdihydrogenphosphats
KH2PO, oder Triglyzinsulfats (NHoCH3;COOHy)3 - HoSO4 [SoSt74].

In der Natur vorkommende Mineralien wie beispielsweise Perowskit, Quarz, Seignet-
tesalz und Turmalin zeigen einen verhédltnisméfig geringen piezoelektrischen Effekt.
Das synthetisch hergestellte Bleizirkonattitanat sowie das Bariumtitanat besitzen
hingegen ein vergleichsweise stark ausgeprégtes piezoelektrisches Verhalten bei einer
fiir viele technische Anwendungen ausreichend hohen CURIE-Temperatur, weshalb
beide Materialien in unterschiedlichen Aktoren und Sensoren sowie aufgrund ihrer
hohen Energiedichte auch in elektrischen Kondensatoren Verwendung finden.

Die Abbildung 2.1 zeigt in der oberen Hilfte eine Elementarzelle des Bariumti-
tanats BaTiOs. In jeder Elementarzelle des kubisch-flichenzentrierten Gitters der
Barium- und Sauerstoffionen Ba?" und 02~ ist ein relativ kleines Titanion Ti*"
eingebettet. Bleizirkonattitanat ist dhnlich aufgebaut, dort tritt Blei an die Stelle
des Bariums, und Titan ist teilweise durch Zirkonium ersetzt.

Oberhalb der CURIE-Temperatur ist die kinetische Energie des Titanions so grof,
daB es sich innerhalb der umgebenden Zelle frei bewegt und dabei gelegentlich an
ein umgebendes Sauerstoffion bindet. Es besitzt keine bevorzugte Position, und im
statistischen Mittel befindet es sich in der Mitte der Zelle. Durch die Symmetrie
der Zelle fallen die Ladungsschwerpunkte der positiven und negativen Ladungen
zusammen. Bei Anlegen eines elektrischen Feldes an einen solchen paraelektrischen
Kristall verschieben sich die positiven und negativen Ionen leicht gegeneinander und
es bildet sich eine Ionenpolarisation aus.
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Abbildung 2.1: Piezoelektrizitit der Perowskitstruktur am Beispiel des Bari-
umtitanats BaTiOs nach [SoSt74] und [Fasc94]

Unterhalb der CURIE-Temperatur geht das Titanion eine Ionenbindung zu einem
oder mehreren der umgebenden Sauerstoffionen ein. Weil es sich jetzt auflerhalb
der Mitte der Zelle befindet, fallen die Ladungsschwerpunkte nicht mehr zusammen
und jede Elementarzelle wird zu einem elektrischen Dipol. Diese Ausbildung einer
spontanen Polarisation P bei Unterschreiten der CURIE-Temperatur kennzeichnet
den Phaseniibergang vom paraelektrischen in den piezoelektrischen Zustand.

Ubt man auf eine solche Zelle, wie in der Abbildung 2.1 unten dargestellt, eine
Kraft ldngs der Polarisationsrichtung aus, so wird die Zelle deformiert. Damit geht
auch eine Anderung der Dipolwirkung der Zellen einher, welche als Anderung des
elektrischen Flusses bzw. der dufleren elektrischen Feldstdrke messbar ist. Diese
druckabhéngige Verschiebungspolarisation wird als piezoelektrischer Effekt bezeich-
net. Umgekehrt beschreibt der inverse piezoelektrische Effekt die Wirkung eines
elektrischen Feldes auf das Gitter: Ein dufleres elektrisches Feld parallel zur Pola-
risationsrichtung des Kristalls bewirkt eine Kraft auf die positiven und negativen
Ladungsschwerpunkte. Je nach Polaritét des elektrischen Feldes riicken diese zusam-
men oder auseinander, was sich wiederum als Langeninderung bemerkbar macht
[Fasc94], [Gauc01], [Koch88], [Voig66].

Neben dieser ITonenpolarisation, bei der das Dipolmoment der Elementarzellen in
seinem Betrag von den elektrischen und mechanischen Spannungen abhéngt, ist zu-
dem bei ferroelektrischen Materialien auch die Dipolrichtung verdnderlich und tragt
als Orientierungspolarisation zur Polarisierbarkeit des Dielektrikums bei. Zu einer
Anderung der Polarisation muB sich dabei das zentrale Ion von dem nichstgelege-
nen Sauerstoffion 16sen und eine Bindung zu einem anderen Sauerstoffion eingehen.
Das zentrale Ion befindet sich also an Positionen minimaler potentieller Energie, die
von mehr oder weniger hohen Potentialschwellen umgeben sind. Um die Position
und damit die Polarisation zu dndern, miissen diese Schwellen iiberwunden werden
[Fasc94], [Gauc01].
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Abbildung 2.2: Doménen in Bariumtitanat [Arlt90]

Durch die starke Dipolwirkung der Orientierungspolarisation sowie der damit ein-
hergehenden Deformation der Zelle beeinflussen sich benachbarte Elementarzellen
gegenseitig, weshalb die Orientierung eines Dipols mit einer elektrischen Austausch-
energie verbunden ist. Ein energetisch giinstiger Zustand des Kristalls ist fiir viele
piezolektrische Materialien die Bildung von Bereichen mit einer einheitlichen Polari-
sationsrichtung, den Doménen (siehe dazu die Abbildung 2.2). Von ihnen geht ein
elektrisches Streufeld aus, welches umso geringer wird, je kleiner die Doménen sind
und je ofter sich entgegengesetzte Polarisationsrichtungen im Kristall abwechseln.
Die unterschiedlichen Gitterkonstanten benachbarter Doménen fithren jedoch zu
inneren mechanischen Spannungen, wobei groflere Doménen energetisch giinstiger
sind [Fasc94], [SoSt74].

Die Doménen sind durch mehr oder weniger breite Zwischenbereiche getrennt, die
einen Ubergang zwischen den unterschiedlichen Gitterkonstanten und Polarisati-
onsrichtungen darstellen. Eine Anderung der mechanischen Spannung oder eines
dufleren elektrischen Feldes kann zu Umpolarisierungen und Verschiebungen der
Doménengrenzen fithren, wobei einzelne Doménen auch ganz verschwinden oder sich
an Korngrenzen oder anderen Inhomogenitidten des Gefiiges neu ausbilden. Diese
irreversiblen Prozesse sind mit energetischen Verlusten verbunden. Piezoelektrische
Aktoren und Sensoren weisen deshalb bei einer Anderung des Arbeitspunktes ein
mehr oder weniger hysteresebehaftetes Verhalten auf. Geleitet durch seine Unter-
suchungen an Seignettesalz im Jahre 1933 nannte KURTSCHATOV die Doménen-
bildung und die damit verbundenen nichtlinearen Eigenschaften des Kristalls Seig-
netteelektrizitidt [SoSt74]; spiter setzte sich allgemein aber aufgrund der Analogie
zum Ferromagnetismus die Bezeichnung Ferroelektrizitdt durch. Die Ausprigung
der Ferroelektrizitit eines Materials ist von der chemischen Zusammensetzung, von
der Gestalt des im Sinterproze3 entstandenen Korngefiiges, von dem elektrome-
chanischen Arbeitspunkt sowie von dessen Vorgeschichte und nicht zuletzt von der
Temperatur abhéingig.

Die Abbildung 2.3 beschreibt schematisch die ferroelektrischen Phénomene in ei-
ner vereinfachten und zweidimensionalen Form. In der Mitte ist oben die elektrische
FluBdichte D und unten die mechanische Dehnung & iiber der elektrischen Feldstérke
E aufgetragen; letzterer Graph wird aufgrund seiner Form auch als Schmetter-
lingskurve bezeichnet [Ferr00]. Rechts und links davon ist die Polarisation der Ele-
mentarzellen sowie die Ausbildung von Doménen zu verschiedenen Aktorzustédnden
abgebildet.
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Abbildung 2.3: Polarisationséinderungen in Ferroelektrika nach [Gauc01]. Zu
sehen sind die Fludichte D und die Dehnung £ in Abhéngig-
keit von der Feldstidrke E sowie schematische Darstellungen
der Doménenstruktur in ausgewéhlten Betriebspunkten

Die elektrischen Dipole der Elementarzellen, in der Abbildung als Pfeile dargestellt,
sind im Urzustand (1) in Doménen gruppiert, und alle Polarisationsrichtungen sind
gleichermaflen vorhanden. Dieser Zustand stellt sich ein, wenn der Kristall ohne elek-
trische und mechanische Spannung unter die CURIE-Temperatur abgekiihlt wird.

Bei Anlegen eines elektrischen Feldes (2) sind die verschiedenen Polarisationsrich-
tungen nicht mehr energetisch gleichwertig, und die Dipole richten sich sukzessive
entlang der elektrischen Feldlinien aus: Sowohl die Flufidichte als auch die Dehnung
nehmen zu. Je grofler die Feldstirke, umso einheitlicher wird die Ausrichtung der
Dipole, bis schliellich nahezu alle Elementarzellen gleich polarisiert sind und das
Dielektrikum in die Sattigung geht. Eine weitere Erhohung der Feldstirke fiihrt
jetzt lediglich zu einer grofleren Ionenpolarisation, weshalb D und £ jetzt nur noch
méBig ansteigen (3).

Nimmt die Feldstédrke wieder ab, bilden sich nach und nach wieder Domé&nen mit
abweichender Orientierung aus (4). Diese Riickbildung ist aufgrund der zu iiber-
windenden Aktivierungsenergien verzogert, weshalb eine Remanenzpolarisation und
-dehnung verbleiben, selbst wenn die elektrische Feldstérke verschwindet. Erst bei ei-
ner negativen Koerzitivfeldstérke ist die Nettopolarisation gleich Null (5). Wird die
Feldstérke nun weiter verringert, nimmt die Flufdichte weiter ab, aber die Dehnung
nimmt wieder zu, sobald der tiberwiegende Teil der Elementarzellen in Richtung des
elektrischen Feldes ausgerichtet ist. Noch stdrkere negative Feldstirken fithren die
Polarisation in eine negative Séttigung (6), und die Dehnung nihert sich wieder
einem Maximum.

Das Bleizirkonattitanat der in dieser Arbeit untersuchten Aktoren dehnt sich bei
einer Feldstédrke von 0,6% um etwa 0,1%. Um einen technisch nutzbaren Aktor-
hub von nur 50pum zu erreichen, mufl der Aktor demnach grob 50mm lang sein
und hat damit eine Betriebsspannung von 30kV. Es liegt auf der Hand, dafl ein
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Abbildung 2.4: Aufbau eines gesinterten, piezoelektrischen Stapelaktors

Aktor mit solchen elektrischen Anforderungen kaum in einem Einspritzventil fiir
Kraftfahrzeugmotoren Verwendung finden wird.

Die Betriebsspannungen lassen sich stark reduzieren, indem der Aktor nicht aus ei-
nem homogenen Block gefertigt wird, sondern aus einer Vielzahl diinner piezoelek-
trischer Schichten zusammengesetzt wird [Pick98]. In der Abbildung 2.4 ist sche-
matisch der Aufbau eines solchen gesinterten Stapelaktors dargestellt. Der Wandler
besteht aus einem Block piezoelektrischer Keramik, in welcher sich in regelmé&fi-
gen Absténden elektrisch leitfahige Metallschichten als Elektroden befinden. Diese
Elektroden sind an den Seitenfliichen des Aktors mittels dehnbarer Strombénder
abwechselnd mit den beiden elektrischen Anschliissen verbunden. Auf die Lange Ip
des Keramikblocks verteilt entstehen so Np piezoelektrisch aktive Schichten, die
elektrisch parallel geschaltet sind. Bei Scheibendicken um 150um liegen die Be-
triebsspannungen hier in der Gréflenordnung von nur Up =~ 100V, weshalb sich
diese Bauform in besonderem Mafe fiir den Einsatz in Injektoren eignet.

Aus der Vielzahl verschiedener Bauformen fiir piezoelektrische Wandler zeigt die
Tabelle 2.1 eine Auswahl hiufig anzutreffender Varianten. Obwohl der Fokus dieser
Arbeit auf Stapelaktoren gerichtet ist, sind einige der folgenden Ausfithrungen auch
auf andere Bauformen iibertragbar.
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Stapel- | Stapel mit Biege- Biege-

Bauform wandler | Hebeliiber- Tubus wandler | scheibe
setzung
7| = 20 h
/ =) — h I
L Upj L UF,j UP UP
Typischer < 200um < lmm < 50pm| < dHmm | < 500pum
Stellweg

Typische | 30N | <35kN | <1kN | <5N | < 40N
Stellkraft

Typische
Betriebs- < 1kV < 1kV < 1kV | <400V | <500V

spannung

Tabelle 2.1: Einige Bauformen piezoelektrischer Aktoren nach [JeKW97]

2.2 Messaufbau fiir Piezostapelwandler

Die Anforderungen an einen Messaufbau fiir Piezoaktoren ergeben sich aus den
Einsatzbedingungen fiir Piezoaktoren in Injektoren, bei denen die kurzen Offnungs-
und Schliefzeiten von weniger als 200us zu Beschleunigungen bis zum Tausendfa-
chen der Erdbeschleunigung fithren. Deshalb ist es notwendig, auch im Versuchsauf-
bau die bewegten Massen moglichst gering zu halten, um vergleichbare dynamische
Verhiltnisse wie in realen Injektoren zu erzielen. Dennoch sollen die Auslenkungen
des Aktors mit einer Auflésung von 1um oder besser messbar sein.

Die in dieser Arbeit verwendeten Messungen wurden am Lehrstuhl fiir elektroni-
sche Me- und Schaltungstechnik der Ruhr-Universitdt Bochum durchgefiihrt. Die
Abbildung 2.5 zeigt schematisch den dort vorhandenen MeBaufbau, der die oben
genannten Anforderungen erfiillt. Ein zu untersuchender Piezoaktor (in der Abbil-
dung als Aktiv-Piezoaktor bezeichnet) arbeitet mechanisch gegen einen weiteren
Piezoaktor (Last-Piezoaktor) oder wird durch diesen mechanisch angeregt. Damit
ist der Priifstand in der Lage, Aktoren unter einem dynamischen Kraftspiel zu ver-
messen. Wird keine steuerbare mechanische Last benotigt, so ist es ebenso moglich,
den Last-Aktor durch eine Feder zu ersetzen. Fiir die elektrische Ansteuerung der
Aktoren stehen Spannungs- und Steilheitsverstirker zur Verfiigung, wobei die zeit-
lichen Signalverldufe in weiten Grenzen frei programmierbar sind. Zur Bestimmung
der Aktorstellkraft befindet sich zwischen den beiden Aktoren ein Kraftsensor, denn
an dieser Stelle treten die geringsten Beschleunigungskrifte auf. Die Erfassung der
Aktorauslenkung erfolgt differentiell mittels eines Laserinterferometers, um die Be-
wegungen des gesamten Priiftstandsaufbaus in den Messungen zu unterdriicken. So-
mit kénnen die zur Charakterisierung von Piezoaktoren erforderlichen elektrischen
Groflen Spannung U und Stromstéirke I sowie die mechanischen Grofien Kraft F' und
Auslenkung h sowohl bei elektrischer als auch mechanischer Anregung vermessen
werden [Schu01].
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Abbildung 2.5: Struktur des Mefplatzes fiir Piezoaktoren [Schu01]
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Abbildung 2.6: Messungen zur Parametrierung der Aktormodelle




Fiir die in den folgenden Unterkapiteln zur Modellierung verwendeten Messungen
arbeitet ein Piezoaktor aus Bleizirkonattitanat (PZT) gegen eine Feder, wobei sich
im spannungslosen Ruhezustand eine konstante mechanische Druckspannung ein-
stellt. Durch die Auf- und Entladung des Piezoaktors mit einem definierten zeitli-
chen Stromverlauf dehnt sich der Aktor aus und zieht sich wieder zusammen. Einige
dabei aufgezeichnete Messreihen zeigt die Abbildung 2.6.

2.3 Lineares thermodynamisches Modell

Bei einer Betrachtung der piezoelektrischen und ferroelektrischen Effekte aus ther-
modynamischer Sicht ergeben sich elementare Beziehungen zwischen den elektri-
schen und den mechanischen Gréflen. Eine Linearisierung dieser Beziehungen ergibt
einen einfachen Modellansatz, dessen Wirklichkeitsbezug durch einen Vergleich von
Simulation und Messung bewertet wird.

Der erste Hauptsatz der Thermodynamik postuliert, dal die Summe der Energien,
die ein thermodynamisches System durch Wechselwirkungen mit seiner Umgebung
austauscht, konstant ist. Nach LORD KELVIN wird diese Energie auch als innere
Energie U bezeichnet. Mit anderen Worten, die Anderung dU der inneren Energie
eines geschlossenen Systems entspricht der Summe der zum System hin iibertrage-
nen Wirme 0Q*™*™ und der am System verrichteten Arbeit OW. Auf das Volumen
V bezogen lautet der erste Hauptsatz der Thermodynamik fiir die innere Energie-
dichte u von Piezoaktoren also

1
du = awel + awmech + Vacherm

mit den elektrischen und mechanischen Austauschenergiedichten dw®' und Jw™e"
[SoSt74]. Fiir piezoelektrische Werkstoffe stellt der Satz demnach die mechanische
Spannung o;, die mechanische Dehnung ¢;, die elektrische Feldstiarke F;, die elektri-
sche Flufldichte D;, die Temperatur ¢ und die Entropie S in Beziehung zueinander.
Die dabei und im folgenden verwendete Darstellung der Variablen als Tensoren ist
im Anhang A.2 nidher beschrieben.

Bei einer Wahl von E;, o; und 9 als freie Variabeln folgen aus der obigen Gleichung
die Differenziale fiir D;, & und S.

le = an dE] + qudj + 819 d¢ (21)
o 06 ., 06 0§

d¢; = oE, dE; + 9o, doj + 9 dd (2.2)
oS aS oS

ds = 9F,; dE; + %dai + %dﬁ (2.3)

Das HECKMANN-Diagramm in der Abbildung 2.7 veranschaulicht die einzelnen
Wechselwirkungen.
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Abbildung 2.7: Thermodynamik in

Thermoelastik

Ferroelektrika: Das HECKMANN-
Diagramm nach [Pief01], [Gauc01]

Aus den zweifachen partiellen Ableitungen der inneren Energiedichte u resultieren
iiberdies die MAXWELLschen Beziehungen zwischen den partiellen Ableitungen im
obigen Ansatz [Voig66], [SoSt74], [Gauc01].
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Sémtliche Differentiale der Gleichungen (2.1) bis (2.3) sind in der Realitéit nichtli-
neare zeitabhiingige Funktionen des Zustandstripels [D; &; S].

Unter der Annahme, daf die Differentiale dennoch weder vom thermodynamischen
Zustand des Wandlers noch von der Zeit abhéngig sind, lassen sie sich mit dem
Elastizitdtsmodul s;;, der Dielektrizitdtskonstante e;5, der Dichte o, der spezifischen
Wiirmekapazitit ¢, einer Referenztemperatur 9", dem Piezomodul d;; und den
Temperaturkoeffizienten der Dehnung und der Ladung af und aiD angeben.
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Eingesetzt in die Gleichungen (2.1) bis (2.3) entstehen die linearen Zustandsglei-
chungen fiir Piezoide.

Di = &ij Ej — dij 05 — OéiD U (27)
&' = dji Ej — 8ij 05 + 01519 (28)
const=5 = aP E;+aso;+ grgf s (2.9)

Ist die Temperatur des piezoelektrischen Materials nahezu konstant oder &dndert
sie sich nur geringfiigig, so bietet sich eine thermisch quasistatische Betrachtung an.
Mit den Vernachlissigungen der Temperaturabhingigkeiten o = 048 und af = 01
vereinfachen sich die Gleichungen (2.7) und (2.8) weiter zu

Di = Eij Ej - dij gj (210)

& = djiEj—sijo5 . (2.11)

Ein uniaxialer Betrieb des piezoelektrischen Wandlers, wie in piezoelektrisch aktu-
ierten Injektoren, erlaubt eine weitere Vereinfachung dieser Gleichungen. Wenn das
elektrische Feld E = F;eX lediglich eine einzige von Null verschiedene Komponente
beispielsweise entlang des kartesischen Einheitsvektors e5 hat und wenn der Wand-
ler ausschliefllich in dieser Raumrichtung mechanische Energie mit der Umgebung
austauscht, dann lassen sich die dreidimensional formulierten Gleichungen (2.10)
und (2.11) mit

Ei = E = 0% E; = E D; = D
o = o2 = 0% o3 = 0O & = ¢
zu den eindimensionalen Gleichungen
D = e¢E—-do (2.12)
& = dE—so (2.13)

vereinfachen.

In &hnlicher Form sind diese Gleichungen bereits seit Anfang des 20. Jahrhunderts
bekannt [Voig66]. [F1am97] verwendet sie beispielsweise zur Auslegung von Piezoak-
toren und der dazugehorigen Ansteuerschaltung am Beispiel von Einspritzventilen,
in [Koch88| wird mit ihnen unter anderem das Resonanzverhalten von Schallwand-
lern erldutert. [Mark98] und [Pief01] leiten aus den Gleichungen (2.10) und (2.11)
unter Beriicksichtung der Massentréigheit verteiltparametrische Modelle zur Berech-
nung der akustischen Wellenausbreitung her.

30



100 g

%) =
Q T _100
. 2
E o)
2 < _200
0 0.2 0.4 0.6 8.5 9 9.5
E [MV/m] o [MN/mz]

Abbildung 2.8: Simulationen eines linearen Modells der Piezoelektrizitéit und
Vergleich mit Messungen (Simulationen sind als durchgezoge-
ne und Messungen als gestrichtelte Linien dargestellt)

Ferner sind in der Literatur auch verschiedene Ansétze mit Polynomen hoherer
Ordnung vorgestellt worden, wie beispielsweise in [WaFC98] und [RMYMO1].

Die Materialparameter s, € und d werden héufig bereits von den Herstellern anhand
standardisierter Kleinsignalmessungen ermittelt ([Jend99]: f = 1kHz, U = £1V,
¥ = 23°C, F = ON) und in Datenblittern angegeben. Von dem in dieser Arbeit
untersuchten piezoelektrischen Wandler sind die Materialparameter nicht bekannt,
weshalb sie hier unter Verwendung von GroBsignalmessungen von FMe8 pMe8S  ;Me#
und £Me8 3]s Losung aus dem statischen Optimierungsproblem

(2.14)

/ <gD (DMeﬁ _ DSim(EMeﬁ,UMeﬁ))z + gt (SMeﬁ -~ fSim(EMeﬁ7o,Meﬁ))2> dt — min

hervorgehen. g” und ¢¢ sind dabei geeignete Gewichtungsfaktoren.

Die Abbildung 2.8 zeigt die Ubereinstimmung des Modells mit der Realitiit. Oben
links ist jeweils fiir Messung und Simulation die Flufldichte iiber der Feldstérke auf-
getragen, rechts oben die mechanische Spannung iiber der Dehnung und darunter
jeweils die Abweichungen zwischen Modell und Simulation. Wie zu erkennen ist,
weist der vermessene Aktor eine deutliche Hysterese auf, welche in den Gleichungen
(2.10) und (2.11) nicht nachgebildet wird und damit zu betréchtlichen Modellfeh-
lern fithrt: Bezogen auf den gemessenen Wertebereich zeigen sowohl die simulierte
FluBdichte als auch die berechnete Dehnung Abweichungen bis zu 20 Prozent von
den Mef3werten.

Im folgenden wird deshalb gezeigt, wie eine mathematische Modellierung der Wand-
lerhysterese die Modellgenauigkeit verbessert.
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2.4 Modellierung mit Hysterese nach DAHL und
WILDER

Im vorangegangenen Unterkapitel wurde vereinfachend angenommen, daf alle ther-
modynamischen Vorginge in der piezoelektrischen Keramik reversibel ablaufen.
Dies gilt in sehr guter Néherung fiir einige piezoelektrische Kristalle wie Quarz,
die nicht oder nur schwach ferroelektrisch sind. In ferroelektrischen Materialien fiir
Aktoren grofler Leistungsdichte hingegen ist keine vollstindige Umwandlung zwi-
schen elektrischer und mechanischer Energie moglich.

Die Messungen in der Abbildung 2.9 illustrieren diesen Sachverhalt. In dem lin-
ken oberen Graphen ist die elektrische Feldstéirke gegen die FluB3dichte aufgetragen,
wobei sich die markanten Hystereseschleifen ausbilden, die im Uhrzeigersinn durch-
laufen werden. Unten links ist der zeitliche Verlauf der aufgenommenen elektrischen
Energiedichte

t
D

w® (t) = / Ed— dt
to=0s dt

dargestellt. Die bei der Entladung abgegebene elektrische Energie betrigt nur etwa
60 Prozent der bei der Aufladung aufgenommenen elektrischen Energie. Als Beleg
dafiir, daf} die Verluste nicht auf der mechanischen Seite entstehen, zeigt die rechte
Bildhilfte analog die mechanische Druckspannung als Funktion der Dehnung und
darunter die vom Aktor an die Feder abgegebene mechanische Energiedichte

t
wmeeh (1) = / crg d¢

Dort ist nur eine vernachléssigbar geringe Verlustenergie messbar. Die Verlustener-
gie, die wihrend der elektrischen Ansteuerungen umgesetzt wird, dissipiert demnach
im Piezoaktor.

Die Hauptursache der Hystereseschleifen zwischen der Feldstdrke und der Fluf-
dichte ist die verlustbehaftete Anderung der Orientierungspolarisation. Bei ei-
ner sehr geringen Anderungsgeschwindigkeit (f < 1072Hz) der Ansteuerung fillt
die Hysterese aufgrund langsamer thermischer Ausgleichsprozesse in der Kera-
mik (Kriechen) weniger stark aus [KoSK99]. Liegen die Frequenzen der Ansteue-
rung oberhalb der Grenzfrequenz der ferroelektrischen Orientierungspolarisation
(f > 10°Hz bis 10°Hz), so verschwindet die Hystereseschleife ebenfalls, weil dort
nur noch die wesentlich schwiichere reversible Ionenspolarisation wirkt [Gauc01]. In
dem weiten Bereich dazwischen ist die hysteresebedingte Verlustleistung nur un-
wesentlich von den Zeitkonstanten der Ansteuerung abhéngig. Die Amplitude der
Ansteuerung bestimmt hingegen wesentlich die Gréfie der Verlustleistung, und auch
die Temperatur spielt eine nicht zu vernachlissigende Rolle [SoSt74].

Nicht nur die Beziehung zwischen der Fluidichte und der Feldstirke weist eine
Hysterese auf, sondern auch die Dehnung als Funktion der Feldstiirke. Als Ubersicht
dient die Abbildung 2.10, in der auch die iibrigen Wechselwirkungen zwischen der
FluBdichte, der Feldstéirke, der Dehnung und der Druckspannung zusammengefaf}t
sind. Es handelt sich hierbei um die selben Messungen wie in den Abbildungen 2.8
und 2.9, aber in der Abbildung 2.10 wurde die dynamische Beschleunigungskraft
der Aktormasse von der mechanischen Spannung abgezogen, um die nichtlinearen
Zusammenhénge hervorzuheben.
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Abbildung 2.9: Messungen der aufgenommenen elektrischen und verrichteten
mechanischen Energien eines Piezoaktors
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Abbildung 2.10: Messungen der Hysterese eines Piezoaktors
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DaAHL und WILDER stellen in [DaWi85] zur Modellierung der Hysterese eine
nichtlineare Differentialgleichung vor. Der Ausgangspunkt des Ansatzes sind die
PrANDTLschen Postulate iiber das Wesen der mechanischen Hysterese (zitiert nach
[DaWig5]):

1. Nach jeder Anderung des Vorzeichens der Deformationsgeschwindigkeit nimmt
die Steigung der Hysteresekurve im (z, F')-Diagramm betragsmiflig stets den
gleichen Wert an.

2. Die Form jedes Astes im (x, F')-Diagramm ist eindeutig durch die Lage des
Punktes des letzten Vorzeichenwechsels der Deformationsgeschwindigkeit fest-
gelegt.

3. Jede Unterschleife im (z, F')-Diagramm endet in dem Punkt, in dem sie be-
gonnen hat. Ist eine Unterschleife geschlossen und wird die Deformation glei-
chermaflen fortgesetzt, ist der weitere Verlauf der Hysteresekurve derart, als
ob keine Unterschleife aufgetreten wére.

Obgleich Messungen an Piezoaktoren diese Postulate nicht génzlich bestéitigen, bie-
ten sie dennoch eine hilfreiche Qualifizierung der verschiedenen Modellansétze fiir
die ferroelektrische Hysterese.

Zur Umsetzung der PRANDTLschen Postulate in einem mathematischen Modell for-
muliert DAHL die nichtlineare Differentialgleichung

dF F— FMerk 73\ %

einer Reibkraft F' bei einer Auslenkung z als Funktion der Zeit ¢t mit dem Parame-
tervektor § = (01 02 03) sowie der Signum-Funktion

-1 fir <0
sign(z) = 0 fir z=0 . (2.16)
1 fur >0

Das Besondere dieses Ansatzes ist der Merkeroperator FMe™¥ | der es erméglicht, die
PRrRANDTLschen Postulate modellméBig zu erfiillen. FMe™® wirkt darin als Stapel-
speicher (Stack) der Umkehrpunkte der Hysteresekurve.

Die Abbildung 2.11 verdeutlicht die Funktionsweise des Hysteresemodells. Oben
links ist der zeitliche Verlauf des Operatorarguments als eine Auslenkung z auf-
getragen, fiir den der zeitliche Verlauf einer Kraft F' berechnet werden soll. Zur
Veranschaulichung enthélt der Verlauf mehrere Punkte, an denen sich die Auslen-
kungsrichtung sign ((di—f) umkehrt. Der Graph darunter zeigt die Anzahl der in FMerk
gespeicherten Werte von F', also die Hohe des Stapelspeichers iiber der normierten

Zeit.

Unmittelbar zu Beginn der Simulation bei ¢t = 0 wird der erste Wert von F' als
oberstes Element auf dem Stapelspeicher abgelegt und sogleich fiir FMe™® yerwendet.
i—f startet somit wegen F — FMek — (0 mit #,2%. Fiir jeden weiteren Zeitschritt
ist dann die Kraft F' in der Gleichung (2.15) numerisch oder analytisch iiber x zu
integrieren. Weil dabei die Differenz F — FMe™® allmihlich zunimmt, verringert sich

% mit zunehmender Auslenkung .
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Abbildung 2.11: Simulation eines Hysteresemodells nach DAHL und WILDER

Erreicht die Auslenkung x zum Zeitpunkt ¢ = 3 ein Maximum, so wird der mo-
mentane Wert von F' als neuer oberster Wert in den Stapelspeicher iibertragen und
fiir FMer® eingesetzt: Die Hohe des Stapelspeichers erhéht sich auf zwei und $£
betrigt wieder §;2%. Dieses Vorgehen wiederholt sich erneut bei ¢t = 5, sobald die
Auslenkung das folgende Minimum durchliuft.

Wie die Abbildung rechts oben zeigt, fithrt der nichtmonotone Verlauf von x zu der
Ausbildung einer Unterschleife. Das dritte PRANDTLsche Postulat fordert, daf§ %
unmittelbar vor dem Eintritt und nach dem Verlassen der Unterschleife gleich sein
miissen. Fiir den Stapelspeicher bedeutet dies, dafl am Ende der Unterschleife bei
t = 7 die beiden obersten Eintrige zu entfernen sind und FMe¥ wieder auf den
ersten Eintrag zuriickzusetzen ist, was an der Verringerung der Stapelhéhe von drei
auf eins erkennbar ist.

Das so entstehende (z, F)-Diagramm sowie 4 als Relation von z sind in der

rechten Hélfte der Abbildung 2.11 zu sehen. Der Verlauf der simulierten Hysterese
zeigt einen Hystereseast mit einer Unterschleife, und die Wirkung von FMerk ist
dF

an den Unstetigkeiten von - erkennbar. Die Simulation demonstriert, dafl dieser

Algorithmus die PRANDTLschen Postulate erfiillt.

Die zuvor in der Abbildung 2.9 links oben gezeigten Hystereseschleifen der elektri-
schen Feldstdrke als Funktion der Fluldichte werden stets im Uhrzeigersinn durch-
laufen, die der mechanischen Spannung als Funktion der elektrischen Feldstirke
entgegen dem Uhrzeigersinn. Je nach zu modellierendem hysteresebehafteten Zu-
sammenhang ist deshalb nicht nur ein wie oben beschriebener Hystereseoperator
F =T(z, t, 0) erforderlich, sondern auch die Inverse x = I'"!(F, t, ), welche einen
umgekehrten Umlaufsinn aufweist. [~ geht als

dz 1 F — FMerk dz\\ %
A Y i 2.17
iF "0 ( % sign (dt)) ( )

direkt aus der Gleichung (2.15) hervor und ist entsprechend iiber F' zu integrieren.
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Wie ist nun ein solcher Ansatz fiir die Hysterese auf Piezoaktoren iibertraghar?
In der Literatur variieren die Auffassungen dariiber, wie verlustbehaftete Zu-
standsédnderungen in einem Modell der Ferroelektrizitit zu integrieren sind. In
[CrSDO1] und [Schu01] wird beispielsweise eine nichtlineare Beziehung zwischen der
Aktorspannung und der Aktorkraft aufgestellt, [DaWi85] und [KoSK99] beobachten
die Hysterese zwischen Aktorspannung und Aktorhub, [SSUG02] dagegen zwischen
Aktorspannung und Aktorladung, und [GoCe97] und [GoJ099] sehen irreversible
Lingeniinderungen durch die Anderung der Aktorladung begriindet.

Obgleich sich jede einzelne dieser Sichtweisen mit den Messungen in der Abbildung
2.10 deckt, beschreiben die erwdhnten Studien dennoch jeweils nur eine spezifi-
sche Auswahl aller Wechselwirkungen zwischen den elektrischen und mechanischen
Grofen. Auch der Verwendbarkeit der Ansétze als Detektionsmodell wird zumeist
nur unzureichend Beachtung beigemessen. Aus diesem Grund verfolgt diese Arbeit
einen davon abweichenden eigenstdndigen Ansatz, der dennoch sdmtliche Betrach-
tungsweisen der genannten Arbeiten beinhaltet.

Oben wurde bereits erldutert, dal die Hysterese in Ferroelektrika durch die ver-
lustbehaftete Anderung der Orientierungspolarisation hervorgerufen wird, wobei
die elektrische Feldstirke und die mechanische Spannung eine solche Anderung be-
wirken. Deshalb sei angenommen, dafl die Polarisation P eine hysteresebehaftete
Funktion der Feldstirke und der Druckspannung ist, wobei k¥ eine zu bestimmen-
de Modellkonstante ist.

P=T"YE-k¥0 t0) (2.18)

Die elektrische FluBldichte im Piezoid setzt sich aus der Polarisation und der Di-
elektrizitdt des Vakuums zusammen. Auch die Dehnung ist durch die Asymmetrie
der polarisierten Elementarzellen von der Orientierungspolarisation abhéingig, wie
bereits in Abbildung 2.1 illustriert wurde. Bei Vernachlédssigung der thermischen
Energieéinderung entstehen so die Gleichungen

D = fE+P (2.19)
¢ = kP-sto (2.20)

fiir ein nichtlineares Modell mit der Dielektrizititskonstante e und einem weiteren
Modellparameter k°.

Die MAXWELLsche Beziehung (2.4) fordert zur Einhaltung der thermodynamischen
Hauptsiitze die Gleichheit von k% und k¥. Andererseits zeigen Simulationen, daf
eine Unterscheidung zwischen k° und k¥ die Modellfehler etwa um die Hilfte re-
duziert. Da zudem der Modellansatz in den Gleichungen (2.18) bis (2.20) eher als
phénomenologisch denn als physikalisch einzuordnen ist, wird im folgenden zwischen
den beiden Parametern k° und k¥ unterschieden.
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Mit diesem Ansatz zur Modellierung piezoelektrischer Wandler lassen sich die Flu$3-
dichte D und die Dehnung £ als Funktionen der Feldstidrke E und der mechanischen
Spannung o berechnen. Die Wahl der abhéngigen und der unabhéngigen Variablen
erfolgt hier zundchst willkiirlich, und je nach Anwendung mégen auch die iibrigen
Kombinationen von Interesse sein. Ohne die Modellparameter erneut bestimmen zu
miissen, sind durch Umstellen der Gleichungen unmittelbar die Beziehungen

1 st
p o= Leys
AR

= P+ePT(Pt,0)+ P kP o

E = T'(Pt,0)+ko
fiir o und £ sowie
P = D-<"E (2.21)
SP SP
§ = KP— g5 B+ 5P 0) (2.22)
1 1
0 = pEB-Fl(P 10 (2.23)

fir D und E als Modelleingénge erhiltlich. Letztere Form wird auch als Detek-
tionsmodell bezeichnet, weil sie ermoglicht, die mechanischen Gréflen durch eine
Auswertung der elektrischen Signale zu detektieren [Jano99].

Etwas aufwendiger gestaltet sich die Entwicklung der iibrigen Kombinationen. Bei-
spielhaft sei hier erldutert, wie aus den Gleichungen (2.18) bis (2.20) ein Modell mit
den Eingéngen D und £ hervorgeht. Zunéchst ergibt ein Umstellen die Gleichungen

1 kE kokE 1
_ —1
P =T <5_PD+S_P€_(S—P+E_P)P’t’Q>

1 1
k? 1
g = P —S—Pf

Dabei tritt ein Problem des Typs
r=T"YF—-az,t 0 (2.24)

auf, um die implizite Gleichung nach der Polarisation P zu l6sen. Mit der Umstel-
lung

F=F +F,=0(z,t,0) + ax

und deren Ableitung

03
dF  dF  dF, Fp— BMek /g
dz dr | dw 1( 5, e \w)) T

wird nach Einsetzen von Fr = F — F, deutlich, wie die Differentialgleichung nach
DAHL zu erweitern ist, um eine Gleichung wie (2.24) 16sen zu kénnen.
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Durch die Erweiterung des DAHLschen Hysteresemodells aus Gleichung (2.15) um
einen weiteren Koeflizienten 6, = a entstehen so die Differentialgleichungen

03

dF F _ FMerk _ 94 (.’E _ xMerk) dl?

— = 2 — i — 2.2
dx 91 ( 92 sign <dt) + 94 ( 5)

1
((11; - Merk _ Merk 03 (226)
F—FpMerk_g, (z—gMer .
01 (2 — 9:( ) sign (%)) + 64

fiir den Hystereseoperator F' = I'(x, t, §) sowie fiir seine Inverse x = I'"(F, t, 0).

Auch fiir den erweiterten Operator gilt bei plausiblen Parametern und Startwerten

die Relation ‘é—f > 0.

Zuriickkommend auf die Modellierung des Piezoaktors lauten die Gleichungen mit
dem erweiterten DAHLschen Hysteresemodell und D und £ als Modelleingénge

_ 1 kF ~ . ko kP 1
P = F 1 <€_PD+ S—Pg, t, Q) mit 94:04+ SP +E_P (227)
1 1
k° 1

Insbesondere fiir die im néchsten Kapitel beschriebene verteiltparametrische Mo-
dellierung von Stapelaktoren ist es niitzlich, die mechanische Spannung und die
FluBdichte aus der elektrischen Feldstéirke und aus der Dehnung zu berechnen.

kE N ~ o kE
= F_l <E + S_P f, t, Q) mit 94 = 94 + SP (230)
= "E+P (2.31)
ke 1

Alle beschriebenen Gleichungssysteme zur mathematischen Modellierung des Aktors
haben gemein, dafl sie eine der beiden Differentialgleichungen (2.25) und (2.26)
enthalten, und eine Simulation des Modells erfordert deren Losung. Wihrend die
Gleichung (2.25) des Hystereseoperators I' zumindest fiir 5 = 1 ein abschnittsweise
analytisches Integral

0 . x er
F— PN = g, (2 — 2M%) 4 20, sign <i—f) (1-emm (@) (2.33)

besitzt, ist es unumggnglich, die Gleichungen fiir den zur Modellierung von Pie-
zoaktoren hiufiger bendtigten inversen Hystereseoperator I' ™! numerisch zu lésen.
Hierfiir mag je nach Parametrierung und Anwendung ein erheblicher Rechenbe-
darf erforderlich sein, welcher sich nachteilig auf die Simulationsgeschwindigkeit des
Modells auswirkt.
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Abbildung 2.12: Simulationen eines Modells der Piezoelektrizitdt mit Hyste-
rese nach DAHL und WILDER und Vergleich mit Messungen
(Simulationen sind als durchgezogene und Messungen als ge-
strichtelte Linien dargestellt)

Neben einer numerischen Niherungslosung fiir die Differentialgleichungen (2.17)
beziehungsweise (2.26) existiert ebenfalls fiir f3 = 1 eine analytische Approximation:
Eine nach dem quadratischen Glied abgebrochene TAYLOR-Reihenentwicklung von
(2.33) an der Stelle z = zMe™k ergibt

2
F—FMc = (0, + 2 0y) (z — M%) — Z—l sign <i—f> (z— xMerk)Q ,
2

was unter der Beschrankung

2
_ xMerk < 9192 + 9294 sign (dl‘)

* 2 0 at

des Operatorarguments auf den Eineindeutigkeitsbereich nach z auflosbar ist.

r = P sign d_x p_2 — mit
- oy ¥ w )V 1
2 9192 + 9294 dz erk
p = —T sign <d_t> —22M
Oy . dz Merky | 2 0102 + 0204 . dz\ ek Merk 2
q = @sgn(E)(F—F )—I—Tagn w)® —I—(a? )

Obgleich sich eine analytische Berechnung des Hystereseoperators giinstig auf die Si-
mulationsgeschwindigkeit auswirkt, wird im folgenden dennoch mit der numerischen
Losungsvariante des urspriinglichen Ansatzes gearbeitet, um fiir die Modellierung
keine Einbuflen hinsichtlich der Parametrierbarkeit in Kauf nehmen zu miissen.
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Zur Bestimmung der unbekannten Modellparameter e, k¥, k7, s*, 6;, 6, und 603
bietet sich erneut die Losung des statischen Optimierungsproblems (2.14) an. Die
Abbildung 2.12 vergleicht Simulationen der auf diese Weise parametrierten Mo-
dellgleichungen (2.18) bis (2.20) mit den Messdaten eines realen piezoelektrischen
Wandlers. Sowohl die simulierte Flufldichte als auch die mechanische Dehnung zei-
gen weniger als sechs Prozent Abweichung von den gemessenen Werten, was eine
deutliche Verbesserung gegeniiber dem linearen Modell darstellt. Groflere Abwei-
chungen zwischen den Simulationen und den Messungen treten dabei besonders an
den Umkehrpunkten der Hystereseschleifen auf.

Die in der Abbildung 2.12 gezeigte Ubereinstimmung der Simulationsergebnisse mit
den Messungen ist nur dann erreichbar, wenn neben den Modellparametern auch
der Anfangszustand des Hystereseoperators sorgfiltig gewihlt wird. Deshalb ist den
hier dargestellten Simulationen jeweils eine Initialisierung des Modells vorangegan-
gen. Ahnlich dem PolarisationsprozeB realer Aktoren nimmt das Modell dabei erst
einen definierten Polarisationszustand an und wird dann auf die Anfangswerte der
Messungen relaxiert.

Dieser Ansatz zur Hysteresemodellierung zeichnet sich insbesondere durch die
verhéltnisméaBig geringe Anzahl an Parametern aus. Nachteile ergeben sich durch die
nicht vorhersagbare Grofle des Stapelspeichers, die insbesondere bei ausklingenden
Schwingungen durch die ineinander geschachtelten Unterschleifen stark anwachsen
kann.

2.5 Modellierung mit Hysterese nach MAXWELL

Ein anderer héufig angewendeter Ansatz zur Modellierung der Hysterese ist der
lineare Spiel-Operator (auch MAXWELL-Modell oder Linear Playoperator genannt),
den JAMES C. MAXWELL in der Mitte des 19. Jahrhunderts formulierte und welcher
beispielsweise von [GoCe97], [KuJa98], [GoJo99], [KuJa99] und [Dirs00] aufgegriffen
wird. Die Abbildung 2.13 verdeutlicht die Wirkungsweise des Operators anhand
einer mechanischen Ersatzanordnung. Ein Korper liege auf einer ebenen Fléche,
auf der er mittels einer angreifenden Feder mit der Federkonstanten k% verschoben
werde. Der Korper bewege sich dabei trdagheitslos, aber jeder Positionsdnderung
wirke eine Reibkraft F'® entgegen.

Bei einer Auslenkung des freien Endes der Feder um einen Weg x baut sich zunéchst
in der Feder eine Kraft F(z, t) auf, bis die Federkraft den Wert der Reibkraft F&
erreicht und die Masse zu rutschen beginnt. Eine weitere Zunahme von z fiihrt
dazu, dafl der Kérper der Auslenkung simultan folgt, wobei die Federkraft F'(z, t)
den konstanten Wert F'® beibehilt. Kehrt sich die Richtung der Auslenkung um, so
verharrt der Kérper an seiner Position &, bis der Betrag der Federkraft den Wert
der Reibkraft F'® wieder iibersteigt.
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Abbildung 2.13: Modellierung der Hysterese mit linearen Spiel-Operatoren
nach [GoCe97]

Das nichtlineare Verhalten des linearen Spiel-Operators 7;(z, t, 8), der die Feder-
kraft F'(z, t) als Funktion der Federauslenkung x und der Zeit ¢ berechnet, hat die
mathematische Form

Yz, t,0) = k¥(z—2®) (2.34)
¢ fur waR—i—g/\ngO

iz, t) = 0 fir (z—a2R)sign(d) < 1;_11: (2.35)
¢ fir xsz+IZ—1§/\iZO

mit dem Parametervektor § = (kR, FR).

Ein solches Reibelement vermag die messbaren Hystereseschleifen nur grob wieder-
zugeben, aber durch eine Uberlagerung mehrerer Operatoren

N’Y
D(z,t,0)=> vilz t 0, (2.36)
i=1

148t sich die Kurve qualitativ besser an eine reale Schleifenform anpassen, wie der
unteren Zeile der Abbildung 2.13 zu entnehmen ist [GoCe97].

Fiir die spdtere Modellierung wird auch hier nicht nur der lineare Spiel-Operator
['(z, t, §) benstigt, sondern ebenfalls der inverse Spiel-Operator I'~(F, t, 8). Bei
der Umkehrung ist zu beachten, dal der Wertebereich des I'-Operators auf den Wert
3" FR beschriinkt ist, entsprechend ist also der Definitionsbereich von T'~1(F, ¢, 6)
limitiert.

2.19) und (2.20) sind die F} und kX der

Die Parameter der Gleichungen (2.18), (2.
t = 0) zu Beginn der Simulation sowie die

Reibelemente und deren Positionen z(
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Abbildung 2.14: Simulationen eines Modells der Piezoelektrizitdt mit linearen
Spiel-Operatoren und Vergleich mit Messungen (Simulationen
sind als durchgezogene und Messungen als gestrichtelte Linien
dargestellt)

Koeffizienten k¥, k und s”. Bei einem Hystereseoperator, der sich aus N7 = 10
Elementen zusammensetzt, sind dies insgesamt 33 Parameter. Durch die Zusam-
menfassung der Startpositionen zu (¢ = 0) = z& und einen quadratischen Ansatz
FR = FRi? fiir die Reibkriifte verbleiben nur noch 15 Parameter, wobei F§* so
zu wihlen ist, daB der Definitionsbereich des inversen Hystereseoperators I'"! in
Gleichung (2.18) nicht iiberschritten wird.

Die Abbildung 2.14 vergleicht das Modell mit den Messungen. Ahnlich wie im vor-
herigen Modell sind die Parameter und der Anfangszustand des Hystereseoperators
auch hier wieder die Losung des statischen Optimierungsproblems in der Gleichung
(2.14). Wahrend die simulierte Fluidichte um maximal etwa 3,5 Prozent von den
gemessenen Werten abweicht, betragen die Fehler der mechanischen Gréfien bis zu
fiinf Prozent. Im Vergleich zum dynamischen Hysteresemodell des vorhergehenden
Unterkapitels ist mit dem linearen Spiel-Operator I' dank der groBleren Anzahl zu
bestimmender Parameter demnach auch eine geringfiigig bessere Modellgenauigkeit
moglich.

Dariiber hinaus existiert eine Vielzahl weiterer Anséitze zur Modellierung der Hyste-
rese. HAESSIG und FRIEDLAND erweitern in [HaFr91] die MAXWELLschen Reibele-
mente um einen zusitzlichen dimpfenden Term sowie einen Anteil zur Beriicksichti-
gung der Haftreibung, wodurch sich ein dhnliches Modell ergibt wie in [KuJa98]. Der
PREISACH-Operator [Maye91] ist eine Grenzwertbetrachtung fiir eine Uberlagerung
unendlich vieler elementarer Hystereseelemente und wird in [HuWe97], [GeJo97],
[CrSDO1] und [SLKLO0] verwendet. Ahnlich wie DAHL stellen auch SMITH und OU-
NAIES eine nichtlineare Differentialgleichung vor, in der bereits Sattigungseffekte
beriicksichtigt sind [SmOu99]. [Dirs00] modifiziert einen dynamischen Ansatz von
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CoLEMAN und HODGDON [CoHo86] zur Vorsteuerung des Scanners eines Rastertun-
nelmikroskops und erzielt auf diese Weise bemerkenswerte Ergebnisse. In [GUSK99)
und [SSUGO02] wird unter Annahme einer Schwellenwert-Verteilungsfunktion be-
rechnet, wieviele elementare Dipole ihre Orientierung in Abhéingigkeit einer elektri-
schen Feldstédrke dndern. Weitere Ansitze zur Modellierung der Hysterese sind in
[OAWGYS] zu finden.

Die in den bisherigen Ausfithrungen erzielten Ubereinstimmungen zwischen Mes-
sung und Simulation bestétigen den Ansatz, die Polarisation der Keramik als Mo-
dellzustand zu betrachten. Dabei ist anzumerken, dafl sich sowohl die elektrischen
als auch die mechanischen Grofien im wesentlichen nur in einem Quadranten sowohl
der (D, E)- als auch der (£, o)-Ebene bewegen und bei der gezeigten Amplitude
der Ansteuerung kaum S#ttigungserscheinungen auftreten.

Wie schon im Zusammenhang mit der Abbildung 2.3 erwihnt, zeigen Ferroelektri-
ka unter extremeren Betriebsbedingungen eine weitaus stirkere Sittigung und bei
einem elektrisch bipolaren Betrieb sogar einen Vorzeichenwechsel des differentiellen
Wandlerverhaltens. Weder die Sattigung noch die Umkehrung der Piezoelektrizitét
sind durch die bisher beschriebenen Modelle darstellbar. Eine mogliche Modell-
struktur, die auch diese Effekte abzubilden vermag, wird im folgenden Unterkapitel
beschrieben.
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2.6 Modellierung des Polarisationszustands

In diesem Unterkapitel wird eine mathematische Modellbildung beschrieben, wel-
che neben der Hysterese auch die Sattigung und die Arbeitspunktabhéngigkeit der
Ferroelektrizitit realer Aktoren beriicksichtigt. Dazu wird, ausgehend von einem li-
nearen Ansatz fiir die Piezoelektrizitit der unterschiedlich polarisierten Bereiche der
Keramik, ein vom Polarisationszustand abhéngiges Gesamtwandlerverhalten abge-
leitet. Der Polarisationszustand maximiert dabei die Entropie des Wandlers, welche
vom elektromechanischen Arbeitspunkt abhéngt. Wenn auch die dissipative Ener-
gie und die Sittigung des Wandlermaterials in dem Modell beriicksichtigt werden,
so entsteht ein hysterese- und séttigungsbehaftetes Verhalten, welches dem realer
Aktoren qualitativ und quantitativ sehr nahe kommt. Die in diesem Unterkapitel
verwendete Tensorrechnung ist im Anhang A.2 detailliert erldutert.

Die thermodynamischen Gesetzméfligkeiten des Unterkapitels 2.3 gelten nicht nur
fiir einen piezoelektrischen Wandler als Ganzes, sondern ebenfalls fiir jede einzelne
Elementarzelle. Ein mathematisches Modell, welches demnach sdmtliche Elementar-
zellen eines piezoelektrischen Wandlers mit den verschiedenen Wechselwirkungen
nachbildet, konnte einen hohen Grad an Genauigkeit erreichen. Problematisch ist
dann allerdings die Modellbildung, denn fiir die Menge der Zellen und die ungleich
grofere Zahl an Wechselwirkungen reicht die Leistungsfahigkeit derzeitiger Digital-
rechner bei weitem nicht aus (Ein Kubikzentimeter Bleizirkonattitanat besteht aus
rund N?% = 1,5 - 1022 Elementarzellen). Erschwerend kommt hinzu, da die gesin-
terte Keramik vieler Piezoaktoren kein homogener Einkristall ist, sondern, wie die
Darstellung 2.15 veranschaulicht, ein Gefiige aus kristallinen Kérnern variierender
Grofle und Ausrichtung, deren genaue Lage und Ausrichtung nur in Ausnahmeféllen
bekannt ist.

Wenn der Aktor dagegen vereinfachend als Einkristall angesehen wird, lassen sich
zumindest die Wechselwirkungen zwischen den einzelnen Zellen einheitlich formu-
lieren - auch wenn sich durch diese Mafinahme noch nicht die Anzahl der zu model-
lierenden Zellen dndert.

Einen moglichen Ausweg aus diesem Dilemma bietet der Gedanke, daf} es ausreichen
konnte, reprisentativ nur wenige Zellen des Aktors mit ihren Wechselwirkungen
zu modellieren. Damit der Rechenaufwand dieser Mikrozustandsmodelle akzepta-
bel bleibt, mufl entweder das zu berechnende Gebiet des Aktors hinreichend klein
sein [KISK99] oder die mathematische Nachbildung der Zellen darf nicht zu kom-
plex sein [LiLi01]. Die beiden erwihnten Studien geben aber keinen Anhaltspunkt,
welche Modellgenauigkeit bei der Anwendung auf einen piezoelektrischen Wandler
erreichbar ist. Aus diesem Grund finden derartige Modelle hier keinen Einsatz.

Wenn dagegen angenommen wird, daf3 alle Zellen einer Doméne den gleichen
Randbedingungen unterliegen, sind nunmehr nur noch die Domé&nen als homogene
Zellgruppen modellméfig zu erfassen. Bei einer angenommenen durchschnittlichen
GroBe von etwa 1um?® enthilt ein Kubikzentimeter 10'2 Doménen. Diese Anzahl
ist zwar erheblich geringer als die der Elementarzellen, aber noch immer um einige
Groflenordnungen zu grofl, um ein praktikables Modell erstellen zu kénnen. Zudem
wirkt sich erschwerend aus, dafl weder die Grofle noch die Anzahl der Doménen
zeitlich konstant ist.

Auch die mathematische Formulierung der thermodynamischen Wechselwirkungen
stellt nach [Fasc94] einen betrichtlichen Aufwand dar: Unterschiedliche Polarisati-
onszustidnde einer Zelle fithren in einem ferroelektrischen Kristall immer auch zu
asymmetrischen Deformationen der Zelle, weshalb sich in den Wandgebieten zwi-
schen zwei angrenzenden Doménen orts- und zeitabhéngige mechanische und elek-
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Abbildung 2.15: Von links nach rechts: Stapelwandler, Korngefiige mit gesin-
terten Elektroden, Doméinenstruktur an einer Korngrenze, Io-
nengitter

trische Spannungszusténde ergeben. Die Feldgleichungen fiir eine solche Anordnung
zu losen, hiefle, zu jedem Zeitpunkt ein Auflenfeldproblem in gemischten Koordina-
tensystemen zu berechnen, was einen inakzeptablen numerischen Rechenaufwand
implizieren wiirde.

Statt alle Doménen einzeln zu berechnen, mogen hier fiir alle Doménen einer Pola-
risationsrichtung QE die gleichen Anfangs- und Randbedingungen gelten. Alle ein-
zelnen {iber das Wandlervolumen verteilten Doménen einer Polarisationsrichtung
bilden folglich eine verhaltensméfige Einheit. Die Anzahl der jetzt noch zu un-
terscheidenden Volumenanteile ist gleich der Anzahl N¥ der im Einkristall auftre-
tenden Polarisationsrichtungen QE, welche duferst gering ist: Wie die Abbildung
2.16 zeigt, gibt es in der tetragonalen Phase der Perowskitstruktur fiir jede Zel-
le und damit fiir den gesamten Einkristall lediglich N¥ = 6 mogliche, zueinander
senkrechte Orientierungspolarisationen, welche hier der Einfachheit halber parallel
zu den kartesischen Achsen eX liegen sollen.

el =ef s = €h ey = ey
P_ K P_ K P_ K
ey = —€ €5 = —€5 € = —€3

Die folgenden Modellgleichungen sind zwar fiir diese Polarisationsrichtungen for-
muliert, die beschriebene Vorgehensweise ist aber auch auf die kubische, die ortho-
rhombische und die rhomboedrische Kristallphase [SoSt74] iibertragbar.

¢p bezeichne im folgenden den Volumenanteil des einkristallinen Aktors, dessen
Elementarzellen in der Richtung gg polarisiert sind. Die Summe aller Anteile ¢,
sei dabei stets gleich 1, was gleichbedeutend mit der Forderung ist, dafl zu jedem
Zeitpunkt das gesamte Volumen des Aktors polarisiert ist.

NP
d =1 (2.37)
p=1

WEeil die einzelnen Volumenanteile nicht negativ sein kénnen, ergeben sich die Be-
schriankungen

¢p =0 (2.38)
der Elemente von ¢, auf nichtnegative Zahlen.

Ahnliche vereinfachende Annahmen dienen in [KaJi98] dazu, ein explizites Simula-
tionsmodell des Polarisationszustands zu entwickeln. Weder ist aber die dort vor-
gestellte phianomenologische Modellstruktur auf verschiedene Belastungsfille piezo-
elektrischer Wandler iibertragbar, noch wird die erreichbare Modellgenauigkeit dis-
kutiert. Im Gegensatz dazu stellt dieses Kapitel ein neuartiges, thermodynamisch
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Abbildung 2.16: Kartesische Einheitsvektoren und Einheitsvektoren der Pola-
risationsrichtungen in der tetragonalen Phase

orientiertes und flexibles Wandlermodell vor, dessen Leistungsfihigkeit schliefllich
im Vergleich mit Messungen bestétigt wird.

Zuriickkommend auf die Modellbildung 148t sich bereits an dieser Stelle aus den
soeben beschriebenen grundsitzlichen Gedanken iiber die Sichtweise des Aktors die
Entropie S des Zellenverbundes ableiten, welche ein Maf} fiir die thermodynamische
Wahrscheinlichkeit W des Polarisationszustands ¢, ist. Nach BOLTZMANN wird
ein System einer festen Anzahl von Einzelelementen, welche in rein thermischem
Kontakt mit einem grofien Wirmereservoir stehen, als eine kanonische Gesamtheit
bezeichnet [Kneu88]. Piezoaktoren erfiillen diese Voraussetzungen, denn die Erfah-
rungen zeigen, daf sich die Anzahl N% der Elementarzellen eines Wandlers nicht
dndert, und auch die Aktortemperatur 9 ist fiir die Dauer der untersuchten Zeitin-
tervalle nahezu konstant.

Die thermodynamische Wahrscheinlichkeit des Zustands der kanonischen Gesamt-
heit berechnet sich dann entsprechend des Verteilungssatzes von BOLTZMANN
[GeVo93]

w

W=ge ® |
wobei k = 1,380-10723% die BoLTzMANN-Konstante, g die statistische Gewichtung
des Zustands und w die Energiedichte des Wandlers in diesem Zustand ist.

Letztere ergibt sich aus der Uberlegung, da sich die Energiedichte des gesamten
Wandlers anteilig aus den Energiedichten der einzelnen Polarisationsrichtungen zu-
sammensetzt. Neben den polarisationsspezifischen elektrischen und mechanischen
Energiedichten wgl und w;neCh seien bereits an dieser Stelle die energetische Anteile
w und whYst fiir die Sittigung und die Hysterese des Wandlers eingefiihrt, auf die

spéter noch detailliert eingegangen wird.
w = d)p ’UJ;I + ¢p w]r)nech + wsat + whyst
Die statistische Gewichtung ¢ ist die Wahrscheinlichkeit, daf8 sich die N% Zellen
gemiB ¢, auf die N¥ Polarisationsrichtungen aufteilen.
NZ|
© /arp\NZ NP 7
(NP) T T (V% ¢y + 1)

T" ist an dieser Stelle die mathematische Gamma-Funktion in der Verwendung als
Fakultét fiir irrationale Argumente.
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Aus der soeben gefundenen Vorschrift fiir die thermodynamische Wahrscheinlich-
keit geht unter Anwendung der STIRLING-Ndherung In N!=InT'(N + 1) ~ NIn N
unmittelbar die Entropie des Wandlerzustands hervor.

S = klnW
V € mec. sa’ S
—kEN?InN¥ = EN% ¢ In 6 — — (dpwy) + dpwy™® +w™ + w™™)

Bisher ist davon ausgegangen worden, daf die moglichen Polarisationszustdnde ohne
duflere Feldeinwirkung in sdmtlichen Zellen thermodynamisch gleichermaflen wahr-
scheinlich sind. In Wirklichkeit treten aber an Korngrenzen und anderen kristalli-
schen Inhomogenititen lokale mechanische und elektrische Spannungszustéinde auf,
aufgrund derer bestimmte Zustdnde dort wahrscheinlicher sind als andere. Demzu-
folge ist N% im Ansatz der Entropie niedriger anzusetzen als die tatsichliche Anzahl
der Kristallzellen, und es ist angebracht, die verschiedenen Anteile der Entropie mit-
tels individueller Faktoren ¢® und ¢* zu gewichten.
w

S = S°—g%¢,Ing, — % (6p WS + Gp WP 4w L M) (2.39)
Diese Berechnungsvorschrift fiir die Entropie wird im folgenden dazu verwendet,
den thermodynamischen Gleichgewichtszustand des Modells zu bestimmen.

Neben einem Ansatz fiir die Entropie sind ebenfalls geeignete Beziehungen zwi-
schen den elektrischen und den mechanischen Gréflen anzusetzen. Obwohl sich die
FEigenschaften der Keramik aus den Wechselwirkungen der Kristallionen ergeben
und deshalb von Natur aus nichtlinear sind [Kitt02], soll hier wiederum ein lineari-
sierter Modellansatz fiir das Verhalten der Zellen die Modellbildung erleichtern. Die
Gleichungen (2.10) und (2.11) des linearen thermodynamischen Wandlermodells bei
konstanter Temperatur bieten dafiir einen geeigneten Ausgangspunkt. Um der Un-
terschiedlichkeit der Zellgeometrien der einzelnen Polarisationsrichtungen Rechnung
zu tragen, sind sie hier fiir jede Polarisationsrichtung g}? getrennt formuliert.

Diyy = D) + i) Bitr) = diso) 7itr) (2.40)

&) = &itp) T Do) Bio) — Sii0) Tito) (2.41)

Die beiden zusitzlichen konstanten Anteile D, und &, stehen fiir die spontane
Polarisation beziehungsweise fiir die spontane Dehnung der polarisierten Zellen.

Die Tatsache, dafl die Doménen iiber das gesamte Aktorvolumen verteilt sind, legt
die Einschéitzung nahe, dafl sich lokal zwar spontane Scherspannungen ausbilden
koénnen, welche aber im rdumlichen Mittel verschwinden. In vielen Anwendungen fiir
piezoelektrische Stapelaktoren treten auch keine von auflen eingeleiteten Scherkréfte
im Material auf, weshalb dieser Ansatz mit den mechanischen Normalkomponenten
auskommt.

Der Vollsténdigkeit halber seien fiir diesen Ansatz die elektrischen und mechani-

schen Energiedichten wgl und w;ne"h explizit angegeben. Die beiden Linienintegrale

L 4D, Lag
el i(p) mech i(p)
Yip) /0 ®) " q Yip) /0 Tilp) "y

vom Zustand (0, 02X5) fiir ¢ = 0 bis zum Zustand (Ejp, 03,) fiir ¢t = 1 resultieren
unter Verwendung der Gleichungen (2.40) und (2.41) in den gesuchten Tensoren.
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1
el S
Wp) 3 Eiw) (Di@) -2 Dz-(p)) (2.42)
1
mech S
Ye) = T3% (fi(p) - 25,»@) (2.43)

Die Beziehungen (2.40) und (2.41) zwischen den 72 lokalen doménenspezifischen
GroBlen Eip, Dip, 04, und &, gelten zwar in den jeweiligen Doménen, urspriinglich
gesucht zur Modellierung des Aktorverhaltens sind aber die mathematischen Bezie-
hungen zwischen den 12 globalen auflerhalb des Wandlers mefibaren Gréflen E;, D;,
o; und &;. Um von dem globalen Zustand auf die insgesamt 72 unbekannten Ele-
mente des lokalen Zustands zu schlieflen, sind ebensoviele Gleichungen erforderlich.
(2.40) und (2.41) sind derer bereits 36. Desweiteren gehe das Gesamtverhalten des
Wandlers aus einer Uberlagerung der elektromechanischen Charakteristika der N¥
Teilvolumina hervor.

Ei = Eipdp (2.44)
D; = Dié, (2.45)
oi = Oipyp (2.46)
& = &ipdp (2.47)

In der Simulation sind aber nie sdmtliche Groflen E;, D;, o; und &; vollstandig
bekannt, sonst wire die Simulation schlieBlich tiberfliissig. Vielmehr enthalten diese
zwolf Gleichungen wiederum sechs Unbekannte, die es gleichsam zu berechnen gilt.

Die insgesamt noch fehlenden 30 Gleichungen erhilt man durch die Forderung,
da der Wandler dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik zufolge stets einen
Zustand maximaler Entropie S anstrebt. Das statische Optimierungsproblem

S — max (2.48)

fir E;, und oy, mit den Nebenbedingungen (2.39) bis (2.47) 148t sich analytisch
lésen, indem fiir jedes Teilvolumen angenommen wird, daf sich dort E;, und oy
aus einem #uBeren (E; beziehungsweise ;) und einem inneren Anteil (A%, AE;,

beziehungsweise A%, Aoq) zusammensetzen, wobei die Gleichungen (2.44) bis (2.47)
erfiillt sein miissen.

Mit E;p = E; + qu AFE;q und 04 = 0; + qu Aojq sowie einer Wahl
1 fir p=q Ap,q€e[l, (NF-1)]
AS, =38 0 fir pFqg Ap g€l (N”-1)
—i—z fir p=NFPA qell, (NF -1)]
fiillen die notwendigen Optimalitéitsbedingungen

s _ s
dAEzq o dAUiq n

die Liicke der noch gesuchten 30 Beziehungen. Somit ist es jetzt moglich, fiir jede
Polarisationsrichtung die Feldstérken E;, und die mechanischen Spannungen o;;, als
Funktionen der &uleren Feldstirke F; und der d&ufleren mechanischen Spannung o;
anzugeben.
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Ez'p = FE;,+ qu (Jiqks 51;1“ thlr — éiqu) o (249)
iqjr
( Djr + E]’l‘k} Ek - djrk o+ d]rks Skslt (glt mtl E + sltm Um))
-1
Oip = O;+ A;fq (s,w — quzs ekslt dlt]r> . (2.50)

iqjr

: (Jkrjs é];sllt (_Blst + 2’:«:ltm, Em - dltm Um) - gjsr + Jkrj Ek - §jrk Uk)

Zugunsten der Ubersichtlichkeit sind in diesen Glelchungen einige Parameterpro-
dukte zusammengefaft als dlqj, Eigjs dlqu, Eigjr Dlsq, Siqj flq und 545, enthalten.

digj = Y Y.
=Y b AL i) Eigi =3 2pe1 P) Apyg (iie) T Ejicr))

digjr = dijy Eiggr =55 by AL, AP
iqjr — Zp 1 ¢ (p)q (p)r ij(p) Eigjr = 3 Zp:l ¢(p) (p)g “*(p)r (EU(I’) + El](p))

_ 1P ¢ = _1xNF ¢
=3 2p=1 D) Moy Ditn) Siqj =3 2pe1 D) Npyg (5i50) T Sij(r))
_ 1P ¢ - _1NP b AS
ZS(I —2 Zle ¢(P) A(p)q fzs(p) Sigjr = 3 Zle ¢(P) A(p)q A(p)r (Sij(P) + Sj’i(P))

Im Laufe der Herleitung der Gleichungen (2.49) und (2.50) ist es mehrmals erforder-
lich, ein Gleichungssystem des Typs b;; = ¢ijim aim nach a;y, aufzulésen. Denkt man
sich die auftretenden Kombinationen der Indizes 4,1 € [1, N] und j,m € [1, M] mit
Hilfe der Ersatzindizes k,n € [1, M-N| durchnummeriert, 148t sich das urspriingliche
Gleichungssystem auch in der Form by = ¢y, a,, formulieren und ist nun analog zur
Matrizenrechnung durch ax = c,;i b, gelost. Dieser Prozef ist hier verkiirzt durch
die Schreibweise a;; = c;j,lcl br; angedeutet.

Ein Einsetzen der Gleichungen (2.49) und (2.50) in die Gleichungen (2.40) und
(2.41) ergibt mit (2.44) bis (2.47) fiir eine bestimmte Polarisationsaufteilung ¢, die
gesuchten konstitutiven Gleichungen

D; = D}+é&;E;—dijoy (2.51)
& = &+ d~ji E; — 5505 (2.52)

zwischen den dufleren Grofen F;, D;, o; und &;. Die von ¢, abhéngigen Parameter

DS, €8, &, dij und 5;; in diesen Gleichungen lassen sich als die im spezifischen
Arbeltspunkt der Keramik von auflen meflbaren Kleinsignalmaterialparameter in-
terpretieren.

N
S S
D} = ) éwDiy)
p=1

NP
~ ~ —1 - ~ -
+ Y dwEiimAL), (5jqkr - dqusszlintdktmr%qm (szr - dleSsl_sintgrsnt>
p=1

- - -1
- § :¢(p)dij(p)A?p)q (gjqkr - dlqjsgl_s}vztdmtm)jqkr (dlrkselsmt mt §k1~>
=1
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Der dabei verwendete KRONECKER-Tensor 6;; wird durch die Vorschrift

definiert.
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Ferroelektrische Materialien zeichnen sich dadurch aus, dafl sich die Polarisations-
aufteilung den &ufleren elektrischen und mechanischen Bedingungen anpaf}t. Das
¢p des Modells ist deshalb keineswegs eine Konstante, sondern eine Variable. Auch
umgekehrt gilt, daB mit jeder Anderung der Polarisationsaufteilung auch eine Ande-
rung AD, AE, A{ und Ao der dufleren elektrischen und mechanischen Gréfien
einhergeht. Der Ansatz

Di = D?"ﬁ‘ADl ADl = —ngtAEj E, = E,?"FAE,
& = &§+A04 N = s op = o)+ Ao

spiegelt wider, daf} die elektromechanischen Groflen D;, E;, & und o; um einen
Arbeitspunkt (gbo DY, EY €9 6Y) variieren kénnen, wobei diese Anderungen den
jeweils hnearls1erten elektrlschen und mechanischen Lastimpedanzen €' und s§¥*

unterliegen.

Zusammen mit den Gleichungen (2.51) und (2.52) entstehen so die Abhéngigkeit
der elektromechanischen Gréfien von der Polarisationsaufteilung fiir einen elektrisch
und mechanisch belasteten Aktor.

—1
D’i — DO 4 EextEO 4 6ext (ij + €jk - djl (Slm + Slm) dkm) . (253)
J

| DE = DR — €3 B — dia (5om + 555 (85— €0+ szt )|

ex ex -1 -
& = € — 5ol + st (S + 53— diy (Em + 5,0 dmk)jk (2.54)

|8 - e+ sirtol — du (@m + €3t) (D5 — Db — eS|

lm
~ ex 7 (z ext\ 1 7 -t

B = (& + e = dan (G + 5i3) 5 dn) (2.55)
ij

> ex = ext) 1 [ & ex
'|:DJS_D.?_€ RER —djk (3l + 55 (fls—ﬁz + Sim S@H

1
o, = (s” + S d/m (ekl —+ ekl ) dl]) (2.56)

|:£]S — & + 5550 — diy (fr + €55 ) ([)ls — DY — Xt g0 )}

Zur Veranschaulichung der bisher gefundenen Zusammenhénge zeigt die Abbil-
dung 2.17 die Entropie S eines Wandlers im Arbeitspunkt EY = 0% und o) = 0%
in Abhéngigkeit von der Polarisationsaufteilung ¢, fiir verschiedene elektrische und
mechanische Lasten. Die ausgewéhlten Volumenanteile ¢ und ¢4 stehen dabei fiir
Doménen, deren Zellen dhnliche mechanische Abmessungen aufweisen und elektrisch
entgegengesetzt polarisiert sind. Oben links ist der Belastungsfall zu sehen, bei dem
der Aktor mit offenen elektrischen Klemmen mechanisch steif eingespannt ist. Jede
Anderung der Polarisationsaufteilung ist unter diesen Umstéinden mit einer grofen
Anderungen des mechanischen und des elektrischen Spannungszustands verbunden
und bedingt deshalb eine starke Anderung der thermodynamischen Wahrschein-
lichkeit. Bei einer mechanisch steifen Last und kurzgeschlossenen Elektroden wie
im oberen rechten Graphen dagegen ist der Austausch zwischen entgegengesetzt
polarisierten Doménen moglich (¢1 + ¢4 ~ const), weil sich dabei keine mechani-
sche Spannung aufbaut. Umgekehrt sollten in einem beweglichen, aber elektrisch
hochohmig abgeschlossenen Aktor, wie unten links dargestellt, entgegengesetzt po-
larisierter Bereiche moglichst gleichférmig wachsen (¢1 — ¢4 ~ const), weil sich sonst
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Abbildung 2.17: Simulationen der Entropie S nach Gleichung (2.39) in
Abhéngigkeit von der Polarisation ¢, unter verschiedenen
elektrischen und mechanischen Lastbedingungen

grofle Feldstéarken ausbilden kénnen. Unten rechts ist schliefflich der Fall zu sehen,
bei dem der kurzgeschlossene Aktor eine uneingeschriinkte mechanische Bewegungs-
freiheit genieBt und deshalb auch bei Anderungen seines Polarisationszustands kaum
Entropieéinderungen erfihrt.

Bislang ist die den Polarisationszustand représentierende Volumenaufteilung ¢,
noch eine unbekannte Grofle des Modells, die auch von auflen nicht unmittelbar
mefbar ist. Da es sich hierbei um eine freie thermodynamische Zustandsgrofie han-
delt, nimmt ¢, in jedem Arbeitspunkt ((;Sg, DY E?, €9, %) mit moglichst geringem
Energieaufwand einen Wert an, welcher die Entropie S maximiert. ¢, ist also die
Losung des statischen Optimierungsproblems (2.48) mit den Nebenbedingungen
(2.37) bis (2.43), (2.49) bis (2.50) und (2.53) bis (2.56). Nicht nur aufgrund der Un-
gleichungen (2.38) ist es ratsam, das optimale ¢, numerisch zu bestimmen [Tonn03],
beispielsweise mit dem ableitungsfreien GAUsS-NEWTON-Verfahren [BSMMO01].

An dieser Stelle liegt ein mathematisches Modell fiir einen piezoelektrischen Ein-
kristall vor: Zur Berechnung der Reaktion des Wandlermodells auf einen zeitlichen
Ansteuerverlauf ist damit zu jedem Zeitpunkt zunéichst der neue Arbeitspunkt des
Wandlers und seiner Last (DJ, E}, &, o, s5*, €X') festzulegen, aus dem dann
mittels der Optimierungsaufgabe (2.48) in Verbindung mit den genannten Neben-
bedingungen die optimale Polarisationsaufteilung ¢, und die resultierende Wand-

lerreaktion (D;, E;, &, o;) hervorgeht.
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Abbildung 2.18: Messung der ferroelektrischen Schmetterlingskurve in
[Zhou03]

Ist ein solches Modell in der Lage, die ferroelektrischen Phéanomene zu beschreiben,
wie sie in der Abbildung 2.18 abzulesen sind? Eine Simulation des bisherigen Mo-
dells mit w*™* = w"s* = 0 zeigt die Abbildung 2.19, in der auf der linken Seite
die Modelleingénge Fy = E und o7 = o {iber der Zeit und auf der rechten Seite
die Modellausgidnge D = D7 und £ = & iiber E aufgetragen sind. Der eingangs
erwahnte Vorzeichenwechsel der Piezoelektrizitéit ist bereits erkennbar, aber das
Modell zeigt bisher noch nicht die Hysterese realer Piezowandler, und die aus den
Ungleichungen (2.38) resultierenden Siittigungserscheinungen sind noch sehr grob
als Knicke der Ladungs- und des Dehnungsverlaufs iiber der Spannung wiedergege-
ben. Deshalb erldutern die folgenden Uberlegungen, wie das Modell um Hysterese-
und auch um geeignetere Séttigungseffekte ergénzt werden kann.

Um die Séttigung dielektrischer Materialien abzubilden, wird héufig die LANGEVIN-
Funktion

VZ|Psat||E| kv
Pt = coth

kv  VZ|psat||E]|

angewendet [Fasc94]. Dabei wird vorausgesetzt, dafl die thermische Energie einer
geordneten Ausrichtung der Dipole entgegenwirkt. Piezoelektrischen Keramiken ge-
hen jedoch héufig bereits wesentlich frither in Sittigung als durch die LANGEVIN-
Funktion beschrieben: Fiir das Bariumtitanat BaTiOg3 beispielsweise liegt die Sétti-
gungspolarisation P5** bei 0,26$ [Fasc94], wodurch sich eine Polarisierung auf 90%
von P*** gemif der LANGEVIN-Funktion bei |E| ~ 10—/%— ~ 25002Y einstellen

v Z psat
miiite — Messungen zufolge wird der Zustand |P| = 0,9 - P5*" aber schon bei
Feldstirken von |E| ~ 1,58Y erreicht [Gauc01]. Dieser Diskrepanz zufolge ist die

LANGEVIN-Funktion nur bedingt auf Piezoaktoren anwendbar.

53



E[MV/m]

T A R

o [MN/m?]
o
& [mm/m]

0 50 100 1 05 0 05 1
t[ms] E [MV/m]

Abbildung 2.19: Charakteristisches Verhalten des thermodynamischen Modells
des Polarisationszustands ohne Sittigung und ohne Hysterese

Stattdessen soll im hier beschriebenen Modell ein eigener, heuristischer Ansatz Ver-
wendung finden. Weil der Zustand der Séttigung dadurch gekennzeichnet ist, dafl
einzelne Polarisationsanteile in ¢, sehr grof} sind, wéhrend andere gegen Null stre-
ben, liegt es nahe, eine Energiedichte w3 einzufiihren, welche genau dann gegen
Unendlich strebt, wenn mindestens einer der Polarisationsanteile sehr klein wird.
Ein einfacher Ansatz dafiir ist

NP
wsat _ gsat H ¢;1 (257)
p=1

mit dem Proportionalititsfaktor ¢g*** und den Kehrwerten by ! der Elemente von

¢p. Die Wirkung von w*?* 148t sich wiederum anhand der Entropiebeziehung (2.39)
erliutern: Je weiter ein ferroelektrisches Material in Sdttigung gerédt, umso mehr
Energie mufl dem Aktor zugefiihrt werden, um die Lage des Entropiemaximums im
¢p-Raum zu verschieben und dadurch das Material weiter zu polarisieren.

Nach den verschiedenen reversiblen Prozessen in der Keramik, welche wiederzuge-
ben das Modell des Polarisationszustands bisher imstande ist, steht zuletzt noch aus,
die Hysterese als irreversiblen Prozefl zu modellieren. Da die Hysterese auf Energie-
verluste durch Umpolarisierungen der Zellen beziehungsweise durch Verschiebungen
der Doménenwénde zuriickzufiihren ist, sei eine Variable 1,4 eingefiihrt, welche die
Wandverschiebungen im Modell représentiert.

NP
bp = ¢2 + Z Vpq (2.58)
q=1
Ein Element von 1, stehe fiir den Volumenanteil, der von der Polarisationsrichtung

el in die Richtung e, wechselt. 1, ist deshalb ein schiefsymmetrischer Tensor und

besteht aus maximal (A;P) unabhéngigen Elementen.
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Abbildung 2.20: Charakteristisches Verhalten des thermodynamischen Modells
des Polarisationszustands mit Sattigung und mit Hysterese

Als Veranschaulichung der Hysterese kann die Vorstellung dienen, daf3 jeder Wand-
bewegungen 1,4 ein hysteresebedingter Druck crgg“ entgegenwirkt. Jede Anderung
dv,q des Polarisationszustands ist dann mit einer Anderung der Verlustenergiedich-

te dw"st verbunden.

hyst
duw™st = —ag’;)pq dippg = UggSt debpg

An genau dieser Stelle greifen Hysteresemodelle wie die von MAXWELL oder von
DAHL und WILDER an, welche urspriinglich auf dem Differential der Verlustener-
gie nach der Zustanddnderung basieren und damit das gesuchte cr;‘g“ liefern. Wird
zu den Wandverschiebungen 1,, analog ein Tensor I',q (¢pq, t, 8) von individuel-
len Hystereseoperatoren zusammengesetzt, so ist die durch Hysterese dissipierte
Energiedichte die Summe aller einzelnen Hystereseverluste auf dem Weg vom Aus-
gangszustand gzﬁg zum Zustand ¢,,.

dw™* = Lpg (Ypg, t, 8) dibyg (2.59)

Hier wird deutlich, daf3 das Ergebnis der Maximumsuche der Entropie durch die
Irreversibilitiat der Hysterese in w™t jetzt vom Weg dw,, abhéingt; aus dem stati-
schen Optimierungsproblem wird somit ein dynamisches.

Es erweist sich fiir die Losung der Optimierungsaufgabe als hilfreich, wenn auch hier
wieder in Betracht gezogen wird, dafl simtliche thermodynamische Ausgleichspro-
zesse eine Folge der thermischen Maximierung der Entropie sind. Ubertragen auf
das Optimierungsproblem des Modells entspricht das einem stindigen Gradienten-
aufstieg mit infinitesimal kleiner Schrittweite. Die aus den PRANDTLschen Postula-
ten resultierende Unstetigkeit der Ableitungen von Hystereseoperatoren lassen eine
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Abbildung 2.21: Simulationen eines Modells des Polarisationszustands mit Hy-
sterese und mit Sdttigung und Vergleich mit Messungen (Si-
mulationen sind als durchgezogene und Messungen als ge-
strichtelte Linien dargestellt)

analytische Losung des Optimierungsproblems in der Regel nicht zu, weshalb die
Losung numerisch zu erfolgen hat — als ein wiederholter Gradientenaufstieg mit
finiter Schrittweite. Das dynamische Optimierungsproblem ist damit auf eine Folge
statischer Optimierungen reduziert.

Obwohl der iibrige Modellrahmen keine notwendigen Bedingungen an die Art des
Hystereseoperators stellt, vereinfacht die Hysteresemodellierung nach MAXWELL
die numerische Maximumsuche aufgrund der abschnittsweisen Linearisierung der
Hystereseschleife geringfiigig. Unabhéingig von der Hysteresemodellierung ist aber
bei der Implementierung des Optimierungsverfahrens unbedingt zu beachten, daf
dw"s* nur abschnittsweise glatt ist und deshalb je nach Arbeitspunkt Fallunter-
scheidungen entstehen [Tonn03].

Zum direkten Vergleich mit den Simulationen in der Abbildung 2.19 zeigt die Ab-
bildung 2.20, wie ein um Hysterese und Séttigung erweitertes Modell auf die
gleichen Verldufe fiir die unabhéngigen Variablen £y = E und o1 = o reagiert. Aus
den berechneten Werten fiir die Modellausgéinge D = D; und £ = & wird deut-
lich, dafl das Modell jetzt qualitativ besser die Hysterese und die Séttigung realer
Piezowandler wiederzugeben vermag (vergleiche dazu auch mit der Abbildung 2.3).

In der Abbildung 2.21 ist das parametrierte Modell mit den Gleichungen (2.37) bis
(2.43), (2.48) bis (2.50) und (2.53) bis (2.59) den gewohnten Messungen gegeniiber-
gestellt. Das Modell weist mit der gew#hlten Parametrierung zwar eine bessere
Ubereinstimmungen mit den Messungen auf als der lineare Ansatz im Unterkapitel
2.3, allerdings lie8 sich nicht die Genauigkeit der nichtlinearen Modellgleichungen
der Unterkapitel 2.4 und 2.5 erreichen.
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Die vergleichsweise hohe qualitative Leistungsfihigkeit des Modells hinsichtlich
Sattigung und Beriicksichtigung der Effekte bei bipolarer Ansteuerung rechtfer-
tigt nicht fiir jede Anwendung den Aufwand, der zur Parametrierung und auch zur
Berechnung des Modells erforderlich ist: Fiir N¥ = 6 Polarisationsrichtungen und
jeweils N7 = 10 Elemente eines jeden Hystereseoperators in I'y, hat das Modell in
seiner allgemeinsten Form 921 Parameter, wovon alleine 720 auf die Hystereseope-
ratoren entfallen. Es ist deshalb dringend geboten, alle bekannten Symmetrien bei
der Parametrierung zu beriicksichtigen, wodurch sich die Zahl der festzulegenden
Konstanten auf 435 reduziert. Den weitaus grofiten Anteil mit 420 Werten stellen
dabei noch immer die Hysteresekoeffizienten. Fiir den untersuchten Stapelaktor gel-
ten iiberdies die Aquivalenzen Ey = F5 = 0% und oy = 03 = 0% und damit auch
P2 = 93 = ¢5 = ¢¢; aufgrund letzterer Beobachtung besteht 1,, aus lediglich 3
statt vorher 21 verschiedenen Elementen, wodurch sich in gleichem Verhéltnis auch
die Hysteresoperatoren verringern. Zudem sind die F* und k! der Berechnungen in
der Abbildung 2.21 nicht als eigensténdige Parameter, sondern als Elemente geeig-
neter Folgen F® (i) und kR (i) gewihlt, welche wiederum mit nur 3 unabhingigen
Koeflizienten gebildet werden. Es ist also davon auszugehen, da3 durch eine bessere
Ausnutzung der Parametrierbarkeit auch eine Verbesserung der Modellgenauigkeit
erzielbar ist.

Besondere Aufmerksamkeit verdient die Festlegung der Parameterwerte des Mo-
dells, schlieBlich sind diese nicht explizit me8bar. Lexikalische Ahnlichkeiten zu pu-
blizierten Aktorkennwerten implizieren nicht notwendigerweise eine Ubertragbarkeit
auf die beschriebene Modellstruktur, weshalb bei der Verwendung von Zahlenwer-
ten aus der Literatur unbedingt die Meflmethoden zur Bestimmung derselben zu
beachten sind. Zwar entsprechen die Parameter €;;, ciij und 5;; fiir ein bestimmtes
¢p ndherungsweise den von auflen mefibaren Kleinsignalparametern €;;, d;; und s;;,
dies reicht aber nicht aus, um davon die unabhéngigen Parameter Disp, Eijps ijp,
fisp und s;jp in den Gleichungen (2.40) und (2.41) abzuleiten. Zur Parametrierung
der Modellgleichungen ist kein einfacherer Weg bekannt, als die Werte wie schon in
den Modellen zuvor mittels einer statischen Optimierung zu bestimmen.

Neben der Vorgehensweise zur Parametrierung des Modells ist auch der Rechen-
aufwand der Simulation erwidhnenswert. So erfordert jede Entropieberechnung die
Bestimmung der 72 Elemente in E;,, D;p, 0;p und &, wozu jedesmal unter ande-
rem 4 Tensorinversen zu bilden sind. Je nach Zustandsdnderung sind einige zehn
dieser Entropieberechnungen durchzufiithren, bis das Entropiemaximum gefunden
ist und damit der Aktorzustand fiir einen einzelnen Zeitschritt feststeht. Diese Pro-
zedur wiederholt sich fiir jeden zu simulierenden Zeitschritt. Auf einem PC mit
INTEL-Prozessor und 1,7GHz Prozessortaktfrequenz dauern die in der Abbildung
2.20 dargestellten Simulationen in MATLAB zusammen etwa 12 Minuten.

Kiirzere Rechenzeiten sind zu erwarten, wenn die vorhandenen Symmetrien des
in seiner spezifischen Anwendung zu modellierenden Aktors bereits bei der Imple-
mentierung der Gleichungen ausgenutzt werden. Beispielsweise reduzieren die oben
erwihnten symmetriebedingten Aquivalenzen fiir Stapelaktoren die Anzahl der un-
abhéngigen und im allgemeinen von Null verschiedenen Elemente der Tensoren F;),
Dy, 0ip und &, von 72 auf nur noch 22, was wiederum eine weitreichende Redukti-
on der Anzahl relevanter Berechnungen ermoglicht. Daneben fordert auflerdem die
allgemeine Formulierung des Modells fiir verschiedene elektrische und mechanische
Ansteuer- und Lastbedingungen Tribut in Form der nicht eben trivialen Beziehun-
gen (2.53) bis (2.56). Fiir ein Modell eines Wandlers im mechanischen Leerlauf
(0; = 0LX5) beispielsweise, welcher mit einer idealen Spannungsquelle (AE; = 0X)
angesteuert wird, vereinfachen sich die allgemeinen Gleichungen (2.53) bis (2.56)
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ohne Beeintrichtigung des Simulationsergebnisses zu

D; =D} +&; EY E;=E?
S, .m0 N
& =& +dji Ej oi=0—

was eine beschleunigte Simulation ermoglicht.

Zusétzlich zu den diskutierten Eigenschaften besitzt das Modell des Polarisationszu-
stands Potentiale fiir Modifikationen und Ergénzungen, die es erlauben, weitere fer-
roelektrische Phénomene wie beispielsweise das Kriechen abzubilden. In [KoSK99]
wird hervorgehoben, dal Kriechprozesse in realen Aktoren in direktem Zusam-
menhang mit der beobachteten Hysterese stehen. Der hier vorgestellte Modellrah-
men bietet fiir die Abbildung dieser zeitlichen Relaxationen einen geeigneten Aus-
gangspunkt: Als zeitliche Fortsetzung der bereits im Modell enthaltenen spontanen,
zeitunabhéngigen Ausgleichsprozesse lassen sich aus der MAXWELL-BOLTZMANN-

Verteilung
2 w
f = —19 A l e T k9
die Geschwindigkeiten

dp, V dS /
at Tk dpg Jur

<

thermischer, zeitabhéngiger Ausgleichsprozesse ableiten, welche von einer hysterese-
bedingten Aktivierungsenergie w' und einer Zeitkonstante 7% in der Gréfenordnung
einiger Minuten abhéngen.

Ferner ist zu erwarten, dafl sich mit dem Modell auch thermische Depolarisati-
onserscheinungen simulieren lassen, sofern die Modellparameter als Funktionen der
Temperatur formuliert werden.

Problematisch erscheint dagegen die Verwendung des Modells zur Detektion der
mechanischen Gréflen aus den elektrischen: Wihrend die in den Unterkapiteln 2.3
bis 2.5 diskutierten Modelle explizite monotone Abbildungen sind und als solche
mit analytischen Methoden in die Detektionsform tiberfiithrbar sind, handelt es sich
bei dem Modell des Polarisationszustands um implizite nichtmonotone Formulierun-
gen, wobei insbesondere die Umsetzbarkeit des Maximalitdtsprinzips der Entropie
unter den Nebenbedingungen einer Detektionsmodellstruktur zu priifen ist. Diese
Untersuchungen miissen allerdings Gegenstand zukiinftiger Arbeiten sein.
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2.7 Ergebnisse und Uberleitung

Die Anforderungen an die Positioniergenauigkeit piezoelektrischer Wandler als Ak-
toren fiir hydraulische Ventile sind nur dann in ausreichendem Mafle erreichbar,
wenn das Verhalten des Aktors unter den auftretenden Arbeitsbedingungen bekannt
und bei der Ansteuerung in geeigneter Weise beriicksichtigt wird. Insbesondere eine
nutzbringende Auswertung der elektrischen Riickwirkungen des Piezoaktors zur Be-
rechnung des mechanischen Ventilzustands erfordert ein tiefergehendes Versténdnis
der kristallischen Prozesse.

In dem zuriickliegende Kapitel wird beschrieben, welche physikalischen Eigen-
schaften fiir das piezoelektrische Verhalten verantwortlich sind und welche Zusam-
menhénge sich aus thermodynamischer Sicht ergeben. Neben einem linearen Ansatz
fiir die Piezoelektrizitdt erweisen sich insbesondere Modelle mit Hysteresenachbil-
dung als vergleichsweise realitdtsnah. Die thermodynamischen GesetzmaBigkeiten
bieten iiberdies eine Grundlage zur vorgestellten Modellierung des Polarisationszu-
stands der Keramik, mit der beispielsweise auch die fiir ferroelektrische Materialien
charakteristische Schmetterlingskurve wiedergegeben wird.

Im néchsten Kapitel wird dargelegt, wie die beschriebenen Erkenntnisse iiber pie-
zoelektrische Wandler bei der Modellierung von Einspritzventilen gewinnbringend
anzuwenden sind.
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Kapitel 3

Modellierung des Injektors

Dieses Kapitel befafit sich mit der mathematischen Modellbildung piezoelektrisch
aktuierter Injektoren. Ausgehend von einer prinzipiellen Beschreibung eines re-
prisentativen Einspritzventils werden verschiedene Ansitze zur Modellierung des
elektromechanischen Verhaltens vorgestellt und bewertet. Auf die Erstellung und
Berechnung einer konzentriertparametrischen Ersatzanordnung folgt ein verteiltpa-
rametrischer Ansatz, der insbesondere die Ausbreitung von Schallwellen in der ver-
teilten Injektormechanik beriicksichtigt. Messungen dienen an verschiedenen Stellen
der Ausfithrungen dazu, die Modelle mit der Realitdt zu vergleichen. Das Kapitel
schliet mit einer Zusammenfassung.

3.1 Beschreibung des Injektoraufbaus

Die Abbildung 3.1 zeigt als Schnittdarstellung schematisch den Aufbau eines Do-
sierventils, welches als Injektor fiir direkteinspritzende OTTO-Motoren geeignet ist.
Bei diesem Ventil wird die elektrisch hervorgerufene Dehnung eines Piezoaktors aus-
genutzt, um ein Tellerventil zu 6fflnen und somit einen Kraftstoffstrom zu steuern.
Die folgende Beschreibung des Funktionsprinzips ist [GKMMO01] entnommen.

In der Mitte des Einspritzventils befindet sich der Piezoaktor (5), erkennbar an den
beiden Anschlufileitungen (3). An beide Seiten des Aktors grenzen zwei rotations-
symmetrische Bauteile an, wobei der in der Skizze links liegende (4) als Hydrau-
likkolben und der rechte (8) als Fuiplatte bezeichnet wird. Der Aktor ist mit einer
vorzugsweise geschlitzten Rohrfeder (7) umgeben, welche mit dem Hydraulikkolben
und der FuBlplatte verschweifit ist. Die Feder dient dazu, den Piezoaktor mechanisch
mit einer Druckkraft von typischerweise etwa 500N vorzuspannen.

An der rechten Seite der Fuiplatte schlieit eine Ventilnadel (11) an, welche giinsti-
gerweise mit der Fufiplatte verschweifit ist, um Spaltfederungen zu minimieren?'.
Zwischen Ventilgehiuse (6) und FuBplatte befindet sich eine Riickstellfeder (9),

welche eine Schlielkraft von etwa 50N bis 150N in die Ventilnadel einleitet.

Die Ventilnadel (13) bildet zusammen mit dem Injektorgehiuse (21) ein nach aufien
offnendes Tellerventil. Eine ausreichend grofle Kraft durch den Piezoaktor driickt
die Ventilnadel aus ihrem Sitz und gibt eine Offnung frei, durch die Kraftstoff aus
dem Zulauf (19) durch den Ventilraum (20) an der Ventilnadel (12) vorbei nach
auflen gelangen kann.

n der Abbildung der Patentschrift DE19940055C1 ist die SchweiBnaht nicht eingezeichnet.
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1 Federelement 8 Fufiplatte 15 Drosselbohrung

2 Wellbalg 9 Riickstellfeder 16 Hydraulikkammer
3 elektr. Anschliisse 10 Wellbalg 17  Drosselspalt

4  Hydraulikkolben 11 Ventilnadel 18  Aktorraum

5 Piezoaktor 12 Nadelfithrung 19 Zulauf

6 Ventilgehduse 13 Ventilteller 20 Ventilraum

7 Rohrfeder 14 Ausgleichsraum 21  Ventilsitz

Abbildung 3.1: Bauteile eines Injektors nach [GKMMOI]

Damit der Aktor eine solche Kraft auf die Ventilnadel ausiiben kann, darf das linke
Ende des Piezoaktors seine Position wéhrend einer Einspritzung nur geringfiigig
verdndern. Dazu ist es vorstellbar, den Hydraulikkolben kraftschliissig mit dem In-
jektorgehéuse zu verbinden. Eine derartige Konstruktion weist jedoch das Problem
auf, dal Unterschiede der thermischen Ausdehnungskoeffizienten von Stahl und Ak-
tormaterial dazu fithren konnen, daf der Injektor bei grolen Temperaturdnderungen
nicht mehr gedffnet oder geschlossen werden kann.

Anstelle eines Kraftschlusses zwischen Hydraulikkolben und Injektorgehiuse ist es
deshalb giinstiger, dafl das linke Aktorende axial beweglich gelagert ist, um die
langsamen thermischen Langendnderungen ausgleichen zu kénnen. Diese Bewegung
muf aber so stark geddmpft sein, dafl sie auf die verhéltnismafig kurzzeitigen Ak-
torkrafte wihrend einer Einspritzung nur unwesentlich reagiert.

Dazu bildet der Hydraulikkolben zusammen mit dem Ventilgeh&duse eine Hydrau-
likkammer (16), die mit einer Hydraulikfliissigkeit gefiillt ist. Die Hydraulikkammer
ist mittels einer Drosselbohrung (15) mit einem Ausgleichsraum (14) hydraulisch
verbunden, in welchem durch ein Federelement (1) und einen Wellbalg (2) ein Vor-
druck von etwa 10bar bis 20bar aufgebaut wird. Auch die Passung (17) zwischen
Hydraulikkolben und Ventilgeh&duse bildet einen Drosselspalt, durch den die Hy-
draulikfliissigkeit zwischen der Hydraulikkammer und dem Aktorraum (18) strémen
kann.

3.2 Messaufbau fiir Piezoinjektoren

Fiir Untersuchungen des mechanischen und des hydraulischen Verhaltens direktge-
steuerter Piezoinjektoren fiir OTTO-Motoren existiert bei der DAIMLERCHRYSLER
AG ein MeBaufbau, wie ihn die Abbildung 3.2 zeigt. Der Injektor ragt mit seiner
Spitze in eine gasdichte Kammer, in deren Boden und Wénde Schaugléser eingefaf3t
sind. Somit ist es moglich, von unten mit einem Laservibrometer die Bewegung der
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Injektor-
Ansteuerung

Strahlkammer

Laserstrahl

Laservibrometer

Abbildung 3.2: Meflaufbau fiir Piezoinjektoren

Nadelspitze des Injektors zu verfolgen und die Daten elektronisch aufzuzeichnen.

Die Abbildung 3.3 zeigt so erhaltene Messungen des elektromechanischen Verhal-
tens eines Injektors, dessen Aktor innerhalb von jeweils 100us und 150us elektrisch
aufgeladen und entladen wird (obere und untere Messung). Oben links ist der in
den Injektor eingepriagte Aktorstrom iiber der Zeit aufgetragen, welcher bei diesen
Ansteuerungen moglichst rechteckférmig gewahlt wurde.

Der Graph rechts oben enthilt den gemessenen Nadelhub des Injektors. Durch die
elektrische Ansteuerung wird die Injektormechanik zu Schwingungen angeregt, was
sich insbesondere in den abklingenden Oszillationen der Nadelspitze duflert. Die-
se Bewegungen bewirken eine abwechselnde Stauchung und Dehnung des Aktors,
was wiederum bei der nahezu konstanten Aktorladung zu einer verénderlichen Ak-
torspannung fithrt (rechts unten). Auch die Entladeflanke regt Oszillationen der
Injektormechanik an, welche erst nach einiger Zeit abklingen.

Es ist erkennbar, dafl der Injektor auf eine Ansteuerung mit einer Lade- und Ent-
ladezeit von jeweils 100us mit groBeren Beschleunigungen der Injektormechanik
reagiert, welche zu deutlich gréfleren Schwingungen und sogar einem Nachprellen
der Nadelspitze fiihren.

Bedingt durch die Konstruktion des verwendeten MeSaufbaus sind dem gemessenen
Nadelhub auch Bewegungen des gesamten Priifstands tiberlagert. Diese Schwingun-
gen haben eine Frequenz von ca. 2kHz und sind besonders auffallend, wenn der
Injektor nach der Entladung zwar geschlossen ist, der gemessene Nadelhub aber
weiter um die Ruhelage oszilliert.

Wihrend der Messungen in der Abbildung 3.3 wurde der Injektor ohne Kraftstoff
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Norm. Nadelhub
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Norm. U

Abbildung 3.3: Gemessenes Verhalten eines Injektors ohne Kraftstoffdurch-
fluss bei Lade- und Entladezeiten von jeweils 100us (oben)
und 150us (unten)

Norm. /

Norm. Nadelhub

Norm. Q
Norm. U

Abbildung 3.4: Gemessenes Verhalten eines kraftstoffdurchflossenen Injektors
bei einem Kraftstoffdruck von 200bar und bei Lade- und Ent-
ladezeiten von jeweils 100us (oben) und 150us (unten)
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betrieben, um Daten zum Verhalten der Injektormechanik zu generieren. Ergénzend
dazu ist aus der Abbildung 3.4 in analoger Weise das elektromechanische Ver-
halten des kraftstoffdurchstromten Injektors abzulesen. Durch den hier gewihlten
Kraftstoffdruck von 200bar [Daim04] verringert sich der mittlere Nadelhub bei glei-
cher elektrischer Ansteuerung geringfiigig, und die Bewegungen der Ventilmecha-
nik sind durch den Kraftstoff etwas stidrker geddampft, dartiberhinaus ist aber kein
grundsétzlich unterschiedliches Verhalten des Injektors ablesbar.

Bevor im nichsten Kapitel gezeigt wird, wie die Wahl eines geeigneten Ansteuer-
verlaufs die Schwingungen der Injektornadel verringert und Prellen reduziert, zeigt
dieses Kapitel einige Wege zur mathematischen Beschreibung des dynamischen In-
jektorverhaltens.

3.3 Ersatzanordnung mit konzentrierten Massen
ohne Hysterese

In diesem Unterkapitel wird die Injektormechanik durch die mathematische Be-
schreibung einer Ersatzanordnung mit konzentrierten Massen modelliert, wobei die
Hysterese des Aktors vernachldssigt wird. Es ergibt sich zunéchst ein nichtlinea-
res System gekoppelter gewohnlicher Differentialgleichungen, welches durch lineare
Teilsysteme fiir die verschiedenen Betriebszustinde ersetzt wird. Die Integration
der Teilmodelle ermdglicht mittels einer Fallunterscheidung die Formulierung eines
nichtlinearen zeitdiskreten Gesamtmodells. Nach einer Parametrierung durch ein
statisches Optimierungsverfahren folgt ein Vergleich mit dem realen Injektorverhal-
ten.

Der mechanische Aufbau eines Injektors nach Abbildung 3.1 besteht aus dem Hy-
draulikkolben, dem Piezoaktor, der Fuiplatte, der Ventilnadel samt Ventilteller und
einem Teil der Riickstellfeder. Fiir die Erstellung einer entsprechenden konzentriert
parametrischen Ersatzanordnung wird zunéchst vereinfachend angenommen, daf
sich die Masse der Injektormechanik an diskreten Orten befindet und die Elasti-
zitét der Injektorbauteile als diskrete Federn zwischen diesen Massen wirkt. Dazu
muf zunéchst eine Auswahl stattfinden, welche Stellen der Injektormechanik durch
ideale Massepunkte zu reprisentieren sind.

Ohne Zweifel verdient der Piezoaktor dabei besondere Beachtung, da dessen Krifte
und Léngendnderungen mit der elektrischen Ansteuerung in Wechselwirkung tre-
ten. Das Modell mufl also die Positionen und Geschwindigkeiten des rechten und
des linken Endes des Piezoaktors beinhalten. Daneben haben die Position und die
Geschwindigkeit des Ventiltellers einen entscheidenden Einflufl auf die Durchfluf3-
charakteristik des Ventils und sind deshalb zu modellieren.

Die Abbildung 3.5 zeigt die sich so ergebende Ersatzanordnung fiir den zuvor
besprochenen Injektoraufbau. Die drei Massen mj, mo und mg sind durch die Federn
ko und k3 gekoppelt, welche fiir die jeweiligen Steifigkeiten der Bauteile stehen. rq
entspricht dabei der Dédmpfung des Hydraulikkolbens. Obwohl die in einem realen
Injektor auftretenden Reibkréfte sowohl nichtlinear als auch zeitvariant sind, wird
in der Ersatzanordnung durch die Dampfungen r, und rs eine viskose Reibung
angenommen. Fp steht fiir die Stellkraft des Piezoaktors, und die SchlieBkraft Fi
der Riickstellfeder driickt die Nadel in den Sitz.
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Abbildung 3.5: Modellierung der Injektormechanik durch eine Ersatzanord-
nung mit konzentrierten Massen

Diese Ersatzanordnung gilt fiir eine Vielzahl von Einspritzventilen fiir direkteinsprit-
zende OTTO-Motoren. Der in dieser Arbeit untersuchte Injektor erlaubt iiberdies
eine Vereinfachung des Modells: Bei genauerer Betrachtung der Messungen in der
Abbildung 3.3 ist nicht erkennbar, daf sich der Nadelhub w#hrend der Dauer einer
Einspritzung verringert. Entweder ist demnach bei dem vorliegenden Injektor kein
thermischer Liangenausgleich vorhanden, der Léngenausgleich ist bereits am Rand
seiner Bewegungsfreiheit, oder seine Zeitkonstante ist so grof3, dafl er fiir die Mo-
dellierung vernachlissigt werden kann. In allen drei Fillen bedeutet dies, dal die
Position des Hydraulikkolbens nahezu unverénderlich ist und in der Ersatzanord-
nung demnach auch nicht enthalten sein muf.

Durch den Nadelsitz ist die Bewegung der Nadelspitze beschréinkt, wodurch sich fiir
die Modellierung eine harte Nichtlinearitét ergibt. Befindet sich die Nadel im Sitz, so
sind Geschwindigkeit und Position von mg gleich Null, andernfalls folgt die Masse
den beschleunigenden Kréften. Diese Beschrankung der Nadelposition impliziert,
dafl immer dann keine stetigen Ableitungen existieren, wenn das Ventil von der
geschlossenen in die getffnete Stellung iibergeht und umgekehrt. Dies verbietet eine
lineare Betrachtungsweise, wie sie beispielsweise in [Sche99] beschrieben wird. Auch
ist demnach die durch den Aktor bewegte Masse nicht konstant, wie es in [Schu01]
angenommen wird.

Um die Umschaltung der Ventildynamik moglichst wirklichkeitsnah abbilden zu
konnen, wird in dieser Arbeit der Ansatz verfolgt, dem Schaltpunkt des Ventils
entsprechend zwischen verschiedenen Differentialgleichungssystemen umzuschalten.
Mathematisch bedeutet dies eine Fallunterscheidung zwischen zwei Ersatzanord-
nungen fiir die beiden Stellungen Geschlossen und Geéffnet, wie sie in der Tabelle
3.1 zusammen mit den Gleichungen der Differentialgleichungssysteme aufgefiihrt
sind.

Fiir diese beiden Ersatzanordnungen sind nun die mathematischen Modelle
"= A'z+B'u
y' = Cz'+Du

I

iel1,2] (3.1)

aufzustellen, wobei der Index 7 die jeweilige Stellung spezifiziert. Die Elemente des
Zustandsvektors sind hier die Positionen und Geschwindigkeiten der diskreten Mas-
sen der Ersatzanordnung. Da die Aktorladung zumeist durch eine zeitliche Integra-
tion des Aktorstroms berechnet wird, bietet es sich an, auch einen Zustand fiir die
Aktorladung einzufiigen. Die Tabelle 3.2 listet die so gewahlten Zustandsvariablen
auf.
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Ventilstellung Ersatzanordnung

Geschlossen (i = 1)
i'=A'z+B'u
y'=Cz' + Du

Gedfinet (i = 2)
i = A’z+ B’u

Tabelle 3.1: Linearisierte Teilmodelle der Injektormechanik fiir die Stel-
lungen Geschlossen und Gedfinet

Zustand  Physikalische Bedeutung

x Ladung des Piezoaktors

xh Auslenkung des nadelseitigen Piezoendes

xh Geschwindigkeit des nadelseitigen Piezoendes
xy Auslenkung des Ventiltellers

xi Geschwindigkeit des Ventiltellers

Tabelle 3.2: Physikalische Bedeutungen der Elemente der Zustandsvekto-
ren der konzentriertparametrischen Ersatzanordnungen

Das Modell soll aus dem Aktorstrom Ip und der Nadelschliekraft Fyy eine Aktor-
spannung Up und einen Nadelhub hyx berechnen. Aus den verschiedenen Berech-
nungsmoglichkeiten fiir die Piezo- und Ferroelektrizitit sei an dieser Stelle zunéchst
der lineare Ansatz

D = e¢E—-do (3.2)
¢ = dE-—so (3.3)
ausgewahlt.

Zusammen mit der Querschnittsfliche Ap und Lénge Ip des Stapelaktors sowie
der Anzahl der Piezoscheiben Np (siche dazu die Abbildung 2.4) ergeben sich die
Beziehungen

1 S lp 1 d
U pu— —_— e I — h
P NZ es —d? Ap P Npes—a2'*
1 d A
Fp = Q — £ P

Np s — d2 P s — @2 lp

zwischen der Aktorspannung Up, der Aktorladung Qp, der Aktordruckkraft Fp und
der Aktorldngenénderung hp.
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Mit den Ein- und Ausgangsvektoren

u = (Ip F)' (3.4)
y = (Up hy)"
lauten die Matrizen der Zustandsraumdarstellung demnach
0 0 0 0 0 1 0
%F R 0 ! 0 0 0 0
1 1 1 T 1
A =% 500 m—z(ﬁ—kz—k:&) -2 0 0 B =0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0
0 0 1 0 0 0 0
AF OF ek
A% = n%ﬁ %(ﬁ—kz—k:a) e e 0 B*=|0 o0
0 0 0 0 1 0 0
0 L3 0 ks _rs 0 _n}L3
ms3 ms ms
U U
c_( sas @me 0 00 D:<OO>
- 0 0 010 - 0 0

Unter der Annahme treppenférmiger StellgroBen w(t)|ict, ¢ +7] = w(k) ergibt die
Integration

G = AT
E’L — / eé tﬁ’t dt
0

der beiden linearen Differentialgleichungssysteme (3.1) iiber ein Zeitintervall T die
zwei linearen Differenzengleichungssysteme

2'(k) = G'z(k-1) + H'u(k—1) (3.6)

fiir die Ventilstellungen ¢ = 1 und ¢ = 2. Ausgehend von einem Zustandsvektor
z(k—1) zum Zeitpunkt t;_; ist es damit méglich, fiir beide Stellungen jeweils einen
neuen Zustandsvektor x?(k) fiir den Zeitpunkt ¢, = t;_1 + T zu berechnen. Um
zu bestimmen, in welcher der beiden Stellungen sich das Ventil befindet, wertet die
Fallunterscheidung

(3.7)
(zt(k) ab(k) ab(k) O 0 )" fir hn(k) <0

(23(k) 23(k) 23(k) «i(k) 23(k))

die neue Nadelposition hx(k) = x3(k) des Modells fiir die Stellung Geéffnet aus.
Befindet sich demzufolge die Nadel im Sitz (hx(k) < 0), so sind fiir den néichsten
Zeitschritt die Zustédnde der geschlossenen Ersatzanordnung zu verwenden, andern-
falls (hn(k) > 0) die des gedffneten Ventils. Mit dem so bestimmten neuen Zu-
standsvektor z(k) ergibt

T fir ha(k) >0

y(k) = Cuz(k) + Du(k) (3.8)

den Ausgangsvektor y(k) fiir den Zeitpunkt t;. Die Abbildung 3.6 verdeutlicht
die Struktur der Zustandsgleichungen (3.6) bis (3.8).
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Abbildung 3.6: Struktur des mathematischen Modells der Ersatzanordnung
mit konzentrierter Masse

Bei der Vorgehensweise aus der Gleichung (3.7) fillt im Modell die Nadel bei ei-
nem SchlieBvorgang ohne Prellen in den Sitz, da simtliche Bewegungen zZ der
Nadel verschwinden, sobald die Stellung Geschlossen erreicht wird. Obgleich dies
nicht bei jedem Injektor notwendigerweise der Fall sein mag, so bestéitigen doch
die Messungen in der Abbildung 3.3 diesen Ansatz, denn bei den beiden gezeigten
Schlievorgéingen ist kein unmittelbares Prellen der Nadel im Sitz erkennbar.

Die Parameter des Modells d, s, €, ma, ms, ko, ks, r2, 3 und die fiir den Injektor
als konstant angenommene Nadelschliefkraft Fy sind die Losung des statischen
Optimierungsproblems

/ (gU (UMeB o USim(IMeB))2 + gh (hMeﬁ o hSim(IMeﬁ))2) dt — min

mit den Gewichtungsfaktoren gV und g", welches mit einem Gradientenabstiegs-
verfahren gelost wurde.

In der Abbildung 3.7 sind die parametrierten Gleichungen (3.6) bis (3.8) den
Messungen aus der Abbildung 3.3 gegeniibergestellt. Obwohl der gemessene und
der simulierte Nadelhub im offenen und geschlossenen Zustand des Injektors zwar
nahezu auf Strichbreite iibereinstimmen, treten dennoch insbesondere wihrend des
Offnens und SchlieBens recht grofie Abweichungen von bis zu 27 Prozent des Nenna-
delhubs auf. Diese sind in der Modellierung mittels diskreter Massen begriindet, aber
auch die Reibung der realen Injektormechanik ist weitaus komplexer zu erwarten
als die lineare Ddmpfung in der Ersatzanordnung. Der Vergleich der Spannungen
zeigt ebenfalls deutliche Abweichungen zwischen Messung und Simulation, wobei
die Hauptursache dafiir die in den Gleichungen (3.2) und (3.3) vernachléssigte Hy-
sterese des Piezoaktors sein diirfte. Das folgende Unterkapitel untersucht deshalb
die Kombination eines konzentriertparametrischen Modells und der Hysteresemo-
dellierung nach DAHL und WILDER.
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Abbildung 3.7: Simulationen der Injektorersatzanordnung mit konzentrierter
Masse und Vergleich mit Messungen (Simulationen sind als
durchgezogene und Messungen als gestrichtelte Linien darge-
stellt)

3.4 Ersatzanordnung mit konzentrierter Masse
und Hysterese

Das Modell soll wieder aus dem Aktorstrom Ip und der NadelschlieBkraft Fy eine
Aktorspannung Up und einen Nadelhub hy berechnen. Um die Hysterese des Aktors
in das Modell einzubeziehen, bietet sich die Verwendung der Gleichungen (2.27) bis
(2.29) an, in denen die Polarisation P mit einem inversen Hystereseoperator aus
dem Aktorhub hp und der Aktorspannung Up bestimmt wird. Aus Griinden der
Parametrierbarkeit findet im folgenden der inverse erweiterte Hystereseoperator aus
der Gleichung (2.26) Verwendung.

11 1 kP ~
P = 1! = — —hp, t,0 3.9
(5o o Qe+ o o e 1. (39
p 1 Ip 1
U — i - ——— P 3.10
i NZAp eF RA A (3.10)
ke Ap 1
Fp = Ap—P-2 11
i PSP Ip s (3:11)

Nun gilt es, die Differentialgleichung des Hystereseoperators in die Zustandsglei-
chungen einzubinden. Dazu wird zunéchst die Polarisation der Keramik in den Zu-
standsvektor des Modells aufgenommen, wie die Tabelle 3.3 illustriert.
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Zustand  Physikalische Bedeutung

xh Ladung des Piezoaktors

xh Polarisation des Piezoaktors

xd Auslenkung des nadelseitigen Piezoendes

xh Geschwindigkeit des nadelseitigen Piezoendes
xk Auslenkung des Ventiltellers

xh Geschwindigkeit der Ventiltellers

Tabelle 3.3: Physikalische Bedeutungen der Elemente der Zustandsvekto-
ren der konzentriertparametrischen Ersatzanordnungen mit
Hysterese

Unter Beibehaltung der Ein- und Ausgangsvektoren (3.4) und (3.5) lauten die Ma-
trizen der Zustandsraumdarstellungen jetzt

0 0 0 0 0 0 10
0 0 0 220 0 OP
dhp 7Qp
N 0 0 0 1 0 0 = 0 0
a4 = 1 OFj 1 OF] r 2 —
0 5570 E(ﬁ—kz—ks) -2 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 A0 0 0P
Ohp 9Qp
K 0 0 0 1 0 0 2 0 0
a = 1 OFj 1 OF, r D =
0 550 m—z(ﬁ—kz—ks -2 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 kg 0 -k 0 -5
ms3 m3 ms3
oU oU
C:ﬁa—;oooo D:(()o)
= 0 0 00 1 0 - 00
Die darin enthaltenen partiellen Ableitungen E?h_l;’ BaQ—P;, %Llf, ghig, SQLIE un aBL]f

ergeben sich aus den Gleichungen (3.9) bis (3.11) sowie der Definition des Hystere-
seoperators.

Wie schon bei dem Modell ohne Hysterese ist es auch hier wieder ratsam, die beiden
Stellungen unabhéngig voneinander fiir ein Zeitintervall T' zu 16sen. Die Zustands-

abhingigkeit von aah—]; und 6%—’; in den Ubergangsmatrizen A’ und in den Steuer-

matrizen B* verhindert hier jedoch geschlossene analytische Losungen der beiden
Teilmodelle, weshalb an dieser Stelle numerische Naherungen erforderlich sind.

Eine iibliche Methode zur Losung von nichtlinearen Anfangswertproblemen ist das
EuULERsche Polygonzugverfahren, welches einer wiederholten linearen Extrapolation
der Zustandsdnderung vom Zeitpunkt ¢ auf ¢t = tx_1 + T entspricht.

2'(k) ~ TA(z(k—1)z(k—1) + TB'(z(k 1)) u(k - 1)
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Die Modellstrukturen erlauben es aber auch, die Teilmodelle fiir einzelne Arbeits-
punkte des Hystereseoperators zu linearisieren und analytisch {iber ein Zeitintervall
T zu integrieren. Die so erhaltenen Folgen zeitdiskreter linearer Zustandsraum-
modelle sind a priori berechenbar, und in der Simulation liefert dann eine Inter-
polation zwischen diesen Modellen die fiir den jeweiligen Arbeitspunkt gesuchten
Zustandsiibergangsvorschriften

a'(k) = G'(z(k—1)x(k—1) + H'(z(k —1)) u(k - 1)

fiir die beiden Ventilstellungen ¢ = 1 und ¢ = 2. Im Vergleich zur Integration nach
EULER ist dank der Folge analytischer Losungen die Wahl einer grofieren Abtastzeit
T moglich, was den Einsatz des Modells in einem KALMAN-Filter begiinstigt. Die
Zustandsabhéngigkeit der Differentialgleichungssysteme ist hier zudem beschréinkt
und fillt vergleichsweise gering aus, weshalb der Fehler durch die lineare Approxi-
mation vernachléssigbar ist. Somit stellt die Integration der Modellinearisierungen
eine attraktive Alternative zum EULERschen Polygonzugverfahren dar.

Unabhéngig von der Frage der Integrationstechnik dient auch hier wieder eine Fall-
unterscheidung

(3.12)
eh(k) @y(k) oh(k) h(k) 0 0 )" fir hn(k)<0O

23(k) 23(k) 23(k) 23(k) ad(k) «i(k)T fir ha(k) >0
y(k) = Cuz(k) + Du(k) (3.13)

mit hx(k) = 22(k) dazu, einen gemeinsamen neuen Zustandsvektor z(k) und einen
Ausgangsvektor y(k) fiir den Zeitpunkt ¢; zu berechnen.

Die Abbildung 3.8 vergleicht das wiederum mittels einer Optimierung parame-
trierte Modell mit den Messungen. Es ist erkennbar, daf3 der Modellfehler wihrend
der Lade- und Entladeflanken zwar geringer ausfillt, was jedoch im Vergleich zu den
weiterhin existierenden Modellabweichungen kaum von Bedeutung ist. Insbesondere
das berechnete Schwingen der Injektormechanik unmittelbar nach der Ladeflanke
unterscheidet sich noch immer drastisch von dem gemessenen Verhalten. Zugunsten
der Modellgenauigkeit ist offenbar einer moglichst realitdtsnahen Modellierung der
Injektormechanik eine groflere Bedeutung zuzumessen.

Ein Weg hierzu ist sicherlich, anstatt eines Modellansatzes mit nur drei Massen
wie in der Abbildung 3.5 einen detaillierteren Ansatz héherer Ordnung zu wéhlen.
Doch welche Punkte des mechanischen Aufbaus sind sinnvollerweise durch zusétz-
liche Zustéinde im Modell zu reprisentieren? Diese Frage ist schwer zu beantwor-
ten, denn klassische Methoden wie beispielsweise die Modalanalyse sind aufgrund
des schaltenden Charakters der Streckendynamik nur bedingt anwendbar. Generell
ist aber anzunehmen, dal mit zunehmender Anzahl diskreter Massenpunkte die
Genauigkeit der Ersatzanordnung zunehmen wird. Diese Uberlegungen fithren zu
dem Ansatz, jedes einzelne der Bauteile als eine Reihe gekoppelter Feder-Masse-
Schwinger zu simulieren. Je mehr Teilmassen eine solche Ersatzanordnung enthélt,
umso stérker ndhert sie sich der verteiltparametrischen Realitét.

Auch eine weitere Tatsache legt den Gedanken nahe, einen verteiltparametrischen
Modellansatz zu untersuchen. Direkteinspritzende Injektoren haben aufgrund der
gegebenen Bauraumverhéltnisse in tiblichen Verbrennungsmotoren eine Lénge von
etwa 16cm, wobei grob ein Viertel der Injektorlidnge fiir hydraulische und elektrische
Anschliisse benotigt wird. Die verbleibenden etwa 12cm teilen sich, wie in der Ab-
bildung 3.1 erkennbar, in den Aktor und in die von ihm bewegte Injektormechanik

72



Norm. U
= o
o = o =

Norm. Nadelhub
o o

2
— = 10}
2 z  0f: St
3 Sopop Yt
E §_20
< T
£ 3
§ = : N N . )
£ -20p S S S
2 0 0.5 1 15

Abbildung 3.8: Simulationen der Injektorersatzanordnung mit konzentrierter
Masse und Hysteresenachbildung und Vergleich mit Messun-
gen (Simulationen sind als durchgezogene und Messungen als
gestrichtelte Linien dargestellt)

auf. Unter der Annahme gingiger Materialparameter bedeutet dies, daf§ die Schal-
laufzeit von einem Ende der Injektormechanik zum anderen etwa 25us betréigt, was
durchaus in der GréSenordnung der Offnungs- und SchlieBzeit von wenigen 100us
liegt. Mit anderen Worten: Eine Druckwelle, die durch eine elektrische Ansteuerung
des Piezoaktors im Injektor erzeugt wird, durchliuft wihrend der Zeit des Offnens
nur wenige Male die Injektormechanik. Das oben beschriebene konzentriertparame-
trische Modell ist eher ungeeignet, diesem Sachverhalt hinreichend genau Rechnung
zu tragen.

3.5 Verteiltparametrische Ersatzanordnung ohne
Hysterese

Fiir eine verteiltparametrische Ersatzanordnung des piezoelektrischen Wandlers und
der Injektormechanik ist es erforderlich, eine das System beschreibende partielle
Differentialgleichung herzuleiten, welche dann unter Beachtung der gegebenen zeit-
lichen und rdumlichen Randbedingungen zu losen ist. Reale Injektorkonstruktionen
weisen Ortliche Unstetigkeiten der Parameter und zeitlich nur abschnittsweise linea-
re Randbedingungen auf, weshalb eine geschlossene analytische Losung ausscheidet.
Zur Berechnung wird die partielle Differentialgleichung deshalb durch ein System
gewohnlicher Differentialgleichungen approximiert und mittels Ndherungen fiir die
Nichtlinearitéiten im Zeitbereich numerisch gelost.

Zuni#chst ist festzulegen, ob die Ortsabhiingigkeit der Anordnung im Ansatz ein-,
zwei- oder dreidimensional zu beriicksichtigen ist. Betrachtet man unter diesem
Aspekt die Abbildung 3.1, so fillt auf, dal der schematisch dargestellte Injektor
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Abbildung 3.9: Explosionsskizze der eindimensionalen Injektorersatzanord-
nung

in hohem Mafle symmetrisch zu einer gedachten Achse durch den Wandler und
durch die Ventilnadel ist. Auch die Krifte des Aktors konnen im Wesentlichen le-
diglich axial in Richtung der Nadel wirken. Aus diesem Grund reicht es aus, den
Injektor als eindimensionale Anordnung zu modellieren. Bei dieser Ndherung wird
vernachliissigt, dafl die Bauteile in der Realitét eine rdumliche Ausdehnung haben,
in der die Axialkréfte nicht notwendigerweise radial gleichverteilt sind. Auerdem
ist es nicht moglich, einen vollkommen symmetrischen Injektor herzustellen, wo-
durch sich ebenfalls Scher- und Radialkréfte ausbilden kénnen. Um diese Effekte
zu beriicksichtigen, wire eine mehrdimensionale Ersatzanordnung vonnéten. Fiir
die Verwendung des Modells in dieser Arbeit rechtfertigt aber die zu erwartende
geringfiigig hohere Modellgenauigkeit nicht den weitaus grofleren Parametrierungs-
und Rechenaufwand.

Statt die Menge aller konstruktiven Details des realen Injektors modellméBig zu
erfassen, hilft auch hier wieder eine vereinfachende Ersatzanordnung, wie sie in der
Abbildung 3.9 zu sehen ist. Alle axial zum Aktor angeordneten Bauteile sind Zy-
linder oder Prismen mit einer zumindest abschnittsweise konstanten Querschnitts-
fliche. Wie schon in den konzentriertparametrischen Modellen darf auch hier wieder
der thermische Langenausgleich fehlen, da in den Messungen kein langsames Schlie-
Ben der Nadel beobachtbar ist. Obwohl auch das Gehduse des Injektors aus einem
schwach dehnbaren Material besteht, sind die Lager und Sitzflichen in der Ersatz-
anordnung ortsfest. Neben den ortlich verteilten Bauteilen sind auch zusétzliche
konzentrierte Ddmpfungselemente eingezeichnet, welche die Reibung der Bauteile
an der Gehdusewand représentieren, sowie eine masselose Feder als Ersatz fiir die
Rohrfeder des Aktormoduls.

Um die mit einer ortlich verteilten Ersatzanordnung erreichbare Modellgenauigkeit
zu ermitteln, wird zun#chst fiir den Aktor wieder der lineare hysteresefreie Ansatz
fiir die Piezoelektrizitét in den Gleichungen (3.2) bis (3.3) angewendet. Die Para-
meter des Wandlers, namentlich die Querschnittfliche A, die Dichte o, die piezo-
elektrische Ladungskonstante d, die Dielektrizitédtszahl ¢, die Elastizitdtskonstante
s sowie die dynamische Viskositét 7, seien zeitinvariante Funktionen des Ortes z.

A= A(z) 0=o0(z) d=d(z)

e =¢(2) s =s(z) n=n(z)
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Abbildung 3.10: Eindimensionale Injektorersatzanordnung. In dieser Darstel-
lung ist das Ventil geschlossen

Da alle Np Elemente eines Stapelaktors elektrisch parallel geschaltet sind, liegt an
allen Elementen die gleiche Spannung U. Gebréiuchliche Wandler bestehen aus einer
groflen Zahl gleichartiger Scheiben, weshalb die Feldstéirke £ = ];]?P U von Scheibe zu
Scheibe nicht variiert und auch innerhalb der einzelnen Scheiben in guter Ndherung
nicht ortsabhingig ist.

Im Gegensatz zur Feldstérke ist die Flufldichte jedoch ortsabhéngig: Lokale Dehnun-
gen und Stauchungen der Keramik rufen ortsabhéngige Polarisationsverédnderungen
hervor und erzeugen deshalb Ausgleichsstrome zwischen den einzelnen Wandler-
scheiben. Die elektrische Verbindung der Elektroden, oft durch Strombénder oder
durch spezielle Leiterbahnen an den Seiten des Wandlers realisiert, besitzt zumeist
eine so grofe Leitfihigkeit, dafl die elektrischen Verluste durch die Ausgleichsstrome
vernachléssigbar klein sind. Auch die elektrischen Verluste durch die Leitfahigkeit
der Piezokeramik sind bei intakten Aktoren zu gering, um das Aktorverhalten nen-
nenswert zu beeinflussen. In den folgenden Betrachtungen ist deshalb kein Verlust-
leistungsanteil durch Leitungswiderstdnde und Leckstrome enthalten.

Um die partielle Differentialgleichung des Stapelaktors zu erhalten, miissen zunéchst
die im Wandler verteilten Energien bekannt sein. Die Abweichung der Lage der
Massenpunkte von der Ruhelage sei durch die Funktion h = h(z, t) mit der Einheit
m beschrieben; z mit ebenfalls der Einheit m ist hier die unbewegte Position des
differentiellen Léngenelementes im Bauteil. Die kinetische Gesamtenergie ist somit

z

VR A
Wkin = 5/14@ (E) dz.

“P1

Die verteilte potentielle Energie berechnet sich aus der Dehnung & = % und der

mechanischen Spannung o.

Wpot = - /Afadz
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Neben diesen mechanischen Energien fiithrt die Ladungs- und Feldstirkeverteilung
zu einer verteilten elektrischen Energie.

Zp2
1 s d 0h
o = = A D*+A——— —D
We 2/( es — d? * es —d? 0z >dz
Zp1

Zusitzlich zu den konservativen Energien sind ebenfalls die durch innere Verluste
und Wechselwirkungen mit der elektrischen und mechanischen Seite des Wandlers
verursachten virtuellen Energien zu berticksichtigen.

zp2
Weirt,el = / ADEdz

“P1

Als mechanische Anregung wirke eine Volumenkraft f in % auf die verteilte Masse.

Niherungsweise wird angenommen, dafl das NEWTONschen Reibungsgesetz oyisk =
2

-n —aaz gt mit der dynamischen Viskositét n gilt.

2 oh 9h
Weirt,meech = / <A fh—A na 8z8t)
zZp1

Entsprechend dem verallgemeinerten HAMILTONschen Prinzip fithrt eine Variations-
rechnung

ty

t1
8/ (Wkin - Wpot + Wel) dt + / (inrt,mech + inrt,el) dt=0
to

to

der Wirkung zu der das System beschreibenden Differentialgleichung [Waue97].

9%h 0 € Oh 02h 0 d
AogE ~ 5, (Ass—d2 oz +An8z8t) = A-g (A ) D) (3:14)
s d oh _ Np
es—d?2  es—d?2 0z  Ip v (3.15)

Fiir physikalisch sinnvolle Werte der dynamischen Viskositéit 1 ist (3.14) eine inho-
mogene hyperbolische Differentialgleichung zweiter Ordnung.

Einsetzen der Gleichung (3.15) in die Gleichung (3.14) ergibt eine partielle Differen-
tialgleichung, die das mechanische Verhalten als Reaktion auf die beiden Stérfunk-
tionen U und f beschreibt. Auch die Gesamtladung des Aktors wird zu einer Funk-
tion von U und von f, wenn die verteilte Fluidichte aus der Gleichung (3.15) iiber
die Lénge Ip des Aktors von zp; bis zps flichengewichtet integriert wird.

8%h 0 1 0h 9%h Np 0O d
No [[NeA[ @ d oh
_ p P _& aaon
Q-7 /( - (5 S)U+As az)dz (3.17)
zp1
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Die Spannung ist, wie bereits beschrieben, iiber der gesamten Aktorlinge gleich
grof. Wenn zudem die Materialparameter und die Querschnittsfliche des Aktors
Konstanten sind, ist das Integral in der Gleichung (3.17) leicht l5sbar.

9?h 1 0%h 93h Np d 0O
—_— —_— = _— = — ']_
e ot2 s 022 n 0220t lp s 82U (3.18)
ANZ 2 ANp d
Q = lP (E — —> U + lp g (h|Z:zp2 — h|z:ZP1) (319)

Fiir die meisten piezoelektrischen Stapelaktoren treffen diese Annahmen zu, so daf
an dieser Stelle mit den Gleichungen (3.18) und (3.19) ein verteiltparametrischer
Ansatz fiir das Gros der Stapelaktoren vorliegt. In der Gleichung (3.18) wird be-
sonders deutlich, dafl in einem piezoelektrischen Stapelwandler mechanische Wellen
geddmpft ausbreitungsfihig sind, wobei die Anregung nicht nur durch von auflen
angreifende Kréfte erfolgt, sondern auch an den Stirnflichen des Aktors mittels
einer elektrischen Spannung. In dhnlicher Form sind die Gleichungen (3.18) und
(3.19) auch in [Waue97] zu finden.

Nachdem nun fiir den Aktor eine verteiltparametrische Beschreibung vorliegt, gilt es
jetzt, sich der iibrigen Injektormechanik zu widmen. Wie anhand des Injektorauf-
baus in der Abbildung 3.1 ersichtlich ist, bestehen das Aktorgehiuse und die
Injektornadel aus Stahl. Eine Feder dient dazu, den Injektor ausreichend schnell
schlieBBen zu kénnen. Alle diese Bauteile lassen sich ebenfalls als Kérper ansehen, in
denen sich die mechanischen Druckwellen fortpflanzen, allerdings ohne piezoelektri-
sche Anregung. Hier gelte deshalb die inhomogene geddmpfte Wellenausbreitung

®or oz

0h 9 oh 82h
(AY—+An 8z8t) = Af

o (3.20)

mit dem YOUNGschen Modul Y.

Nicht alle Bauteile des Injektors sind kraftschliissig, sondern einige nur formschliissig
verbunden. So ist der Aktor zwischen dem Hydraulikkolben und der Ventilnadel
durch die Vorspannkraft der Rohrfeder eingeklemmt, die Riickstellfeder liegt lose
zwischen Gehduse und Ventilnadel, und auch der Hydraulikkolben ist innerhalb
seiner Kammer beweglich, solange er nicht an die Gehdusewand st68t. Obwohl an-
grenzende Bauteile sich im geschlossenen Zustand beriihren, ist es je nach Betriebs-
zustand und Ansteuerung des Injektors moglich, daf sie sich voneinander ldsen.
Dieser Umstand erfordert es, die Bauteile separat durch partielle Differentialglei-
chungen zu beschreiben, deren Randbedingungen hart nichtlinear vom Zustand des
Modells abhéngig sind.

Spétestens an dieser Stelle wird deutlich, daf es nicht zweckméBig ist, die partiellen
Differentialgleichungen analytisch 16sen zu wollen, wenn dies bei den auftretenden
nichtlinearen Randbedingungen iiberhaupt moglich ist. Stattdessen bietet es sich
vielmehr an, aus der verteiltparametrischen Ersatzanordnung mittels Ortsdiskre-
tisierung ein System gewohnlicher Differentialgleichungen zu entwickeln, welches
dann im Zeitbereich numerisch losbar ist. Ist dabei sowohl die zeitliche als auch
die ortliche Schrittweite der Diskretisierung hinreichend klein, so verhélt sich das
gewonnene konzentriertparametrische Modell nahezu wie der urspriingliche verteilt-
parametrische Ansatz.
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Zur Ortsdiskretisierung wird héufig das Differenzenverfahren verwendet, bei dem
die Differentialquotienten durch Differenzenquotienten genihert werden [Foel94]
[BSMMO1]. Die Ortsdiskretisierung der Gleichungen (3.16), (3.17) und (3.20) nach
dem Differenzenverfahren erweist sich jedoch als problematisch. In der Abbildung
3.9 ist zu erkennen, daf die Querschnittsfliche A eine nichtstetige Funktion des Or-
tes ist, wie beispielsweise an der Stelle der Nadel, die eine Lose mit dem Ventilsitz
bildet. An diesen Stellen ist das Argument des Differentialoperators nicht eindeu-
tig definiert und damit auch keine Diskretisierung moglich. Dennoch wire gerade
dort die Einfithrung eines konzentrierten Zustands erforderlich, um die nichtlineare
Randbedingung beriicksichtigen zu kénnen.

Einen Ausweg bietet die finite Integrationstechnik [Mark98], bei der die Diskreti-
sierung einer Funktion ¢(z) mit einer gebietsweisen Mittelwertbildung

1 z+%Az

o) = w)=a [ e d

1
R TAY

iiber der Schrittweite Az der Ortsdiskretisierung einhergeht. Dadurch wird aus ¢(z)
eine stetige Funktion $(z), auf welche dann ein Differenzenverfahren angewendet
werden kann. Bei der Wahl von Az ist zu beachten, dafl die gebietsweise Mit-
telwertbildung der finiten Integration bei der ungeddmpften Wellengleichung (und
damit auch bei der ungeddmpften partiellen Differentialgleichung fiir Piezoaktoren)
im Frequenzbereich einer tiefpaffilternden Faltung mit einer Rectangular-Funktion
gleicht. Um mit der konzentrierten Ersatzanordnung einen gewiinschten Frequenz-
bereich untersuchen zu konnen, mufl demnach sichergestellt sein, da3 sowohl die
zeitliche als auch die ortliche Diskretisierung hinreichend klein gewahlt sind.

Mit dem #quidistanten Gitter zx = 29 + k - Az und dem dagegen um einen halbe
Schrittweite verschobenen Hilfsgitter zj, = zo + (k + 3) - Az ergibt die finite Integra-
tion der Gleichungen (3.16) und (3.17) unter Verwendung der Differenzenquotienten

Op (z1) _ P(2) = (24-1) ¢ (21,) _ P (zrt1) — P (21)
9z Az 9z Nz

das gesuchte System gewohnlicher Differentialgleichungen fiir die h(zy).

— d?h(z) B An(z),) dh(zk11) n An(z},) + An(z,_y) dh(zy)

A
o(zk) =2 A2 dt Nz at
An(z,_y) dh(zi- As™(z, As(z;) + As™!(z,_)
_ Aszl (d]; 1) _ Az(2 k) h(2k+1)+ k i k—1 h(Zk)
As— (20 _ _ Np Ads=1(2!) — Ads= (2! _
_ %ﬁh(zk_l) = A(z) Flz) — z_pP () - (1) U (3.21)
3.22
N2Az kpp N, kpg ( :
Q="222 N Ae—Fs AU+ -2 Y AdsT(24) (h(znr1) — b))
b k=kpy b k=kpy
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Die hier angegebenen Gleichungen sind die mathematischen Formulierungen gekop-
pelter geddmpfter Feder-Masse-Schwinger, welche sowohl durch von auflien angrei-
fende Krifte f(z) als auch durch eine iiber der Anordnung konstante elektrische
Spannung U angeregt werden. Um anstatt der Spannung die Ladung @ als Mo-
delleingang zu verwenden, ist die Gleichung (3.22) nach U aufzulésen und in die
Gleichung (3.21) einzusetzen.

Auf analoge Weise ist auch die partielle Wellengleichung (3.20) der iibrigen Bauteile
des Injektors ortsdiskretisierbar. Das Ergebnis entspricht der Gleichung (3.21) mit
s'=Y undd = 0%/ In die so erhaltenen Differentialgleichungssysteme lassen sich
ebenfalls die konzentrierte Rohrfeder sowie die Bauteilreibungen integrieren.

Noch ist ungeklirt, wie die zustandsabhéngigen Randbedingungen der partiellen
Differentialgleichungen mathematisch zu formulieren sind und wie eine Integrati-
on der Differentialgleichungssysteme erfolgen kann. Prinzipiell ist es zwar wieder
moglich, die Systeme der gewdhnlichen Differentialgleichungen in eine Zustands-
raumschreibweise zu iibertragen und dort fiir ein Zeitintervall 7" zu 16sen. Wie aber
schon bei dem konzentriertparametrischen Modell beschrieben wurde, fithrt jede Lo-
se der Ersatzanordnung zu einer Fallunterscheidung zwischen einzelnen Zustands-
raummodellen. Bei den 6 Losen der verteilten Ersatzanordnung sind dies insgesamt
64 verschiedene Kombinationen aus 31 spezifischen Differentialgleichungssystemen
unterschiedlicher Grofle. Ein einziges Zustandsraummodell hingegen, in dem alle
Nichtlinearitdten der Randbedingungen analytisch enthalten sind, ist nur mit ei-
nem hohen Aufwand numerisch 16sbar.

Praktikabler ist es dagegen, die Systeme der einzelnen Bauteile zunéchst so zu for-
mulieren, daf sich alle Bauteile unabhingig von einander bewegen. Die Gleichungs-
systeme der einzelnen Bauteile sind dann fiir ein Zeitintervall T' sehr einfach l6sbar.
Stellt sich wihrend der Simulation am Ende eines Zeitintervalls bei t = t¢; heraus,
daf} sich zwei Bauteile beriihren oder in der Berechnung bereits ineinander einge-
drungen sind, dann sind die Positionen und Geschwindigkeiten der Randmassen in
geeigneter Weise zu korrigieren, bevor das néchste Zeitintervall simuliert wird.

va(za2,t]) = wa(zas,t; )+ Ava (3.23)
vp(2B1, tj') = wp(zp1,t; )+ Avp (3.24)
ha(zaz,t7) = ha(zaz,t;)+ Oha (3.25)
hg(z1,t]) = he(ze1,t; )+ Ahg (3.26)

ha(zaz2,t; ) und va(za2,t; ) sind hier die unkorrigierten Positionen und Geschwin-
digkeiten des rechten Endes eines Bauteils A, hg(zg1,t; ) und vg(zg1,t; ) die des
linken Endes eines Bauteils B.
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Je nachdem, ob sich die Bauteile tatséichlich unabhéngig bewegen, ob sie im letzten
Zeitintervall aufeinander gestoflen sind oder ob sie sich gegenseitig beriihrend ge-
meinsam bewegen, fillt die Korrektur unterschiedlich aus: Beriihren sich die Bautei-
le nicht, so ist auch keine Korrektur erforderlich (Ava = Avg = Ahpy = Ahg =0),
denn dies entspricht dem Fall, fiir den die Differentialgleichungssysteme im Zeitbe-
reich aufgestellt und gelost sind. Sind die Bauteile im letzten Zeitintervall aufein-
ander gestoflen (ha(za2,t; ) < hs(z1,t; )), ist ein moglicher Korrekturansatz die
Nachbildung eines zentralen elastischen Stofies der beiden Randmassen [Heri92].

2mp(2p1) B -
A pu— - _ :
o ma(za2) + mz(z81) (vB(zB1,t; ) — va(2a2,t;))
2ma (2a2) 3 -
e mA(ZAQ) +mB(zBl) (UA(ZA27 1 ) UB(ZBla i ))
ha(za2,t;) — hs(zB1,t;) ; _
Ah - : - at‘ - ,t»
A va(za2,t;) — vs(zB1,t; ) ('UA(ZAQ ;) —va(zaz2,t; ))
Ahe = hA(ZAQ’ti*) - hB(ZBl’ti) (vB(zB1,t]) — vB(2B1,t;))
va(za2,t; ) — vB(zB1,1; )

Haben die Bauteile bereits zu Beginn der Simulation Kontakt und entfernen sich
nicht wihrend eines Zeitintervalls, so ist eine andere Korrektur erforderlich, bei-
spielsweise die des zentralen inelastischen Stofles.

mg(281) - -

AvA ma(za2) + ms(zB1) (vB(zB1,t;) — va(2a2, ;)
_ ma(za2) oal(zant7) — vn(zm i

Hup = ma(zaz2) + ms(zB1) (eaen ) = vnem, 1)
B ms(2B1) =Y R (zag. t—

Bha = ma(za2) + ms(2B1) (hB(zB1,t;7) — ha(2a2,t7))

Ahy = ma(zaz) (hA(zAz,tf) — hB(zBl,t{))

ma(zaz) + ms(2zB1)

Die Niherungslésung der partiellen Differentialgleichungen (3.16) und (3.20) fiir die
oben beschriebene Ersatzanordnung setzt sich somit aus den fiir ein Zeitintervall
gelosten Differentialgleichungssystemen (3.21) zuziiglich der konzentrierten Bauteile
und den zustandsabhiingigen Korrekturen (3.23) bis (3.26) zusammen.

Wie gut ein solches Modell die Realitéit wiederzugeben vermag, veranschaulicht die
Abbildung 3.11. Simuliert wurde ein Modell mit insgesamt 120 Zustédnden, was
einer Ortsdiskretisierung der Ersatzanordnung von Az = 2mm entspricht. Die Ab-
weichungen zwischen dem simulierten und dem gemessenen Nadelhub sind hier mit
bis zu 14 Prozent jetzt nur noch halb so grofl wie die der konzentrierten Modelle.
Somit ist die Uberlegung bestiitigt, da durch eine verteiltparametrischen Model-
lansatz das mechanische Verhalten besser abgebildet wird.

Auflerdem ist zu beobachten, dal die berechnete Aktorspannung noch immer Ab-
weichungen von bis zu 15 Prozent aufweist. Es stellt sich also die Frage, ob es dhnlich
wie schon in den vorherigen Unterkapiteln auch hier wieder der elektrischen Modell-
genauigkeit zugute kommt, die Wandlerhysterese im Modell zu beriicksichtigen.
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Abbildung 3.11: Simulationen der eindimensionalen Injektorersatzanordnung
und Vergleich mit Messungen (Simulationen sind als durchge-
zogene und Messungen als gestrichtelte Linien dargestellt)

3.6 Verteiltparametrische Ersatzanordnung mit
Hysterese

In diesem Kapitel wird das verteiltparametrische Modell des vorherigen Kapitels
mit einer verteilten Wandlerhysterese kombiniert und im Zeitbereich gelost. Der
Vergleich mit Messungen zeigt wieder die auf diese Weise erzielbare Modellgenau-
igkeit.

In dem vorangegangenen Unterkapitel wurde bereits erldutert, dafl sich schon die
linearen partiellen Differentialgleichungen (3.18) und (3.20) aufgrund der mecha-
nischen Losen kaum fiir eine analytische Losung eignen, weshalb die Simulation
numerisch zu erfolgen hat. Umso mehr gilt dies fiir die nichtlineare partielle Diffe-
rentialgleichung des hysteresebehafteten Stapelaktors. Wéihrend in einem konzen-
trierten Hystereseoperator lediglich einzelne Reibelemente oder Merkervariablen
die Zeitabhéngigkeit pragen, sind dies im verteilten Falle gar Reib- oder Mer-
kerfunktionale. Eine solche partielle Differentialgleichung ist nur noch numerisch
durch eine Orts- und Zeitdiskretisierung l6sbar, wodurch dann wieder diskrete Hy-
stereseoperatoren entstehen.

81



Dieser Gedanke legt den Schlufl nahe, fiir eine verteiltparametrische hysteresebehaf-
tete Ersatzanordnung den linearen piezoelektrischen Ansatz in dem Gleichungssy-
stem (3.21) und (3.22) durch einen geeigneten nichtlinearen zu ersetzen. Wie schon
fiir das konzentriertparametrische Modell in Kapitel 3.4 wird auch hier wieder der
inverse erweiterte Hystereseoperator nach DAHL und WILDER aus der Gleichung
(2.26) verwendet. Ein Koeffizientenvergleich zwischen den Gleichungen (2.30) bis
(2.32) der nichtlinearen Piezoelektrizitit und den Differentialgleichungen (3.21) und
(3.22) ergibt das nichtlineare Differentialgleichungssystem

d*h(zr) | An(z;) + An(z,_y1) dh(z)

Aolzr) =2 N at
) dhern) | TG ) i) AGPTTIC)
JAV-Z dt JAV-Z dt JAV-2 b
+A(3P)71(21/€) Z;(sp)*l(z,g_l)h(zw B A(SP)A*;z;/C_l) h(ze_1)
T (P =T (! TGP (o)
= A Flan) - ATCG) pgy  AVC) D piy ) 5

mit der diskretisierten Polarisationsverteilung

P(z) = T (JZ)PU+1<E(3P) (QW _) (3.28)

mit 9~4 =04+ k”]{iE(SP)_l(Z;c)

und der Gesamtladung des Aktors

9 kpo kpa
_ Moz 3 e NIZA'Z S A P(sh) (3.29)
b k=kpq P k=kpy

Diese Gleichungen beschreiben eine ortsdiskrete Ersatzanordnung fiir einen hyste-
resebehafteten piezoelektrischen Wandler, welcher durch eine elektrische Spannung
angeregt wird.

Auch dieses Modell 148t sich so umformulieren, dafl anstelle der Spannung die Ge-
samtladung des Aktors als Modelleingang fungiert. Dazu mufl das Modell aus der
gegebenen Gesamtladung die einzelnen diskreten Teilladungen berechnen, wobei an
allen einzelnen Scheiben des Aktors stets die gleiche Spannung anliegt. Aus einer
gegebenen Anderung der Gesamtladung ist demnach die Anderung der Aktorspan-
nung zu bestimmen.

Ein Auflgsen der Gleichung (3.29) nach U mit anschlieflender zeitlicher Ableitung
ergibt

aw lp Ip Zk” A ) (3.30)
dt kpy NpAz dt ' '
Np >0 Aef(z) F=kp1
k=kpq
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Dabei sind die %}f/’“) wiederum von dt U abhiingig, wie die Differentialgleichung des
Hystereseoperators in der Gleichung (3.28) zeigt.

Nep AU | g,y 4 P(zii1) = R(z)
o PR e g T s (3.31)
[91 (2 — 91—2s1gn(dpd(:l/€)) <JZV—PP (U — UMerk) — 0y (P(zfg) — PMerk(zfg)>

03 ,
+kE(S}2;1(Zk) (h(zk+1) - hMerk(2k+1) _ h(zk) + hMerk(Zk)>> ) 10, de(tZk)

Die Gleichungen (3.30) und (3.31) sind ein implizites und unstetig nichtlineares Dif-
ferentialgleichungssystem fiir P(z;) und U in Abhéngigkeit von den Zustédnden der
Positionen h(zy), der Geschwindigkeiten dhd(fk) sowie von dem Modelleingang Q.
Zwar stimmt darin die Anzahl der Gleichungen mit der Anzahl der Unbekannten
iiberein, aber im allgemeinen ist ein System dieser Art trotzdem nicht notwendi-
gerweise eindeutig l6sbar. Fiir den hier vorliegenden speziellen Fall 148t sich jedoch
zeigen, daf zu jedem Zeitpunkt genau eine Losung existiert Wird die aus der Defini-
tion des Hystereseoperators resultiernde Beschréinkung 3 P( y > 0 beachtet, so fiihrt

eine Strukturanalyse der Koeffizientenmatrix zu dem Schluf}, dafy das Gleichungssy-
stem unabhingig von den Werten der Signum-Funktionen immer den vollen Rang
hat und deshalb immer mindestens eine Losung aufweist. Fiir den Beweis, dal ma-

ximal eine Losung existiert, sei angenommen, dafl durch die Signum-Funktion zwei

dPi(z) g 4P2(zk) dPl(zk) sz(%))
dt dt dt
gelten moge. Mit den beiden Polarisationsdnderungsraten erhalt man ebenfalls zwei
Anstiegsgeschwindigkeiten der Spannung <5 dU1 und djf , wobei nach Gleichung (3.30)
dU1 > dU2 und nach Gleichung (3.31) <3 dU1 < dU2 gelten mufl. Durch diesen Wider-
spruch kann es maximal eine Losung geben Das implizite Differentialgleichungssy-
stem in den Gleichungen (3.30) und aus (3.31) ist also zu jedem Zeitpunkt eindeutig

in ein explizites System iiberfithrbar.

Loésungen moglich seien, wobei sign ( ) < sign (

Um eine Methode zur Losung des Gleichungssystems zu finden, ist die Erkennt-
nis hilfreich, dafl sich der Wertebereich der Signum-Funktion auf die Elemente
{-1,0,1} beschriinkt. Mittels einer Fallunterscheidung entstehen damit aus dem
einen impliziten und unstetig nichtlinearen Differentialgleichungssystem insgesamt
3(kp2—kp1+1) explizite Differentialgleichungssysteme, welche mit dem EULERschen
Polygonzugverfahren vergleichsweise einfach zu losen sind. Ein praktikabler Weg
zur numerischen Integration ist also, in jedem Zeitschritt zunéchst eine mogliche
Kombination der Signum-Funktionswerte auszuwéhlen und fiir diese das daraus
entstehende explizite Gleichungssystem zu 16sen. Bestétigt diese Losung die zuvor
angenommenen Werte der Signum-Funktionen, so ist auch das urspriingliche im-
plizite System gelost. Widerspricht die Losung stattdessen den Annahmen, so sind
andere Fille zu untersuchen, bis das Ergebnis schlieflich die Annahmen erfiillt.

In der Abbildung 3.12 sind die Simulationen der parametrierten Gleichungen
(3.27) bis (3.29) den Messungen aus der Abbildung 3.3 gegeniibergestellt; beson-
dere Beachtung findet dabei wieder die Bestimmung des Anfangszustands der Hy-
stereseoperatoren. Auch hier liegt der Berechnung wieder ein Modell der Ordnung
120 zugrunde. Wie erwartet ist die Abweichung zwischen der simulierten und der
berechneten Aktorspannung mit bis zu 9 Prozent deutlich geringer als bei dem
vorangegangenen Modell ohne Hysterese, und auch der simulierte Verlauf der Na-
delbewegung konnte mit maximalen Abweichungen von nunmehr 11 Prozent etwas
besser an den gemessenen angeglichen werden.
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Abbildung 3.12: Simulationen der eindimensionalen Injektorersatzanordnung
mit Hysteresenachbildung und Vergleich mit Messungen (Si-
mulationen sind als durchgezogene und Messungen als ge-
strichtelte Linien dargestellt)

3.7 Verteiltparametrische Ersatzanordnung des
kraftstoffdurchstrémten Injektors mit Hyste-
rese

Aus den Messungen im Unterkapitel 3.2 an einem Injektor mit und ohne Kraft-
stoffdruck geht hervor, dafl die hydraulischen Wechselwirkungen das mechanische
Verhalten nur geringfiigig beeinflussen. Aus diesem Grund wird in diesem Unter-
kapitel gezeigt, welche Genauigkeit durch den zuletzt beschriebenen Modellansatz
einer trockenen Injektormechanik in Verbindung mit einer fiir den kraftstoffdurch-
flossenen Injektor angepafiten Parametrierung erzielbar ist.

Bei dem untersuchten Injektor fiihrt der Kraftstoffdruck zu einem verringerten Na-
delhub. Dieses Verhalten 148t sich dadurch erkldren, dafi die Verhéltnisse der hy-
draulischen Angriffsflichen so gewahlt sind, dafl durch den Innendruck eine zusétz-
liche SchlieBkraft auf die Nadel wirkt. Auch im getffneten Zustand ergeben sich
durch die Stromung des Fluids zusétzliche Kréfte auf die Injektornadel, welche vom
Offnungsquerschnitt des Injektors abhingig sind. Beide Effekte lassen sich in dem
mathematischen Modell des Injektors durch geinderte Parameter der Nadelfeder
abbilden. Ferner ist die didmpfende Wirkung des Kraftstoffs mittels verédnderter
Koeffizienten der Bauteilreibungen berticksichtigt.

Neben dem Kraftstoffdruck im Inneren des Injektors wirkt im Motorbetrieb auch der
Gasdruck im Zylinder von aufien auf die Nadel ein. Bei nicht aufgeladenen OTTO-
Motoren variiert der Zylinderdruck wiahrend der Kompressionsphase abhéngig von
der Gasmenge und der momentanen Verdichtung zwischen 0,2bar und 30bar [Kirs01]
[Bosc03]. Dieser Druck wirkt einer Offnung der Ventilnadel des Injektors entgegen.
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Abbildung 3.13: Simulationen der eindimensionalen Injektorersatzanordnung
mit Hysteresenachbildung eines kraftstoffdurchstromten In-
jektors bei 200bar und Vergleich mit Messungen (Simulatio-
nen sind als durchgezogene und Messungen als gestrichtelte
Linien dargestellt)

Da die Angriffsfliche des Drucks aber nur wenige Quadratmillimeter grof ist, be-
einflussen die resultierenden SchlieBkrifte in der Gréfenordnung von 10N das In-
jektorverhalten nur sehr wenig. Zudem fithrt gerade die Entdrosselung des Motors
im geschichteten Betrieb dazu, dafl sich die Luftmenge im Zylinder zum Zeitpunkt
der momentenbildenden Einspritzung je nach Betriebspunkt nur in geringem Mafle
dndert, und auch der Zeitpunkt der Einspritzung ist bis auf wenige Grad Kur-
belwinkel stets gleich. Aus diesem Grund ist der Gasgegendruck auf den Injektor
im Motorbetrieb nahezu konstant und erfordert deshalb keine Beriicksichtigung als
Modelleingang oder als Storgrofie.

In der Abbildung 3.13 sind wieder die simulierten Ergebnisse der parametrierten
Gleichungen (3.27) bis (3.29) zwei Messungen gegeniibergestellt, allerdings an dieser
Stelle denen des durchflossenen Injektors aus der Abbildung 3.4. Wéhrend die simu-
lierte Spannung des Aktors wiederum um maximal 9 Prozent von der gemessenen
abweicht, sind die Fehler der berechneten Nadelbewegung von maximal 9 Prozent
sogar noch etwas geringer als die Modellfehler des trocken betriebenen Injektors in
der Abbildung 3.12.

Die Ahnlichkeit zwischen den Messungen und den Simulationsergebnissen bestiitigt
die Annahme, daf} die hydraulischen Effekte nur einen untergeordneten Einflufl auf
das Verhalten des Injektors haben. Mit den Gleichungen (3.27) bis (3.29) 148t sich
demnach bei geeigneter Parametrierung die Kinetik der Injektormechanik sowohl
rein mechanisch ohne Kraftstoff als auch im Normalbetrieb unter Kraftstoffdruck
berechnen.
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3.8 Ergebnisse und Uberleitung

In diesem Kapitel wurde das reale elektromechanische Verhalten des Injektors auf
verschiedene mechanische Ersatzmodelle zuriickgefiihrt, welche anschliefend ma-
thematisch formuliert wurden. Die erhaltenen mathematischen Gleichungssysteme
unterscheiden sich zum einen hinsichtlich der Modellierung der mechanischen In-
jektoraufbaus als konzentrierte oder als verteilte Massen und zum anderen durch
das verwendete Aktormodell, wie die Abbildung 3.14 verdeutlicht. Insbesonde-
re die Nachbildung der schaltenden Streckendynamik als Fallunterscheidung und
die Hysteresenachbildung im verteiltparametrischen Ansatz heben sich dabei von
den bisher verdffentlichten Injektormodellen ab. Ein Vergleich zwischen Messungen
und Simulationen der Modelle ergibt, dafi sich die Beriicksichtigung der Wand-
lerhysterese bei der hier behandelten Anwendung insbesondere in der simulierten
Aktorspannung auswirkt, wihrend die Modellierung der Bauteile des Injektors als
verteiltparametrisches System mit formschliissigen Verbindungen der mechanischen
Modellgenauigkeit zugute kommt. Die erzielten Simulationsergebnisse weichen um
weniger als 10 Prozent der Nennwerte von dem gemessenen Streckenverhalten ab.

Bei den beschriebenen verteiltparametrischen Modellen besteht die Problematik
weniger in der Berechnung des Modells als vielmehr in der Parametrierung. Von
den insgesamt etwa 40 Materialkonstanten, Bauteilabmessungen, Reibbeiwerten
und Vorspannkriften ist nur grob die Hilfte direkt messbar, und die Nichtlinea-
ritdten der Strecke und des Modells erschweren den Einsatz von Parameteridenti-
fikationsverfahren. Die nicht mefibaren Modellparameter sind deshalb mittels einer
Simulation im Rechnerdialog zu bestimmen. Dariiber hinaus ist zu beachten, dafl
insbesondere die Bauteilreibungen in der Realitédt weit komplexer sind als hier mo-
delliert, wodurch zusétzliche Modellfehler entstehen.

Als AbschluB der Modellbildung und Uberleitung zu dem niichsten Kapitel soll das
zuletzt beschriebene verteiltparametrische Modell mit Hysteresenachbildung einen
Einblick in die mechanischen Abldufe im Inneren des Injektors gewéhren. Die Ab-
bildung 3.15 zeigt dazu zwei Simulationen von Einspritzvorgingen. Die Offnungs-
und die Schlielzeiten betragen in den oberen Graphen jeweils 100us und in den
unteren jeweils 150us.

Hohe Modellgenauigkeit
A

Nichtlinear | Nichtlinear
konzentriert- | verteilt-
parametrisch | parametrisch

< »
< >

Linear | Linear
konzentriert- | verteilt-
© parametrisch | parametrisch

Geringe Modelldynamik
Hohe Modelldynamik

v
Geringe Modellgenauigkeit

Abbildung 3.14: Moglichkeiten der Injektormodellierung
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Abbildung 3.15: Berechnete Bewegungen und Krifte in der Injektorersatzan-
ordnung

Auf der linken Seite ist fiir die beiden bekannten Ansteuerverlidufe die Druckspan-
nung in der bewegten Injektormechanik als Funktion des Ortes aufgetragen; je
grofler die Druckspannung ist, umso dunkler ist die Schattierung. Von unten nach
oben ist der Druck in dem Hydraulikkolben, dem Piezoaktor, der Fufiplatte, der
Ventilnadel und dem Ventilteller in ihrer ausgelenkten Position aufgetragen, wobei
die Auslenkungen fiir die Darstellung stark vergrofiert dargestellt sind. Die rechte
Seite zeigt jeweils die iiber den Ort gemittelte Druckkraft in der Piezokeramik.

Bei den beiden Einspritzvorgingen ist zu erkennen, daf das Offnen des Injektors
durch einen Anstieg der Druckspannung im Aktor eingeleitet wird. Je nach Ge-
schwindigkeit des Ladungsanstiegs regt dies mehr oder weniger grofie Schwingungen
in den beweglichen Injektorbauteilen an, welche im ungiinstigen Fall dazu fiihren,
dafl der Aktor an seiner Fufiplatte den Kontakt zum Gehéuse verliert, um wenig
spiter auf dem Gehiuse wieder aufzuschlagen. Auch im gedffneten Zustand bleibt
die Injektormechanik stindig in Bewegung — selbst dann noch, wenn sich der Ak-
tor bereits zum Schlieflen des Ventils kontrahiert. Erfolgt dabei die Entladung zu
schnell, so verliert auch hier der Aktor wieder die Bodenhaftung. Obwohl das Ven-
til nach dem Entladen des Aktors in den geschlossenen Zustand iibergeht, sind
die mechanischen Bestandteile des Ventils dann noch lange nicht in der Ruhelage
angekommen.

Die mechanischen Belastungen, denen das Ventil bei den abgebildeten Einspritz-
vorgidngen unterliegt, sind also grofler, als sie zum Betrieb des Ventils erforderlich
sind. Wie das Ventil in einer besser geeigneten Art und Weise gedffnet und geschlos-
sen werden kann, wird im folgenden Kapitel erklért.
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Kapitel 4

Optimale Steuerung des
Injektors

Mit den im vorangehenden Kapitel vorgestellten Moglichkeiten der Modellierung
piezoelektrisch aktuierter Injektoren ist der Entwickler in der Lage, die Auswirkun-
gen einer elektrischen Ansteuerung auf das elektromechanische Verhalten vorher-
zusagen. In diesem Kapitel wird dieses Wissen ausgenutzt, um zeitliche Ansteuer-
verldufe zu bestimmen, welche das Ventil in moglichst kurzer Zeit und bei moglichst
geringer mechanischer Belastung 6ffnen und schlieflen. Zuletzt wird eine Endstufen-
topologie beschrieben, welche in der Lage ist, den gefundenen Ansteuerverlauf elek-
trisch umzusetzen. Einige Messungen an einem entsprechend angesteuerten Injektor
dienen schlieBlich dazu, die entwickelte Vorgehensweise zu bewerten.

Vor einer tiefergehenden Erorterung der regelungstechnischen und elektrischen De-
tails einer optimalen Ansteuerung gelten noch einige grundsitzliche Voriiberlegun-
gen der Vorgehensweise der Entwicklung und der erforderlichen Struktur der Im-
plementierung.

4.1 Voriiberlegungen

Eine optimale Ansteuerung des Injektors kann entweder mittels einer Steuerung
oder mittels einer Regelung erfolgen. Wihrend eine Steuerung fiir die Zielerreichung
zumeist einen bestimmten Anfangszustand der Strecke voraussetzt und eventuelle
Storungen oder Stellfehler das Ergebnis empfindlich beeintréchtigen kénnen, er-
reicht die Regelung einen gewiinschten Zustand trotz unbekannter Startwerte und
wirkt dabei dufleren Storeinfliilssen entgegen. Dazu bendtigt sie aber zusétzliche
MeBdaten von der Strecke, die innerhalb einer zuldssigen Reaktionszeit in eine ent-
sprechende Stellgrofie umzurechnen sind. Es ist daher zu kliren, ob die Zielsetzung
einer optimalen Ansteuerung durch eine Steuerung des Injektors erreichbar ist oder
ob dazu eine Regelung mit einer entsprechenden Sensorik vonnéten ist.

Inwieweit das Injektorverhalten durch variierende Anfangszustinde oder &dufere
Storeinfliisse beeinflult wird, zeigt die Abbildung 4.1 anhand zehn aufeinanderfol-
gender Ansteuerungen eines Injektors, bei denen er jeweils innerhalb etwa 100us auf
eine elektrische Solladung aufgeladen und wenig spéater wieder entladen wird. Oben
links ist die normierte Ladung des piezoelektrischen Aktors, darunter der Aktor-
strom aufgetragen. Die rechts oben dargestellten Hubmessungen der Injektornadel

89



Norm. Q
Norm. Nadelhub

t[ms]

Norm. [/
o
Norm. U

0 0.5 1 1.5 0 0.5 1 1.5
t[ms] t[ms]

Abbildung 4.1: Deterministik des Injektorverhaltens. In jedem Graphen sind
die Verldufe von zehn aufeinanderfolgenden Einspritzungen
iibereinander gezeichnet

belegen, dafl die Schwingungen der Injektormechanik eine weitgehend deterministi-
sche Reaktion auf die elektrische Ansteuerung sind. Auch der rechte untere Graph
der gemessenen Aktorspannung verdeutlicht, dafy der Injektor auf gleiche elektrische
Ansteuerungen mechanisch und elektrisch stets vergleichbar reagiert. Offensichtlich
ist also der Zustand des Injektors zu Beginn einer Einspritzung sehr genau festgelegt,
und duflere Storeinfliisse sind zu gering, um das Injektorverhalten nennenswert zu
beeintriachtigen. Demnach ist keine zusétzliche Sensorik fiir eine Regelung erforder-
lich und es reicht véllig aus, den Injektor zu steuern, um ein gewiinschtes Offnungs-
und SchlieBverhalten zu bewirken.

Vor der Suche nach einem optimalen Ansteuerverlauf ist eine geeignete Stellgrofie
fiir den Injektor zu wéhlen. Die Verfiigbarkeit leistungsstarker, breitbandiger und
genauer Spannungsquellen hat die vielfiltige Verwendung piezoelektrischer Aktoren
sicherlich begiinstigt, und nach wie vor ist die Hubsteuerung mittels der Aktorspan-
nung ein etabliertes Verfahren [CrSDO01], [Dirs00], [Pief01]. Dem steht gegeniiber,
dafl der Aktorhub stérker mit der Aktorladung korreliert als mit der Aktorspannung
[F1lam97], [MaGa97]. Dies gilt nicht nur hinsichtlich der Wandlerhysterese (siehe
dazu die Abbildung 2.10) und den damit verbundenen Kriechprozessen [KoSK99],
sondern auch in Bezug auf Alterungs- und Temperatureffekte [KoSK99], [Schu01],
[PKSMO04]. Eine Ladungssteuerung wird also eine geringere Streuung des Injektor-
verhaltens zur Folge haben als eine Spannungssteuerung. Aus diesem Grund wird
in dieser Arbeit die Aktorladung als StellgroBie verwendet.

Die Optimierung des zeitlichen Lade- und Entladevorgangs ist ein dynamisches Op-
timierungsproblem, fiir dessen Losung prinzipiell verschiedene Verfahren entwickelt
wurden, wie beispielsweise das HAMILTON-Verfahren oder die dynamische Program-
mierung nach BELLMANN. Diesen Losungsverfahren ist gemeinsam, dafl die Berech-
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nung des optimalen Steuergrofenverlaufs auf einem hinreichend genauen mathema-
tischen Modell beruht. In welchem Maf} das Losungsergebnis dann in der prakti-
schen Anwendung tatséchlich die Optimierungskriterien erfiillt, hingt entscheidend
davon ab, wie gut bereits das mathematischen Modell der Realitit entspricht. Die
Simulationen des vorigen Kapitels belegen, da8 eine akzeptable Ubereinstimmung
mit dem realen Injektorverhalten nur durch Modelle erreichbar ist, die sowohl die
Hysterese des Aktors als auch den verteiltparametrischen und den schaltenden Cha-
rakter der Injektormechanik beriicksichtigen. All diese Aspekte bewirken, dafl das
dynamische Optimierungsproblem durch die erforderliche Modellkomplexitidt nur
mit erheblichem Aufwand losbar ist.

Entscheidend vereinfacht wird die Optimierungsaufgabe durch eine geeignete Para-
metrisierung des kontinuierlichen Ladungsverlaufs: Statt eines Funktionals ist die
gesuchte Losung jetzt ein optimaler Parametervektor. Aus der dynamischen Opti-
mierungsaufgabe wird so eine statische, deren Losungsaufwand direkt von der Grofe
des Parametervektors abhingt.

Die verschiedenen Losungsverfahren fiir statische Optimierungsprobleme beruhen
auf einer wiederholten Sensitivitdtsanalyse des Giitemafles des Losungsvektors
[NoWr99]. Diese Sensitivitédtsanalyse kann entweder analytisch anhand eines Mo-
dells, numerisch mittels wiederholter Modellsimulation oder auch empirisch durch
Auswertung der realen Streckenantwort geschehen.

Von diesen drei Moglichkeiten ist hier die letztgenannte zu bevorzugen, verspricht
sie doch die beste Losung. Die erforderliche Zahl elektrischer Ansteuerungen stellt
auch keine unzumutbare Belastung fiir einen Injektor dar, der fiir mehrere Millionen
Zyklen ausgelegt ist. Nicht zuletzt dauert eine reale Einspritzung zudem kiirzer als
eine Simulation einer Einspritzung, wodurch die Durchfiihrung des Verfahrens sogar
beschleunigt wird.

Eine notwendige Bedingung fiir das Gelingen des Verfahrens ist, daf§ die Ermittlung
der Giite einer Streckenantwort mit hinreichender Genauigkeit erfolgt. Nicht immer
steht dafiir eine geeignete Sensorik zur Verfiigung, sei es aus konstruktiven oder aus
wirtschaftlichen Griinden. Als Abhilfe wird deshalb im folgenden der Entwurf ei-
nes Zustandsschétzers beschrieben, um aus den mefibaren Groéflen weitere relevante
Zustandsgroflen des Injektors berechnen zu kénnen.

4.2 Entwurf eines Zustandsschitzers

Trotz der erreichten Genauigkeit sind selbst die in dieser Arbeit entwickelten Injek-
tormodelle nur mathematische Naherungen der tatséchlich in dem Ventil stattfin-
denden physikalischen Prozesse. Unterschiede zwischen dem berechneten und dem
meflbaren Verhalten sind deshalb unvermeidbar. So ist ein Nachteil der bisherigen
Injektormodelle, daf sie entweder nur die Aktorladung oder nur die Aktorspannung
nutzen, um die iibrigen Modellgréflen zu berechnen, obwohl beide Eingangssignale
gleichermaflen mefibar sind und deshalb auch beide in der Simulation als Model-
leingéinge verwendbar wéren.

Im Gegensatz dazu zeichnen sich Zustandsschidtzer dadurch aus, dafl sie alle
verfiigbaren Mefldaten verwenden, um kontinuierlich den wahrscheinlichsten bezie-
hungsweise den zutreffendsten Modellzustand zu errechnen und somit etwaige Mess-
und Modellfehler auszugleichen. Auf diesem Wege lassen sich aus der Gesamtheit
der gemessenen Groflen weitaus genauere Zustandsinformationen erschlieffen, ohne
dazu zusétzliche, kostenintensive Sensorik einsetzen zu miissen.
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Abbildung 4.2: Ein- und Ausgangsgrofien des Zustandsschétzers

Aufgrund der Nichtlinearitdt der Strecke sowie der damit verbundenen Modellun-
sicherheit steht bei der Auswahl eines geeigneten Beobachtertyps hier die Robustheit
des Verfahrens im Vordergrund. In diesem Aspekt zeigt das KALMAN-Filter Vortei-
le gegeniiber dem LUENBERGER Beobachter [Foel94]. Dem Nachteil eines erhéhten
Rechenaufwands des Filters ist bei der hier beschriebenen Anwendung keine grofiere
Bedeutung zuzumessen, da die Durchfithrung nicht in Echtzeit stattfinden mufl.

Mit vergleichsweise einfachen Mafinahmen sind insbesondere der Aktorstrom und
die Aktorspannung mefibar — weitaus bedeutender fiir die Beurteilung des Injektor-
verhaltens sind jedoch die mechanischen Groien wie Aktorhub und Nadelhub. Wenn
eine direkte Messung derselben ausscheidet, ist es mittels eines Detektionsmodells
wie in den Gleichungen (2.21) bis (2.23) méglich, aus den Messwerten der elektri-
schen Signale die Aktorkraft und den Aktorhub zu berechnen. Dabei ist zu beachten,
daB die Gilite der so bestimmten mechanischen Grofen sehr stark von der Grofle des
MeBrauschens der elektrischen Signale abhiingt. Aber auch wenn die berechneten
Signale nur bedingt vertrauenswiirdig sind, kdnnen sie einem Zustandsschéitzer als
eine ergénzende Referenz dienen, wenn die tatséchlichen mechanischen Gréfien nicht
als Mefldaten zur Verfiigung stehen.

Die Abbildung 4.2 zeigt die sich so ergebenden Ein- und Ausginge eines Zu-
standsschétzers. Aus der gemessenen Aktorladung und -spannung berechnet ein
Detektionsmodell vorldufige Werte fiir den Aktorhub und die Aktorkraft. Ein Zu-
standsschétzer benutzt dann all diese Informationen, um entsprechend der jeweiligen
Rauschprozesse den tatséchlichen Zustand des Injektors zu schitzen.

Als ein dem Zustandsschétzer zugrunde liegendes mathematisches Modell des Injek-
tors ist das Differentialgleichungssystem der konzentriertparametrischen Ersatzan-
ordnung mit Hysteresenachbildung aus Kapitel 3.4 hinreichend genau, denn es bildet
in wenigen Zustdnden die Dynamik der Strecke ab, ohne die Nichtlinearititen des
Aktors und des Ventils zu vernachldssigen. Einzig die Abloseprozesse der Bautei-
le untereinander, so wie sie bei zu kleinen Offnungs- und SchlieBzeiten auftreten
konnen, sind mit diesem Modell nicht darstellbar. Das ist aber nicht weiter von
Belang, weil das KALMAN-Filter zur Auswertung suboptimaler Ansteuerungen ein-
gesetzt werden soll, die sich gerade dadurch auszeichnen, dafl solche Prellvorgénge
nur in geringem Mafle stattfinden.
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Fiir den Abgleich des Modellzustands mit den gemessenen Werten sind an die-
ser Stelle zusiitzliche Modellausgéinge vonnéten; ein entsprechender Ausgangsvektor
y=(hx Qp Up FIp hp)T ist durch eine Erweiterung der Ausgangs- und der
Durchgriffsmatrix des Injektormodells realisierbar.

0O 0 0 010 0 0
1 0 0 000 0 0
oU; U,
C=| 58 5% 0 000 | D=]00
OF OF
0 FF FHE 000 0 0
0O 0 1 000 0 0

Die Zustandsabhingigkeit der Ubergangs- und der Steuermatrix fordert den Einsatz
eines Linearized KALMAN-Filters, dessen Gleichungen

- + +
F) = Gak-1)&k-1) + H(@k-D)uk-1) (D)
g (k) = C z'(k)+ Du(k) (4.2)
¥ ik * 6T (%
p(k) = G(z(k-1)p (k-1)G" (z (k-1)) (4.3)
o+ o+
+H' (2 (k= 1)) g H"" (2 (k — 1))
; - - -1
K'(k) = p' (WCT[C o (k) CT 41 (4.4)
@' (k) = z' (k) + K'(y(k)— 7' (k) (4.5)
+ _,
g (k) = C ' (k)+Du(k) (4.6)
p' (k) = p'(k)-K'Cp' (k) (4.7)
in jedem Zeitschritt k fiir jede Stellung i in Abhéngigkeit der Kovarianzen des
+,
Steuer- und des Messvektors ¢ und r einen geschiitzten Modellzustand Z* (k) sowie

+
dessen Kovarianz p* (k) ergeben [GrAn93], [Gelb74].
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Abbildung 4.3: Mathematische Struktur der Zustandsgleichungen des Lineari-
zed KALMAN-Filters fiir eine schaltende Ersatzanordnung des
Injektors

Der schaltende Charakter des Ventils bedingt nicht nur die Notwendigkeit einer
Fallunterscheidung

(4.8)
+ + + + T N
£k (@1 (k) @3 (k) @3 (k) @i(k) O 0 ) far hy(k)<0
- a + + + + + + T N
(2% (k) 23 (k) 23 (k) 2% (k) 3 (k) 2§ (k) fiir hn (k) >0

x + +
gemiB hy (k) =22 (k) fiir die Berechnung des Zustandsvektors 2 (k), sondern auch

fiir dessen geschitzte Rauschprozesse

+ N

N p' (k) fir hx (k) <0

p (k) = . . (4.9)
p? (k) fir A (k) >0

und fiir den geschétzten Ausgangsvektor

+ A+

N g (k) fir hx (k) <0

y (k) = . (4.10)
+ A+
% (k) fir hx (k) >0

Die Methode des Schaltens zwischen mehreren KALMAN-Filtern ist in &hnlicher
Form in [Nybe99] ausfiihrlich beschrieben und wird dort als Grundlage einer mo-
dellbasierten Diagnose erfolgreich eingesetzt.
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Abbildung 4.4: Simulationen des Zustandsschétzers und Vergleich mit Mes-
sungen (Simulationen sind als durchgezogene und Messungen
als gestrichtelte Linien dargestellt)

Die so erhaltene Struktur der Zustandsgleichungen (4.1), (4.2), (4.5), (4.6), (4.8)
und (4.10) wird in der Abbildung 4.3 verdeutlicht, wobei die darin enthaltenen
Verstirkungsmatrizen K* (k) aus den Gleichungen (4.3), (4.4), (4.7) und (4.9) her-
vorgehen.

In der Abbildung 4.4 werden die Simulationsergebnisse mit den Messungen vergli-
chen. Fiir die jeweils unten dargestellte Ansteuerung mit einer lingeren Offnungs-
und Schliezeit von 150us betragen die Abweichungen gegeniiber dem gemessenen
mechanischen Verhalten maximal 7 Prozent des Nennwertes des Nadelhubs und sind
damit merklich geringer als die der einfachen Vorwértsrechung des zugrundeliegen-
den Modells (Abbildung 3.8). Fiir die jeweils oben abgebildete Ansteuerung mit
einer kiirzeren Offnungs- und SchlieBzeit von 100us betragen sie trotz des Beobach-
tereinsatzes noch immer bis zu 20 Prozent. Das ist darauf zuriickzufithren, dafl der
KraftschluB der Bauteile des Injektors bei einer verkiirzten Offnungs- und SchlieB-
zeit zeitweise unterbrochen ist, wohingegen der Modellansatz des Beobachters von
einem stédndigem Kraftschluf} ausgeht.

Leider lief} es die zur Verfiigung stehende Ausstattung des Mefiplatzes nicht zu, die
durch das KaALMAN-Filter berechnete Aktorkraft mit der tatséchlich auftretenden zu
vergleichen. Die hier gezeigten Ergebnisse lassen aber erwarten, dafl der Modellfehler
der Aktorkraft ebenfalls in der Groflenordnung von 7 Prozent der Amplitude des
Kréftespiels liegt.
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4.3 Optimaler Ansteuerverlauf

Um einen Injektor bestmoglich anzusteuern, sind zunéchst die in der Problemstel-
lung beschriebenen Kriterien des Ventilverhaltens als ein Giitemaf in Abhéngigkeit
der zeitlichen Ansteuerung zu formulieren. Die Optimierungsaufgabe besteht dann
darin, einen Verlauf zu finden, dessen Giitemafl minimal ist.

Ein optimaler Ansteuerverlauf fiir einen Injektor minimiert die wihrend des
Offnungs- und SchlieBvorgangs auftretenden Kriiftespiele im Aktor. Dabei ist zu
erwarten, daB die groften Anderungen der Aktorkraft wihrend des Offnens und
Schlieflens des Ventils auftreten. Von besonderem Interesse fiir die Bewertung einer
Ansteuerung ist demnach der Verlauf der Aktorkraft jeweils wiahrend der Schalt-
prozesse.

Dariiberhinaus soll die Ansteuerung auch eventuelle Mechanikschwingungen im
gedffneten und geschlossenen Zustand eliminieren. Mit anderen Worten: Am En-
de eines Schaltvorgangs soll der angestrebte Schaltzustand moglichst stabil erreicht
sein. Dies entspricht einem minimalen MAYERschen Kriterium zu den Zeitpunkten
jeweils am Ende der Schaltprozesse. Prinzipiell ist es moglich, ein solches Giitemafl
zu implementieren, beispielsweise mit Hilfe des im vorigen Unterkapitel beschriebe-
nen Zustandsschétzers. In der Praxis kann sich eine solche Vorgehensweise allerdings
als problematisch erweisen, da das MAYERsche Kriterium als Momentaufnahme der
Modellzusténde stark von den jeweiligen Rauschprozessen beeinflult wird. Es ist
deshalb zweckdienlicher, den Nadelhub nicht zu einem Zeitpunkt, sondern statt-
dessen iiber ein bestimmtes Zeitintervall unmittelbar nach den Schaltprozessen zu
bewerten. Die Abbildung 4.5 erldutert, fiir welchen Zeitraum welche Grofle im
Giitemaf zu beriicksichtigen ist.

Im folgenden bezeichnen tgry und tg; die Zeitpunkte des Beginns und des Endes
des Offnungsvorgangs. Das Intervall zwischen tg; und tro dient der Auswertung
des Nadelhubs im gedffneten Zustand. Entsprechend geben trg, tp1 und tge Beginn
und Ende des Schlievorgangs sowie das Ende des Auswertungsintervalls fiir den
Nadelhub im geschlossenen Zustand an.

Sowohl im gedffneten als auch im geschlossenen Zustand ist je ein Sollwert AQ und
h§ fiir den Nadelhub bekannt. Die Welligkeit

) lR2 ) [3p)
thi/ h —hozdt+7/ hx — BS)? dt 411
tr2 — tr1 ( N N) tpa — tpy ( N N) ( )

IR1 tF1

des Nadelhubs entspricht dann der Grofle der Oszillationen um den Sollzustand und
eignet sich deshalb in besonderem Mafle als ein Gilitemafl der Mechanikschwingun-
gen.

Im Gegensatz dazu ist es deutlich schwieriger, Sollwerte fiir die Aktorkraft anzu-
geben, denn eine optimale Solltrajektorie fiir den zeitlichen Kraftverlauf ist nicht
unmittelbar aus den genannten Anforderungen an einen Schaltvorgang ableitbar.
Vielmehr wire eine Trajektorie der Aktorkraft selber das Ergebnis eines dynami-
schen Optimierungsproblems, dessen Losung wie bereits erwidhnt aufgrund der zu
beachtenden Nichtlinearititen der Strecke einen erheblichen mathematischen Auf-
wand bedeutet.
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Abbildung 4.5: Zusammensetzung des GiitemaBes. Wihrend des Offnens und
des Schliefens wird der Verlauf der Aktorkraft bewertet, im
geoffneten und im geschlossenen Zustand die Bewegung der
Nadel (schraffierte Bereiche)

Um dennoch dem eingangs definierten Wunsch nach einem mdoglichst sanften und
materialschonenden Einspritzvorgang zu entsprechen, wird hier die Gréfie des Wer-
tebereichs der Aktorstellkraft wahrend des Ladens und Entladens als ein Maf fiir
die Giite der Ansteuerung verwendet.

gF _ (max(Fp (tr)) — min(Fp (tR))>2 + (max(Fp (tr)) — min(Fp (tF))>2(4.12)

mit tr € [tro, tr1] tr € [tro, tri1]

Das Giitemaf J setzt sich demnach aus einem Anteil JF fiir die Aktorkraft und
einem Anteil J” fiir die Oszillationen des Nadelhubs zusammen.

J = gFJF +thh
g¥ und ¢g" sind dabei normierende Gewichtungsfaktoren.

Die beiden Anteile J" und J¥ reichen aber nicht in jedem Fall aus, um eine optimale
Ansteuerung eindeutig zu definieren. Gibt es ndmlich einen Ladungsverlauf mit den
Offnungs- und SchlieBzeiten T = tr1 — tro und Ty = tp1 — tpo, der bei einem
minimalen Wertebereich der Aktorstellkraft die Nadelendlagen hAQ und h§ ohne
Nachschwingen anfiahrt, dann 148t sich in der Simulation zeigen, daf es beliebig viele
Ansteuerverliufe fiir groBere Offnungs- oder SchlieBzeiten Tk > Tr beziehungsweise
Ty > Tr gibt, deren J" und J¥ den gleichen optimalen Wert aufweisen. Fiir welche
Offnungs- und SchlieBzeiten solche minimale Giitemafe erzielbar sind, hiingt von
den Eigenschaften des Injektors ab.
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Eine solche Mannigfaltigkeit optimaler Ansteuerungen als Losung der Optimie-
rungsaufgabe steht zwar nicht im Widerspruch zu der Aufgabenstellung, birgt aber
Nachteile in zweierlei Hinsicht: Die verschiedenen Lésungen der Optimierungsauf-
gabe konnen bei sonst gleichen Betriebsbedingungen des Injektors zu unterschiedli-
chen Mengen abgegebenen Kraftstoffs fithren, da im Kriterium nicht enthalten ist,
wann der erstrebte Schaltzustand einzunehmen ist. Auflerdem sind bei der Suche
des Ansteuerverlaufs auch eventuelle Nebenbedingungen der verwendeten Endstu-
fe zu beachten, denn mit der Komplexitit des zu generierenden Ladungsverlaufs
steigen auch die Anforderungen an die Leistungsfihigkeit der Ladungsquelle.

Aus diesen Griinden wird das Giitemaf3
J = gFJf 4 g g+ 40" (4.13)

hier zugunsten einer eindeutigen Losung der Optimierungsaufgabe um einen Anteil

. IR1 . a0y
Jh=— / (Ip)2 dt + —— / (Ip)2 de (4.14)
tr1 — tRro tr1 — tro
RO tro

erweitert, welcher die Welligkeit des Aktorstroms bewertet. Ist J! minimal, dann
wird die zur Verfiigung stehende Offnungs- und Schlieflzeit ausgenutzt, um den
Aktor moglichst gleichméfig zu bestromen.

Dieses Maf} strebt den bisherigen Optimierungszielen entgegen, denn ein giinsti-
ges Offnungs- und SchlieBverhalten ist kaum mit einem gleichmiiligen Lade- und
Entladestrom erzielbar, und eine minimale Welligkeit des Aktorstroms fiihrt héchst
unwahrscheinlich zu einem gewiinschten Ventilverhalten. Der Gewichtungsfaktor g’
der elektrischen Giite ist deshalb sorgfiltig zu dimensionieren.

Die Suche eines zeitlichen Ladungsverlauf @ (¢) zur Minimierung
J — min (4.15)
des GiitemaBes (4.13) unter Beachtung der Nebenbedingungen

dQ (1)
dt
ist ein kontinuierliches dynamisches Optimierungsproblem. Je nach verwendeter

elektrischer Endstufe sind weitere einschriankende Nebenbedingungen wie beispiels-
weise Strombegrenzungen moglich.

Fp(t) = Fp(Q(t)) hx(t) = hn(Q (1)) Ip(t) =

Im Unterkapitel 4.1 wurde bereits diskutiert, warum es sich als niitzlich erweist,
die dynamische Optimierung der Zielfunktion @ (¢) durch eine Parametrisierung des
Ladungsverlaufs in eine statische Optimierung zu iiberfiithren. Im folgenden wird fiir
Q (t) eine abschnittsweise lineare Funktion verwendet, welche zwischen den Lade-
und Entladevorgéingen konstante Werte annimmt. Die zuldssigen Wertebereiche fiir
die Stiitzstellen der Lade- und der Entladeflanke sind im allgemeinen so grof}, daf} die
Losung des Optimierungsproblems innerhalb der Intervalle zu erwarten ist, sodaf
bei der Losungssuche keine Beschrankungen des Parameterraums zu beachten sind.

Bevor die Ergebnisse der Optimierungen vorgestellt und diskutiert werden, ist anzu-
merken, dafl es die Problemstellung in den seltensten Féllen erlaubt, das tatséchli-
che Optimum der Ansteuerung zu finden. Dies ist darin begriindet, dafl sich die
Schwingneigung der Strecke in einer Vielzahl lokaler Minima des Giitemafles im
Parameterraum widerspiegelt. Insbesondere zu kurze Zeithorizonte fiir die Berech-
nung von J" konnen sich dabei negativ auf den Erfolg des Optimierungsverfahrens
auswirken.
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Abbildung 4.6: Simulativer Vergleich zwischen einer herkémmlichen Ansteue-

rung und einem optimalen Verlauf bei Anstiegs- und Abfall-
zeiten von jeweils 100us
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Abbildung 4.7: Simulativer Vergleich zwischen einer herkémmlichen Ansteue-

rung und einem optimalen Verlauf bei Anstiegs- und Abfall-
zeiten von jeweils 150us
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Abbildung 4.8: Simulativer Vergleich zwischen einer herkémmlichen Ansteue-
rung und einem optimalen Verlauf bei Anstiegs- und Abfall-
zeiten von jeweils 200us

Viele der iiblicherweise verwendeten Optimierungsverfahren (wie beispielsweise die
Methoden der OPTIMIZATION TOOLBOX von MATLAB) sind allerdings auf streng
konvexe Probleme ausgerichtet und versprechen deshalb nur méflige Ergebnisse.
Spezielle Verfahren fiir derartige Problemstellungen (wie beispielsweise das Simula-
ted Annealing) erzielen zwar oft bessere Ergebnisse, allerdings mit erhhtem Auf-
wand. In dieser Arbeit wird eine Kombination aus einem GAUSS-NEWTON- und
einem Koordinatenabstiegsverfahren mit dynamischer Schrittweitensteuerung an-
gewendet.

Die Abbildung 4.6 zeigt oben links, wie der untersuchte Injektor auf einen
herkémmlichen, jeweils in 100us gleichférmig steigenden und fallenden Ladungs-
verlauf reagiert. Die Darstellung ist erneut das Simulationsergebnis des Modells aus
Kapitel 3.6. Deutlich erkennbar ist das Prellen der Nadel sowie die sich in der Me-
chanik fortpflanzenden Schwingungen grofier Amplitude. In der gleichen Abbildung
unten links ist das Simulationsergebnis eines optimalen Ansteuerverlaufs zu sehen.
Im Vergleich der beiden Simulationen ist erkennbar, daf§ das Kraftspektrum bei der
optimalen Ansteuerung stark reduziert ist, und auch das Prellen fillt dort weitaus
kleiner aus als bei einer herkémmlichen Ansteuerung. Auf der rechten Seite der Ab-
bildung sind oben die Aktorstréme und unten die Bewegungen der Injektornadel fiir
beide Ansteuerverliufe gegeniibergestellt. Es ist ablesbar, dafl die Schwingungen der
Nadel im gesffneten Zustand durch den optimalen Ansteuerverlauf nur noch die hal-
be Amplitude aufweisen. Auch wenn mit dieser optimalen Ansteuerung noch nicht
die Zielsetzung erreicht ist, das Prellen und Schwingen der Mechanik vollstdndig zu
eliminieren, so zeigt sich doch anschaulich, daf} ein geeigneter Ansteuerverlauf zu
einem durchaus giinstigeren Injektorverhalten fiihrt.
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In gleicher Weise 148t sich den Abbildungen 4.7 und 4.8 entnehmen, welches
Verbesserungspotenzial ein optimaler Ansteuerverlauf bei Offnungs- und SchlieB-
zeiten von jeweils 150us beziehungsweise 200us bietet. Schon der optische Eindruck
ruhigerer Bilder fiir die optimalen Ansteuerverliufe 148t erahnen, dafl diese eine
geringere Belastung fiir den Injektor darstellen. Aber auch faktisch 148t sich durch
die elektrische Anregung bei Ventilschaltzeiten von 150us das schidliche Prellen
des Aktormoduls beinahe vollstéindig vermeiden, und der Nadelhubverlauf weist bei
Offnungszeiten von 200us und einer optimalen Ansteuerung keine nennenswerten
Schwingungen mehr auf.

4.4 Ansteuerelektronik

Die Erzeugung eines zeitlichen Ladungsverlaufs, wie er im vorhergehenden Unterka-
pitel beschrieben wurde, stellt besondere Anspriiche an die Funktionalitéit der elek-
trischen Ansteuerschaltung. Ein weiteres, fiir den Einsatz in Kraftfahrzeugen nicht
minder wichtiges Attribut ist der Wirkungsgrad der Endstufe. Dieses Unterkapitel
beschreibt eine Endstufentopologie mitsamt einer neuartigen Betriebsstrategie, die
diesen Anforderungen geniigen.

Eine Leistungsabschitzung soll zundchst unterstreichen, warum dem Wirkungsgrad
der Endstufe eine besondere Bedeutung zukommt. Ein Einspritzventil, wie es in die-
ser Arbeit untersucht wird, setzt wihrend des iiblichen Motorbetriebs eine mittlere
elektrische Leistung von bis zu etwa 20W um. Unter der Annahme, dafl das Mo-
torsteuergerit diese Leistung mit einem vergleichsweise hohen Wirkungsgrad von
75 Prozent zur Verfligung stellt und der Motor sechs solcher Injektoren enthélt,
entstehen etwa 40W elektrische Verlustwérme im Steuergerét.

Kontinuierlich arbeitende Stromquellen, wie sie beispielsweise [Schu01] und
[PKSMO04] diskutieren, bestechen zwar durch das hohe Mafl an erreichbarer Steu-
erbarkeit und Signalqualitit, erreichen aber prinzipbedingt einen maximalen Wir-
kungsgrad von nur 50 Prozent. Das bedeutet, daf§ die Verlustleistung im Steuergeriit
leicht eine Groflenordnung von 100W erreichen kann. Um sicherzustellen, dafl derar-
tige Verlustleistungen unter allen Betriebsbedingungen abgefiihrt werden, mufl der
Steuergeratentwickler gegebenenfalls zusétzliche konstruktive Mafinahmen ergrei-
fen, welche hdufig auch weitere Kosten verursachen.

Besser geeignet fiir den Einsatz in Kraftfahrzeugen sind schaltende Stromsteller. Die
Abbildung 4.9 zeigt eine Halbbriicke zum Laden und Entladen eines Piezoaktors,
wie sie in [Flim97] und [ReHo97] ausfiihrlich beschrieben ist.

Es sind auch Mischformen zwischen getakteten und kontinuierlichen Endstufen
moglich sind. [JaMa00] stellt eine Kombination eines bidirektionalen Schaltnetz-
teils und eines Analogverstirkers kleiner Leistung vor, um eine hohe Signalgiite bei
einem Wirkungsgrad grofler 50 Prozent zu erzielen. Abgesehen von dem bedeutend
grofleren Bauteilbedarf erreicht auch diese Schaltung nicht die Effizienz einfacher
Schaltregler, weshalb sie und dhnliche Varianten fiir den Einsatz in Kraftfahrzeugen
nicht geeignet sind.

101



Speicherkreis Endstufe

|
l St W Drossel L
DC | —

Boardnetz | ] Piezo

Abbildung 4.9: Vorrichtung zum Laden und Entladen eines piezoelektrischen
Elements nach [ReHo97]

Zur mathematischen Beschreibung des schaltenden Stromstellers in der Abbildung
4.9 mit idealisierten und verlustfreien Bauteilen wird vereinfachend davon ausge-
gangen, dafl zu jedem Zeitpunkt entweder S1 oder S2 leitend ist. Der Schaltzustand
148t sich dann mittels einer diskreten Variable s erfassen, welche den Wert 1 hat,
wenn S1 leitend ist, und den Wert 0 annimmt, wenn S2 leitet.

dr, 1
d—tP = 7 (sUsk — Up) (4.16)
dc% - Ip (4.17)
1
Up = C_PQP (4.18)
dcij = —slp (4.19)
1

Cp ist dabei eine geniherte Grofisignalkapazitiit des piezoelektrischen Aktors, bei-
spielsweise die energetische Aquivalenzkapazitéit [F14m97].

Prinzipiell sind verschiedene Betriebsstrategien denkbar. So stellt sich beispielsweise
durch eine periodische Taktung der Schalter mit einer festen Puls- und Pausenbreite
im zeitlichen Mittel ein bestimmter zeitlicher Aktorstromverlauf ein, welcher aber
aufgrund von Schwankungen der Anfangsbedingungen und aufgrund von Toleranzen
der Bauteilparameter nicht exakt steuerbar ist. Genau das wére aber fiir den Betrieb
von Injektoren zwingend erforderlich, um ein Héchstmaf an Reproduzierbarkeit des
Aktorhubs zu gewéhrleisten.

Im Vergleich zur Steuerung verbessert eine Regelung des Aktorstroms die Stellge-
nauigkeit des Aktors entscheidend. Das Blockdiagramm 4.10 zeigt eine Regler-
struktur, wie sie in [ReHo097] beschrieben wird. Die Differenz zwischen dem Soll-
strom Ip gon und dem Iststrom Ip wird durch die Endstufensteuerung in digitale
Ansteuersignale s der Leistungsschalter S1 und S2 umgesetzt. Sehr bewéhrt ha-
ben sich Zweipunkt- oder Dreipunktregler; letztere ermoglichen, dafl ein konstanter
Sollwert in einer endlichen Zeit stabil erreicht wird. Je kleiner der Abstand der
Schaltschwellen des Reglers gewahlt wird, desto geringer wird die bleibende Reg-
lerabweichung, allerdings nimmt die Schalthidufigkeit ndherungsweise reziprok zu
[K1So04]. Fiir hinreichend kleine Schaltschwellen 148t sich das Schalten der Halb-
briicke vereinfachend durch eine kontinuierliche Variable s € [0, 1] beschreiben, die
die relative Pulsbreite von S1 angibt.
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Gelegentlich kann es erforderlich sein, den Aktorstrom zu begrenzen, sei es zum
Schutz der verwendeten Halbleiterschalter, zur Vermeidung des Séttigungsbereiches
der Drossel oder um den Aktor zu schiitzen. Die Aufgabe des Stromreglers ist es also,
mittels der StellgréBe s den Aktorstrom Ip innerhalb des Intervalls [Ip, min, Ip, max]
auf den Sollstrom Ip, go11 zu regeln.

Ein solcher Zwei- oder Dreipunktregler entspricht einem Sliding Mode-Regler mit
dem Regelgesetz

0 fiir
Up o
Uax fir

1 fir

V

1 dlp Solly ..
US—K(UP +LT0) fur

A
0 fiir

V

Up i
UsK fiir
1 fir

und den Gleitflichen

IP < IP, Soll A IP > IP, max
IP < IP, Soll A IP = IP, max
[IP < IP, Soll A IP, min < IP < IP, max]

dlp sl
[Ip = Ip, son A L—52% > Usk — Up]

Ip = Ip, sol A P, min < Ip < IP, max

4.21)
dlIp soll (
L—%

—Up < < Usk — Up

[Ip > Ip, Soit A Ip, min < Ip < Ip, max)
dar
[Ip = Ip, son A —Up > L—2520

Ip > Ip, sou N Ip = Ip, min

Ip > Ip, son A Ip < Ip, min

Ip = Ip, son (4.22)
IP = IP, min (423)
Ip = Ip, max (4.24)

fiir die Stromregelung auf Ip, g0 sowie die Strombegrenzung auf Ip, min und Ip, max
[Utki77], [DeZMS8|.
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Abbildung 4.11: Kaskadierte Struktur der Stromregelung mit iiberlagerter Mo-
dellfolgeregelung der Ladung

Aber auch eine Stromregelung kann nicht verhindern, daf} sich unvermeidbare Re-
gelabweichungen zu Ladungsfehlern und gleichermaflen zu Aktorhubfehlern akku-
mulieren. Um solche Fehler so klein wie moglich zu halten, mufl der Stromregelung
eine Ladungsregelung iibergeordnet werden. Das Blockdiagramm 4.11 ist dazu
gegeniiber der Abbildung 4.10 um einen Integrator erweitert, welcher aus dem
gemessenen Aktorstrom Ip eine aktuelle Aktorladung Qp bildet. Der Vergleich der
Istladung Qp mit der Solladung Qp, son ist dann ein Mafl dafiir, wie sich die Ak-
torladung dndern soll, also fiir den gewiinschten Aktorstrom

Ip, son = k (Qp, son — Qp) (4.25)

mit dem Verstirkungsfaktor k. Entlang der Gleitfliche (4.22) folgt der Ladungsreg-
ler pTy-verzogert dem Sollwert Qp, son, die Zeitkonstante betrégt hierbei T' = %

Aufgrund der kleinen Zeitkonstanten des elektrischen Systems im Bereich um 30
Mikrosekunden ist es ratsam, sowohl den Stromregler als auch den Ladungsreg-
ler als elektrische Analogschaltung auszufithren, wobei die logischen Gleichungen
der Schaltersteuerung (4.21) beispielsweise in einem programmierbaren logischen
Schaltkreis (GAL, CPLD oder FPGA) darstellbar sind.

Wie bei den meisten Regelaufgaben ist es auch hier zweckdienlich, wenn die Re-
gelgrofle Qp der Fithrungsgrofle Qp, soi1 mit moglichst geringer Verzdgerung folgt,
was eine moglichst grofie Reglerverstarkung impliziert. Auf der anderen Seite be-
steht die Gefahr, da der Regler durch eine zu grofl gewédhlte Verstidrkung instabil
wird oder zu unzulissigem Uberschwingen neigt. Als ein erster Ansatz soll deshalb
das Regelgesetz (4.21) mit der darin enthaltenen notwendigen Bedingung fiir die
Einhaltung des Gleitbetriebes dazu dienen, den maximalen Verstarkungsfaktor zu
bestimmen [PalLa99)].

Usic —U .
% fir Qp, son > Ip
Qp, soll—Ip

Up
Qp, soll—Ip

1
L

k< ) )
- fir Qp, son < Ip

Diese Ungleichung 148t erkennen, daf insbesondere grofie Anderungsgeschwindigkei-

ten der FiithrungsgroBle QQp, son sowie geringe Aktorspannungen Up den erlaubten

Bereich des Verstarkungsfaktors und somit auch die erreichbare Giite des Reglers

stark einschrénken. Bei einem unstetigen Verlauf der Solladung ergibt sich sogar
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Abbildung 4.12: Sprungantworten des geschlossenen Regelkreises fiir die
Verstirkungsfaktoren k = 0,1 - kopy (obere Graphen), k = kopt
(mittlere Graphen) und k = 10 - kopt, (untere Graphen)

k = 0, was gleichbedeutend damit ist, dafl ein Gleitbetrieb nicht moglich ist. Die
Aussagekraft der Gleitbedingung fiir die Wahl eines geeigneten oder gar optimalen
Verstérkungsfaktors wie in [PaLa99] ist deshalb in Frage zu stellen.

Die Abbildung 4.12 unterstreicht diesen Sachverhalt und vergleicht die simulier-
ten Sprungantworten des geschlossenen Regelkreises fiir verschiedene Verstarkungs-
faktoren k. Auf der linken Seite sind in der normierten (Qp, Ip)-Zustandsebene
die Zustandstrajektorien des Reglers eingezeichnet. Zur Orientierung enthalten die
Graphen auch punktiert angedeutet die Losungen des Differentialgleichungssystems
fiir s = 0 und s = 1 und die Gleitflichen (4.22), (4.23) und (4.24) als gestrichelte Li-
nien. Rechts daneben ist der zeitliche Verlauf der Aktorladung dem Sollwertverlauf
gegeniibergestellt.

Fiir einen sehr kleinen Verstirkungsfaktor zeigt die obere Diagrammzeile, daf
der Regler der sprunghaften Anderung der SollgréBe folgt, indem der Aktorstrom
zun#chst mit maximaler Geschwindigkeit aufgebaut wird, bis die Gleitfliche der
Ladungsregelung (4.22) erreicht ist. Entlang dieser Gleitfliche néhert sich die Ak-
torladung dann asymptotisch dem Sollwert, allerdings vergleichsweise schleppend.

Ein sehr grofler Verstirkungsfaktor, wie er fiir die unteren Graphen gewihlt worden
ist, fithrt dagegen zu einem Einschwingen auf den Sollwert. Zu Beginn der Simula-
tion néhert sich der Reglerzustand mit maximaler Geschwindigkeit der Gleitfliche
der Strombegrenzung (4.24) und folgt ihr bis zum Ubergang in die Gleitfliiche der
Ladungsregelung (4.22). Hier wird die Gleitfliche verlassen, denn durch die In-
duktivitdt der Strecke ist der Regler auflerstande, die Gleitbedingung aufrecht zu
erhalten. Nachdem der Reglerzustand schlieflich mehrmals die Gleitfliche gekreuzt
hat, ist der angestrebte Endzustand bis auf einen geringen Abstand erreicht.
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Abbildung 4.13: Sprungantworten des geschlossenen Regelkreises fiir ein kpax
nach Gleichung (4.26) (obere Graphen) und nach Gleichung
(4.27) (untere Graphen) bei verschiedenen Sprungamplituden
der Fithrungsgrofie Qp, son

In der mittleren Zeile ist der Verstarkungsfaktor derart gewéhlt, dafl der Auf- und
der Abbau des Stroms in der Drosselspule moglichst schnell erfolgt und zu dem Zeit-
punkt des Nulldurchgangs des Stroms exakt die gewiinschte Ladungsmenge transfe-
riert wird. Anhand dieser Forderung 148t sich aus dem mathematischen Modell des
geschlossenen Regelkreises fiir einen Sprung der Fiithrungsgréfie @p, son von 0 auf
Qson eine optimale Reglerverstirkung

_1 QgontAQgK "
LCp Qgoni—LC@sk fir max (IP) < IP, max

kopt (QSOH) (426)

IP, max
_ 2 _ 2
@Soll \/QSoll LCp IP, max

fir  max (Ip) > Ip, max

mit  AQsk = CsxUgg — \/(CSKUQK)2 - CC—S;{ Zonl
ableiten, welche zwischen den beiden zuvor beschriebenen Werten liegt. Uy ist da-
bei die Spannung im Speicherkreis zu Beginn des Ladevorgangs. Die Simulation mit
diesem Verstiarkungsfaktor zeigt, dafi der Strom wieder zunichst den Maximalwert
erreicht. Hierbei beginnt der Stromabbau aber bereits zu einem fritheren Zeitpunkt,
so daf} fiir Ip = 0 genau der Sollwert der Ladung transferiert wird.

In diesem letztgenannten Grenzfall zwischen asymptotischem und einpendelndem
Erreichen des Sollwerts wird der Endzustand zeitoptimal eingenommen, beachtens-
werterweise aber ohne der Gleitfliche der Ladungsregelung (4.22) zu folgen. Die
Simulation belegt also, dal die Gleitbedingung keineswegs immer erfiillt sein muf,
um die Regelziele zu erfiillen und um ein optimales Reglerverhalten zu gewéhrlei-
sten.
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Abbildung 4.14: Messungen an der ladungsgeregelten Endstufe (Sollwerte sind

als gestrichelte und Meflgrofien als durchgezogene Linien dar-
gestellt)

Mit der Beziehung (4.26) ist die maximale Reglerverstirkung nur fiir eine bestimmte
Sprungamplitude Qg0 ausgelegt. Wie der Regler bei gleicher Parametrierung auf
kleinere Sprungamplituden reagiert, verdeutlicht die obere Zeile der Abbildung
4.13. Die Uberschwinger der RegelgroBe deuten darauf hin, daf8 der Verstirkungs-
faktor fiir kleinere Endwerte der Ladung zu grofl gewahlt ist.

Um Uberschwinger in der Sprungantwort des Reglers in jedem Falle auszuschliefien,
ergibt eine Grenzwertbetrachtung

1
ke = lim koo (Qson) = 4.27
QSOH—>O pt( S 11) \/m ( )

fiir infinitesimal kleine Sollgréfenspriinge einen oberen Grenzwert der Regler-
verstarkung. Wie sich der Regler mit diesem Wert verhilt, zeigt die untere Zeile
in der Abbildung 4.13. Offensichtlich treten zwar keine Uberschwinger mehr auf,
aber im Gegenzug wird der Endwert stérker verzogert erreicht.

Die nichtlinearen Eigenschaften des Injektors und die Effekte einer realen geregelten
Endstufe fithren dazu, dafl eine endgiiltige Parameterwahl letztlich empirisch erfol-
gen mufl, sei es mittels einer detaillierteren Simulation oder durch Untersuchung
der Wechselwirkung zwischen der realen Strecke und dem realisierten Regler. Ei-
nige Untersuchungen an einer solchen realen Testumgebung belegen, dafl die mit
der Gleichung (4.26) berechneten Reglerparameter trotz der groben Néherungen
sowohl des Aktors als auch des Stromreglers nur geringen Korrekturen um wenige
Prozentpunkte bediirfen.
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Die Abbildung 4.14 zeigt exemplarisch zwei Messungen an einer realen Endstufe
mit dem hier dargestellten Regelkonzept. Auf der linken Seite ist die Sprungant-
wort des Regelkreises zu sehen. Auch bei der gewidhlten Sprungamplitude von nur
etwa der halben Nennladung ist kein Uberschwingen des Reglers erkennbar. Auf der
rechten Seite ist ergénzend ein glatter Ladungsverlauf vorgegeben, welcher zu drei-
ecksférmigen Lade- und Entladestromen fiithrt. Die Ladung des Aktors folgt hier der
Vorgabe mit etwa 12us Verzogerung und erzielt dabei eine akzeptable Genauigkeit
des Endwerts.

4.5 FErgebnisse

Zum Abschlufl verdeutlicht dieses Unterkapitel anhand von Messungen die Wirk-
samkeit des beschriebenen Optimierungsverfahrens unter Verwendung der flexiblen
Endstufe zur Ladungssteuerung an einem realen Injektor.

In der Abbildung 4.15 ist schematisch dargestellt, wie die Ansteuerelektronik
und das Optimierungsverfahren zusammenwirken. Ausgehend vom Strom- und
Spannungsverlauf am Piezoaktor wihrend einer Einspritzung bestimmt der Zu-
standsschétzer den Verlauf der Aktorkraft. Das Optimierungsverfahren bewertet
die zeitlichen Verldufe des Aktorhubs, der Aktorkraft und des Aktorstroms, um
iterativ den Ansteuerverlauf zu modifizieren und sukzessive zu verbessern. Der so
bestimmte Ladungsverlauf liegt der Endstufe wiederum als Sollwertverlauf vor und
wird bei der néchsten Einspritzung umgesetzt.

Inwieweit ist diese Struktur nun in der Lage, die zu Beginn gestellte Forderung
nach einem giinstigen Offnungs- und SchlieBvorgang zu erfiillen? Die Abbildun-
gen 4.16 und 4.17 geben eine Antwort auf diese Frage. Hier ist dargestellt, welcher
Stromverlauf aus der oben gezeigten Ladungsregelung und Verlaufsoptimierung fiir
einen realen Injektor ohne und mit Kraftstoffdurchfluss ermittelt wird und wie das
Ventil darauf mechanisch reagiert. Die Lade- und Entladezeiten betragen jeweils
100us in der oberen und 150us in der unteren Messung. Der in den Injektor einge-
prigte Aktorstrom ist oben links iiber der Zeit aufgetragen, und rechts oben ist der
gemessene Nadelhub des Injektors zu sehen. Im Vergleich zu den Meflergebnissen
mit herkdmmlichen rechteckformigen Stromverldufen in den Abbildungen 3.3 und
3.4 fillt auf, daf das Injektorverhalten durch das in dieser Arbeit beschriebene An-
steuerverfahren merklich verbessert wird. Durch einen geeigneten Ladungsverlauf
sind um etwa 50us reduzierte Schaltzeiten realisierbar, ohne dabei einen schlech-
teren Einspritzverlauf oder eine grofiere Belastung des Injektors in Kauf nehmen
zu miissen. Dies gilt in gleichem Mafe fiir den trockenen Injektor als auch fiir den
kraftstoffdurchflossenen.

Daf} die Schwingungen der Injektormechanik nicht vollstéindig durch den Verlauf
der elektrischen Ansteuerung eliminierbar sind, lielen schon die Simulationen im
Kapitel 4.3 erahnen. Der Hauptgrund dafiir diirfte darin liegen, dafl der Aktor
wihrend des Offnens und Schliefens je nach Stromverlauf aufgrund der geringen
Vorspannkrifte des untersuchten Injektors zeitweise den Kraftschlufl zum Gehéuse
verliert. Vereinfachend ausgedriickt beschrinken die Abloseeffekte die moglichen
Stellkréfte und verringern somit gleichermaflen die Steuerbarkeit des mechanischen
Systems.

Zusammenfassend 148t sich sagen, daf} die an einem realen Injektor durchgefiihrten
Untersuchungen in den Darstellungen 4.16 und 4.17 die in der Simulation progno-
stizierten Potentiale der Verbesserung des Einspritzverlaufs bestéitigen.
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Abbildung 4.15: Struktur der Stromregelung mit iiberlagerter Modellfolgere-
gelung der Ladung und Optimierung des Ansteuerverlaufs

Durch die Verwendung eines Zustandsschiitzers ist keine zusétzliche Sensorik im
Injektor erforderlich, was eine Implementierung des Verfahrens im Steuergerét ei-
nes Verbrennungsmotors begiinstigt. Wahrend des Motorbetriebes ist das Steuer-
gerit dann in der Lage, stdndig den Ansteuerverlauf zu optimieren und somit das
gewiinschte Einspritzverhalten bei verminderter Beanspruchung des Injektors si-
cherzustellen. Daneben ist das Verfahren aber auch dazu geeignet, die gesuchten
Ansteuerverliufe einmalig wihrend der Entwicklungsphase des Einspritzsystems an
einem Priifstand zu bestimmen und fiir die Umsetzung in den Motorsteuergeriten
fest abzuspeichern. Diese Variante ist insbesondere dann vorzuziehen, wenn un-
abhéngig vom Betriebspunkt des Motors oder der Laufzeit des Ventils keine we-
sentlichen Verénderungen des Injektorverhaltens zu erwarten sind.

109



1 “““ R a
>
- Of : 2
oK Cntn g
5 B B B Z
z 1_{\,\ “““ T 1S
op =~ S
.
0 0.5 1 1.5
t[ms]
1t
0.5f
S o >
£ £
S 1t <]
b4 zZ
0.5f
(U :
0 0.5 1 1.5
t[ms]

Abbildung 4.16: Gemessenes Verhalten eines Injektors ohne Kraftstoffdurch-
fluss mit optimalem Ansteuerverlauf bei Lade- und Entlade-
zeiten von jeweils 100us (oben) und 150us (unten)
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Abbildung 4.17: Gemessenes Verhalten eines kraftstoffdurchflossenen Injektors
mit optimalem Ansteuerverlauf bei einem Kraftstoffdruck von
200bar und bei Lade- und Entladezeiten von jeweils 100us
(oben) und 150us (unten)
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Kapitel 5
Zusammenfassung

In dieser Arbeit wird ein Ansteuerverfahren entwickelt, mit dem die Stellgeschwin-
digkeit piezoelektrisch aktuierter Injektoren erhoht wird.

Dazu werden im Kapitel 2 zuniichst verschiedene Ansitze fiir die mathematische
Modellierung des Aktors hinsichtlich der erreichbaren Genauigkeit gegeniiberge-
stellt. Die Wandlermodelle der Kapitel 2.3 bis 2.5 bilden sowohl das Aktor- als
auch das Sensorverhalten nach und sind gleichermafien als Simulations- und als De-
tektionsmodell verwendbar. Daneben zeichnet sich das in dieser Arbeit entwickelte
thermodynamisch basierte Modell des Polarisationszustands dadurch aus, dafl es
die charakteristischen Grofisignaleigenschaften von Ferroelektrika, wie beispielswei-
se die Schmetterlingskurve, wiederzugeben vermag.

Diese Wandlermodelle dienen als Basis verschiedener mathematischer Modelle eines
piezoelektrisch aktuierten Injektors, die im Kapitel 3 formuliert und verifiziert wer-
den. Die Untersuchungen ergeben, dafy das vorgestellte verteiltparametrische Modell
mit Hysteresenachbildung mit einem maximalen Fehler von 9 Prozent die geringsten
Abweichungen zum Verhalten des realen Injektors aufweist.

Die Injektormodelle ermdglichen in der Simulation einen Einblick in die mechani-
schen Abldufe wahrend einer Einspritzung. Ferner bilden sie im Kapitel 4 die Basis
zur Erstellung eines Zustandsschétzers. Die Kenntnis der mechanischen Vorgéinge
im Ventil ermoglicht die Bestimmung eines optimalen Ansteuerverlaufs, welcher die
wihrend des Offnungs- und SchlieBvorgangs auftretenden Kriifte minimiert. Zur
Realisierung der berechneten Ansteuerverliufe wird eine geeignete Ansteuerschal-
tung beschrieben. Messungen an einem realen Injektor belegen die Wirksamkeit des
vorgestellten Ansteuerverfahrens.
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Anhang A

A.1 Geschichte der Piezoelektrizitit

Der folgende Abrif der Geschichte der Piezoelektrizitit ist im Wesentlichen [Piez02]
und [Pief01] entnommen.

Auf ihren Reisen nach Indien und Ceylon kamen holléndische Seefahrer als erste mit
dem eigentiimlichen Verhalten von Turmalin in Beriihrung. Turmalin zieht, in heifle
Asche gelegt, an einer Seite Aschepartikel an und st68t sie an der gegeniiberliegen-
den Seite ab. Nach einiger Zeit kehrt sich dieser Effekt des Anziehens und Abstoflens
um. Fasziniert von dieser Erscheinung brachten die Seefahrer einige dieser Kristal-
le unter dem Namen Ceylonmagnete nach Europa. 1747 fithrt CARL LINNAEUS
(1707-1778) fiir Turmalin den wissenschaftlichen Namen lapis elektricus ein.

FRANZ AEPINUS (1724-1802) verwendet 1766 zur Beschreibung der elektrischen Po-
laritat erhitzter Turmalinkristalle den Begriff der Pyroelektrizitéit. Bei seinen Un-
tersuchungen im Jahre 1877 fand LorRD WILLIAM THOMSON KELVIN (1824-1907)
heraus, dafl der weitaus grofite Teil der pyroelektrischen Aufladung des Turmalins
auf die Bildung von Oberflichenladungen durch die elastischen Beanspruchungen
des Kristalls bei Temperaturdnderungen und damit auf die piezoelektrischen Eigen-
schaften von Turmalin zuriickzufiithren ist. Dabei stiitzt er sich auf Arbeiten des
franzosischen Mineralogen RENE JusT HAUY (1734-1822), der 1817 erstmals die
Bezeichnung Piezoelektrizitéit einfithrt (piezo stammt von dem griechischen Verb
piezein und bedeutet iibersetzt Ich driicke).

Basierend auf den theoretische Arbeiten von RENE JUST HAUY und LORD KELVIN
zu den thermodynamischen Zusammenhéngen in Kristallen entdeckten JACQUES
und PIERRE CURIE (1856-1941 und 1859-1906) bei Experimenten mit Quarz, Ro-
chellesalz und anderen Kristallen, daf§ auch diese unter einer mechanischen Span-
nung eine temperaturabhéngige elektrische Feldstéirke erzeugen. Ein Jahr nach der
Veroffentlichung der Gebriider CURIE im Jahre 1880 leitete LIPPMANN (1845-1921)
aus thermodynamischen Prinzipien ab, daf} es ebenfalls einen umgekehrten Effekt
geben miisse, bei dem eine elektrische Feldstdrke zu einer mechanischen Dehnung
fithrt. Dieser Effekt wurde kurz darauf von JACQUES und PIERRE CURIE experi-
mentell nachgewiesen und spéter als inverser piezoelektrischer Effekt bezeichnet.

In den darauffolgenden 25 Jahren fanden verstiarkt Untersuchungen auf dem For-
schungsgebiet der Piezoelektrizitdt statt, welche 1910 von WOLDEMAR VOIGT
(1850-1919) in dem Lehrbuch der Kristallphysik zusammengefa$t wurden [Voig66].

Wihrend der Elektromagnetismus zu dieser Zeit schon in vielen Bereichen des tégli-
chen und wissenschaftlichen Lebens Einzug gehalten hatte, fand die Piezoelektrizitét
lange keinen Weg aus den Forschungslabors hin zu einer technischen Verwendung.
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CURIE- Dehnung pro
Name Strukturformel Temperatur Feldstéarke
Quarz SiO4 570°C 2..7- 10_12%

. NaKC4H406- o —12m
Seignettesalz H,0 24°C 170 - 107457
Bariumtitanat BaTiO3 120°C 80...190 - 10*12%
BleiZirkOnat— . o o —12m
- PbZr,Ti(1_;)Os  180°C...400°C  50...760 - 10~1212

Tabelle A.1: Einige piezoelektrische Materialien nach [Fasc94], [SoSt74]

Zu obskur war diese Eigenschaft der Materie und vielen erschienen die thermody-
namischen Beziehungen zu kompliziert, um einen Nutzen erkennen zu kénnen. Als
Erster setzte PAUL LANGEVIN (1872-1946) im Jahr 1917 Quarzkristalle zur Kon-
struktion eines Unterwasserecholots ein, wobei er ein Mosaik aus Piezoelementen
mit einem Gleichstrompuls zum Schwingen anregte und die vom Meeresboden re-
flektierten Druckwellen mit einem zweiten dhnlichen Komposit empfing. Diese aufse-
henerregende und wihrend des ersten Weltkrieges bedeutsame Erfindung eréffnete
der Piezoelektrizitdt nicht nur das breite Anwendungsgebiet der Schallwandlung,
sondern ermutigte Forscher in aller Welt, ihre Kreativitat diesem Thema zu wid-
men. Nur zwei Jahre spiiter nutzte WALTER G. CADY (1874-1973) die grofie Giite
von Quarz als elektromechanischer resonanter Schwinger zur Frequenzstabilisierung
in einem MEISSNER-Oszillator.

Zu diesem Zeitpunkt beschriankte sich die Materialauswahl fiir piezoelektrische Ak-
toren und Sensoren noch auf die natiirlichen Materialien. Im zweiten Weltkrieg
entdeckten japanische Forscher auf der Suche nach neuen leistungsfahigen Dielek-
trika fiir elektrische Kondensatoren, dafl bestimmte gesinterte Keramiken eine bis
zu hundertfach hohere Dielektrizitdtszahl aufweisen gegeniiber bisher bekannten,
natiirlichen Kristallen. In Anlehnung an analoge Eigenschaften ferroelektrischer Ma-
terialien bezeichneten die Wissenschaftler die neu gefundene Gruppe der Piezoide
als Ferroelektrika. Die Moglichkeit, piezoelektrische Werkstoffe mit den fiir die je-
weilige Anwendung optimalen Eigenschaften synthetisch herzustellen, ebnete der
Piezoelektrizitdt den Einzug in eine Vielzahl technischer Bereiche.

Die Alltdglichkeit piezoelektrischer Wandler zeigt sich heute in Bezeichnungen
wie elektrisches Feuerzeug, Kristall-Tonabnehmer oder Quarz-Uhr. Dariiber hin-
aus reicht die Vielfalt der Einsatzgebiete von Beschleunigungssensoren (beispiels-
weise in Kraftfahrzeugen) iiber Stellglieder in Pumpen und Ventilen (beispielsweise
in Tintenstrahldruckern), Wandler (beispielsweise medizinische Vaporisatoren oder
Abstandssensoren) und Dielektrika fiir Kondensatoren hoher Energiedichte bis hin
zu Mikromanipulatoren (beispielsweise in Rastertunnelmikroskopen). Selbst in Ten-
nisschlidgern helfen Piezoaktoren, die physische Belastung des Spielers zu reduzieren,
indem im Schligerrahmen gezielt Gegenkriifte erzeugt werden [CaKMO03].

Einige piezoelektrische Werkstoffe sind in der Tabelle A.1 gegeniibergestellt.
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A.2 Tensorrechnung

Das Ziel einer jeden mathematischen Modellierung ist es, geeignete Gesetzmifig-
keiten fiir die Beziehungen zwischen den verschiedenen Gréflen eines Systems zu
formulieren, die das reale Verhalten moglichst genau wiederzugeben vermogen. Fiir
einen Piezoaktor bedeutet dies beispielsweise, die Abhéngigkeit einer Dehnung oder
einer elektrischen Feldstéirke von der Temperatur zu beschreiben.

Die Temperatur eines Korpers ist eine skalare Grofle, denn sie besitzt einen Betrag
von beispielsweise ¥ = 273, 16K, aber keine Richtung. Fiir den Vektor der elektri-
schen Feldstiirke, welcher einen Betrag |E|2 und eine Richtung % besitzt, wird

zumeist die Vektorschreibweise E = Ey e + Ey eX + E3 eX verwendet. Da die Feld-
linien in positiven Ladungen entspringen und in negativen Ladungen miinden, ist
mit der Richtung des Feldes zugleich die Orientierung der Feldlinien festgelegt.

Im Gegensatz dazu ist die Dehnung eine gerichtete Grofle, die zwar richtungs-
abhiingig, aber nicht orientierungsabhiingig ist. So ist beispielsweise ein Abschlepp-
seil zwischen zwei Fahrzeugen ebenso in Fahrtrichtung gedehnt wie auch entgegen
der Fahrtrichtung. Aus diesem Grunde wird fiir die mechanische Dehnung wie auch
fiir die mechanische Druckspannung die Tensorschreibweise verwendet.

Tensoren sind mehrdimensionale Felder von Skalaren oder skalaren Funktionen,
wobei Indizes die einzelnen Komponenten des Tensors adressieren. Ein Tensor erster
Stufe

a; 1€ [1,3]

besitzt die drei skalaren Komponenten a1, as und as. Analog steht ein Tensor zweiter
Stufe

ai; 1,5 € [1,3]

fiir ein zweidimensionales Feld mit insgesamt 9 Skalaren. Eine Folgerung hieraus
ist, daf8 a; und a;; zwei unterschiedliche Tensoren benennen.

Im Gegensatz zur Vektorrechnung, in der lediglich Skalare, Vektoren und Matrizen
definiert sind, erlaubt die Tensorrechnung auch Tensoren hoherer Stufe mit drei
oder mehr Indizes. Ubliche Bezeichnungen der Indizes sind die lateinischen Klein-
buchstaben zwischen ¢ und v.

Gilt fiir einen Tensor dritter Stufe die Beziehung a;jr = ax;s, so ist der Tensor sym-
metrisch beziiglich ¢ und k. Wenn sich die Elemente eines Tensors beim Vertauschen
zweier Indizes im Vorzeichen unterscheiden, nennt man den Tensor schiefsymme-
trisch beziiglich dieser Indizes. Im allgemeinen weist ein beliebiger Tensor hoherer
Stufe keine Symmetrie auf.
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Zwei Tensoren konnen nur dann addiert werden, wenn sie von gleicher Stufe und
von gleichen Typs sind. Mit den beiden Tensoren erster Stufe

ergibt die Summe ¢; = a; + b; einen weiteren Tensor erster Stufe ¢; des gleichen
Typs, wobei die Berechnungsvorschrift

1 =a1+ b
Cco = ag + by

c3 = as + bs
lautet. Hier wird deutlich, dafl zwei Tensoren unterschiedlichen Typs

a; iE[l,g]
d; iE[l,G]

nicht addiert werden koénnen, da die Indizes von a; und d; fiir unterschiedliche
Wertebereiche definiert sind. Ebenso ist eine Summe a; 4 b;; nicht definiert, weil a;
und b;; nicht von gleicher Stufe sind.

Beziiglich der Addition zweier Tensoren gleichen Typs gilt das Kommutativgesetz
a; +b; =b; +a;
sowie das Assoziativgesetz.

(ai—|—bi) +c =a; + (bi—l—ci)

Die Multiplikation zweier Tensoren ergibt einen neuen Tensor, dessen Stufe durch
die Art der Multiplikation selbst festgelegt wird. Das dulere Produkt ¢;; = a;b;
zweier Tensoren a; und b; erster Stufe ergibt einen Tensor c¢;; zweiter Stufe.

ci1 =a1b c12 = a1 by ci13 = a1 bz
co1 = az by Co2 = ag by c23 = ag by
c31 = az by c32 = a3 by c33 = a3 by

Die Indizes ¢ und j sind in diesem Beispiel freie Indizes.

Tritt bei zwei zu multiplizierenden Tensoren der gleiche Index bei beiden Faktoren
auf, so ist das Ergebnis die Summe der elementweisen Produkte iiber diesen Index.
Als Beispiel fiir ein solches kontrahierendes oder inneres Produkt ergibt ¢ = a; b;
einen Tensor c¢ nullter Stufe, also ein Skalar, mit dem Wert

c=ay1 by +as by +asbs

In diesem Fall wird 7 als Summationsindex bezeichnet und darf in dem Produkt nur
genau zweimal vorkommen.

Dariiber hinaus sind auch Kombinationen der beiden Varianten moglich, wie bei-
spielsweise w; = ui; vji, wo jedes Element von w;, die Summe der Produkte von
u;; und vj; tiber dem Summationsindex j ist. Das Ergebnis fiir die Komponente
w12 ist in diesem Beispiel

W12 = U1l V12 + U12 V22 + U13 V32
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Gelegentlich besteht die Notwendigkeit, bei zwei Tensoren in einem Produkt den
gleichen Index zu verwenden, iiber den jedoch nicht summiert werden soll. In die-
sem Fall wird der Index in Klammern geschrieben. Die Gleichung cg;) = a) b,
entspricht ausgeschrieben

c1=ayb
c2 = az by
c3 = az bz

Fiir die Multiplikation gilt das Assoziativgesetz

a; bj Ck = (ai bj) Ck = Qi (bj Ck)
a; bj Cj = (a'i b]) Cj = a; (bJ Cj)
aijbjrer = (aijbje) e = ai; (bjk cr)

sowie das Distributivgesetz

a; (bJ —+ Cj) = a; bj + a; ¢
a; (bz + Ci) = a;b; +a;c
a@) (bey +ewy) = a@ b +aw cu

aber das Kommuntativgesetz nur in Ausnahmefillen. Wihrend die Reihenfolge der
Schreibweise zwar vertauschbar ist

aij bjk = bk aij
gilt dies fiir die Reihenfolge der Abbildungen durch die Tensoren im Allgemeinen
nur dann, wenn entweder beide symmetrisch oder beide schiefsymmetrisch sind.
ai; = aj; A by = bj;
aij bjr = bij ajr  1.A. nur dann, wenn oder

Qi = —Qj4 A bij = —bjz'

Ein besonderer Tensor ist der KRONECKER-Tensor 6;;, der durch

s 1 fir i=j
Yl 0 fir i

definiert ist. Das innere Produkt eines Tensors erster Stufe mit dem KRONECKER-
Tensor ergibt wieder den Tensor selbst.

a; = 61‘]' a;

An dieser Stelle sind bereits einige Analogien zwischen Tensorrechnung und Vek-
torrechnung deutlich geworden. Dennoch gelten einige Operationen der Vektorrech-
nung nicht unmittelbar in der Tensorrechnung. So ist die Inverse eines Tensors nicht
definiert. Sie wird in dieser Arbeit jedoch benétigt und in Anlehnung an die Vek-
torrechnung wie folgt definiert:

Seien a;; und b;; zwei quadratische Tensoren zweiter Stufe mit ¢, j € [1, N]. Gilt
aij bjk = bij ajr = bk,

dann und nur dann ist a;; der inverse Tensor zu b;; und b;; der inverse Tensor

zu Gij.

—1
ij

und  b;; = a;jl

aij:b
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Abbildung A.1: Ubliche Indizierung der elektromechanischen Tensoren

Die Berechnung des inversen Tensors erfolgt nach den gleichen Methoden wie in der
Matrizenrechnung, beispielsweise dem Adjungierten- oder Austauschverfahren. Die
Inverse ermdoglicht es nun, Produkte nach Faktoren aufzulésen.

Ci = Q45 bj
a;jl c; = a;jl ajk by
a;jl Cj = (Sij bj
ai_jl ¢ = bz

Sowohl in der Tensorrechnung als auch in der Vektorrechnung ist die Inverse eines
Tensors erster Stufe beziehungsweise eines Vektors nicht definiert. Um trotzdem ein
Gleichungssystem

Ci) = a(i) b(i) mit ¢ € [1, N]
nach b; aufzulésen, wird ein Tensor erster Stufe mit den Kehrwerten der Elemen-
te von a; bendtigt. In dieser Arbeit wird dafiir die Schreibweise a; ' verwendet,
wodurch b; als
—1 .

by =ag cqy Vi

angegeben werden kann. Auf #hnliche Weise sind auch Systeme der Art
Ci(k) = Qijk) bjxy mit k€ [1,N], 4, j€[l, M]

mit einem Tensor a;;() dritter Stufe nach b,y 16sbar, indem die Gleichung als eine
Gruppe durch k indizierter linearer Untersysteme interpretiert wird. Das Ergebnis
lautet

-1

bi(ky = () Cick)
mit
ai_j%k) ajy(k) = b Yk
Auch ein Gleichungssystem des Typs
Cij = Qijkl bkl mit ia k S [LN]a ja l S [LM]

kann nach b;; umgestellt werden, indem es durch eine Umsortierung der Tensorele-
mente in die Form

c; = a,-jbj mit i,jE[l,N'M]

118



Abbildung A.2: Indizierung der elektromechanischen Tensoren nach VoiGT

gebracht und in dieser berechnet wird. Die Riickfithrung in die urspriingliche Form
ergibt das gesuchte

_ -1
bij = @ crl

Obwohl die Schreibweise ai_jil nicht gebrauchlich ist, soll sie in dieser Arbeit den-
noch als Beschreibung der ihr zugrundeliegenden Operation helfen, die auftretenden
Tensorgleichungen iibersichtlich zu gestalten.

Vereinheitlichend lassen sich auch gerichtete physikalische Groflen als Tensoren dar-
stellen. Die Vektoren der elektrischen Flu3dichte D und der Feldstirke E beispiels-
weise sind in einem kartesischen Koordinatensystem als Summe

= Dief + Dyef + Dyek
= E e+ Eyelk + E3ek

= 1S

darstellbar, wie die linke Hélfte der Abbildung A.1 erldutert. Mit der Zusammen-
fassung der kartesischen Einheitsvektoren in dem Tensor gf lassen sich D und E
auch bequem als Tensorprodukte von D; respektive von E; und eX schreiben.

D =Def E=E;e’
Die Dehnung &;; und die mechanische Druckspannung o;; sind symmetrische Ten-
soren zweiter Stufe, wobei die Elemente der Diagonalen die Normalkomponenten
und die iibrigen Elemente die Scherkomponenten sind (rechte Hiilfte der Abbildung

A.1). Je nach Komplexitéit der physikalischen Beziehungen kénnen so recht uniiber-
sichtliche Gleichungen entstehen. Das HOOKEsche Gesetz lautet dann

&j = Siji o mit 4, j, k, L€ [1,3]

mit dem Elastizitédtsmodul s;;z; als einem Tensor vierter Stufe.
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Um die Lesbarkeit zu verbessern, bietet sich die VoiGT-Notation an [Voig66], welche
die Symmetrie der Spannungs- und Dehnungstensoren ausnutzt (rechte Hilfte der
Abbildung A.2). Mit

&1 =¢&n o1 =011

§2 = &2 09 = 099

§3 = a3 03 = 033
§4 =282 =26 04 =2012 =209
§s = 2823 = 2839 05 = 2093 = 2032
& =281 =283 06 =203 = 2013

reduziert sich so die Anzahl der Indizes auf die Hilfte. So wird beispielsweise auch
der Elastizitdtsmodul s;; im HoOKEschen Gesetz

§i:sijaj mit i,j€[1,6]

zu einem Tensor zweiter Stufe.
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