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Kurzfassung Hage, Dunja Alexandra

Neue Losungsstrategien fiir /;-Minimierungsprobleme mit
Kalman-Filtern

In vielen Problemen miissen hochdimensionale diskrete Signale aus verrauschten und
oft unterabgetasteten Daten rekonstruiert werden, was die Problematik der Losung
von nominal unterdeterminierten, rauschbelasteten Gleichungssystemen aufwirft. Die
Theorie der komprimierten Abtastung besagt (und beweist), dass solche Signale tat-
séchlich unter der Annahme der Diinnbesetztheit rekonstruiert werden kénnen. Auf
dem breiten Forschungsgebiet, genannt Compressed Sensing — dessen Anwendungen
beispielsweise in der Medizin (MRT), Hochfrequenz-Kommunikationstechnologie und
Radar liegen — existieren bereits viele Algorithmen zur Rekonstruktion von sparsen
Signalen. Eine der wichtigsten Eigenschaften ist die so genannte Nullraum-Eigenschaft
der Sensormatrix. Sie stellt sicher, dass die sparse oder kompressible Darstellung durch
die /1-Minimierung wiederhergestellt werden kann, die tatséchlich entweder durch kon-
vexe Optimierungsansétze, wie es der klassische Weg ist, oder alternativ durch schétz-
theoretische Ansétze, z. B. durch das erweiterte linearisierte Kalman-Filter, realisiert
werden kann.

In dieser Arbeit etablieren wir neue Ansétze zur Rekonstruktion sparser Signale durch
¢1-Minimierung mit einem Kalman-Filter. Das Kernstiick unseres Kalman-Filters be-
ruht auf einer einfachen Idee. Auf Grundlage einer partikuléren Losung ., (es existie-
ren unendlich viele Losungen) schétzt das Kalman-Filter in jeder Iteration eine weitere
Losung aus dem Nullraum der Messmatrix, sodass die Summe beider Vektoren eine
Losung & = T, + & mit reduzierter £;-Norm erreicht. Im ersten Teil der Arbeit wird
im Kalman-Filter-Algorithmus, mit Hilfe von Konvergenzbeschleunigungsverfahren,
eine konvergierende Folge konstruiert, deren Grenzwert einen Losungsvektor liefert,
der mit der Losung des primal-dualen Algorithmus fiir /1-Minimierung von Chambolle
& Pock iibereinstimmt. Die Konvergenzbeschleunigungsverfahren resultieren aus dem
A2-Grundverfahren von Aitken. Fiir das Losen von £1-Minimierungsproblemen werden
zum Auffinden der Losung vermehrt sogenannte Thresholdingverfahren eingesetzt. Im
zweiten Teil der Arbeit stellen wir das Kalman-Filter mit einem, den Anforderung ge-
niigendem, externen Thresholdingverfahren vor. Mit diesem externen Thresholding,
welches nicht direkt das Kalman-Filter beeinflusst, konnen wir sparse Signale sehr
schnell rekonstruieren. Weitere Untersuchungen von rauschbehafteten Signalen mit
dem modifizierten Kalman-Filter bestitigen die Resultate in Bezug auf Rekonstruk-
tionsfehler, Rekonstruktionszeit, £op-Norm und Supportfehler gegeniiber den géngigen
bekannten ¢1-Minimierungsalgorithmen, wie z. B. der primal-dual Algorithmus fiir

£1-Minimierung von Chambolle & Pock und der Orthogonal Matching Pursuit.
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Abstract Hage, Dunja Alexandra

New Solution Strategies for /;-Minimization Problems with
Kalman-Filters

In many problems, high-dimensional discrete signals need to be reconstructed from
noisy and often undersampled data, raising the issue of solving nominally underde-
termined noise-contaminated systems of equations. The theory of compressed sensing
states (and proves) that such signals can in fact uniquely be reconstructed under
the sparsity assumption. In the broad research field of compressed sensing — whose
applications are found, for example, in medicine (MRT), radar and high-frequency
communication technology, many algorithms already exist for the reconstruction of
sparse signals. One of the most important properties is the so-called null space pro-
perty of the sensor matrix. It ensures that the sparse or compressible representation
can be recovered by the ¢;-minimization, which can in fact be realized either by con-
vex optimization approaches, which is the classical way, or alternatively by estimation-
theoretic approaches, e.g. by extended linearized Kalman-filters, which is the approach
analyzed in this paper.

In this work new results for the reconstruction of sparse signals by ¢;-minimization
are established with such a Kalman-filter. The core of our Kalman-filter is based on a
simple idea. On the basis of a particular solution @, (there are infinitely many solu-
tions), the Kalman-filter estimates another solution from the null space room of the
measurement matrix in each iteration step, so that the sum of both vectors achieves
a solution & = Z, +  with a reduced ¢;-norm. In the first part, the Kalman-filter
uses convergence acceleration techniques to construct a convergent sequence whose
limit value provides a solution, which corresponds to Chambolle & Pock’s primal-dual
algorithm solution. The convergence acceleration methods result from the AZ2-basic
process of Aitken.

For solving ¢;-minimization problems so-called thresholding methods are increasingly
used to find the solution. In the second part of the thesis the Kalman-filter is presented
with an external thresholding method. With this external thresholding, which does not
directly affect the Kalman-filter, we can now reconstruct sparse signals very quickly.
Further investigations of noise-affected signals with the modified Kalman-filter confirm
the results in terms of sparse recovery error, £y-norm of the estimates, support mis-
match, and recovery time compared to the usual known ¢;-minimization algorithms,

e.g., primal-dual algorithm of Chambolle & Pock and Orthogonal Matching Pursuit.
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Einleitung und Motivation

Compressed Sensing (CS) ist ein Forschungsgebiet in der rechnergestiitzten Signalver-
arbeitung. In den letzten dreizehn Jahren ist ein starker Zuwachs in den intensiven
Forschungsaktivitdten auf und um das Gebiet CS zu verzeichnen. Erwahnt wurde CS
erstmals von Donoho [1] sowie Candés, Romberg und Tao [2] in zwei — von einander
unabhéngigen — Veroffentlichungen im Jahr 2006. Diese Autoren legten den Grund-
stein fiir das schnell wachsende Forschungsgebiet Compressed Sensing.

Dieses Forschungsfeld erlangte nicht nur im Signalbereich groke Aufmerksamkeit. In-
formatiker und Ingenieure haben eine Vielzahl von Anwendungen der komprimierten
Sensorik in der Astronomie, Biologie, Medizin, Radar und Seismologie gefunden, um
nur einige zu nennen. CS ist zu einem Schliisselbegriff in verschiedenen Bereichen der
angewandten Mathematik, Informatik und Elektrotechnik geworden. In vielen Fil-
len kénnen Signale, Bilder und andere Daten nicht immer vollstdndig erfasst werden.
Gleichzeitig werden die Datenakquisition bzw. die Rekonstruktion von Daten in vielen
Bereichen wie beispielsweise in der Signal- und Informations- sowie Bildverarbeitung

in diversen, insbesondere in digitalen, Lebensbereichen zunehmend wichtiger.

Compressed Sensing (auch als Compressive Sensing oder Compressive Sampling be-
zeichnet) ist eine neue mathematische Theorie fiir die Rekonstruktion von Daten.
CS-Methoden sind bereits erfolgreich in klassischen Anwendungen wie optische Bild-
gebung (z. B. Ein-Pixel-Kamera), Magnetresonanztomographie (MRT'), Computerto-
mographie (CT) und Synthetic Aperture Radar (SAR) integriert [3-5]. Eine aktuelle
Anwendung ist, wie im Kapitel Forschungsstand CS genannt, die Integration von CS-
Methoden in MRT-Geréten, welche z. B. im Jahr 2019 praktisch in dem Krankenhaus
Martha-Marie Halle-Délau und am Universitatsklinikum Halle etabliert wurde.

Die Grundidee der komprimierten Sensorik besteht darin, ein diinn besetztes Si-
gnal aus sehr wenigen nicht adaptiven linearen Messungen zu gewinnen. Die CS-
Theorie stellt sicher, dass ein diinn besetztes Signal aus sehr wenigen Messungen

genau rekonstruiert werden kann [6-9]. Die Rekonstruktion eines diinn besetzten
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Vektors aus einem unterdeterminierten Gleichungssystem kann als Losung eines #1-
Minimierungsproblems durch lineare Programmierung erkléart werden. Um eine er-
folgreiche Rekonstruktion zu gewéhrleisten, muss zum einen entweder die Bedingung
der Diinnbesetztheit oder der Komprimierbarkeit fiir das zu rekonstruierende Signal
erfiillt sein und zum anderen die Nullraumeigenschaft der Sensormatrix. Diese Be-
dingungen garantieren die Rekonstruktion der diinn besetzten bzw. komprimierbaren
Darstellung durch die ¢;-Minimierung, die entweder durch konvexe Optimierungsan-
sitze oder alternativ durch schitztheoretische Ansétze, z. B. mit einem linearisierten
Kalman-Filter, realisiert werden kann. Eine genaue detaillierte Beschreibung fiir die
Diinnbesetztheit, auch als Sparsity bezeichnet, sowie die Bedingungen fiir eine Re-
konstruktion mit der ¢;-Minimierung kénnen in [10-13] gefunden werden. Insgesamt

suchen wir einen diinn besetzten Vektor & € C", der das fp-Minimierungsproblem
min ||z, u. d. N. b= Az
X

mit einem Beobachtungsvektor b € C™ und der Matrix A € C"™*™, m < n 16st. Dieses
Problem ist im Allgemeinen NP-hard und l&sst sich nicht effizient 16sen. In [1, 2| wird
gezeigt, dass der Ausdruck ||-||, durch die ¢;-Norm ersetzt werden kann. Wir erhalten

das folgende ¢1-Minimierungsproblem:
min ||z, u. d. N. b= Ax.
X

In dieser Arbeit verfolgen wir das Ziel, neue Lésungsstrategien fiir £1-Minimierungs-
probleme mit Kalman-Filtern zu entwickeln. Viele Messungen liegen in verrauschter
Form vor, sodass eine exakte Rekonstruktion nicht moglich ist. Messrauschen oder
andere duflere Einfliisse kdnnen zu Abweichungen und Unsicherheiten zwischen den
tatsdchlichen und den ermittelten Grofen fiihren. Der Einsatz von Kalman-Filtern
garantiert jedoch die optimale Rekonstruktion aus verrauschten Messungen [14-18].
Anhand von Messdaten schitzt das Kalman-Filter in einem zweistufigen Prozess den
Zustand des Systems. Im ersten Schritt sagt das System den Zustand voraus, welches
dann nach erfolgter Messung den Zustand der Schéitzung korrigiert. Vorzugsweise wird
das Kalman-Filter z. B. in der Bildverarbeitung, Signalverarbeitung und in Naviga-
tionssystemen verwendet. Bei der Sensorfusion, in der die Verschmelzung von Daten
mit unterschiedlichen Sensoren stattfindet, werden z. B. Positions- und Geschwindig-
keitssignale abgebildet.

Vergleichbare Ansédtze mit Kalman-Filter zur CS-Rekonstruktion sind in [19-21] zu
finden. Die Autoren in [19-21] verwenden fiir die Rekonstruktion die Residualmetho-
de der kleinsten Quadrate. Einige Autoren fithren bereits Optimalitdtskriterien der
Schétztheorie, wie z. B. das CRB (Cramér-Rao-Schranke) fiir die sparse Rekonstruk-
tion [12] ein. Im Allgemeinen beriihren sich die Bereiche der konvexen Optimierung
und der Stochastik nicht.

Dennoch sind Verkniipfungen von konvexer Optimierung mit den stochastischen An-

sétzen der optimalen Schitztheorie moglich.
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Das Ziel dieser Arbeit ist, das Forschungsgebiet Compressed Sensing mit leistungs-
fahigen Instrumenten der optimalen Schétztheorie fiir verrauschte bzw. gestorte Da-
ten mit der Kalman-Filter-Theorie zu verbinden. Es werden daher neue Ansétze fiir
die Rekonstruktion diinn besetzter Signale mit modifizierten Kalman-Filtern in der
vorliegenden Arbeit konstruiert. Wegen der Anwendungsvielfalt des Kalman-Filters
existieren auch mehrere Varianten des Filters.

Ein neuer Ansatz ist die Verwendung der ¢1-Norm als nichtlineare Beobachtung. Auf-
grund der nichtlinearen Beobachtung kénnen wir das Kalman-Filter fiir lineare Beob-
achtungen nicht heranziehen, sondern miissen uns dem nichtlinearen Problem durch
ein lineares Problem anndhern. Die Anwendung des Kalman-Filters auf nichtlineare
Probleme wird in der Literatur als erweitertes linearisiertes Kalman-Filter bezeichnet.
Eine Vielzahl von nichtlinearen Filterproblemen wird durch Simulationen oder andere

Néherungsverfahren, wie z. B. Projektionsfilter, Quadraturfilter analysiert.

Neben dem neuen Ansatz, d. h. der Verwendung der ¢;-Norm als nichtlineare Be-
obachtung, betrachten wir auch die Arbeit bzw. das Lésen des nichtlinearen Problems
auf dem Nullraum der Sensingmatrix. Das Kalman-Filter berechnet nicht wie tiblich
direkt den gesamten Zustandsvektor, sondern zerlegt diesen Zustandsvektor in eine
partikuldre Losung und in einen Zustandsvektor aus dem Nullraum der Matrix. Insbe-
sondere berechnet das Kalman-Filter in jeder Iteration einen Zustandsvektor aus dem
Nullraum, dessen Summe mit der partikuléren Losung einen Zustandsvektor ermittelt,
der eine geringere ¢1-Norm besitzt. Die Ideen in der vorliegenden Arbeit, zum einen
die nichtlineare Beobachtung der /1-Norm und zum anderen die Zustandsberechnung

im Nullraum der Sensingmatrix, sind grundlegende neue Forschungsansétze.

Des Weiteren werden fiir ¢1-Minimierungsalgorithmen, wie z. B. den primal-dual-
Algorithmus von Chambolle & Pock, sogenannte Thresholding-Verfahren verwendet.
Solche Verfahren beeinflussen die Berechnungen des Zustandsvektors im Algorithmus.
Aufgrund der eingesetzten Thresholding-Verfahren (Soft- bzw. Hard-Thresholding)
verandern sich bestimmte Eintrdge des Zustandsvektors in jeder Iteration, sodass de-
ren Werte nach einer vorgegebenen Berechnungsvorschrift ;manipuliert werden. Wir
zeigen in der Arbeit, dass fiir das £1-Minimierungsproblem gute Ergebnisse auch ohne
den Einsatz von Thresholding-Verfahren fiir das Kalman-Filter moglich sind. Dafiir
untersuchen wir die Anwendung bekannter Konvergenzbeschleunigungsverfahren auf
die nichtlineare Beobachtung im Kalman-Filter. Die zwei behandelten Konvergenzbe-
schleunigungsverfahren basieren auf dem A2-Grundverfahren von Aitken. Diese Ver-
fahren verfolgen das Ziel, aus einer konvergenten Folge von Skalaren eine neue Folge zu
konstruieren, sodass diese neue Folge schneller konvergiert. Mit dem Einsatz von Kon-
vergenzbeschleunigungsverfahren versuchen wir das Kalman-Filter ohne den Einsatz
von Thresholding-Verfahren so zu beschleunigen, dass wir eine gleichwertig geeignete
Lésung wie die £1-Minimierungsalgorithmen mit integriertem Thresholding-Verfahren

erhalten.
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Im weiteren Verlauf der Arbeit priasentieren wir aufserdem fiir das Kalman-Filter einen
komplett neuen Ansatz mit einem Thresholding-Prozess. Dieser neue Prozess beein-
flusst den Zustandsvektor wihrend der Berechnung nicht — das spricht gegen alle in
der Anwendung eingesetzten Thresholding-Verfahren, die einen permanenten Einfluss
in jeder Iteration auf den berechneten Zustandsvektor nach sich ziehen. Unter Verwen-
dung des entwickelten Thresholding-Prozesses fiir das Kalman-Filter, welcher nicht in
jeder Iteration den Zustandsvektor verdndert, minimieren wir nicht nur die #1-Norm,
sondern ermitteln auch den optimalen Support des Zustandsvektors. Das Kalman-
Filter mit dem neu entwickelten externen Thresholding-Prozess kann damit als ein
Support-Schétzer interpretiert werden. Mit den Informationen iiber den optimalen
Support und die ¢1-Norm kénnen wir das sparse Signal mit wenigen Iterationen sehr
gut rekonstruieren. In der Praxis liegen allerdings verrauschte bzw. gestorte Daten
vor, sodass die Betrachtung eines optimal erreichbaren Supports von grofter Bedeu-
tung ist. Die Auswirkung des Thresholding-Prozesses im Kalman-Filter-Algorithmus
werden wir mit anderen £;-Minimierungsalgorithmen untersuchen und unter verschie-
denen Gesichtspunkten vergleichen. Fiir eine Betrachtung des Rekonstruktionsfehlers
unter Verwendung verrauschter bzw. gestorter Daten ziehen wir die unterste Schranke,
die Cramér-Rao-Schranke, heran. Mit Hilfe der Cramér-Rao-Schranke, die eine Ab-

schitzung der Varianz liefert, konnen wir die behandelten Algorithmen vergleichen.

Im letzten Teil dieser Arbeit werden wir eine spezifische Anwendung auf die neu
entwickelten Kalman-Filter-Algorithmen im Bereich der 3D-Bildgebung durchfiihren.
Die Forschungsarbeiten auf diesem Gebiet sind vielseitig und sehr innovativ. Mit ei-
nem 3D-entfernungsmessenden System werden wir zwischen einem Objekt und einer
Kamera punktweise Informationen der Entfernung messen. Das Ziel ist es, mit den
neu entwickelten Ansétzen fiir das Kalman-Filter die Entfernung zwischen dem Ob-
jekt und der Kamera auch unter verrauschten Daten zu berechnen, die wegen der
Mehrfachreflexionen heute kaum realisiert werden kann. Unter Verwendung der erhal-
tenen Messdaten wird der neu entwickelte Kalman-Fiter-Algorithmus einen sparsen
Vektor rekonstruieren, der es ermdglicht, die Entfernung zwischen Objekt und Ka-
mera zu berechnen. Das Experiment erweitern wir, indem wir Hindernisse in Form
von Folien zwischen dem Objekt und der Kamera setzen. Die Berechnung der Entfer-
nung wird dadurch wesentlich erschwert, da eine Selektierung der relevanten Daten
fiir eine erfolgreiche Rekonstruktion nahezu unmoglich scheint. Trotz der Mehrfach-
reflektionen zeigen wir in dieser Anwendung, dass eine erfolgreiche Rekonstruktion
unter Verwendung der neuen Ansétze im Kalman-Filter erreicht werden kann. Die
vorgestellte Anwendung in der 3D-Bildgebung gibt damit einen kleinen Einblick in
die Vielzahl der Einsatzmoglichkeiten von £1-Minimierungsalgorithmen mit Kalman-
Filtern.




1.2 Gliederung dieser Arbeit

1.2 Gliederung dieser Arbeit

Diese Arbeit ist in mehrere Kapitel untergliedert und soll aufbauend betrachtet wer-
den.

Wir beginnen mit einigen mathematischen Grundlagen im Kapitel 2, die fiir das Ver-
standnis auf dem Forschungsgebiet Compressed Sensing (CS) und fiir die Ausfiithrun-
gen in dieser Arbeit unerlésslich sind. Mit der klassischen Einordnung von CS im
mathematischen Kontext beschliefen wir das Kapitel.

Im Kapitel 3 Compressed Sensing geben wir den aktuellen Forschungsstand anhand
eines konkreten Beispiels an. Wir zeigen die praktische Relevanz und deren Bedeutung
von CS in der heutigen Zeit. Zusétzlich erlautern wir die notwendigen und hinreichen-
den Bedingungen fiir eine erfolgreiche Rekonstruktion von diinn besetzten Signalen.
Anschliefsend werden relevante Algorithmen fiir CS vorgestellt, die auch in den nach-
folgenden Kapiteln zum Vergleich herangezogen werden.

Eine Einfiihrung des Kalman-Filters sowie deren Herleitung der verwendeten Kalman-
Filter-Gleichungen iiber den Ansatz orthogonaler Projektion stellen wir im Kapitel 4
vor. Im Kapitel 5 geben wir das erweiterte Kalman-Filter in seiner synthetischen und
analytischen Formulierung fiir das ¢;-Minimierungsproblem an. Den grundlegenden
Algorithmus fiir alle weiteren Ausfiihrungen in dieser Arbeit erlautern wir im Ka-
pitel 6, dessen Arbeitsweise vorwiegend auf den Nullraum einer Matrix basiert. Fiir
diesen Algorithmus geben wir die Berechnung einer optimalen Startlosung an und
verfassen den Konvergenzbeweis des verwendeten Kalman-Filter-Algorithmus in sei-
ner Nullraum-Variante. Dieser vorgestellte Algorithmus garantiert nicht immer eine
erfolgreiche Rekonstruktion von diinn besetzten Vektoren.

Eine wissenschaftliche Innovation beinhaltet daher die Untersuchung von Konvergenz-
beschleunigungsverfahren. Eine allgemeine Ubersicht iiber zwei Konvergenzbeschleu-
nigungsverfahren stellt das Kapitel 7 dar. Diese Verfahren sind fiir das Versténdnis des
anschlieflenden Kapitels 8 von wesentlicher Bedeutung. Mit diesen Beschleunigungs-
verfahren modifizieren wir das Kalman-Filter aus Kapitel 6, sodass ein £;-Minimie-
rungsproblem fiir sparse Signale in eine beschleunigte Folge von Skalaren transformiert
werden kann. Das Resultat der Modifikation demonstrieren wir im Kapitel 8 in um-
fangreicher Form, indem wir fiir die Auswertungen den primal-dual Algorithmus von
Chambolle & Pock fiir die £1-Minimierung heranziehen.

Einige vorgestellte Algorithmen aus Kapitel 3.5 verwenden zusétzlich fiir die Berech-
nung der Losung Thresholding-Verfahren. Folglich bildet Kapitel 9 einen weiteren
wissenschaftlichen Schwerpunkt der Arbeit, indem wir das erweiterte Kalman-Filter
mit einem externen Thresholding versehen und deren umfangreiche Untersuchungen
analysieren. In der Praxis liegen die Daten aber in verrauschter Form vor, sodass ei-
ne Rekonstruktion nicht immer moglich ist. Demzufolge werden wir im Kapitel 10
alle vorgestellten Algorithmen unter verschiedenen Aspekten mit unterschiedlichen
Rauschanteilen untersuchen und beobachten, dass unser vorgeschlagener Algorithmus

zu sehr guten Ergebnissen fiihrt.
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Im Kapitel 11 stellen wir eine Anwendung mit der neusten Technik im Bereich der
3D-Bildgebung vor und werden diese eingehend mit dem vorgestellten Kalman-Filter-
Algorithmus analysieren.

Eine Zusammenfassung der Ergebnisse und einen Ausblick auf zukiinftige Forschungs-
fragen bilden das letzte Kapitel 12 dieser Arbeit.




Kapitel 2

Mathematische Grundlagen

2.1 Allgemeines

Die folgenden Ausfiihrungen beschrianken sich auf die wesentlichen mathematischen

Grundlagen, die zum Versténdnis fiir Compressed Sensing (CS) unerlésslich sind.

Wir bezeichnen einen Vektor mit fett gedruckten Kleinbuchstaben und Matrizen mit
fett gedruckten Groftbuchstaben. Die Transponierte eines reellen Vektors oder einer
reellen Matrix wird mit einem hochgestellten T dargestellt bzw. entsprechend im kom-
plexen Fall mit H als komplex Konjugierte definiert. ||z||, ist die euklidische Lange
des Vektors € C™, d. h.

. 1/2
llly == /a1 + foal® + ..+ |l = (Z |x12> .
=1

Die Energie eines Vektors z entspricht der quadratischen fo-Norm, d. h. |jz||3.

Die /1-Norm eines Vektors ist definiert mit

n

llly =Dl

=1

Zu beachten ist, dass die £y-Norm, gemél der Definition von Normen im Anhang A,
keine Norm im klassischen Sinn darstellt. Die £y-Norm gibt die Anzahl der von Null

verschiedenen Eintrige eines Vektors an. Hierzu definieren wir die £y-Norm wie folgt

lzllg = |T| = [supp (z)| =#{l: 21 #0},l=1,...,n (2.1)

als Kardinalitiat des Supports von x. Die Supportmenge eines Vektors x bezeichnen

wir mit 7.

Definition 2.1.1 Ein Vektor x € C" oder (x € R™) heifit sparse (dinn besetzt),
wenn moglichst viele seiner Komponenten Null sind. Besitzt der Vektor héchstens s

Koeffizienten, die von Null verschieden sind, wird der Vektor als s-sparse bezeichnet,
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d. h.

o < s

Im weiteren Kontext verwenden wir statt diinn besetzt nur noch die Begriffe sparse

bzw. Sparsity. Die Menge aller s-sparsen Vektoren bezeichnen wir mit
S o= {a : [lefly < 5.

Ist f eine differenzierbare Funktion in x1,...,x,, so wird

Of (x+)
01‘1

Of ()

81‘2

Vf(x,) = (2.2)

Of (x+)

Oxy,

0

, T%f(a:*) sind die

0
der Gradient von f in x, genannt. Die Ausdriicke Fr (), ..
T

partiellen Ableitungen der Funktion f in x.,.

Im Zusammenhang mit Losungen von linearen Gleichungen wird die Methode der
kleinsten Quadrate genannt. Diese Methode minimiert die Energie des Fehlers. Be-
sitzt die Matrix vollen Rang liegt ein einfacher Fall vor. Sollte jedoch die Matrix einen
Rangdefekt aufweisen, sind andere Methoden wie QR-Zerlegung, Singuldrwertzerle-

gung oder die Pseudoinvertierung [22, 23| erforderlich.

In den néichsten beiden Abschnitten erldutern wir kurz die Berechnung einer Lo-
sung im Falle eines iiberbestimmten bzw. unterbestimmten linearen Gleichungssys-
tems. Diese Ausfithrungen sind fiir das im Kapitel 9 behandelte Thema von wesent-
licher Bedeutung, weil das urspriingliche unterbestimmte lineare Gleichungssystem
im Kalman-Filter-Algorithmus unter Verwendung eines externen Thresholding in ein

iiberbestimmtes lineares Gleichungssystem iiberfiihrt wird.

2.1.1 Uberbestimmte lineare Gleichungssyteme

Fiir die néchsten Abschnitte im Kapitel 2.1 werden wir uns vereinfachend auf den
reellen Raum beziehen. Eine Darstellung im komplexen Raum kann entsprechend

angepasst werden. Betrachten wir ein System von linearen Gleichungen mit mehr
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Zeilen als Spalten fiir die Matrix A € R™*", dann wird das Gleichungssystem
b= Ax

als iiberbestimmtes lineares Gleichungssystem mit b € R™ und & € R" bezeichnet.
Im Regelfall existiert kein Losungsvektor &, mit dem alle Gleichungen erfiillt werden
kénnen. Es ist {iblich, in diesem Fall eine Losung zu suchen, welche die Energie des

Fehlers

J (@) = |[b— Az (2.3)
minimiert

min [[b — Az|3. (2.4)
Es gilt

J(x) = (b— Az)" (b— Ax)
= b'b—bTAzx —2TATb+2TAT Ax (2.5)
= blb—20T Az + T AT Ax.

In der Gleichung (2.5) ist der skalare Ausdruck ™ ATb die Transponierte von b Az.

Berechnen wir den Gradienten des Funktionals J nach Gleichung (2.2)

9 _ T T
a—mJ(m)— 2A'b+2A" Ax

und setzen fiir die Ermittlung eines Minimums die Ableitung gleich Null

0

dann folgt unter der Annahme der Invertierbarkeit von AT A:

ATb = ATAx (2.6)
z = (ATA)"' AT, (2.7)

Fiir R” sind die Normen ||-||; und |-|| , konvexe Abbildungen, wobei |||, strikt konvex
ist. Wir haben daher in Gleichung (2.3) ein strikt konvexes Funktional vorliegen. Bei
allen konvexen Funktionalen sind stationdre Punkte Minimalstellen, sodass bei der Su-
che nach moglichen Extremstellen die Bedingung der zweiten Ordnung nicht iiberpriift
wird. Stationdre Punkte sind mogliche Kandidaten fiir ein Extremum, d. h. an deren
Stelle verschwindet der Gradient. Liegt ein strikt konvexes Funktional vor, so existiert

hochstens ein globales Minimum. Um das zu zeigen, nehmen wir an das « und y zwei
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verschiedene globale Minima sind. Es gilt dann J(&) = J(g). Aufgrund der Konvexi-
tit gilt fiir ein § = § Folgendes: J (5 (& +9)) < 5 (J (&) + J (y)) = J (&), welches
zu einem Widerspruch zur Annahme fithrt. Fiir unser Minimierungproblem (2.4) neh-
men wir an, dass die Matrix A vollen Spaltenrang besitzt. Damit ist AT A regulir
und invertierbar. Die Normalgleichung (2.6) besitzt daher eine eindeutige Losung. Je-
de Nullstelle des Gradienten vom Funktional J aus Gleichung (2.3) ist ein Minimum.
Fiir die Berechnung der Normalgleichung, in der der volle Rang der Matrix A nicht
vorliegt, konnen numerische Verfahren wie beispielsweise das Verfahren der Konjugier-
ten Gradienten oder die Cholesky-Zerlegung eingesetzt werden. Jedoch werden diese
beiden numerischen Verfahren von der Kondition der Matrix stark beeinflusst. Unter
dem Begriff Kondition verstehen wir die Abhéngigkeit der Losung von gestorten Ein-
gangsdaten. Wenn die Matrix A bereits schlecht konditioniert ist, so ist auch AT A
quadratisch schlecht konditioniert. Das hat zur Folge, dass Rundungsfehler verstarkt
werden und somit ein unbrauchbares Ergebnis entsteht. Eine Verbesserung der Kondi-
tion kann durch Regularisierungsmethoden erreicht werden. Auch in Féllen, in denen
zwar eine eindeutige Losung existiert, konnen kleine Storungen von b grofte Fehler
in der Losung « hervorrufen. Die Matrix AT A wird, unter Verwendung von Regu-
larisierungsmethoden, durch eine Approximation ersetzt, sodass sie eine beschrinkte
Inverse von AT A liefert.

Daher ist es in einigen Féllen sinnvoll, den quadratischen Fehler zu gewichten, d. h.

wir minimieren den Ausdruck

i [W7 6 - 42

mit W € R™*™ als diagonale Matrix mit positiven Eintrdgen. Es gilt dann entspre-
chend der Gleichung (2.7)

z—(ATWA)" ATWb. (2.8)

2.1.2 Unterbestimmte lineare Gleichungssyteme

Ein unterbestimmtes lineares Gleichungssystem
b= Ax

liegt dann vor, wenn die Matrix A € R™*™ weniger linear unabhéngige Zeilen als
Spalten besitzt. Solche Gleichungssysteme besitzen unendlich viele Lésungen.
Das Optimierungsproblem wird gelost, indem eine Loésung & € R”™ mit minimaler

Norm gesucht wird, d. h.

min |2,
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unter Beachtung der Bedingung b = Az fiir b € R™. Auf der Suche nach optima-
len Losungen gibt es mehrere Moglichkeiten. Eine géangige Methode ist die Methode
der Lagrange-Multiplikatoren, die notwendige Bedingungen liefern, wenn zusétzliche
Restriktionen gegeben sind. Eine andere in der Physik typische Methode ist die Va-
riationsrechnung, innerhalb derer die zuldssigen Punkte Funktionen darstellen.

Sehen wir uns die Methode der Lagrange-Multiplikatoren an. Bei dieser Methode ist
die Zielfunktion zu minimieren, wobei die Menge des zuldssigen Bereichs zusétzlich
durch Gleichungs- und/oder Ungleichungsbedingungen eingeschrankt wird. Die Me-
thode wird verwendet, wenn die Gleichungsnebenbedingungen nicht explizit nach den
einzelnen Variablen auflosbar sind. Die stationdren Punkte der zugehorigen Lagrange-
Funktion sind Kandidaten fiir Extrema. Die Gradienten der Zielfunktion und der Glei-
chungsnebenbedingung zeigen in die gleiche oder in die entgegengesetzte Richtung, d.
h. die Gradienten in der Extremstelle sind linear abhingig. Es existiert daher ein

p € R™ sodass die modifizierte Zielfunktion
_ 2 T

eine kritische Stelle in @ besitzt. Der Gradient des Funktionals £ beziiglich & ver-
schwindet wegen der linearen Abhéngigkeit der einzelnen Gradienten. Die Ableitungen
beziiglich p verschwinden im Extrempunkt, weil die Nebenbedingung an der Stelle er-
fiillt ist. Der Parameter p wird als Lagrange- Parameter bzw. Lagrange-Multiplikator
bezeichnet. Ein Lagrange- Parameter beschreibt die quantitative Gewichtung des Straf-

terms. Bilden wir die Ableitungen

S L@ ) = 2x—Alp

—L(x,p) = b— Az

und setzen diese gleich Null, erhalten wir
1 T

unter der Bedingung b = Ax. Nach dem Einsetzen der Gleichung (2.9) in b = Ax

und unter der Annahme der Invertierbarkeit von AAT folgt:
p=2(AAT) b
und damit die Kleinste-Quadrate-Liosung (least-square-solution)
z=AT(AAT) b, (2.10)

Besitzt die Matrix A vollen Zeilenrang, dann ist AAT regulir und invertierbar. Ist die

Annahme der Invertierbarkeit von AAT nicht gegeben, miissen zusétzliche numerische

—11 —
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Verfahren herangezogen werden.

Mit AT wird die Moore-Penrose-Inverse bezeichnet. Es gilt AT = AT (AAT)fl.
Auch fiir unterbestimmte lineare Gleichungssysteme kénnen wir den quadratischen
Fehler mit positiven Gewichten darstellen. Dazu sei die Matrix W wie im vorherigen

Kapitel 2.1.1 eine Diagonalmatrix. Wir minimieren den Ausdruck
1/2 2
minHW/ (b—Aac)H wd N. b= Az
x 2

und erhalten entsprechend der Gleichung (2.10)

z =W 'AT (AW 1AT) b,

2.1.3 Regularisierung

Beim Losen von linearen Gleichungssystemen Ax = b kann es passieren, dass die
Moore-Penrose-Inverse A' nicht iberall definiert und auch nicht stetig ist. Die Anwen-
dung der Moore-Penrose-Inverse scheitert auch insbesondere bei sehr kleinen Messfeh-
lern. Das Ziel einer Regularisierung besteht darin, die Moore-Penrose-Inverse durch
eine stetige Approximation R) zu ersetzen. Ein allgemeiner Ansatz fiir das Losen

solcher linearen Gleichungssysteme besteht darin, das Minimum des Funktionals J
J (@) := [|b— Azl + ||z (2.11)

zu suchen, wobei fiir den Parameter A > 0 gilt. Statt wie bisher bei den Ausfiihrungen
in Kapitel 2.1.1 sowie 2.1.2 treten hier keine Nebenbedingungen auf.
Bilden wir das Minimum des Funktionals J, d. h. die Ableitungen werden gleich Null

gesetzt:

)

— = 24T (Ax — 2

accj(w) (Ax —b) + 2\x

ATAz + ) x = ATb

(ATA+ )z = A"b (2.12)

z = (ATA+AD)" ATb. (2.13)
Das Minimum des Funktionals J in Gleichung (2.11) ist dquivalent zur Losung der
Gleichung (2.12). Um das zu zeigen, setzen wir
ola) = Jy(x+ay), a€R, yeR" beliebig,
mit

I (@) = |b— Az + Allzl3,

- 12 —
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dann erfiillt ein Minimum « die folgende Gleichung

0=¢'(0) = 2(b— Ax, Ay) +2X\(z,y)
= 2(ATAz — ATb,y) + 2\(z,y), Yy eR",

und damit
ATAz + ) x— ATb=0.

Das verwendete Skalarprodukt (-,-) zweier Vektoren ist im Anhang A definiert. Die
Gleichung (2.12) ist eindeutig 16sbar. Der Ausdruck AT A 4 AT ist positiv definit,

(ATA+ ) z,2) = || Az[ly + a||z]; > Al=]3 > 0,

fiir alle z € R™ mit z # 0 und ist damit invertierbar. Wir konnen daher die Tikhonov-
Regularisierung Ry = (ATA + )\I)fl AT definieren. Der Parameter A steuert dabei,
wie stetig R) ist bzw. wie gut Ry die Moore-Penrose-Inverse approximiert. Auch fiir
immer kleinere Messfehler konvergieren die Losungen nicht immer, sondern kénnen
auch beliebig grof werden. Mit der Definition des Funktionals in Gleichung (2.11)
verhindern wir, dass die Norm der Losung zu groff wird. Mit dem Regularisierung-
parameter A wird festgelegt, ob die Losung beziiglich ihrer Regularitéit der £o-Norm
besser zu den Daten passen soll (A — 0) oder umgekehrt (A — c0).

In [24] wird bewiesen, dass fiir b € R™

R\b— ATb fir X >0

gilt.

Ein grofer Vorteil dieses Regularisierungsverfahrens ist, dass dieser Ansatz auch bei
einem Rangdefekt der Matrix A verwendet wird, da die hergeleitete Matrix AT A+ \T
invertiertbar ist, auch wenn AT A das nicht ist. Die Losung in Gleichung (2.13) kann
sowohl fiir iiberbestimmte als auch fiir unterbestimmte Gleichungssysteme eingesetzt
werden. Fiir A — 0 entsprechen die Minima aus Gleichung (2.13) des Tikhonov-
Funktionals denen aus Gleichung (2.7) bzw. Gleichung (2.10).

2.2 Einordnung von Compressed Sensing im

mathematischen Kontext

Das Ziel von CS ist die Rekonstruktion eines n-dimensionalen, s-sparsen Signals als
Lésung eines unterbestimmten linearen Gleichungssystems. Sei @ € C™ ein sparser
Vektor und A € C"™*" eine Matrix mit der Eigenschaft m < n. Die Aufgabe besteht

,13,
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darin, den Vektor  aus b € C™ Messungen mit der Bedingung
b= Ax

zu rekonstruieren. Als Erstes stellt sich die Frage, ob die sparse Losung eindeutig ist,

d. h. ob sich das ¢y-Minimierungsproblem
min [|z||, u. d. N. b= Ax (2.14)

eindeutig losen lasst.
Bevor wir die Frage mit dem Theorem beantworten, definieren wir den Begriff spark
einer Matrix. Mit spark(A) bezeichnen wir die minimale Anzahl linear abhéngiger

Spalten von A.

Theorem 2.2.1 Sei A eine m x n-Matriz und s € N. Dann sind folgende Bedingun-
gen dquivalent [25].

i) Falls eine Losung © des Minimierungsproblems (2.14) s-sparse ist, so ist sie die

eindeutige Losung.

ii) s < spark(A) /2.

Es gilt spark(A) € [2,m + 1], sodass Theorem 2.2.1 die Anforderung m > 2s besitzt
[26]. Das Theorem 2.2.1 garantiert die Eindeutigkeit der Darstellung fiir s-sparse Si-
gnale, jedoch fiihrt die Berechnung von spark auf eine kombinatorische Komplexitat
und ist daher sehr schwer zu ermitteln. Es ist daher ratsam, Eigenschaften zu verwen-
den, die leicht berechenbar sind. Die Kohérenz einer Matrix ist eine solche Eigenschaft,
auf die wir erst im néchsten Kapitel eingehen werden.

Das fp-Minimierungsproblem in Gleichung (2.14) ist im Allgemeinen NP-hart und
lasst sich nicht effizient 16sen. In [6] zeigen Chen, Donoho und Saunders, dass der
Ausdruck ||-||, durch die ¢;-Norm substituiert werden kann. Diese Grundlage fiihrt

auf folgendes £1-Minimierungsproblem
min ||z||, u. d. N. b= Ax. (2.15)
X

Das Problem (2.15) wird als sogenanntes Basis Pursuit Problem (BP) bezeichnet und
ist ein konvexes Optimierungsproblem. Im Kapitel 3.5.1 - Ubersicht aktueller Algo-
rithmen - werden wir auf diese Problemstellung n&her eingehen. Wir kénnen im Kapi-
tel 3.2.3 nachweisen, dass die Losung des ¢;-Minimierungsproblems (2.15) auch das {o-
Minimierungsproblem (2.14) unter starken Annahmen an die Matrix A 16st, die wir
zusdtzlich erlautern werden. In [27] wird gezeigt, dass fiir das fp-Minimierungspro-
blems (2.14) und fiir das ¢1-Minimierungsproblem (2.15) die gleiche Losung generiert
wird. Insgesamt miissen wir ein unterbestimmtes lineares Gleichungssystem mit einer

Nebenbedingung I6sen.

- 14 —
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Compressed Sensing

3.1 Forschungsstand

In vielen praktischen Féllen werden bereits CS-Methoden gezielt eingesetzt. Es gibt
mittlerweile eine grofse Anzahl von Anwendungsbeispielen, die wir in Anbetracht der
Vielzahl jedoch nicht umfangreich kommentieren kénnen. In der Einleitung wurden
bereits einige Anwendungsbeispiele mit den zugehorigen Referenzen genannt. Gerne
mochte ich auf eine spezielle und von den meisten Personen bekannte Anwendung né-
her eingehen. Viele Patienten miissen sich aufgrund von gesundheitlichen Beschwerden
einer Untersuchung mit einem der besten Diagnosegerdte der Medizin, der Magnet-
Resonanz-Tomographie (MRT), unterziehen. Das MRT-Geriét liefert Daten fiir eine
bildgebende Diagnose. Jeder einzelne Winkel in unserem Koérper kann dargestellt und
in 3D-Bildern visualisiert werden. Jede kleinste Verdanderung im Korper kann somit
aufgespiirt und lokalisiert werden. Viele Personen empfinden die Untersuchungen mit
einem MRT als sehr unangenehm. Der Platzmangel in der Rohre sowie die Lautstarke
des Gerates mit dem standigen rhythmischen Rattern und Knallen, welche durch die
Relaisschaltung verursacht werden, sind neben der langen Untersuchungszeit sehr ne-
gative Kriterien fiir die Patienten. Aufgrund dieser negativen Aspekte muss ca. jeder
vierte Patient diese Untersuchung abbrechen oder vorzeitig beenden.

Fiir einen guten Scan sind tausende Informationen notwendig. Viele Wellen werden
in den Kérper bzw. in das Gewebe geschickt, diese geraten ins Schwingen und geben
Impulse zuriick. Diese Informationen der Zellen werden in 3D-Bilder umgewandelt. So
konnen z. B. die Lage eines Hirnturmors, Banderrisse oder Verdnderungen am Herzen
exakt gemessen werden.

Im Sommer 2018 wurde im Krankenhaus Martha-Maria in Halle-Délau ein ca. 10 t
schweres MRT-Gerét der neusten Generation angeschafft [28]. Die moderne Technik
bietet eine viel bessere Methode der Diagnostik, sie heifst Compressed Sensing, was
auch umgangssprachlich komprimierte Erfassung bedeutet. Der Radiologe Dr. André
Jassoy des Krankenhauses Martha-Maria in Halle-Délau erklért, dass mit dieser neuen
Technologie nicht nur Funktionsbeobachtungen durchgefiihrt, sondern neben beweg-

ten Bildern auch Standbilder eingefirbt werden kénnen [28].
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Mit Hilfe von CS-Methoden in MRT-Geréten konnen die Untersuchungen wesentlich
schneller, effektiver und angenehmer fiir die Patienten durchgefiihrt werden. Der grofie
Vorteil besteht darin, dass die Datenmengen bereits reduziert bzw. verdichtet aufge-
nommen werden und daher einen wesentlich geringen Speicherbedarf haben.

Im Halleschen Universitétsklinikum existiert bereits seit einiger Zeit ein MRT-Gerét
der neusten Generation mit CS-Methoden. Der Radiologe Herr Prof. Walter A. Wohl-
gemuth des Halleschen Universitatsklinikums erklarte in einem Interview am 24. Fe-
bruar 2019 im Radiosender MDR die Effizienz von CS so: ,Stellen Sie sich vor, man
wiirde die praktisch gleiche Information haben, wiirde aber nur jedes zehnte Bild-
piinktchen iiberhaupt aufnehmen. Wir kénnen sagen, dass die Untersuchungszeiten
sich halbiert haben und zum Teil nur noch ein Zehntel der Zeit brauchen, die sie vor-
her gebraucht haben.“ [28]

In jedem Datenpunkt, der gemessen wird, existieren nicht nur Informationen des be-
treffenden Datenpunkts, sondern auch wesentliche Informationen iiber seine Umge-
bung betreffend. Ein Algorithmus, basierend auf CS-Methoden, stellt trotz liickenhaf-
ter Datenaufnahme ein vollstdndiges Gesamtbild zur Verfligung. Die bendtigte Zeit
einer MRT-Untersuchung verkiirzt sich damit extrem. Eine sehr ausfiihrliche Unter-
suchung am Kreuzband benétigt bis zu 22 Minuten, mit CS allerdings nur noch 10
Minuten. Die Ergebnisse der Untersuchungen zeigen aufserdem, in welchem Umfang
die Fasern noch stehen, z. B. 15 %. Das seien sehr wichtige Informationen fiir die be-
vorstehende Operation, erkliarte Herr Prof. Walter A. Wohlgemuth im Interview [28].
Die neusten MRT-Geréte mit CS ermoglichen den Arzten eine genauere Diagnostik
sowie eine angenehmere Untersuchung fiir den einzelnen Patienten. In seinen Ausfiih-
rungen erkldrt Herr Prof. Walter A. Wohlgemuth von der Halleschen Universitéts-
klinik zudem, dass in den néchsten drei bis fiinf Jahren in Scannern, MRT-Geréten,
Computertomographen und in allen modernen Gerdten CS-Methoden enthalten sein

werden.

3.2 Inkoharenz, RIP und NSP

3.2.1 Inkoharenz

Der Erfolg einer Rekonstruktion beruht auf zwei Voraussetzungen. Das ist zum einen
die Bedingung der Inkohdrenz an die Abtastmatrix und zum anderen die Sparsity an
das gesuchte Signal. Inkohdrenz bedeutet allgemein nicht zusammenhdngend bzw. das

Fehlen eines Zusammenhangs.

Viele Signale besitzen nach geeigneter Basiswahl eine nahezu sparse Darstellung. Das
heifst, sie konnen gut durch sparse Daten approximiert werden. Solche Daten werden
als komprimierbar bezeichnet. Eine gute Basiswahl ist zum Beispiel bei Bildern die

Wavelet-Basis. Spezielle Untersuchungen auf die Anwendung mit das Kalman-Filter
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werden im Kapitel 5 dargestellt. Fiir ein Modell mit sparser Darstellung des Zustands-

vektors gilt die Beobachtungsgleichung
b= Ax + v,

fir A € C™*" b € C™ & € C". Der Vektor v € C™ ist der Fehlerterm fiir die
Berticksichtigung von Rauschen und von Modellungenauigkeiten. Ersetzen wir & durch
Wx, wobei W aus den Spalten einer Basis besteht, in der das Signal sparse ist,

erhalten wir

b = AWZ+wv
= Mz+wv

wobei M = AW und & € C" ein sparser Vektor ist.

In CS wird das Signal & mit m < n Messungen erfasst. Es stellt sich die Frage,
wie eine Abtastmatrix aufgebaut werden soll, damit der Informationsverlust beim
Messvorgang gering ist. Ein grobes Maf fiir den Grad der Ahnlichkeit zwischen dem

Abtastsystem und dem sparsen System kann iiber die Kohdrenz ermittelt werden.

Definition 3.2.1 Seien ®; die Spalten einer Orthonormalbasis von C" mit ® =
{®1,...,®,}. Ebenso sei ¥, die Spalten einer Orthonormalbasis von C* mit ¥ =
{Wq,...,W,} definiert. Zwischen dem Abtastsystem und dem sparsen System ist die
Kohdrenz definiert durch

(2, ) = \/ﬁglgxl(@i,‘lwl-

FEs gilt u(®,¥) € [1,/n].

Eine kleine Kohdrenz stellt sicher, dass mit wenigen Messungen geniigend Informatio-
nen zur Rekonstruktion zur Verfiigung stehen. In [12] wird als hinreichende Bedingung
fiir das Losen des ¢1-Minimierungsproblems (2.15) die sogenannte gegenseitige Kohd-
renz (engl. Mutual Coherence) p(A) als Maf fiir die Inkohdrenz herangezogen. Diese
Bedingung ist mit der Definition der Kohdrenz vergleichbar, jedoch betrachten wir
hier nicht den Zusammenhang zwischen zwei Orthonormalmatrizen, sondern den Zu-

sammenhang zwischen den einzelnen Spalten a; der Sensingmatrix A.

Definition 3.2.2 Sei A = (a;);_, eine m x n-Matriz mit {a-normierten Spaltenvek-

toren. Die gegenseitige Kohdrenz ist definiert durch

1(A) = max 122l
i#i [lailly [l
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Es gilt

W(A) € [ ”_’”)1] . (3.1)

m(n—1

Die gegenseitige Kohdrenz ist das grofite absolute normierte innere Produkt zwischen
verschiedenen Spalten von A. Sie charakterisiert die Abhéngigkeit zwischen den Spal-
ten von A. Je grofer der Zusammenhang zwischen den Spalten von A ist, desto
weniger nicht-verschwindende Eintrage sind in « erlaubt. Die maximale gegenseitige
Kohérenz einer Matrix betrdgt eins, wenn zwei Spalten linear abhéngig sind. Eine
unterste Grenze der gegenseitigen Kohérenz p(A) in Gleichung (3.1) ist die Welch-
Schranke [29], welche durch die Zeilen- und Spaltenanzahl von A vorgegeben ist.
Mit dem folgenden Theorem aus |25, 30| geben wir eine Bedingung fiir die Vergleich-
barkeit zwischen dem fp-Minimierungsproblem (2.14) und dem ¢;-Minimierungspro-
blem (2.15) an.

Theorem 3.2.1 Sei A eine m x n-Matriz mit u(A) # 0. Existiert eine Losung x €
C™\ {0} vom £y-Minimierungsproblem (2.14) mit

Jllo < 5 (1-+(4)™)

dann ist x die eindeutige Losung zum Lo-Minimierungsproblem (2.14) und £1-Mini-

mierungsproblem (2.15).

Fiir alle unitiren Matrizen A, d. h. A" = A~! gilt u(A) = 0 und damit ist eine
exakte Rekonstruktion von x mdoglich. Besitzt eine Matrix mehr Spalten als Zeilen,
gilt ©(A) > 0. Erhalten wir ein kleines p(A), so ist die Matrix einer unitdren Matrix
dhnlich. Fiir eine Matrix A mit m < n gilt als unterste Schranke p(A) > 1/y/m [12].
Dagegen kann spark(A ) gleich 1+m sein, sodass die Eigenschaft wesentlich niitzlicher
ist. Nehmen wir an, dass Az = b eine Losung « mit |||/, = s < spark (A)/2 hat. Das
wird der eindeutige £p-Minimierer sein. Aber ist dieser auch der ¢1-Minimierer? Das
ist nicht notwendigerweise so. Jedoch ist ||z, < (1 + u(A)~')/2 eine ausreichende

Bedingung.

3.2.2 Restricted Isometry Property (RIP)

Eine andere hinreichende Bedingung basiert auf der sogenannten restringierten Isometrie-
Eigenschaft, d. h. Restricted Isometry Property (RIP).

Definition 3.2.3 [12] Sei A eine m x n-Matrixz. Die Matriz A besitzt die Eigenschaft
der Restricted Isometry Property (RIP) der Ordnung s, falls ein ds € (0,1) existiert,
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so dass fiir alle s-sparsen Vektoren x
(1= 065) )3 < [|Az[5 < (1+6,) |3 (3.2)

gilt.

Besitzt eine Matrix A die RIP, so bedeutet das, dass die Spalten von A ndherungsweise
eine Orthonormalbasis bilden. In [12] wird die RIP auch anders interpretiert. Eine
Matrix A erfiillt die RIP der Ordnung 2s mit dos < 1, wenn

0< (1) lx—2)2 < | A(z — &)

fiir alle s-sparsen Vektoren & und & mit «, x # 0 gilt. Erfiillt die Matrix A die RIP
mit kleinem do4, so bleiben die paarweisen Absténde zwischen den s-sparsen Vektoren
x und x im Messraum erhalten. Die RIP-Bedingung der Matrix A sichert somit ap-
proximativ die euklidische Lénge der 2s-sparsen Vektoren. Damit wird sichergestellt,

dass alle sparsen Signale aus den Messungen wiederhergestellt werden kénnen. Es gilt
(1= 025) | — 2|3 < || Az — AZ[|3 < (1+ &) ||z — &3

Erfiillt die Matrix A die RIP-Bedingung, konnen wir sparse Signale aus den Messungen
b wiederherstellen [31].

3.2.3 Null Space Property - Nullraumeigenschaft (NSP)

Die Null Space Property (NSP) ist die grundlegendste Eigenschaft zur Uberpriifung
der Ergebnisse fiir eine exakte sparse Rekonstruktion [32, 33|. NSP wurde fiir die
Uberpriifung der Aquivalenz zwischen dem £o-Minimierungsproblem (2.14) und dem
£1-Minimierungsproblem (2.15) eingefiihrt. Die Eigenschaft NSP stellt sicher, dass al-
le Vektoren 1 im Nullraum von A nicht zu sparse sind. Sie ist eine notwendige und

hinreichende Bedingung fiir die exakte Rekonstruktion von s-sparsen Vektoren [32, 33].

Gegeben sei eine Teilmenge T von [n] := {1,2,...,n} und ein Vektor n € C". Wir
bezeichnen mit nr den Vektor, der mit n auf der Menge T iibereinstimmt und auf
der komplementiren Menge T¢ =: [n]\T verschwindet. Den Nullraum einer Matrix

A bezeichnen wir mit

N(A):={neC": An=0}. (3.3)

Definition 3.2.4 Sei A eine m x n-Matrix. Die Matriz A besitzt die Nullraumeigen-
schaft (Null Space Property (NSP)) der Ordnung s, wenn fir allen € N'(A)\ {0} und
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fir alle Teilmengen |T'| < s gilt

Inzlly < llnrell; -

Der Begriff NSP trat erstmals bei den Erforschungen fiir die beste Anndherung an die
¢1-Norm auf und wurde von Cohen et al. [33] geprigt. Jedoch fithrten die Uberlegungen

von Donoho und Huo [34] sowie Gribonval und Nielsen [35] spéter zu dem Theorem:

Theorem 3.2.2 Gegeben sei eine Matriz A. Jeder s-sparse Vektor x ist eindeuti-
ge Lisung des {1-Minimierungsproblem (2.15) genau dann, wenn A die Null Space

Property der Ordnung s erfillt.

Die Mindestanzahl der fiir die Wiederherstellung erforderlichen Messungen betréigt
fiir sparse Vektoren |13, 36]

m > 2s. (3.4)

Die Bedingung in Gleichung (3.4) wurde fiir sparse Vektoren x abgeleitet [13, 36].
Der Umgang mit hochdimensionalen Daten erfordert jedoch eine komprimierte Dar-
stellung eines Vektors. Eine bedeutende Technik zur Signalkompression ist die so ge-
nannte Transformationskodierung, bei der in der Regel eine Basis gefunden wird, wel-
che eine sparse oder komprimierte Darstellung von Signalen liefert [12]. Viele Signale
sind komprimierbar, d. h. sie kénnen gut durch sparse Signale approximiert werden.
Die Erweiterung der Nullraumanalyse auf eine komprimierte Darstellung von Vekto-
ren bedeutet allerdings Bedingungen fiir A abzuleiten, unter denen die komprimierte
Darstellung von Vektoren nicht zu N (A) gehort. Es wird ein Vektor & € C™ kon-
struiert, dessen Fehler durch seine Entfernung zu den s-sparsen Vektoren kontrolliert

wird. Dazu sei nach [12] die Komprimierbarkeit o4(x); durch
;= mi -z, 3.5
7u(@)1 3= mip [l — 2, (3.5)

definiert, d. h. den kleinsten Abstand im Sinne der ¢1-Norm eines Signals & von einem
s-sparsen Vektor , und stellt somit den Fehler der besten s-term Approximation
des Vektors & dar. Wir miissen allerdings iiberpriifen, ob der Vektor b geniigend

Informationen fiir die Approximation von & mit der Genauigkeit von o4(x); liefert.

Theorem 3.2.3 Sei A € C"™*" eine Matriz, die die NSP der Ordnung s erfillt. Sei
x € C" und b = Ax. Dann existiert eine Konstante 0 < Cy < 1, so dass fiir jeden
Vektor x eine Losung T fir das €1-Minimierungsproblem (2.15) gefunden werden kann,
die den Vektor x mit dem f1-Fehler
_ 2(1 + Cp)
e —z|, <

= mgs(m)l

approximiert. Ist x € Xy, dann gilt o5(x) = 0 und damit x = .
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Beweis Sei n =& — x. Dann gilt n € N(A) und
2]y <l

da T eine Losung des {1-Minimierungsproblems (2.15) ist. Sei T' die Menge der abso-

luten s-gréfiten Fintrdge von x. Es gilt

127l + [|Zrell, < llerl, + zrell; -
Aus der Dreiecksungleichung folgt unmittelbar

ezl =zl + lnrelly = llezcll; < llzrlly + ezl
und daher

[nrelly < llnzlly + 2lzrell, < Collnrell, +20s(2)

bzw.
Imrelly € T=gox(@.
Schliefslich folgt
. 2(1+Ch)
12 — |, = [[nzlly + [[nrclly < (Co+ 1) [Inrell; < ﬁas(m)l-

Die NSP ist eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir eine exakte Rekon-
struktion eines Signals unter Verwendung der ¢;-Minimierung. Die NSP ist fiir die
Eindeutigkeit der Losung des £1-Minimierungsproblems zusténdig.

Mit Hilfe des Nullraums von A koénnen wir eine hinreichende Bedingung fiir die Re-
konstruktion von sparsen Vektoren angeben. Das fp-Minimierungsproblem (2.14) und
das ¢1-Minimerungsproblem (2.15) besitzen die gleiche Losung, wenn fiir die Sparsity

der Losung  gilt:

Vil < min{ 5280 e M) (0} (3.

Es gilt

argmin ||z, = {z} = argmin [|z||,
xeF xeF

fir z € F mit F = {x : Az = b}, wenn die Sparsity von Z die hinreichende Bedin-
gung (3.6) der NSP erfiillt [37].
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3.3 Beziehungen zwischen spark, gegenseitiger Koharenz,
RIP und NSP

In diesem Kapitel werden wir kurz auf die Zusammenhange und deren Beziehungen
zwischen den im letzten Kapitel 3.2 vorgestellten Begriffen spark, gegenseitiger Ko-
hérenz, RIP und NSP eingehen. Dies erlaubt uns, auf einfache Weise andere Mafse zu

berechnen oder zumindest abzuschatzen.

Theorem 3.3.1 Sei A eine m X n-Matrixz mit normierten Spaltenvektoren, dann gilt:

(i) Wir haben

1
spark(A) > 1+ ——.
perkA) =1 L@

(ii) A erfillt die RIP der Ordnung s mit §; = su(A) fiir alle s < u(A)~1.

(ii3) Angenommen, A erfillt die RIP der Ordnung 2s mit das < /2 — 1. Wenn

\/5525 S
1— (1+V/2) bas - \/;

gilt, dann erfillt A die NSP der Ordnung 2s.

Fiir den Beweis des Theorems 3.3.1 verweisen wir auf [12]. Die Bedingung der ge-
genseitige Kohérenz sichert die RIP, die Bedingung der RIP sichert die NSP. Die
Bedingungen aus Theorem 3.3.1 sind aber nicht notwendige Bedingungen fiir die Re-

konstruktion von sparsen Vektoren.

Im Folgenden werden wir die Aussagen iiber die Beziehung zwischen der RIP und
der NSP sowie iiber die Eindeutigkeit der Losung des ¢;-Minimierungsproblem (2.15),

also
min ||z, u. d. N. b= Ax
€T
in einem Lemma angeben und anschliefsend beweisen. Der Beweis lehnt sich an die
Ausfiihrungen in [13] an.
Lemma 3.3.2 Gegeben sei eine Matriz A € C™*™ und s € N.

(i) Aus der RIP der Ordnung s folgt die NSP der Ordnung s.

(ii) Jeder Vektor @ € C™ mit Supportmenge T ist eindeutige Losung des €1-Mini-
mierungsproblem (2.15) mit b = Ax genau dann, wenn A die NSP erfillt.
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Beweis

(i) Gemdfs den Ausfihrungen im Kapitel 3.2.2 erfillt eine Matric A € C™*" die
RIP der Ordnung a5 mit 0 < d25 < 1/3 wenn

(1= 820) 2} < | Ax]3 < (1 + 6a) [l (3.7)
fir alle 2s-sparsen Vektoren x gilt, d. h.
x Xy ={2eC": |z], <2s}.

Zuerst zeigen wir, dass fir s-sparse Vektoren x,y € C™ mit disjunktem Support,

also supp (x) N supp (y) = 0,

(Az, Ay) < s ||zl3 [yl (3-8)

gilt.
Sei T := supp (x) U supp (y) sowie xp,yr die Beschrinkung von x,y € C" auf
die Menge T'. Aufgrund des disjunkten Supports haben wir (xp,yr) = 0. Es folgt

(Az, Ay)| = |[(Arzr, Aryr) — (@1, yr)|
‘((A%AT — I) wT,yT>|
[(AFAr = T) 27|, llyrl,
HAgAT - IHz lzrlls lyrll, -

IN

IN

Eine dquivalente Formulierung zur Gleichung (3.7) wird in [13] gegeben mit

2 = e [ ArAr = 1]l
wobei ||-||, die Operatornorm bzw. Spektralnorm der Matriz ist. Mit ||zr|, =

[lly und |lyrlly = llylly folgt

[(Az, Ay)| < 0as |||, [yl -

Sei m € N(A)\{0} und Ty C [n] die Menge der Indizes entsprechend der s-
betragsgriften Eintrige von n. Weiterhin definieren wir T¢ = [n)\T und Ty fiir
die s-betragsgréfiten Indizes von npc, To fir die s-betragsgrofiten Indizes von
Nro\r,s - - - usw. Insgesamt splitten wir den Support T' von n in eine disjunkte
Menge Ty, Th, ..., sodass Ty die Indizes der s-betragsgrifSten Eintrige von n
enthdlt. Es gilt T =ToUT1UT>U. ... Da der Vektor np im Nullraum der Matriz

A liegt, erhalten wir

An=AMmp +nn +n, +...) =0.
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Nach Umformungen gilt

Anpy =AM+, +...).

Mit Anwendung der RIP folgt wegen #1y < s

(1= 62) Innll; < [lAngll3
= <A77ToaA77To>
= (Ann, A, +01, +...))

= Z<A77Tov _AT]Ti>7
1<i

und mit der bewiesenen Ungleichung (3.8)

(1= 624) Iz, 15 < (Anzy, —Anz) < bas [l lly 021, -

1<4 1<i

Fiir 1 > 1 schdatzen wir weiter ab

1/2
Inrlly = 27732
JET;

J\ 12
< =
< Z(gﬁgl%\) Vs mac |

JET;
_ .
< \/Ekgg}l!nkl
S o]
JET;i—1 i—1l1
< = .
< Vs Ve

Zusammengefasst erhalten wir

2
(1= 02) I3 < 026 Y mmyl mzs
1<i
H77Ti71H1 In1, I,
< 4 = .
< 2S|T'TOH21§§¢ NG 2 71l

Anschlieflende Division mit ||ng, ||y und (1 — d2,) ergibt

1 525
< = .
7,2 < 51— o 7l

1
Unter der Annahme 6a5 < 3 folgt

525 < }
1—062s 2
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(i4)

und damit

1
In11l5 < s Il -

Mt H"?ToHl < \/‘;HTITOHZ aus [12] gilt

1

> Il

7711y <

und somit folgt direkt die Behauptung.
Wir haben somit gezeigt, dass A die NSP der Ordnung s erfullt, d. h. fir jedes
T C [n] mit #T < s und fiir jedes n € N(A)\ {0} gilt

2([nrlly <linlly
wobei (nr);, =n; fir alle i € T und (nr); = 0 fir alle anderen gilt.

Gegeben sei eine feste Indexmenge T'. Wir nehmen zundchst an, dass jeder Vek-
tor & € C" mit der Supportmenge T' eindeutiger Minimierer von ||z||; unter der
Bedingung Az = Az ist. Somit ist fir jedes n € N(A)\{0} der Vektor mp
eindeutiger Minimierer von | z||, unter der Bedingung Az = Anrp. Allerdings
ist A(—mpc) = Anr und —npc # nr wegen A (N7 + Npc) = An = 0 und
n # 0. Wir erhalten |nr||, < [|nrcl;-

Umgekehrt nehmen wir an, dass die NSP beziiglich T gilt. Geben sei ein Vek-
tor & mit Support T und ein Vektor z € C" mit Az = Ax und z # x. Wir
betrachten den Vektor n:= x — z € N(A)\ {0} und erhalten mit

e l =zl + llzrlly = [Inrll; + [zl

VANV

Inzelly +lzrl;
= llzrely + =zl

= Izl

die Behauptung.

Zusétzliche Informationen und Ausfiihrungen zur NSP, der gegenseitigen Kohérenz

und der RIP konnen dem umfangreichen Artikel [38] entnommen werden.

3.4

Sparse Rekonstruktion

In den bisherigen Ausfiithrungen haben wir gezeigt, welche Bedingungen fiir eine erfolg-

reiche Rekonstruktion vorliegen miissen. Allerdings ist der Zusammenhang zwischen
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dem ¢;-Minimierungsproblem (2.15) und der Matrix A noch nicht ganz deutlich. Wie
viele Messungen m werden fiir eine erfolgreiche Rekonstruktion benédtigt, d. h. ab wel-
cher Dimension erfiillt die Matrix A die RIP der Ordnung 2s?

Sei ein Signal  fest und z ein s-sparses Signal, welches aus den Koeffizienten von x
in der Basis W besteht. In dem Sensingmodellraum ® werden m zuféllige Messungen

durchgefiihrt. Erfiillt die Anzahl der Messungen m die Ungleichung
m > C u?(®, ) s log(n) (3.9)

mit einer Konstante C' > 0, so ist die Rekonstruktion mit hoher Wahrscheinlichkeit
exakt [39]. Die in der Gleichung enthaltene Kohérenz kann mit Hilfe der Definiti-
on 3.2.1 berechnet werden. Ist die Kohdrenz klein, so werden weniger Messungen fiir
eine erfolgreiche Rekonstruktion benotigt.

In [39] wird gezeigt, dass der wahrscheinlichkeitstheoretische Erfolg einer Rekonstruk-

tion grofer als 1 — 0 ist, wenn fiir die Anzahl der Messungen m gilt:

m > C (@, 0) s log(%). (3.10)

Das Ergebnis ist fiir alle Messungen der Grofle m nicht allgemeingiiltig. Das wird
an einem Beispiel in [2] gezeigt. Die zwei Ungleichungen (3.9) und (3.10) werden fiir
die Ermittlung der benétigten Messungen fiir eine exakte Rekonstruktion in [12, 39|

aufgefithrt und bewiesen.

Theorem 3.4.1 Erfillt die Matrix A die RIP der Ordnung 2s mit §os < v2 — 1,
dann gilt fir die Losung © (gemdf [40], Theorem 2, Gleichung Nr. 10)

1@ — |,

A
|
®
S
g
3

12 — ||,

A
£
B)
|
B

mit positiver Konstante Cy.

Der Vektor x, ist der Vektor x, der die s-betragsgrofiten Komponenten enthélt und
die anderen Komponenten gleich Null setzt. Wenn a s-sparse ist, dann gilt * = x,
und die Rekonstruktion ist exakt. Das Theorem 3.4.1 gilt fiir alle Signale. Wenn «
nicht s-sparse ist, so wird in [40] erklart, dass die Qualitéit des wiederhergestellten
Signals dennoch gut ist, um die betragsgrofsten Eintrdge zu finden und diese dann
entsprechend direkt zu messen.

Mit dem vollstdndigen Wissen iiber das Signal & konnen die wichtigsten Informatio-
nen extrahiert werden. Wenn eine Matrix die Hypothese des Theorems 3.4.1 stiitzt,
so wird garantiert, dass alle sparsen Signale mit den s-betragsgroften Eintrdgen re-

konstruiert werden kénnen [40].
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Im Allgemeinen liegen die Signale nicht im rauschfreien Zustand vor. In Anwendungen
haben wir fast immer verrauschte Daten vorliegen. Das ¢1-Minimierungsproblem (2.15)
muss dementsprechend gedndert werden. Die Schranke £ > 0 stellt eine obere Schranke

fiir das Rauschen dar. So ergibt sich folgendes Minimierungsproblem
min ||z, u. d. N. |Az — b||, < e.
€T

Das ist wieder ein konvexes Problem und kann effizient gelost werden.

Theorem 3.4.2 [39] Sei 695 < \/2—1. Die Lisung T erfiillt, unter Beachtung von (3.5),

Co

N

mit positiven Konstanten Cy und C1.

|2 — x|, < —=0s(x)1 + Cre

Der Beweis kann dem Theorem 1.9 in [12| entnommen werden. Der Rekonstrukti-
onsfehler wird durch die Summe der beiden Konstanten Cy und C7 beschriankt. Die
Konstante Cjy veranschaulicht den Fehler im rauschfreien Fall, und die zweite Konstan-
te C7 verhélt sich proportional zum Rauschen. Damit ist der Rekonstruktionsfehler

begrenzt.

Weitere Ausfiihrungen in der Literatur zeigen, dass auch rauschbehaftete Signale noch
relativ gut rekonstruiert werden kénnen, wenn vorausgesetzt wird, dass die zugrunde-

liegende Sensingmatrix die Bedingung der RIP erfiillt.

Zusétzlich sei erwahnt, dass die genannten Kriterien, wie Kohérenz, RIP und NSP,
fiir eine erfolgreiche Rekonstruktion nur hinreichend, aber nicht notwendig sind. Bei
vorgegebener Sparsity konnen diese Kriterien unterschiedliche Aussagen beziiglich der
notwendigen Anzahl von Messungen hervorrufen. So ist z. B. die Abschétzung der er-
forderlichen Anzahl von Messungen von der Kohédrenz abhéngig. Die Berechnung der
RIP-Konstante stellt ein kombinatorisches Problem dar und kann nicht mit polyno-
minalen Aufwand gelost werden. Aus ingenieurwissenschaftlicher Sicht werden diese

Kriterien daher im weiteren Verlauf der Arbeit nicht weiter betrachtet.

Des Weiteren konzentrierte sich die Theorie CS in der Anfangszeit auf die Untersu-
chung von Zufallssensingmatrizen. Spater wurden partielle Fouriermatrizen erforscht,
bei denen zufillige Zeilen ausgewéhlt werden. Die RIP-Konstanten von partiellen Fou-
riermatrizen lassen sich wahrscheinlichkeitstheoretisch analysieren. Solche Zufallsma-
trizen besitzen mit hoher Wahrscheinlichkeit die Eigenschaft RIP und sichern somit
eine stabile Rekonstruktion, wenn geniigend Messungen nach (3.9) vorliegen.

Fiir die rein simulativ durchgefiihrten Analysen in dieser Arbeit verwenden wir aus-
schliefslich Zufallsmatrizen. Die ab Kapitel 8 zugrundeliegende optimale Abtastmatrix
(,BCASCY, [36]) erfiillt die Bedingung der gegenseitigen Kohérenz in Gleichung (3.1),
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und erreicht insbesondere die Welch-Schranke [29]. Fiir die experimentelle Uberprii-
fung in Kapitel 11 verwenden wir die durch die real verwendete Sensorik vorgegebene

Sensingmatrix.

3.5 Rekonstruktionsalgorithmen fiir

£1-Minimierungsprobleme

3.5.1 Ubersicht aktueller Algorithmen

Auf dem Gebiet der Algorithmenentwicklung zur Rekonstruktion sparser Vektoren
hat insbesondere in den letzten beiden Jahrzehnten eine rasante Entwicklung stattge-
funden.

Das eigentliche Problem der Formulierung der strukturellen Nebenbedingung der Spar-
sity wurde aus unterschiedlichen Blickwinkeln angegangen. In jedem Fall wird ein
Vektor gesucht, der zum einen die residuellen Abweichungen zwischen dem gegebenen
(manchmal als verrauscht angenommenen) Messwertvektor und seiner Abbildung in
den Mess- oder Bildbereich minimiert. In der Regel wird ein quadratisches Abwei-
chungsmaf zur Messung der sogenannten ,Datentreue” verwendet. Zusétzlich werden
die Nebenbedingungen in Form der Sparsity des zu rekonstruierenden Vektors beriick-
sichtigt.

Ein solcher Minimierungsansatz macht ein solches Problem zu einem ,Optimierungs-
problem* mit Nebenbedingungen und fiihrt unter der Bedingung der Konvexitét fiir
die zu minimierende Zielfunktion und Nebenbedingung direkt zu den Methoden der
konvexen Optimierung. Hierzu wére aber eine konvexe Relaxierung der £p-Norm, bei-
spielsweise durch die £1-Norm notwendig, die aber unter Annahme der hinreichenden
Bedingung der NSP (3.6) 16sungséquivalent ist.

Andererseits kénnte die Problemstellung als modellbasiertes Schétzproblem der Re-
konstruktion eines Zustandsvektors aus gestorten (verrauschten) Beobachtungsdaten
formuliert werden, wobei die Nebenbedingung der Sparsity als a-priori Modellwissen
formuliert wiirde. Ein solcher Ansatz fithrt unter Verwendung stochastischer Modell-
bildungstechniken auf Bayes‘sche Losungsansétze.

Wenn auch der sparseste zu rekonstruierende Vektor durch eine minimale £3-Norm
gekennzeichnet wire — die exakte fp-Minimierung ist aber ein NP-hartes kombinato-
risches Problem — wiirde ein moglicher iterativer Losungsansatz auf die sogenannten
sgreedy Algorithmen® fithren, die als ,Matching Pursuit (MP)“ oder ,Orthogonal Mat-
ching Pursuit (OMP)“ in vielen Variationen bekannt sind.

Auch genetische Algorithmen, beispielsweise ,Support-set-based GA* [41] und , Null-
space-based GA® [42| wiren durchaus denkbar, wie auch einfache Kleinste-Quadrate-
Schétzverfahren in Verbindung mit Schwellenansétzen, die jeweils die kleinsten Kom-
ponenten des Schitzvektors zu Null setzen, oder verringern, um moglichst sparse Vek-

toren zu generieren.

,28,




3.5 Rekonstruktionsalgorithmen fiir £;-Minimierungsprobleme

Eine Kategorisierung der sich aus diesen Denkansétzen ergebenden Varianten wird in

[43] vorgenommen und teilt die Gruppen ein in:
1) ,konvexe Relaxationsverfahren®
2) ,greedy Algorithmen*
3) ,, Thresholding-Methoden*
4) ,Bayes’sches Lernen®,
die in der Folge etwas weiter detailliert werden. Beginnen wir mit der ersten Kategorie

1) Zahlreiche Minimierungsprobleme werden mit Relaxationsverfahren gelst. Sind
Zielfunktion und deren Menge der zuléssigen Punkte konvex, werden die Ver-
fahren als konvexes Relaxationsverfahren bezeichnet.

Fiir das im Kapitel 2.2 genannte fo-Minimierungsproblem (2.14) wird der Aus-
druck ||-||, durch die konvexe Einhiillende, also die £1-Norm ersetzt. Liegen keine
verrauschten Daten vor, wird ein ¢;-Minimierungsproblem (2.15) der folgenden

Form gel6st
min ||z, u. d. N. b= Az,
xT

welches als Basis Pursuit Problem (BP) [6] bekannt ist. Bei Vorlage von ver-
rauschten Daten wird iiblicherweise die Nebenbedingung durch Zuhilfenahme
einer Schranke ¢ behelfsméfig relaxiert, die sich an der ¢2-Norm des Rauschens
orientiert. ,,Behelfsméfig* bezieht sich dabei auf die Tatsache, dass die Giiltig-
keit der dann entstehenden Ungleichung nur unter Zuhilfenahme stochastischer
Parameter verstanden werden kann und auch nur dann sinnvoll erscheint, wenn
angenommen wird, dass alle Komponenten des Messvektors in gleicher Stérke

verrauscht sind. Das Problem fiir den verrauschten Fall:
min ||z, u. d. N. |b—Axl|l, <e¢ (3.11)
xr

wird als Basis Pursuit Problem - noisy (BP-noisy) bezeichnet.
Ist es nicht moglich eine Schranke e zu ermitteln, so kann das konvexe Optimie-

rungsproblem, genannt BP-denoising (BPDN),
. 1 2
min § 2], + 5 b - Az}, 520 (3.12)

gelost werden [43]. Allerdings ist es schwierig, insbesondere fiir den Fall nicht
identisch verteilter oder korrelierter Rauschbeitréage fiir ein gegebenes € eine
Abbildung S3(e) zu konstruieren. Existiert eine solche Abbildung, so stimmt die
Losung des Problems (3.12) mit der Losung des Problems (3.11) iiberein.
,BPDN 16st das konvexe Optimierungsproblem aufgrund fehlender Nebenbedin-
gung schneller als BP-noisy, welches Nebenbedingung enthélt.“ [43]
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2) Das Grundprinzip von greedy Algorithmen besteht darin, den Support des zu
rekonstruierenden Signals schrittweise, d. h. in jeder Iteration, aufzubauen.
Die Supportmenge wird anhand der ermittelten Indizes der Spalten von der
Matrix A generiert. Die erforderlichen Indizes erhalten wir durch die Berech-
nung der grofsten Korrelation mit dem Messfehler aus der vorherigen Iteration.
Der urspriingliche Algorithmus Matching Pursuit (MP) [44] wurde spéater auf
die orthogonale Version Orthogonal Matching Pursuit (OMP) [45, 46| erweitert,
welcher uns in dieser Arbeit noch beschéiftigen wird. In der Literatur sind wei-
tere Verfahren Subspace Pursuit (SP) |9] und Compressive Sampling Matching
Pursuit (CoSaMP) [47] bekannt. Der Unterschied zu den Verfahren MP und
OMP besteht darin, dass in einem Iterationsschritt nicht nur ein Index sondern
mehrere Indizes zur Supportmenge hinzugefiigt oder eliminiert werden koénnen.
Als Voraussetzung fiir diese Verfahren miissen die Spalten der Matrix fo-normiert

sein. Die notwendigen Umformungen werden im Anhang B dargestellt.

3) Der Iterative Hard-Thresholding (IHT) [48, 49] ist eine Methode, die die s-
betragsgroftten Elemente des geschétzten Zustandsvektor beibehélt und alle
anderen FElemente auf Null setzt. Die Abbildung 3.1 demonstriert den Hard-
Thresholding-Operator H; fiir einen beliebigen Vektor z € C* mit ¢ =1,...,n.

Zi zZil > 7
P E
0 , sonst

Abb. 3.1: Hard-Thresholding

Weil die Sparsity s in der Praxis nicht bekannt ist, wird ein Schwellenwert 7
benutzt. Der Schwellenwert 7 ist ein zu bestimmender Parameter, der entweder

festgelegt oder in jeder Iteration k ermittelt werden muss.
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3.5 Rekonstruktionsalgorithmen fiir £;-Minimierungsprobleme

Der THT ist wie folgt definiert
2D — |, (z(k) + AT (b - Az(k))> , 20 = o.

Auf diesem Gebiet existieren viele Modifikationen des klassischen Thresholdings

[12]. Im Kapitel 9 werden wir auf Thresholding-Methoden néher eingehen.

4) Fiir das Losen von Rekonstruktionsproblemen wird zunehmend das Bayes’sche
Lernen (sparse Bayesian learning (SBL)) [50, 51| eingesetzt. Ein sparser Vek-
tor wird aus Komponenten, deren iiberlagertes gauf’sches Rauschen unabhéngig
ist, aufgebaut. Im einfachsten Fall wird zudem vereinfachend angenommen, dass
alle Rauschbeitréage identische stochastische Parameter besitzen, wobei diese An-
nahme jeodch nicht notwendig ist. Mit Hilfe des Beobachtungsvektors werden
im ersten Teil die sogenannten Hyperparameter anhand der Maximierung der
Evidenz geschétzt. Aufgrund des Bayes’schen Wahrscheinlichkeitsmodells kann
SBL anschliefend den Mazimum-a-posteriori (MAP)-Schétzer bestimmen. Das
Bayes’sches Lernen besteht aus einem Algorithmus mit dem Ziel der Erwar-

tungswertmaximierung.

In der Praxis werden alle in diesem Kapitel genannten Algorithmen angewandt. Aller-
dings stellt sich die Frage, welcher Algorithmus in bestimmten Situationen bevorzugt
eingesetzt werden soll.

Als mogliche Kriterien fiir eine geeignete Wahl eines Algorithmus sind die minimale
Anzahl von Messungen m, die Sparsity s und auch die Dimension des Signals n zu
nennen. Ein weiteres Kriterium ist die Laufzeit des Algorithmus. Sollte die Sparsity
klein sein, dann wird vorwiegend der OMP bevorzugt, weil seine Laufzeit im Wesent-
lichen von der Anzahl der Iteration abhéngt, die typischerweise, falls der Algorithmus
erfolgreich ist, der Sparsity s entspricht. Ist dagegen die Sparsity s im Verhéltnis zur
Dimension n nicht so klein, so kann der OMP eine betrachtliche Zeit bendtigen.

Die Laufzeit von IHT wird durch die Sparsity s iiberhaupt nicht beeinflusst. Beim BP
héngt die Laufzeit von dem Algorithmus ab, der fiir die Minimierung verwendet wird.
Der Chambolle & Pock’s primal-dual Algorithmus (C& P) konstruiert eine Folge, die
gegen den ¢1-Minimierer konvergiert. Die Sparsity vom C&P hat keinen gravierenden
Einfluss auf die Laufzeit des Algorithmus. Allerdings kann fiir eine groftere Sparsity
die Laufzeit durchaus deutlich geringer sein als bei OMP.

An dieser Stelle sei angemerkt, dass greedy Algorithmen nicht immer schneller als #1-

Minimierungsalgorithmen sind, sondern nur im Fall einer kleinen Sparsity. [13]

3.5.2 Primal-dual-Algorithmus von Chambolle & Pock (C&P)

In diesem Kapitel stellen wir einen iterativen primal-dual-Algorithmus fiir numerische

Berechnungen von Optimierungsproblemen vor.
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Chambolle & Pock’s primal-dual Algorithmus (C&P) [52] ist ein bekanntes schnelles
Verfahren fiir die Rekonstruktion von sparsen Signalen fiir das ¢;-Minimierungspro-
blem. Der Algorithmus ist eine Methode fiir die Berechnung von konvexen Optimie-
rungsproblemen mit Sattelpunkt-Struktur, indem die Losung des Algorithmus gegen
ein Fixpunkt konvergiert. In jeder Iteration 16st der Algorithmus abwechselnd ein pri-
males bzw. duales Problem. Der enthaltene komplexe Soft- Thresholding-Operator S;

im C&P ist fiir ein allgemeines z € C wie folgt definiert:

sy [ @ U =) ez -
0 , sonst

mit der sgn-Funktion, sgn(z) = ﬁ fiir z # 0.
z

Eine andere Darstellung des Soft- Thresholding-Operators S; ist gegeben durch

z2—=T JE>T
Sr(2) =140 ,—T<2z<T
z+T , 2 < —T.

Abbildung 3.2 zeigt die Arbeitsweise des Soft- Thresholding-Operators Sr.

Abb. 3.2: Soft-Thresholding

Fiir die Anwendung im primal-dual-Algorithmus wird der Soft-Thresholding-Opera-
tor (auch bezeichnet als shrinkage Operator) fiir alle z € C" elementweise verwendet.
Der Soft-Thresholding-Operator setzt die Elemente, deren Absolutbetrige niedriger
als der Schwellenwert 7 sind, auf Null und subtrahiert den Schwellenwert 7 von den an-
deren Elementen. Der primal-dual-Algorithmus fiir /;-Minimierungsprobleme [13, 52]

wird in Algorithmus 1 aufgefiihrt.
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3.5 Rekonstruktionsalgorithmen fiir £;-Minimierungsprobleme

Algorithmus 1 Primal-dual-Algorithmus von Chambolle & Pock (C&P)

1. Initialisiere: 6 € [0,1],7,0 > Omit 7o | Al < 1,20 =0,k =0
2: while (E (z®),£%)) > ¢) do

3. k=k+1

4 g =gk 4 (Aj(kfl) —b)

5. k) =5, (kD — 7 AHgR)

7. end while

Das Abbruchkriterium F (w(k),f(k)) im Algorithmus 1 entspricht einem Schwellen-
wert fiir den Abstand zwischen der primal und dual berechneten Lésung in der k-ten
Iteration. Fiir weitere ausfiihrliche Erklarungen zum primal-dual-Algorithmus sei auf

die weiterfiihrende Literatur [12, 13, 52| verwiesen.

3.5.3 Orthogonal Matching Pursuit (OMP)

Nachstehend erldautern wir den Orthogonal Matching Pursuit (OMP) Algorithmus [45].
Der OMP wird uns in den néchsten Kapiteln noch weiter beschéftigen. Daher werden
wir, wie der C&P, fiir das ¢;-Minimierungsproblem (2.15) auf Grund der Vollsténdig-
keit auch den OMP in diesem Kapitel kurz darstellen.

Der OMP startet mit einem Nullvektor &(®) = 0, dessen Supportmenge mit einer

) = @ initialisiert wird. In jeder Iteration k wird ein Index j zur

leeren Menge T
Supportmenge hinzugefiigt. Der hinzugefiigte Index zur Supportmenge wird iiber die
Indizes der Spalten von A, die die grofite Korrelation mit dem Messfehler aus der vor-
herigen Iteration besitzen, ermittelt. Die Schwierigkeit besteht darin, ein geeignetes
Abbruchkriterium fiir den Algorithmus zu finden, da mit jeder Iteration die Support-
menge wichst. Fiir einen s-sparsen Vektor bendtigt OMP mindestens s Iterationen
fiir die exakte Rekonstruktion.

Der OMP ist eine Entwicklung aus dem Matching Pursuit (MP), dessen Aktualisie-
rung von x aus einer orthogonalen Projektion von b auf die Spalten der Matrix A

besteht. Eine hinreichende Bedingung fiir die Rekonstruktion wurde in [36, 53] mit

p(A) 41
2

angegeben. Der Index j; wird so ausgewihlt, dass die £o-Norm des Fehlers b— Az (1)

so weit wie moglich bei jeder Iteration reduziert wird. Dass die Wahl des Index ji
in Zeile 4 im Algorithmus 2 den Ausdruck ‘(AH (b — Aw(k_l)))j_l‘ maximiert und

optimal gewéhlt wird, beweisen wir durch das folgende Lemma 3.5.1 aus [13].
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Lemma 3.5.1 [13] Sei A € C"™*" eine Matriz mit l3-normierten Spalten. Gegeben
sei T C {1,...,n}, v ein Vektor mit Support T und j € {1,...,n}. Wenn

w := argmin {||b — Az, , supp (z) C TU{j}}
zeCn

gilt, dann folgt

Ib— Awll; < [|b— Av[3 — | (A" (b~ Av)), |*

J
Beweis Sei v + te; ein beliebiger Vektor mit Support T U {j} und t € C. Wir haben
_ 2« mi _ NS
16— Awl|; < e 16— A(v +tej)lf;
Mit t = pe® fiir p >0 und 0 € [0,27) berechnen wir
[b—Aw +te)); = b Av—tAe;
= [|b— Av|; + [t]* | Aej]|; — 2Re(F (b — Av, Ae;))

— [lb— Avl} + p* — 2Re(pe (A" (b - Av)),)
Ib— Avll} + p* — 20](A" (b — Av)),.

AV

mit Gleichheit fiir ein richtig gewdhltes 0. Als quadratisches Polynom in p wird der

letztgenannte Ausdruck minimiert, wenn gilt
— |A"(b - Aw)),|
P Jl
Das zeigt

%%MU—A@+¢%N@=Hb—Aﬂ@—ﬂAWb—AﬂDﬂ?

g
Nachstehend geben wir den Algorithmus Orthogonal Matching Pursuit (OMP) an.

Algorithmus 2 Orthogonal Matching Pursuit (OMP)
1: Initialisiere: (© = 0,70 =,k =0

2: while (’ b— AT(k)w;f:()k) ) > 5) und (‘T(k)‘ < smax) do
3. k=k+1
4:  jp = argmax { ’ (A" (b— Ax(kfl)))j_l ’}

1<j<n

5. TR =7ED U ;)

=2

x®) = argmin {llb— Az|,, supp(z) C T(k)}
zeCn

7. end while
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Kapitel 4

Kalman-Filter

Das Kalman-Filter, benannt nach seinem Erfinder Rudolf E. Kalman [54], wurde 1960
flir zeitdiskrete lineare Systeme entwickelt. In seiner Grundform handelt es sich um
eine rekursive Berechnungsvorschrift, die es ermdoglicht, aus verrauschten und teils
redundanten Messungen die Parameter sowie die Zusténde eines Systems zu schétzen.
Das Kalman-Filter hat den Vorteil, dass es gegeniiber anderen stochastischen Schétz-
verfahren iterativ aufgebaut und somit flir Echtzeitanwendungen geeignet ist. Die
erste Anwendung fand das Kalman-Filter im Rahmen der Mondlandung der Apollo-
11-Mission [55], deren erste computerbasierende Implementierung des Algorithmus
ebenfalls in [55] zu finden ist.

Der Grundgedanke des Kalman-Filters besteht darin, ein Systemmodell und auch
ein Sensormodell so aufzustellen, dass auf Basis beider Modelle und unter Verwen-
dung von Sensordaten der Zustand des Systems bestimmt werden kann. Eine Vielzahl
von Problemstellungen konnen daher als Schétzprobleme unbekannter Zusténde eines

dynamischen Systems interpretiert werden.

Nachstehend geben wir eine kleine Auswahl der Anwendungsbereiche des Kalman-
Filters wieder [56-58]:

e Mess-Signalverarbeitung
— Unterdriickung von System- und Messrauschen
— Systemzustandsschétzungen, die nicht direkt messbar sind
— Objektverfolgung
— Stiitzung eines Dopplernavigationssystems
— Bestimmung der Flugbahn eines Tragerflugzeugs
— Radarzielverfolgung
— integriertes Schiffsnavigationssystem
— Lagebestimmung von Satelliten
— Kanalentzerrung bei Mobilfunk

— Echokompensation
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Kapitel 4 Kalman-Filter

e Bildverarbeitung

— Objektverfolgung anhand von Kanten im Bild

— Positionsbestimmungen

— Fahrer-Assistenz-Systeme (z. B. Fahrbahnverfolgung)
e Bilddatencodierung

— hohere Datenkompression (z. B. bei MPEG4)

Fiir die Ableitung des Kalman-Filters existieren mehrere Ansétze. In diesem Kapi-
tel werden wir, nach der mathematischen Beschreibung des Systemmodells und des
Messmodells, kurz einen Uberblick iiber die Herleitungsvarianten des Kalman-Filter-
Algorithmus geben, deren Ansétze in [56] zu finden sind. Anschliefend bereiten wir
die Herleitung der Kalman-Filter-Gleichungen vor und leiten zusétzlich die Kalman-

Filter-Gleichungen mit dem Ansatz {iber orthogonale Projektionen im Anhang C her.

4.1 Mathematische Beschreibung

4.1.1 Systemmodell

Fiir die folgenden Ausfiihrungen beschrianken wir uns auf die zeitdiskrete Version des
Kalman-Filters.

Das System- bzw. Zustandsmodell sei durch folgendes lineares rekursives Gleichungs-
system [56] definiert

2D = AR LR 4 p®) vk e N, (4.1)

mit z®) € C" als Zustandsvektor, A®) € C"*" als Zustandsiibergangsmatrix. Der
Vektor w¥) ist ein gaufverteilter weifer Rauschvektor w ~ A(0, Q¥)) mit Kovarianz-
matrix Q%) € C™*". Mit NV(-,-) bezeichnen wir die Normalverteilung mit Erwartungs-
wert und Varianz. Weiftes Rauschen dient in der Signalverarbeitung zur Beschreibung
von zufilligen Stérungen in einem Ubertragungskanal und wird als Gerdusch wahrge-
nommen.

Wir verwenden fiir unsere Betrachtungen, soweit nichts anderes angegeben, gaufiver-

teiltes weilles Rauschen.

Fiir die stochastischen Parameter gelte

.\ H ;
E{w(m (w) } = QW .0 vk, j e N,
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4.1 Mathematische Beschreibung

Das Kronecker-Delta-Symbol §%7) ist fiir alle k, j € Ny definiert mit

gy = J L B=0
0, k#j

Die Matrizen A® und Q*) kénnen zwar mathematisch zeitvariant modelliert werden,
jedoch sind genaue Kenntnisse der System- und Rauschdynamik nicht vorhanden,

sodass die beiden Matrizen als zeitinvariant definiert werden, d. h.
2t = Az® 1 w® | vk e N

mit z € C", A € C™" w ~ N(0,Q), Q € C™™.

4.1.2 Messmodell

Das Beobachtungsmodell
b = cPg® 1 v®) Vi e Ny (4.2)

mit b*) e ¢, z®) e ¢, e ™ v ~ (0, RP), R*) € C™*™ ist linear.
Das Messmodel ist durch weifes gauRverteiltes Rauschen v*®) gestort, das zusétz-
lich von allen anderen Prozessen unabhéngig ist. Die Storungen seien stochastisch

beschrieben durch

E {'v(k)} =0

E{v(k) (vw)H} — RW.5®), v je N,

Die Unabhingigkeit des Rauschvektors v von den stochastischen Eingangsgréften

driickt sich in der folgenden Forderung aus
L \H
E {v< ) (w9) } — 0, VkjeN,

Die Sensormatrix C'*) € C™*" und die Rauschkovarianzmatrix R*) werden als zei-
tinvariant angenommen, da in der Praxis die zeitliche Dynamik des Sensors und dessen
Rauschen meistens nicht bekannt sind. Es gilt dann das vereinfachte Beobachtungs-

modell

b*) = Ccz® + 0% vk eN,
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mit b ¢ ¢, z®) € C*,C € €™ vF) ~ N(0, R), R € C™7™,
Auftretende Zusammenhénge zwischen dem Rauschvektor und den Eingangsgrofen

werden hier nicht aufgefiihrt, sondern sind gegebenenfalls [56] zu entnehmen.

4.2 Herleitungsvarianten des Kalman-Filter-Algorithmus

Mit den in den Kapiteln 4.1.1 und 4.1.2 hergeleiteten Formeln, die das Kalman-Filter
als Optimalfilteralgorithmus veranschaulichen, kénnen wir fiir eine Modellierung mit
vektoriellen Gaufi-Markov-Prozessen die gesamte bedingte Verteilungsdichtefunktion
des gesuchten Zustands berechnen. Das Hauptinteresse der Schétzung liegt in der Be-
rechnung der bedingten Verteilungsdichtefunktion der Zufallsvariablen. Eine solche
Verteilungsdichtefunktion enthélt alle Informationen iiber den Zufallsvektor. Aller-
dings sind Berechnungen der Verteilungsdichte nur in wenigen Féllen realisierbar.

In [56] wird gezeigt, dass die Modellierung mit weifem gaufiverteiltem Rauschen die
gaulsformige Verteilung der bedingten Dichten garantiert. Eine optimale Schitzung be-
steht deshalb nur aus der Berechnung des bedingten Erwartungswerts und der beding-
ten Kovarianz der gesuchten Gréfe. Bei vektoriellen Gaufs-Markov-Prozessen fiihrt die
bedingte Erwartungswertberechnung auf einen linearen Schétzalgorithmus. Ein opti-
males Filter ist fiir solche Prozesse ein lineares Filter. Der bedingte Erwartungswert
ist im Fall gaukformiger bedingter Dichten {iberdies Maximum der bedingten Vertei-
lungsdichte oder auch Maximum-a-posteriori-Schitzwert sowie Maximum-Likelihood-
Schétzwert. Der berechnete bedingte Erwartungswert minimiert dariiber hinaus jede
quadratische Schitzfehlerkostenfunktion.

Der optimale Schétzwert des Zustands kann aus der bedingten Verteilungsdichtefunk-
tion unter Verwendung der zuriickliegenden Messwerte formuliert werden. Eine Va-
riante fiir die Herleitung der Kalman-Filter-Gleichung erfolgt daher iiber die fort-
laufende Berechnung der bedingten Verteilungsdichtefunktion. Bei dieser Ausfithrung
werden wahrscheinlichkeitstheoretische Grundlagen der Estimationstheorie in Form
von bedingten und unbedingten Verteilungsdichtefunktionen vorausgesetzt. Die Be-
schreibung der vollstdndigen Berechnungen fiir die bedingte Verteilungsdichtfunktion

erfolgt iiber den Bayes-orientierten Ansatz.

Eine weitere Herleitung kann iiber die orthogonale Projektion realisiert werden. Rudolf
E. Kalman entwickelte 1960 die Methode als urspriingliche Ableitung des Kalman-
Filters. Durch die geometrische Betrachtungsweise ist diese Herleitung kiirzer als die
genannte Herleitung iiber den Bayes-orientierten Ansatz. Diese Darstellung repréisen-
tiert jedoch nicht den Zusammenhang zwischen den wahrscheinlichkeitstheoretischen
Grundlagen von bedingten und unbedingten Verteilungsdichtefunktionen. Die Ein-
schriankungen beider Herleitungen nur auf quadratische Fehlerkriterien miissen nicht

immer sinnvoll sein.
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Bei einem Vergleich der beiden Herleitungsvarianten sei zu erwéhnen, dass in der
ersten Herleitung nur lineare Systemmodelle mit gaul’schen Rauschprozessen voraus-
gesetzt werden. Bei der Herleitung iiber die orthogonale Projektion stellen wir die
Bedingung der Linearitdt des Algorithmus und fordern die Minimierung des quadra-
tischen Fehlerkriteriums.

Ein erweiterter Ansatz fiir die Herleitung der Kalman-Filter-Gleichungen ist der In-
novationsansatz [56]. In diesem Ansatz werden zusétzliche eventuell vorhandene Kor-
relationen zwischen dem Messrauschen und dem Prozessrauschen berticksichtigt. Der
Ansatz ist gleichzeitig auch fiir nichtlineare Schétzprobleme anwendbar. In der Pra-
xis wird dieser Ansatz aufgrund der Komplexitit selten angewendet. Der Innovati-
onsansatz und die Herleitung iiber den Ansatz der orthogonalen Projektionen sind
identisch, sobald die Voraussetzungen gaufsverteilter Dichten mit linearen Modellen
gegeben sind. Fehlen die gaufsverteilten Dichten, fiihrt der Innovationsansatz im All-
gemeinen auf nichtlineare Zusammenhange.

Fiir unkorrelierte Rauschgréfen ist der mit dem Innovationsansatz hergeleitete Kal-
man-Filter-Algorithmus weitgehend mit den anderen genannten Herleitungsvarianten

identisch, lediglich die Pradiktionsgleichungen sind leicht modifiziert.

Im néchsten Kapitel erlautern wir kurz die Voraussetzungen fiir die Herleitung der
Kalman-Filter-Gleichungen iiber den Ansatz der orthogonalen Projektionen, dessen
vollstéindige Beweisfiihrung aufgrund der Ubersichtlichkeit im Anhang C zu finden ist.

Abschlieflend geben wir die Kalman-Filter-Gleichungen an.

4.2.1 Ableitung der Kalman-Filter-Gleichungen iiber den Ansatz
orthogonaler Projektionen

Die Ausfithrungen fiir die Ableitung der Kalman-Filter-Gleichungen in diesem Kapitel
orientieren sich in dem [56, S. 436| ausgefiihrten Ansatz der orthogonalen Projektio-
nen.

Das Orthogonalitdtstheorem besagt, dass der optimale Schétzwert einer Zufallsva-
riable die orthogonale Projektion dieser Variablen auf den durch die Beobachtung
generierten linearen n-dimensionalen Unterraum M ist.

Fiir die Systemmodellierung werden wir zwei leichte Modifikationen einfiihren, da es
sich beim Kalman-Filter um einen erwartungstreuen Schétzalgorithmus handelt [56].
Die Vereinfachung der Systemmodellierung stellt jedoch keine Einschrénkungen der
Allgemeingiiltigkeit dar. Die erste Modifikation besteht darin, dass fiir alle Zeiten der
Zustandsprozess & € C" erwartungswertfrei ist, d. h. E{x(-)} = 0. Sollte ein nicht
erwartungswertfreier Zustand x* € C™ vorliegen, kann dieser durch einfache Umfor-

mungen in einen erwartungswertfreien Zustand «, d. h.

x=a" — F{x"}
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iberfiihrt werden. Abschliefend erhalten wir ausgehend vom berechneten Schétzwert

xt € C" fiir die Riicktransformation
z* =zt + E{z}

den optimalen Schatzwert fiir *. Die zweite Modifikation ergibt sich direkt aus der
ersten Modifikation. Um einen erwartungswertfreien Zustand zu garantieren, miissen
die deterministischen Eingangsgrofsen des Systemmodells gleich Null gesetzt werden.
Bei der Herleitung des Systemmodells im Kapitel 4.1.1 wurden die deterministischen

Grofsen nicht beriicksichtigt.

Die ausfiihrliche Ableitung der Kalman-Filter-Gleichungen iiber den Ansatz ortho-
gonaler Projektionen kann dem Anhang C entnommen werden.
Zusammenfassend geben wir nachstehend die Kalman-Filter-Gleichungen [56] fiir den

Schétzalgorithmus an.

Pradiktion (Prognose):

2~ k) — AKR=1)Z+(k-1) (4.3)

P~k — A(k=1) ptk=1) g(=DF | Q1 (4.4)
Korrektur:

20 = 50+ KO (b0 — oWz ) (4.5)

K = p-0c®" (¢® =Bt | R(k))‘l (4.6)

prk) — ( I K(k)c(k‘)) p-® (4.7)
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Erweitertes Kalman-Filter fur

£1-Minimierungsproblem

Im Folgenden betrachten wir das ¢1-Minimierungsproblem mit erweitertem Kalman-
Filter. Einige Ansétze zur CS-Rekonstruktion mit Kalman-Filter sind in [19-21] zu
finden. In diesem Kapitel werden wir die synthetische Formulierung sowie die analy-

tische Formulierung erlautern.

5.1 Die synthetische Formulierung

In diesem Kapitel werden wir uns zunéchst mit der synthetischen Darstellung beschéf-
tigen. Dazu untersuchen wir den Kalman-Filter-£;-Minimierungsalgorithmus, der in
jeder Iteration den gesamten Zustandsvektor abschétzt, d. h. wir suchen einen s-spar-

sen Vektor mit minimaler ¢;-Norm (siehe auch Gleichung (2.15))
min ||z, u. d. N. b=Cxzx
xzcCn

mit einem Beobachtungsvektor b € C™ und der Sensingmatrix C € C™*" mit der
Bedingung m < n.

Das Kalman-Filter basiert auf linearen System- und Messmodellen. Fiir die Anwen-
dung auf nichtlineare Modelle muss das erweiterte linearisierte Kalman-Filter (exten-
ded linearized Kalman-Filter) verwendet werden. Aufgrund der Nichtlinearitét der ¢;-
Norm ist das ¢;-Minimierungsproblem (2.15) ein nichtlineares Problem.

Zu beachten ist, dass die nachstehenden Ausfithrungen zwecks Vereinfachung nur im
rauschfreien Fall betrachtet werden. In diesem Abschnitt nehmen wir keine Modell-
bzw. Prozessunsicherheit an, d. h. dass das gaufs’sche erwartungswertfreie Rauschen
mit Kovarianzmatrix @ zu Null angenommen wird. Das zugrundeliegende Ausbrei-
tungsmodell kann als ein konstantes Modell interpretiert werden. Das Zustandsmodell
ist ein autoregressives Modell erster Ordnung mit mittelwertfreiem Prozessrauschen.
Unter einem autoregressives Modell erster Ordnung verstehen wir, dass die Beobach-

tung in der k-ten Iteration nur von der Beobachtung der (k—1)-ten Iteration abhéangt.
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Der nachstehende Kalman-Filter-¢1-Minimierungsalgorithmus 3 schétzt den gesamten
Zustand aus linearen Beobachtungen unter der Zusatzbedingung der ¢/1-Minimierung.

Es ergibt sich dann als Ansatz fiir den Beobachtungsvektor

b= (C‘”) (5.1)
|y

Das lineare Gleichungssystem Cx = b wird zu einem Gleichungssystem Cz = b erwei-
tert. Die Matrix C' € C™*" wird durch eine zusétzliche Zeile, also zu C e Cclm+l)xn

erginzt (siehe Algorithmus 3, Zeile 10).

Die Betragsfunktion
f@)=|z|, =z€C

ist nicht komplex differenzierbar, da die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen
nicht erfiillt sind. Der Algorithmus 3 berechnet einen Startvektor, der den kleinsten
quadratischen Fehler minimiert. Dieser Startvektor z(®) besitzt im Allgemeinen die
Eigenschaft x; #£ 0 fir allei =1,...,n.

Im Laufe der Iterationen wird erwartet, dass immer mehr Koeffizienten des Vektors @
zu Null werden. Infolge der Einfiihrung des modifizierten Gradienten sind an diesen
Stellen auch dessen Koeffizienten gleich Null und die Stabilitdt des Algorithmus ist
damit gewéhrleistet.

Dieses Problem kann man auf verschiedene Arten bewiltigen. Wir definieren eine

Approximation f. als

fo(x) = (Re(2)? + Im(x)? +2) /2,

wobei mit Re(z) der Realteil und Im(x) der Imaginérteil der komplexen Zahl = be-
zeichnet wird. Die Approximation f. ist auch an der Stelle x = 0 differenzierbar und
hat eine Ableitung von 0, siehe [59].

Auch wenn die Glattung des Absolutbetrags mittels f. eine mogliche Strategie dar-
stellt, um differenzierbare Kosten zu erhalten, wiahlen wir numerisch fiir alle  # 0
die tatsdchliche Ableitung exp(—j arg(z)) mit imagindrer Einheit j und ergénzen fiir
x = 0 die Ableitung mittels des Wertes 1. Trotz der daraus resultierenden Unstetig-
keit, sind mit dieser Wahl in allen numerischen Experimenten gute Ergebnisse ohne

Instabilitdten im Algorithmus erzielt worden.

Die Naherung der ¢1-Norm des aktuellen Zustandsvektors entspricht deren Phasenin-
formationen, d. h. die Eintriage des Zustandsvektors werden normiert. Insbesondere
vergrofsern wir damit die Matrix C' in der Zeilendimension, indem wir in jeder Itera-
tion die (m 4+ 1)-te Zeile mit den Phaseninformationen des aktuellen Zustandsvektors
versehen. In der gleichen Vorgehensweise fiigen wir zum Beobachtungsvektor b fiir das

(m 4+ 1)-te Element die ¢;-Norm des aktuellen Zustandsvektors an. In jeder Iteration

— 42 —




5.1 Die synthetische Formulierung

wird mit Hilfe des Parameters r die ¢1-Norm des Zustandsvektors reduziert. Dafiir
initialisieren wir ein festes 7 und einen Startwert (). Ziel ist es, die Parameter 7 und
) s0 zu wihlen, dass mit jeder Iteration die £;-Norm des Zustandsvektors reduziert
wird und der exakte Zustandsvektor rekonstruiert werden kann.

Die Absenkungsrate r(¥) gibt an, wie stark die Abnahme der ¢;-Norm in der k-ten Ite-
ration erfolgen soll. Mit @eyxakt bezeichnen wir den exakt zu rekonstruierenden Vektor.
Aufgrund der im Kapitel 6.2 hergeleiteten Startlosung (%) gilt fiir den fest initialsier-
ten Parameter (®) < 1 die Ungleichung

Hwexaktul < T(O) Hw(O)HI .

Der Parameter r(*) wird geméR Zeile 14 im Algorithmus 3
pH ) = = (F) 4 ¢<1 _ r_(k))

in jeder k-ten Iteration neu berechnet. Es wird dabei, unter Vorlage eines initialisierten
Parameter 7, eine Folge von Skalaren mit der Eigenschaft r*) — 1 fiir k — oo gebildet.
Nimmt der Parameter 7(*) z. B. den Wert 1 in der k-Iteration an, so ist eine weitere

Reduzierung der ¢;-Norm in der (k + 1)-ten Iteration nicht mehr moglich.

Algorithmus 3 ¢;-Minimierungs-Kalman-Filter
1: Initialisiere: (0 = CTb, PT(0) = Py, v+ =) 7 ¢]o,1]
. while A |||, > £ do
3 k:=k+1
4. = (RB) .= pt(k-1)

N

5: Prognose:
6: k) .= gkl
7. P~k .= pt(-1)

8: Korrektur:

B — b
=8 =@,

C

=~ H
10: CW =171 —w
o )|
1<i<n

11:  Kalman gain: K® = p~(&)C®" (6’(k)P—(k)(~j'(k)H + R)_

©

1

12: gtk = =) L g k) (g(k) _ é(k)m—(k)>
13. Ptk .= p-(h) _ gk p-k)
14: R = p=®) L7 (1 — =)

15: end while
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Kapitel 5 Erweitertes Kalman-Filter fiir £/;-Minimierungsproblem

5.1.1 Beispiele

Im diesem Abschnitt zeigen wir zwei Beispiele, in denen die Reduzierung der #1-Norm
sichtlich erkennbar ist. Fir die Beispiele konstruieren wir jeweils eine gaufiverteil-

men

te mittelwertfreie unterbestimmte komplexe Matrix C' € mit der Eigenschaft
m < n. Zu einem vorgegebenen zu rekonstruierenden s-sparsen komplexen Vektor
x € C" konnen wir den Beobachtungsvektor b € C™ ermitteln.

In einem ersten Beispiel hat die Matrix C' die Dimension 60 x 80. Die Sparsity von x
sei s = 5. Fiir das erste Beispiel wiahlen wir ein Abbruchkriterium von 100 Iterationen.
Die frei wahlbaren Parameter, welche die Reduzierung der £1-Norm beeinflussen, sind
auf 7(©) = 0,73 und 7 = 0,04 festgelegt.

Der rote Graph in der Abbildung 5.1 entspricht der exakten ¢1-Norm des vorgegebe-
nen bzw. des zu rekonstruierenden sparsen Vektors . Wir beobachten in der Abbil-
dung 5.1 eine Reduzierung der ¢1-Norm des Zustandsvektors anhand des Parameters
rk), Allerdings erreicht die berechnete #1-Norm den roten Graphen der exakten #1-
Norm nicht. Den Grund fiir dieses Verhalten erkléren wir unter Verwendung der Ab-
bildung 5.2. Die Abbildung 5.2 zeigt die zugehorige Absenkungsrate r(*) der ¢;-Norm
fiir 7 < r(®¥) < 1. Die Absenkungsrate rk) entspricht der Abnahme der #;-Norm in der

k-ten Iteration.

Unser Ziel ist es, die Reduzierung der ¢1-Norm so zu realisieren, dass eine Rekon-
struktion des sparsen Zustandsvektors moglich ist. Fiir den berechneten Vektor
dndern sich seine Eintrége nicht mehr, sobald die Bedingung ||b — CZ||; < ¢ oder das
Abbruchkriterium erfiillt ist.

£1-Norm

4.5

exakt
4r iterativ

351

151

0 20 40 60 80 100
Tteration (k)

Abb. 5.1: Beispiel 1: £1-Norm des berechneten Zustandsvektors mit Algorithmus 3.
Die ¢1-Norm der exakten Losung ist rot dargestellt. Die Messmatrix hat
die Dimension 60 x 80. Die Sparsity des Losungsvektors ist s = 5. Fiir die
Initialisierung der Parameter wurde r(0) = 0,73 sowie 7 = 0,04 gewahlt.
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Absenkungsrate r*) der ¢;-Norm

0.8

07 1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100
Iteration (k)
Abb. 5.2: Beispiel 1: Absenkungsrate r*) fiir die ¢;-Norm des berechneten Zustands-
vektors aus Abbildung 5.1

In diesem ersten Beispiel ist zu erkennen, dass die Wahl der Parameter r(®) und 7
fiir eine Reduzierung der ¢1-Norm des zu rekonstruierenden Zustandsvektors nicht op-
timal ist. Die Abbildung 5.1 zeigt zwar eine Abnahme der ¢;-Norm, jedoch stagniert
diese genau dann, wenn sich der Parameter r mit Zunahme der Iteration sich den Wert
1 ndhert. In der Abbildung 5.2 wird das durch die Anndherung an den roten Graphen,
der die exakte £1-Norm demonstriert, dargestellt. Die £;-Norm des Zustandsvektors
kann dann nicht weiter reduziert werden. Die Berechnungen der Absenkungsrate r(*)
fiir die Abnahme der ¢;-Norm werden durch die Initialisierung der Parameter 7(©) und
7 beeinflusst. Sind die Parameter #(9) und 7 ungiinstig gewéhlt, wird die exakte ¢;-
Norm des zu rekonstruierenden Zustandsvektors nicht erreicht.

Fiir das zweite Beispiel wahlen wir eine 60 x 80-Matrix mit den gleichen Eigenschaften
wie im ersten Beispiel. Hier sei ebenfalls die Sparsity s = 5. Im ersten Beispiel konn-
ten wir beobachten, dass die Wahl der Parameter nicht optimal gewesen ist. Wéhlen
wir die Parameter r(©) = 0,45 und 7 = 0,05. Die Abbildungen 5.3 und 5.4 zeigen die
Ergebnisse der Beobachtungen fiir das zweite Beispiel.

Fiir das zweite Beispiel beobachten wir in Abbildung 5.3, dass die berechnete ¢1-Norm
des Zustandsvektors kleiner ist als die exakte ¢1-Norm des zu rekonstruierenden Zu-
standsvektors. Die gewshlten Parameter () und 7 sind auch in diesem zweiten Re-
konstruktionsbeispiel nicht optimal gewdhlt. Obwohl in Abbildung 5.4 der Parameter
r den Wert 1 nach ungefdhr 100 Iterationen annimmt, beobachten wir, dass in Abbil-
dung 5.3 die exakte £1-Norm des zu rekonstruierenden Zustandsvektors bereits nach
30 Iterationen erreicht wird. Die berechnete ¢1-Norm hat die exakte ¢1-Norm in die-
sem zweiten Beispiel unterschritten. Die Wahl der Parameter 7(©) und 7 war auch hier
nicht optimal.

Es sei erwdhnt, dass eine Optimierung der Parameter zwar mdoglich ist, aber es ver-
schiedene Matrizentypen gibt, sodass der Aufwand fiir die Bestimmung solcher Para-
meter stark steigt und damit abzuwégen ist. Zum Beispiel kann die Anzahl der von
Null verschiedenen Eintrage des Zustandsvektors, d. h. die Sparsity, die Anzahl der
Messungen oder auch die Struktur der Matrix, die Wahl der Parameter stark beein-

flussen.
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£1-Norm
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Abb. 5.3: Beispiel 2: ¢1-Norm des berechneten Zustandsvektors mit Algorithmus 3.
Die ¢1-Norm der exakten Losung ist rot dargestellt. Die Messmatrix hat
die Dimension 60 x 80. Die Sparsity des Losungsvektors ist s = 5. Fiir die
Initialisierung der Parameter wurden r(0) = 0,45 sowie 7 = 0,05 gewahlt.

Absenkungsrate r*) der ¢,-Norm

0.4 L L L
0 50 100 150

Iteration (k)

Abb. 5.4: Beispiel 2: Absenkungsrate (¥ fiir die ¢;-Norm des berechneten Zustands-
vektors aus Abbildung 5.3
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Im néchsten Kapitel werden wir fiir einen bestimmten Matrizentyp eine Paramete-
roptimierung fiir #(9) und 7 durchfiihren und an Beispielen zeigen, dass damit eine

exakte Rekonstruktion moglich ist.

5.1.2 Modifiziertes Kalman-Filter

Im letzten Kapitel haben wir beobachtet, dass die Ergebnisse des vorgestellten Kal-
man-Filter-£;-Minimierungsalgorithmus 3 von der Parameterwahl abhéngen.

Den ¢;-Mimimierungsalgorithmus 3 werden wir modifizieren und fiir die Parameter
r(0) sowie 7 eine Optimierung fiir diesen bestimmten Matrizentyp durchfiihren. Die
anschlieffenden Beobachtungen zeigen, dass die exakte Rekonstruktion des Zustands-
vektors erreicht wird.

Fiir eine erste Modifikation versehen wir in dem Prognoseschritt des Algorithmus 3
die Kovarianzmatrix P mit der Varianz des Modellfehlers @ € C™"*™, d. h.

p ) .— ptk=1) Q.

Die Matrix @ wird als Prozessrauchkovarianz bezeichnet und hangt von dem Prozess
bzw. Modell ab. Grofse Werte in @Q stehen fiir eine grofte Unsicherheit des zugrundelie-
genden Modells. Als zweite Modifikation optimieren wir, wie bereits angedeutet, die
relevanten Parameter 7(9) und 7. Die Optimierung der Parameter wurde auf Grundlage

von m x 128-Matrizen durchgefiihrt.

5.1.2.1 Beispiele

Mit den erlauterten Modifikationen aus dem vorherigen Abschnitt fiir den £1-Minimie-
rungsalgorithmus 3 geben wir zwei Beispiele. Die Kovarianzmatrix  des Modellfehlers

ist als Diagonalmatrix definiert, d. h.

g 0 0
0 . 0
Q:
0 0
0 0 g¢n

Fiir die Optimierung der Parameter (9) und 7 withlen wir m x 128-Matrizen. Die Pa-
rameter (%) = 0,45 und 7 = 0,01 wurden unter Verwendung der im Kapitel 8.3.1 ein-
gefiihrten Donoho-Tanner-Graphen durch Simulation naherungsweise bestimmt. Bei
der Optimierung der genannten Parameter wurde die Prozesskovarianzmatrix @ als
konstante Matrix, hier als Einheitsmatrix, festgelegt. Mit der Modifikation und den
optimalen Parametern betrachten wir fiir ein erstes Beispiel eine Matrix mit der Di-
mension 80 x 128 und im zweiten Beispiel eine Matrix mit der Dimension 20 x 128.

Die Sparsity entspricht fiir beide Beispiele s = 5.
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£1-Norm
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Abb. 5.5: Beispiel 1: /1-Norm des berechneten Zustandsvektors mit dem modifizier-
ten Algorithmus. Die /1-Norm der exakten Losung ist rot dargestellt. Die
Messmatrix hat die Dimension 80 x 128. Die Sparsity des Losungsvektors
ist s = 5.

Absenkungsrate 7*) der ¢;-Norm
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Iteration (k)

Abb. 5.6: Beispiel 1: Absenkungsrate %) fiir die £;-Norm des berechneten Zustands-
vektors aus Abbildung 5.5
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£1-Norm
45

exakt

iterativ

0 50 100 150
Tteration (k)

Abb. 5.7: Beispiel 2: /1-Norm des berechneten Zustandsvektors mit dem modifizier-
ten Algorithmus. Die /1-Norm der exakten Losung ist rot dargestellt. Die
Messmatrix hat die Dimension 20 x 128. Die Sparsity des Losungsvektors
ist s = 5.

Absenkungsrate r*) der ¢,-Norm

0.4 . ' .
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Tteration (k)

Abb. 5.8: Beispiel 2: Absenkungsrate r(*) fiir die /;-Norm des berechneten Zustands-
vektors aus Abbildung 5.7
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Kapitel 5 Erweitertes Kalman-Filter fiir £/;-Minimierungsproblem

Fiir die Beispiele beobachten wir, dass der Zustandsvektor  gut rekonstruiert werden
kann. In beiden Beispielen wird die exakte £1-Norm des zu rekonstruierenden Vektors
erreicht. Die Wahl der Parameter 7(©) und 7 fiir den m x 128-Matrizentyp sind optimal.
In Abbildung 5.5 ist ein sogenanntes ,Gezappel* zu erkennen. Das liegt daran, dass
die gewéhlten Eintrdge in der Kovarianzmatrix @ zu hoch sind. Das Systemrauschen
@ gibt an, wie stark dem System vertraut werden kann. Besitzt die Kovarianzmatrix
Q kleine Eintrage, bedeutet das, dass dem System mehr vertraut wird.

Weil fiir die Bestimmung der optimalen Parameter r(©) und 7 die Kovarianzmatrix Q
als Einheitsmatrix definiert wurde, musste die Wahl fiir die Kovarianzmatrix auch fiir
die Beispiele gelten. Eine Anderung der Kovarianzmatrix @ unter Beriicksichtigung
der gleichen optimalen Parametern wiirde in unseren beiden Beispielen zu keiner er-

folgreichen Rekonstruktion mehr fithren.

Zusammenfassend beobachten wir, dass mit einer Optimierung von Parametern fiir

bestimmte Matrizentypen eine gute Rekonstruktion erreicht werden kann.

5.2 Die analytische Formulierung

Im Kapitel 3.2.1 wurde bereits gezeigt, dass mit einem geeigneten Basiswechsel Signa-
le in eine sparse Darstellung transformiert werden kénnen.

Die analytische Formulierung von CS erweist sich in jlingster Zeit als ein weiteres,
aber bisher noch nicht ausreichend erforschtes Gebiet. Trotz einiger Fortschritte in
der Theorie der analytischen £1-Minimierung gibt es viele Fragen, die noch untersucht
werden miissen.

Die sogenannte analytische ¢;-Minimierung [60-64|, die auch als Cosparsity-Modell
bezeichnet wird, besagt, dass das Signal nach einer Transformation in sparser Form
vorliegt. Das synthetische und analytische Modell stimmen iiberein, falls eine Basi-
stransformation existiert. Sind jedoch die Transformationen redundant, so sind die
Modelle unterschiedlich und fiithren auch zu anderen Ergebnissen. In diesem Kapitel

geben wir einen kurzen Einblick in die Theorie der analytischen Formulierung von CS.

Nehmen wir an, dass das zu rekonstruierende Signal € C™ eine bestimmte Struktur
besitzt, die durch eine Matrix @ € CP*™ erzeugt wird. Die Anwendung von € auf
den Vektor x ergibt einen Vektor, der eine geringere Anzahl von Null verschiedener
Eintrige enthalt. Die Matrix € wird als Analyse-Operator bezeichnet [60, 63].

Besitzt das Produkt Qax € CP genau s von Null verschiedene Eintréage, so wird x als
{-cosparse sowie die Anzahl £ := p — s als cosparsity von x beziiglich € bezeichnet.
Die zugehorige Indexmenge von den von Null verschiedenen Eintrigen aus Qa wird

cosupport von x genannt [63]. Eine analytische ¢1-Minimierung versucht das Signal
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5.2 Die analytische Formulierung

durch die Berechnung des Minimums von

min [|[Qz|; u d. N. ||Cx—-b|,<c¢
xzecCn

Zu gewinnen.

Testen bzw. analysieren wir zunédchst ein festes Signal x* € C™ mit einer Samm-

lung von Analysevektoren wq,...,w, € C", also mit einem Analyse-Operator £ :=
(wi,... ,wp)T e Ccpxm,
Qz* = ((wi, @) ..., (wy,z*)T e CP.

Wird der Analyse-Operator die Struktur des Vektors &* widerspiegeln, so kann ange-
nommen werden, dass die Analysekoeffizienten von wenigen grofen Beitrdgen domi-
niert wird. In [60] untersuchen die Autoren unterschiedliche Analyse-Operatoren, so
z. B. die Haar-Wavelet-Transformation und deren inverse Transformation sowie die
orthonormale Wavelet-Transformation. Eine detailliertere Darstellung sowie die Aus-
wirkungen auf eine erfolgreiche Rekonstruktion durch die Anwendung von Analyse-
Operatoren sind in [60-62, 64, 65| zu finden.

Gegeben sei fiir eine erste Beobachtung ein vollbesetzter Vektor «,,, dessen Produkt

mit einem geeigneten Analyse-Operator €2 einen sparsen Vektor x, konstruiert,
s = Qx,.
Das zugehorige ¢1-Minimierungsproblem lautet

min [Qa,, wd N [Cx,—bl, <. (5.2)

Ty E

Die enthaltenen Rauschanteile beschreiben wir in dem Modell mit €.

Passen wir den Ansatz des Beobachtungsvektors b geméf Gleichung (5.1) an das

in Gleichung (5.2) genannte Problem an, erhalten wir

9l,) ~ \lel,)

Allerdings kann die Erweiterung der Matrix C' € C™*" zu C € C+D*" nach Zei-
le 10 im Algorithmus 3 des ¢;-Minimierungs-Kalman-Filters nicht immer vorgenom-
men werden, weil die Dimension von Qx, € CP mit der Spaltenanzahl n der Matrix
C € C™™ {ibereinstimmen muss. Die analytische Formulierung kann auf den Algo-
rithmus 3 nicht in allen Féllen angewandt werden, sondern ist von den zugrundelie-
genden Dimensionen abhéngig. Eine Betrachtung der analytischen Formulierung von

CS auf das Kalman-Filter ist in dieser Arbeit nicht vorgesehen.
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Kapitel 6

Kalman-Filter fiir
£1-Minimierungsproblem

(Nullraum-Variante)

In den letzten beiden Kapiteln haben wir das Kalman-Filter vorgestellt sowie die Glei-
chungen fiir den Kalman-Filter-Algorithmus im Anhang C hergeleitet. In diesem Zu-
sammenhang wurde die Struktur eines klassischen Kalman-Filters beschrieben, welche
auf der Zustandsbeschreibung eines realen Systems inklusive Mess- und Systemrau-
schen aufbaut.

In diesem Kapitel kommen wir zur Beschreibung eines iterativ erweiterten linearisier-
ten Kalman-Filter (EKF) fiir £;-Minimierungsprobleme in der sogenannten Nullraum-
Variante. Wir werden diesen Algorithmus in seiner Arbeitsweise néher beschreiben
und geben den zugehérigen Algorithmus an. Eine Startlosung fiir den Algorithmus
leiten wir tiber die LQ-Zerlegung der Sensingmatrix im Kapitel 6.2 her. Abschliefsend
verdeutlicht der Konvergenzbeweis im Kapitel 6.3 die Reduzierung der ¢;-Norm in

jeder Iteration des vorgeschlagenen Algorithmus.

6.1 Allgemeine Funktionsweise

Sei € C™ ein s-sparses Signal. Wir wollen das ¢;-Minimierungsproblem (2.15) mit
dem Kalman-Filter in seiner Nullraum-Variante 16sen. Ein unterbestimmtes lineares
Gleichungssystem besitzt unendlich viele Lésungen und beschreibt damit ein schlecht
gestelltes Problem. Allerdings kann durch eine Regularisierung, wie im Kapitel 2.1.3
bereits vorgestellt, ein schlecht gestelltes Problem in ein gut gestelltes Problem iiber-
fiihrt werden. Es miissen daher zusédtzliche Bedingungen fiir die Losung gelten. Die
bekannteste Regularisierung ist die Tikhonov-Regularisierung [66, 67], die eine glatte
Form der Losung liefert, indem sie die bestmogliche Gewichtung zwischen ||b — Cng
und der minimalen ¢5-Norm der Losung liefert. Allerdings ben6tigen wir nicht die mi-
nimale fo-Norm, sondern die minimale ¢1-Norm. Das ¢;-Minimierungsproblem (2.15)

ist daher einer Tikhonov-Regularisierung aus dem Kapitel 2.1.3 sehr dhnlich.
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Kapitel 6 Kalman-Filter fiir £1-Minimierungsproblem (Nullraum-Variante)

Das gesuchte Signal « ist Losung des konvexen Optimierungsproblems

# = argmin {(b— Cz)"R'(b—Cz)+ \|z|,}, (6.1)
xeCn

wobei C € C™*" als Sensing- oder Beobachtungsmatrix bezeichnet wird. Der Vektor
b € C™ ist der verrauschte Beobachtungsvektor und R € C™*™ die Kovarianzmatrix
des Messrauschens. Mit A wird der Regularisierungsparameter bezeichnet, der die Ge-
wichtung zwischen der Minimierung der Nebenbedingung und der Minimierung der
Residuumsnorm vornimmt. Im Kapitel 2.1.3 haben wir bereits gezeigt, dass solche
konvexen Optimierungsprobleme (6.1) ein eindeutiges Minimum besitzen.
Fiir die Rekonstruktion von & nehmen wir weiter an, dass die Matrix des unterbe-
stimmten linearen Gleichungssystems die Null Space Property (NSP) geméf Definiti-
on 3.2.4 erfiillt.
Fiir lineare Modelle ist das Kalman-Filter ein optimaler Schétzer fiir zeitabhéngige
Zustande. Die £1-Norm verstehen wir als eine Messung des sparsen Zustandsvektors @
und verwenden ein EKF, um den Zustand mit rekursiven Verfahren, wie in [37, 68, 69],
abzuschétzen.
Das Kalman-Filter in der Nullraum-Variante schatzt aber nicht direkt den gesamten
Zustandsvektor x, wie bei den Regularisierungsverfahren, sondern zerlegt den Zu-
standsvektor in eine partikuldre Losung @, und in einen Zustandsvektor aus dem
Nullraum xzr € N (C) der Matrix C € C™*", sodass |||/, = ||z, + x|/, minimiert
wird.

Die optimale Losung kann mit & = Z, + Z gefunden werden, wobei gilt

z, = argmin(b— Cz,)"R'(b— Czx,) (6.2)
x,cCn

xy = argmin ||Z,+xN; . (6.3)
zNeN(C)

Erfiillt ein Vektor Z, die Gleichung (6.2), so erfiillt auch £ = Z, + Zn die Glei-
chung (6.2), da y € N(C) also CZx = 0 gilt.
Der Algorithmus 4 startet mit einer Kleinste-Quadrate-Losung @, also mit einer par-

tikuldren Losung &p, und schétzt in jeder Iteration ein Vektor @ aus dem Nullraum
der Matrix C geméf Gleichung (3.3)

N(C):={xcC": Cx=0}.

Durch Hinzufiigen des Vektors & aus dem Nullraum zu der partikuldren Lésung &,
erhalten wir einen optimalen Zustandsvektor & = &, + & mit geringer ¢;-Norm unter
der Bedingung Cx = b [36].

Mit Hilfe der LQ-Zerlegung der Sensingmatrix A erzeugen wir eine Basis vom Null-
raum, die wir mit Er(¢) bezeichnen. Besitzt die Matrix C vollen Zeilenrang, existieren

(n — m)-Basisvektoren der Dimension n im Nullraum der Matrix C.
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6.1 Allgemeine Funktionsweise

Algorithmus 4 /¢;-Minimierungs-Kalman-Filter im Nullraum (EKF)

1: Initialisiere: #, = CTb, Ey ) € C™™™ Basis von N(C), z'() = 0, 2(©) =
Zp, , Pt = p

2: while A |||, > ¢ do
kE:=kFk+1

4: Prognose:

5. =) .= ptk-1)

6: P~k .= ptk-1)
7. Korrektur:

gy =~k Haf;—(k’)H1

xf(’“)

9:  Jacobi-Matrix: C\¥) = [M] Enc)
' 1<i<n

-1
10:  Kalman gain: K®*) := P_(k)Cl(,k)H <Cl(,k)P—(k)C£k)H + Ry)

e o 4 KO ()~ e

12: 93+(k) = :/Ii\p —+ EN’(C)ZI};\F/(]C)

13 Ptk .= p-0) _ g p-®)

14: end while

Wir starten den Algorithmus mit einer partikuldren Losung, die mit der Moore-Pen-
rose-Pseudoinversen oder mit der LQ-Zerlegung berechnet wird. Die Berechnung ei-
ner Startlosung unter Verwendung der LQ-Zerlegung der Sensingmatrix C' erfolgt im
néchsten Abschnitt. In jeder Iteration k wird der ermittelte Vektor aus dem Nullraum
iiber seine Koeffizienten der Nullraumbasis berechnet. Das Zustandsraummodell ent-
spricht einem konstanten Zustand, wenn der zu schétzende sparse Vektor wahrend der
Ausfithrung des Algorithmus nicht variiert. Die Beschrankung der ¢;-Norm fiihrt auf

ein skalares nichtlineares verrauschtes Beobachtungsmodell [36]

y®) =p <m(k)> + ) = (:Ep + EN(C'):DE\I;)) + v(*)

" (6.4)
-l o ot
mit h(-) = ||-||, als nichtlineare Messfunktion, die aus der Beobachtung y*) der ak-

tuellen Schitzung des Zustandsvektors x(¥) erzeugt wird. Zu beachten ist, dass die
Sensingmatrix C und damit auch der Nullraum N (C) sowie dessen Basis Epr(c) wih-
rend der Rekursion konstant bleiben.

Die k-te Realisierung der Messrauschbeobachtung mit der Varianz R,(,k) = R, fiir alle k&
wird in Gleichung (6.4) mit v(¥) bezeichnet. Die (virtuelle) skalare Messrauschvarianz
von %) gewichtet das Vertrauen, ob das Kalman-Filter den neuen Wert der ¢;-Norm

verwenden sollte. Eine Erhéhung von R, verringert dieses Vertrauen und damit das
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Gewicht, wiahrend die Verringerung von R, das Gewicht der £1-Norm erhoht, welches
indirekt dem Parameter A entspricht. Fiir die nachstehenden Ausfilhrungen nehmen
wir an, dass R, konstant und das Modell exakt ist, sodass fiir die Kovarianzmatrix
Q = 0 gilt.

Wie in [36] erwéhnt, ist eine Linearisierung von h(-) erforderlich. Das allgemeine
Kalman-Filter ist fiir lineare Modelle vorgesehen.

Jedoch ist das ¢;-Minimierungsproblem ein nichtlineares Problem. Die Erweiterung
des Kalman-Filters auf nichtlineare Modelle wird in der Literatur als iterativ erwei-
terten linearisierten Kalman-Filter (EKF) bezeichnet. Der Unterschied besteht darin,
dass die Nichtlinearitiat des Zustandes durch mathematische Methoden in einen linea-
ren Zustand approximiert wird.

Im Kapitel 5.1 wurde eine Approximation erldutert. Fiir die Linearisierung der nicht-

linearen Beobachtungen verwenden wir die Jacobi-Matrix

9, _ Oh(x) Ox [ i
= exp(jarg(e))” Exc)- (6.5)

In jeder Iteration des Algorithmus 4 beobachten wir die ¢;-Norm des berechneten
Zustandsvektors, welche nach Gleichung (6.4) definiert wurde. Die im Algorithmus 4
genannte Jacobi-Matrix C,, € C*(=™) (auch als Sensingmatrix bezeichnet) wird in
Abhéngigkeit des Zustandsvektors @ in jeder Iteration neu berechnet.

Der Wert v*) = 1 — 7(¥) in Gleichung (8) des Algorithmus 4 mit der Initialisie-
rung r(© e 10,1 erzeugt in jeder Iteration eine Abnahme der ¢;-Norm in der Form
r() = (1 —7) r*~1) mit einem fest initialisierten Parameter 7 € ]0,1[. Dabei konver-
giert #(®) mit Zunahme der Iterationen gegen Null, sodass v¥) — 1 fiir k¥ — oo gilt
[36].

Allerdings konvergiert der Algorithmus 4 nicht immer gegen die £1-Norm der exakten
Losung. Obwohl zwar fiir kleine Dimensionen, z. B. n = 64, die Konvergenz gegen die
f1-Norm der exakten Losung zu beobachten ist, kann das fiir grofere Dimensionen, z.
B. n = 120, nicht mehr der Fall sein.

Sobald der berechnete Parameter 4*) fiir groke k zu friih gegen den Wert 1 strebt,
reduziert sich die £1-Norm nicht mehr. Es kann dann nicht sichergestellt werden, dass
in solchen Féllen die Losung mit minimaler £1-Norm erreicht wird. In diesen Féllen
ist keine exakte Rekonstruktion von & zu beobachten. Diesen Sachverhalt konnten wir

bereits fir den Algorithmus 3 im Kapitel 5.1 empirisch beobachten.

In dem Kapitel 6.3 beweisen wir die Konvergenz fiir die Reduzierung der ¢;-Norm.
Es wird festgestellt, dass die £1-Norm gegen einen bestimmten Wert, den Grenzwert,
konvergiert. Allerdings ist nicht bekannt, ob dieser Grenzwert auch der ¢;-Norm des

exakten Signals entspricht.
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Im Kapitel 8 stellen wir daher eine Methode vor, die die Konvergenz gegen die exakte
f1-Norm eines berechneten Zustandsvektors liefert. Die Ergebnisse présentieren wir
im Kapitel 8.2.

6.2 LQ-Zerlegung der Sensingmatrix fiir die Berechnung

einer Startlésung

Geméfs den Ausfithrungen im Kapitel 4.1.2 greifen wir auf die Beobachtungsgleichung

zurilick und nehmen die dort genannten Vereinbarungen an.
b=Czx+v.

Die enthaltenen Rauschanteile v sind als mittelwertfreies gaufsverteiltes Rauschen mit

der Kovarianzmatrix R definiert:

RzE{(U—E{’U})(’U—E{U})H}.

Wie im Kapitel 2.1.2 erldutert, besitzen unterbestimmte lineare Gleichungssysteme
unendlich viele Losungen. Den Nullraum der Matrix C' bezeichnen wir wie in Glei-

chung (3.3) aus dem vorherigen Kapitel 6.1 mit
N(C):={xeC": Cz=0}.

Die Darstellungen zur LQ-Zerlegung fiir die Berechnung einer Startlésung des Algo-

rithmus orientieren sich an [68, 69]. Es gilt
C=LQ

mit einer unteren Dreiecksmatrix L = <L1 | 0) € C™*™, wobei 0 eine Nullmatrix in

der Dimension m x (n — m) ist. Die untere Dreicksmatrix L, ist wie folgt definiert:

liy 0 .. 0
l 0
L1 = 21.
0
lml T lm(m—l) lmm

Die Matrix @ ist eine unitire Matrix Q € C™*", d. h. Q" - Q = I. Fiir die Matrix Q
gilt

Q — (g;) , Ql c (men’ Q2 e C(n—m)xn (66)
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wobei die Zeilen von Q3 die n-dimensionalen Basisvektoren des (n—m)-dimensionalen
Nullraums von C' darstellen.
Setzen wir den Ansatz der LQ-Zerlegung in die Beobachtungsgleichung (4.2) ein,

erhalten wir

b = LQx+v=Lx+v

- (@i0) ()

= Lixg+v

mit
Z=Qzund z =Q"z. (6.7)

Der Vektor xy kann aus den Messungen beobachtet werden. Der zweite Teil des Vek-
tors, also @x,, wird nicht beobachtet und muss folglich im Nullraum der Matrix C

liegen. Setzen wir die Gleichung (6.6) in Gleichung (6.7) ein, erhalten wir

z = Q'z

H H
= Ql m0"1'622 Ly
—_—— = —

xp Vg

= Tptuv,

fiir v, € N'(C). Die unitire Transformation & = Qx verstehen wir als eine Anderung
des Basisvektorsystems. Der Vektor x, € C" ist, wie bereits genannt, der Teil des
Vektors @, der beobachtet werden kann. Dagegen liegt der Vektor v, € C" im Null-

raum der Matrix C.

Sehen wir uns den beobachtbaren Teil mit einem Mazimum-a-posteriori (MAP)-
Schitzer an. Eine MAP-Schdtzmethode ist ein Schétzverfahren, welches einen un-
bekannten Parameter durch den am héufigsten auftretenden Wert der a-posteriori-

Verteilung schitzt. Es folgt — deren Herleitungen im Kapitel 9.3.1 zu finden sind —

1
=P (Py) @ +PyLIR'b (6.8)
mit

Py = [(PO_)_l LLURL) (6.9)

Mit Z§ und Z; bezeichnen wir den a-posteriori- und den a-priori-Schétzwert beziiglich

ihrer Fehlerkovarianzmatrizen P0+ und Py .
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In der Regel liegen keine a priori Informationen vor, d. h. (PO_)_1 = 0. Daraus folgt
direkt aus den Gleichungen (6.8) und (6.9)

—1
af = (L?R—lLl) LY'R b (6.10)
bzw.
Hp-1 -1
Py = (Ll R Ll) .

Die hergeleitete Gleichung (6.10) ist der Gewichtete-Kleinste-Quadrate-Schétzer (weigh-
ted-least-squares-estimator) (WLS), der das Funktional

ewLs = E{ (b - leo)HR*1 (b — Llazo) }

minimiert. Die Gleichung (6.10) wird auch als Cramér-Rao-Schranke interpretiert. Die
Cramér-Rao-Schranke (CRB) liefert einen Schétzer, dessen Kovarianzmatrix klein ist.
Auf Grund der fehlenden a priori Information im MAP-Schétzer ist das CRB identisch
mit dem Maximum-Likelihood-Schdtzer. Der Maximum-Likelihood-Schétzer (MLS)
entspricht auch durch das zugrundeliegende lineare Modell mit gaufiverteiltem Rau-

schen dem WLS.

Unter Annahme gaufi’scher Prozesse stellt die Matrix PO_1 die sogenannte Fisher-In-
formationsmatriz dar, deren Inverse als Cramér-Rao-Schranke bekannt ist. Die Fisher-
Information liefert Aussagen iiber die bestmogliche Qualitdt von Parameterschétzun-
gen und wird speziell in der Cramér-Rao-Ungleichung, wo ihr Kehrwert bei Giiltigkeit
der Regularitdtsbedingung eine untere Schranke fiir die Varianz eines Schétzers liefert,
benutzt. Auf die Begriffe CRB, MAP-Schéatzer, MLS und WLS werden wir noch im
Kapitel 9.3.1 eingehen.

Mit der Annahme der Invertierbarkeit der Matrizen erhalten wir durch Umformung
der Gleichung (6.10):

&l = L'R(LY) T LHR b
= Li'b.

Mit Hilfe der linearen Abbildung aus Gleichung (6.7) berechnen wir abschlieftend den

besten Schatzer

xr = Q1 i'\0
= QU'L;'b

= Ip.
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Zusammenfassend haben wir einen bestmdglichen Schétzer konstruiert, der als parti-

kulare Losung &, bzw. als Startlosung im Algorithmus 4 fungiert. Wir erhalten also
z, = Qi Zo = Q' L;'b.

Fiir eine Fehleranalyse des optimalen WLS sei auf [68, 69] verwiesen.

6.3 Konvergenzbeweis des Kalman-Filters

Fiir den Konvergenzbeweis seien die Skalare cx11 und ¢y, fiir k € N wie folgt definiert:

curn = -+ Ex )|

o = H@, +EN55¢<’€>H1.

Eine Reduzierung der ¢;-Norm liegt dann vor, wenn die Bedingung

Crt1 < Cg

fiir alle k-Iterationen gilt. Den ausfiihrlichen Beweis fiir die Konvergenz des vorge-
stellten Algorithmus 4 geben wir aufgrund des Umfangs im Anhang D wieder. Die

Ausfithrungen im Anhang orientieren sich im Wesentlichen an dem Beweis in [68].

Mit dem Beweis im Anhang D kénnen wir zeigen, dass die Folge von Skalaren cp
fir ¥ € N monoton fallend ist. Im vorgestellten Kalman-Filter-¢;-Minimierungsal-
gorithmus 4 in seiner Nullraum-Variante reduziert sich daher die ¢;-Norm in jeder
Iteration. Jede monoton fallende nach unten beschrinkte Folge konvergiert nach dem
Monotoniekriterium [70]. Nach der Definition A.0.1 von Normen im Anhang A ist jede
Norm durch |[|-|| > 0 nach unten beschrénkt. Mit dem Monotoniekriterium folgt damit

direkt die Konvergenz der Folge fiir die Reduzierung der ¢1-Norm im Algorithmus 4.
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Kapitel 7

Konvergenzbeschleunigungsverfahren

7.1 Motivation

Ein bekanntes Verfahren zur Konvergenzbeschleunigung ist das schon im Jahr 1937
entwickelte Grundverfahren von Aitken. Die Grundidee des Verfahrens, welches als
A2%-Methode bekannt ist, besteht darin, aus der Vorlage von drei Folgengliedern ein
Folgenglied so zu bestimmen, dass die neue Folge schneller als die urspriingliche Folge
konvergiert.

Solche Beschleunigungsmethoden werden beispielhaft bei Anwendung der Methode
der Finiten Elemente |72, 73| erfolgreich eingesetzt. Aufgrund der vielen weiteren
Anwendungsmoglichkeiten wurde der Konvergenzbeschleuniger von Aitken auf nicht-
lineare sowie vektorielle Gleichungen erweitert [71]. Eine besonders effektive, in diesem
Zusammenhang auch zu nennende Methode fiir vektorielle Gleichungen ist die Metho-
de von Irons & Tuck [74, 75]. Im Hinblick auf die skalare Problemstellung beschrianken

wir uns in dieser Arbeit auf den skalaren Konvergenzbeschleuniger von Aitken.

In den vorherigen Kapiteln haben wir zeigen kénnen, dass fiir das Kalman-Filter ge-
méf Kapitel 6.3 und dessen Anhang D die Konvergenz der Folge der berechneten #1-
Normen vorliegt. Allerdings, und das zeigten bereits mehrere Beispiele in den letzten
Kapiteln, konnte auch beobachtet werden, dass der Algorithmus nicht immer gegen
die exakte ¢1-Norm des zu rekonstruierenden Signals konvergiert. In einigen Féllen
stagnierte die /1-Norm und erreichte somit nicht die exakte ¢;-Norm. Ein solches
Problem ist in einem linearen Kalman-Filter, welches auf einer stochastisch vollstéan-
dig beobachtbaren und steuerbaren Zustandsraummodellierung und richtig gewéhlten
stochastischen Parametern beruht unbekannt. Im Gegenteil l&sst sich aus der Opti-
malitdt des Kalman-Filters zu jedem Zeitpunkt direkt folgern, dass es keinen anderen
Algorithmus gibt, der genauer arbeitet und dessen Schétzfehlermomente schneller ge-
gen ein Minimum konvergieren. Im konkreten Problemfall stellt die als Beobachtung
formulierte £1-Norm weder eine lineare Beobachtung des unbekannten Zustands dar,
noch sind die stochastischen Parameter des iiberlagerten Rauschens und des Prozess-

rauschens bekannt, welche implizit die Gewichtung dieser ¢1-Norm im Kalman-Filter
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bestimmen. Alternativ zu der sonst iiblichen, simulativ erfolgenden Optimierung der
stochastischen Filterparameter von Prozessrauschkovarianz und Messfehlerkovarianz
wird hier der Ansatz des konvergenzbeschleunigenden Eingriffs in die Folge der als
Beobachtungen vorgegebenen ¢1-Normen vorgeschlagen und untersucht. Hierzu inte-
grieren wir konvergenzbeschleunigende Ansétze im Kalman-Filter-¢;-Minimierungsal-
gorithmus. Der folgende Absatz erlautert und diskutiert zwei Konvergenzbeschleuni-
gungsverfahren, die dann im nachfolgenden Kapitel 8 im Kalman-Filter-Algorithmus

zum Einsatz kommen.

7.2 A2-Grundverfahren von Aitken

In diesem Kapitel stellen wir das Konvergenzbeschleunigungsverfahren nach der A%-
Methode von Aitken vor [71, 73, 75]. Fiir diesen Konvergenzbeschleuniger gibt es in
der Literatur mehrere Versionen.

In unseren Ausfithrungen beginnen wir mit dem urspriinglichen Grundverfahren [73].
Anschliefsend modifizieren wir den Konvergenzbeschleuniger, der in der Literatur als
Steffensen-Methode bezeichnet wird.

Als Erstes werden wir eine gegebene skalare Folge uy in eine andere Folge 1y trans-
formieren, sodass diese schneller konvergiert. Dazu beginnen wir mit einer Definition,

die uns eine schnellere konvergierende skalare Folge liefert.

Definition 7.2.1 Sei uy eine Folge, die gegen u konvergiert. Die Folge Uy konvergiert

schneller, falls fiir uy # u gilt

|ty —u| 0.

lim =
k—oo |ug — ul

Leiten wir eine neu konvergierende Folge @iy, nach dem A2-Grundverfahren nach Aitken

her. Dazu seien zwei Iterationsschritte mit 8 € R gegeben:

1) uppr —u = Plug —u) (7.1)
IT) up—u = Bug—1 —u). (7.2)

Als Erstes subtrahieren wir beide Gleichungen und l6sen anschlieftend nach w auf.

(41 —u) = (up —u) = Blug —u) — Blug-1 — u)
U1 —up = Bup —up—1) (7.3)
Upr1 — Bug = up — Pug_1,

= u—pfu (geméfs (7.2))
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U1 — Pug = (1—PBu
Ug+1 — Bug
= =/ == 7.4
W= B (7.4)
Uk Pu
1-38 1-5
1 Bug
= Ukl T <1—/B - 1> Uk+1 — 1-8 (7.5)
Mit
1
L A
1-8 1-3
folgt direkt in Gleichung (7.5)
U= U1 + 1& (Ug+1 — ug) - (7.6)
—p
Nach Gleichung (7.3)
_ Uk41 — Uk
U — Uk—1
gilt
1-8 = 1- Uk+1 — Uk
U — Uk—1
(e —up—y) — (uks1 — ug)
Up — Up—1
Dann folgt fiir u aus Gleichung (7.6) mit Gleichung (7.3)
p
U = Ukt m(uk—i—l — ug,)
Up41 — Uk 1
= upiq + . Ukl — U
k+1 Uy — U1 (uk — Uk—l) — (ukJrl — uk) ( k+1 k’)
U — Uk—1
R (ups1 — up)®
T (= wker) — (w1 — i)
_ (up1 = up)? (7.7)

= Uk+1 — (

Upg1 — ) — (U — kal).

Fiir eine iibersichtlichere Darstellung verwenden wir die Differenz-Schreibweise.
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Definition 7.2.2 Sei ug, ui,us, ... gegebene Zahlen, dann werden die aufsteigenden
Differenzen fiir k =0,1,...;1=2,3,... wie folgt definiert:

Ay = oy,
Auy, = Ay, = upyr — uy,
A(Aug_q) = A%y = Alug — up—1) = (upyr —ug) — (g — ugp-1),
Aty = A(Aliluk) = Aliluk_,_l — A1y,

Die letzte Gleichung wird l-te aufsteigende Differenz genannt.

Setzen wir in die hergeleitete Folge nach Gleichung (7.7) die Ausdriicke Auy = ugy1 —
up und A2uy_1 = (upy1 — ug) — (up — ug_1) ein, so erhalten wir eine beschleunigte
Iterierte

(Auk)2

Die beschleunigte Iterierte u wird nur durch die Skalare uy_1, ug und w1 bestimmt

und gibt einen guten Naherungswert fiir den gesuchten Grenzwert u einer Folge uy, an.

Im néchsten Schritt beweisen wir, dass die hergeleitet skalare Folge iy tatsdchlich
schneller als die urspriingliche skalare Folge wu; konvergiert. Dazu sei folgender Satz

genannt:

Satz 7.2.3 Sei up # u eine Folge mit

lim ALY ge-11).
k—oo U — U

Dann gilt fir die Folge

_ (Auy)?

U = U1 — A2uk_17 (78)
sodass Folgendes:

lim e — W _ 0

k—oo U — U

gilt. (D. h. die Folge uy, konvergiert schneller gegen u als uy.)

Beweis Sei

U1 — U
By = ———
U — U
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mit B — B angenommen. Unter Verwendung der Definition 7.2.2 ergibt sich dann

APup_y = (Upgr — up) — (ugp — up—1)
= (k1 —u) + (u—ug) — (up —u) = (u— up—1)
= (up—1 —u) — 2(uk — u) + (ug41 — u)

Ukl — U Up — U
= (uk_lu)( bt 9 * +1>.
Ug—1 — U Ukg—1 — U

Mit dem Ausdruck

U] — U UL — U Upy] — U
: = = BkBr-1
U — U U] — U  Up_] — U

folgt

Auy_y = (up—1 — u)(BrBr—1 — 2Bk—1 + 1).

Mit der Definition 7.2.2 der Differenzen und unter Beachtung (ug+1 — u) = B (ux — u)
gilt

Aup = Upgpr — up
= (upr1 —u) + (u— ug)
= Brlug —u) — (up — u)

= Bk — D(ug —u).

Somit erhalten wir gemdff Gleichung (7.8)

(Br — 1) (ug — u)?
up—1 — ) (BrPr—1 — 2Pk—1 + 1)

U —u = (Uk+1*U)*(

(ur, — u)(up — u) (B — 1)

= Bk(uk - u) o (uk_l — U)(ﬁkﬁk—l — 20,1+ 1)
P 3 (uk - U)(ﬁk - 1)2
= (uk—u) <ﬁk (uk—1 — ) (BrPr—1 — 2Pp—1 + 1)>
up —u B — (ur — u) (B — 1)°
up — u " (wmr — W) (BrBrot — 281 + 1)
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Mit Gleichung (7.2)

T
Ul—1 — U
folgt somit
ag—u . BB — 1) BB -1
up—u P 51@51%1—251{714-1—)6 B2 —26+1
L, BB
SERCES VR

Das A2-Verfahren von Aitken besitzt in der Literatur viele Modifikationen. Erset-
zen wir bei der Herleitung der beschleunigten Folge die genannten Gleichungen (7.1)
und (7.2) mit

Upr2 —u = Bugtr —u)

upr1 —u = Blug —u)

und wéhlen als Korrektur in Gleichung (7.5) nicht ugy1, sondern uy, dann folgt die
dquivalente Formulierung der A2-Methode nach Aitken (7.8):
(Uhs1 — ug)? (Auy)?

ﬂk = U — = U —
Uk+2 — 2Up41 + Uk A2y,

(7.9)

Diese Formulierung wird in der Literatur unter anderem auch Steffensen-Methode

genannt.

Der bewiesene Satz 7.2.3 kann auch im Zusammenhang mit geometrischen Folgen

interpretiert werden. Eine geometrische Folge hat die allgemeine Form
ug, = u+ vg® + v#0 (7.10)

mit der Eigenschaft 0 < |¢| < 1. Fiir die Nullfolge n; gilt ¢ *n, — 0. Die schnell
konvergente Folge 7y interpretieren wir als Storung und nehmen zunéchst 7, = 0 an.
Ist die Folge uj einer geometrischen Folge hinreichend &ahnlich, so kann aus dieser eine
beschleunigte Folge konstruiert werden, die schneller konvergiert als die urspriingliche.
Hinreichend &hnlich bedeutet, dass die Folge der Quotienten der Differenzen zweier
aufeinanderfolgender Folgenglieder gegen einen Wert konvergiert, der zwischen —1 und
1 liegt. Bestétigen wir den Satz 7.2.3 unter der Voraussetzung, dass die Folge einer

geometrischen Folge hinreichend &hnlich ist [72].
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Dazu wéhlen wir eine Folge von Zahlen uyg, die gegen einen gesuchten Wert u konver-

giert,.

Mit der Annahme 7, = 0 in Gleichung (7.10) gilt fiir zwei aufeinanderfolgender Glieder

wy, = u+ v, (7.11)

Upy1 = u—+vgt (7.12)

die Differenz

Upy1l — U = (u + quH) - (u + qu>
_ qu+1 _ qu
= vd"(g—1).

Analog definieren wir die Differenz von ug,1 und ug o

Uk4+2 — Uk41 = (U + qu”) - (U + quH)

Mit der Quotientenbildung der Differenzen folgt

Upyr —upyr vt (g—1)
Uk4+1 — Uk qu (q - 1)
= q. (7.13)

Formen wir die Gleichung (7.12) nach u und ersetzen den Ausdruck vg® mit Glei-

chung (7.11), so erhalten wir

u —
u = k+1 quk‘
1—gq

Die hergeleitete Gleichung entspricht dem Ausdruck der Gleichung (7.4).
Mit den Umformungen unter Beriicksichtigung von ¢ aus Gleichung (7.13) gilt

(upt1 — ug)?
(kg2 — Upg1) — (Upg1 — ug)

U = Uk —
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sowie unter Beachtung der Definition 7.2.2 fiir die Differenz-Schreibweise fiir die be-

schleunigte Iterierte

(Auy,)?
A2uk .

U= U —
Diese Formel haben wir bereits im Satz 7.2.3 aufgefiihrt und bewiesen.

In den meisten Féllen besitzen Folgen auch kleine Storungen. Untersuchen wir die
Auswirkung von Stoérungen 7 auf die abgeleitete beschleunigte Folge .
Es gilt

Zuerst zeigen wir, wie sich Summen auf die Differenzenbildungen auswirken. Dazu sei
Nk = T + K. Es folgt

Ang = (Thyr — k) + (Krg1 — K
und damit

Ane, = A7+ Arkg.

Die Differenz einer Summe entspricht daher der Summe der Differenzen. Weiterhin

gilt
Aup, = v(g—1)¢"

sowie unter Beachtung der Definition 7.2.2 fiir die Differenz-Schreibweise
Ay, = vi(g—1)24"

Nehmen die Betridge der Folge @ mit |n;11] < |nx| monoton ab, folgt
|Ang| < [t | + ||
und damit gilt |Ang| < 2|ng| bzw.

|A%ne| < |Anes] + [Ank] < 2 g | + 2 |mw] < 4wl -
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7.2 A2-Grundverfahren von Aitken

Mit der Wahl eines grofen k gilt ¢~ %1, — 0 und damit

_ _ 1
A < Jal 4l < S vl (1 - 9)°.

Fiir die Gleichung

untersuchen wir die Stérungen in der Gleichung

A2’U,k AZ’U,k + AQT]k

(Aup)®  (Auy + Ank)2]

indem wir den Term in der Klammer weiter abschitzen

(Auk)z A%y — 202u Aup Any, — Ay, (Ank)2
A2uy (A2 + A2ny)

u=u+ [N+

Den Term definieren wir mit Sg:

(Auk)2 A277k — 2A2ukAukA7]k — A2uk (Ank)z
A2uk (A2uk + A277k) )

Zur Vereinfachung setzen wir den zweiten Term in der Klammer mit

(Auk)2 A277k — 2A2ukAukA77k — AZUk (Ank)Q

B —
F A2uy (A%uy, + Ayy)

und formen weiter um
v (q—1)2 ¢* A%y, — 20 (g — 1)* ¢*v (¢ — 1) " Ay — v (¢ — 1)° ¢ (Any)?
v(g—1)*¢* (V (q—1)*q" + A27lk)

va" A% — 2v (¢ — 1) ¢ Ang — (Ang)?
v(g—1)> gk + A2y,

By =

(7.15)

Durch Einsetzen von (7.15) in (7.14) erhalten wir schliefslich

v — 20 (g — 1) A — ¢ F (Ang)?
Sp = |+ VAT =2 (= D) Ak — g (nk)‘_

v(g—1)%+q A%,
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Mit den Voraussetzungen 0 < |g| < 1 und ¢ %5, — 0 der Gleichung (7.10) schitzen

wir mit |q_knk} < 1 weiter ab und verwenden die Dreiecksungleichung. Es gilt

4 || ] +4 v (g — D)] x| + %]
1
2 2
lv| (g —1) —§|V|(q—1)

Sk < || +

und damit

dlv|+4lv(g—1)|+1

S < |1+ 1
DWlta—17?

|7k -

Unter der Voraussetzung, dass die Folge 7 eine konvergente Nullfolge mit ¢~ %, — 0
ist, zeigt die Abschitzung fiir den Stérungterm, dass auch die Folge ug mit kleinen

Storungen einer geometrischen Folge hinreichend &hnlich ist.

Fiir das A2-Verfahren miissen also mindestens drei Folgenglieder aus einer geome-
trisch hinreichend &hnlichen Folge vorliegen, damit eine beschleunigte Folge konstru-
iert werden kann. Um die Voraussetzungen gezielt zu erreichen, stellen wir im néchsten
Kapitel das Extrapolationsverfahren vor, welches auch als Fixpunktiterationsverfah-

ren interpretiert werden kann.

7.3 Extrapolationsverfahren nach der AZ2-Aitken-Methode

Die Extrapolation ist eine auf vorhandenen Daten basierende, weiterfithrende Entwick-
lung {iber den letzten effektiv beobachteten Wert hinaus. Das Prinzip wird in der Pra-
xis angewandt. Extrapolationsverfahren werden auch vorwiegend zur Beschleunigung
der Konvergenz einer gegebenen Folge gegen den gesuchten Grenzwert eingesetzt. Wir
stellen das in der Literatur bezeichnete Extrapolationsverfahren nach Aitken |71, 73|
vor.

Wie auch in dem vorherigen Kapitel bei der Herleitung des Konvergenzbeschleuni-
gungsverfahrens von Aitken konstruieren wir auch hier eine neue Folge 4y, die ebenfalls
schneller als die urspriingliche Folge konvergiert. Ausgehend von drei Folgenglieder

Uk—1, Uk, Uk+1 KOnnen wir zwei Losungsvorschlige fiir ein festes wy, angeben.

(I) up = wrpuk + (1 — wg)ug—1
= up—1 +wk(uk — ugp_1)
= Up-1+wpAug_

(II) Upyr = wrtpgr + (1 —wp)ug
= up + wp(uprr — ug)

= up + wrAuy
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7.3 Extrapolationsverfahren nach der A2-Aitken-Methode

Der Parameter wy, ist noch ein zu bestimmender Relaxationsparameter, der von den
drei Folgengliedern wy_1,uk, ux+1 abhéngig ist. Zusatzlich nehmen wir an, dass ein
linearer Zusammenhang zwischen den Folgengliedern besteht.

Fiir gentigend grofse k gilt fiir beide Extrapolationen die Bedingung |ug+1 — ug| — 0.
Als Erstes subtrahieren wir beide Losungsvorschlage und 16sen die Gleichung fiir den

Relaxationsparameter w:

Upg1 —Up = (up +wpAug) — (up—1 + wpAup_1),

mit der Bedingung |uy4+1 — ux| — 0 gilt dann

0 = wup—ug—1+ wg (Aug — Aug_1q)

Up—1 — UL = Wk (Auk — Auk,l) .

Anschliefendes Auflésen nach dem Relaxationsparameter w ergibt

Up—1 — Ug
Aup — Aug_q

Uk — Uk—1
Auk,l — Auk

Aug_q
Auk,1 — Auk '

Wk

Ersetzen wir in dem zweiten Losungsvorschlag (II)
Ups1 = uk + wpAug

den Ausdruck Awug durch Aug_1, so erhalten wir folgendes modifiziertes Extrapolati-

onsverfahren:

Methode 7.3.1 (modifiziertes Extrapolationsverfahren)

1.) Wihle Startwert wg = 0.

2.) Berechne fir k =1,2,... den Relaxationsparameter
Aug_y
Wi = .
(Aup—1 — Auy,)

3.) Berechne die beschleunigte Iterierte nach der Iterationsvorschrift

Upy1 = Up + wpAug_y
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4.) Setze upi1 = Upt1-
5.) Berechne anschlieffend mit dem neuen Startwert uii1 eine weitere Iterierte.

6.) Gehe zu Schritt 2.).

Das hergeleitete Extrapolationsverfahren nach der A2-Aitken-Methode berechnet aus
drei vorliegenden Folgengliedern eine beschleunigte Iterierte, die dazu fiihren soll, dass
die daraus entstandene neue Folge mindestens eine geometrisch hinreichend &hnliche
Folge ist. Unter der Voraussetzung, dass eine geometrisch hinreichende dhnliche Folge
vorliegt, kénnen wir dann anschlieend die dquivalente Formulierung der A2-Methode
nach Aitken geméfs Gleichung (7.9), die auch Steffensen-Methode genannt wird, auf
den Kalman-Filter-Algorithmus in seiner Nullraum-Variante (Algorithmus 4) anwen-
den, um die Konvergenz gegen die exakte £1-Norm des zu berechneten Zustandsvektors

Zu zeigen.
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Kapitel 8

Kalman-Filter mit integriertem

Konvergenzbeschleunigungsverfahren

8.1 Allgemeine Funktionsweise

In den beiden vorherigen Kapiteln 7.2 und 7.3 haben wir das A2-Grundverfahren von
Aitken und ein modifiziertes Extrapolationsverfahren kennengelernt.

Diese Verfahren werden in dem vorgestellten Kalman-Filter-Algorithmus 4 aus Ka-
pitel 6.1 implementiert. Hierbei sei zu beachten, dass fiir die Anwendung des A%-
Grundverfahren von Aitken die vorliegende Folge einer geometrischen Folge hinrei-
chend ahnlich sein muss. Diese Voraussetzung wird erfiillt, indem wir das modifizierte
Extrapolation dem AZ2-Verfahren von Aitken voranstellen.

Die typische Formulierung des EKF beinhaltet die Annahme eines additiven Mess-
rauschprozesses. Diese Annahme ist fiir die EKF-Implementierung nicht unbedingt
erforderlich [76]. Wenn das Messrauschen v nicht additiv ist, dann hat die Messfunk-
tion h(-) folgende Form: h(zx,v), h(x,0) = ||z||;.

Die Messung entwickelt sich in Abhéngigkeit vom Zustand und dem Messrauschen.
Setzen wir voraus, dass die Differenzierbarkeit der Funktion h(x, v) gegeben ist, kon-

Oh(x,
M’m(k) angeben. Da das Messrauschen v unbekannt

nen wir die Jacobi-Matrix
ist, ist eine exakte Berechnung der Jacobi-Matrix nicht realisierbar.

Sehen wir uns als Erstes den beschleunigten Algorithmus néher an.

Der bereits erlduterte Algorithmus 4 im Kapitel 6.1 bleibt in seiner Struktur so weit
erhalten, lediglich die Parameter 7, » und damit y werden in jedem Iterationsschritt ge-
méf den Ausfithrungen im Kapitel 7 anders berechnet. Wir starten den Algorithmus 5
mit der Initialisierung vom Algorithmus 4. In der zweiten Iteration wird die reduzierte
¢1-Norm 3 unter Verwendung des Relaxationsparameters w nach der Methode 7.3.1 —
dem modifizierten Extrapolationsverfahren — bestimmt. Damit wird erreicht, dass bei
der néchsten Iteration eine Folge vorliegt, die einer geometrischen Folge hinreichend
dhnlich ist. Im dritten Iterationsschritt berechnen wir die reduzierte ¢1-Norm y mit

der vorgestellten Steffensen-Methode nach der Gleichung (7.9).
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Die Folge 33, wird durch die Steffensen-Methode in eine konvergierende Sequenz iiber-
fiihrt. Zusitzlich konvergiert die Folge der Parameter r(*), ebenfalls durch die Anwen-
dung der Steffensen-Methode, fiir & — oo gegen Null. Die Folge y konvergiert gegen
einen von Null verschiedenen Grenzwert. Somit konvergiert das zu rekonstruierende

Signal  gegen einen festen Wert.

Algorithmus 5 Beschleunigtes ¢1-Minimierungs-Kalman-Filter im Nullraum
(KF-Aitken)
for jede Alg. 4 Iteration do
Kalman gain:
K® = p-0 " (e P 0o + PR, o)
if Kk =2 then
Fk) — p(k—1)

r(k) = (]_ — /?)/r(kfl)

3 = <o 10 o], - [0, ) )

else if £ > 3 then

) p(B)p(k=2) _ (p(h=1))2
k) — op(k—=1) 4 p(k—2)

) = (1— 7)) p®)

FRFR=2) _ (=12

s Y Y _
y(k) — 2y(k_1) -+ y(k_Q)

Y
end if

end for

Die Unsicherheit sollte ein lineares Verhalten entlang des gesamten Wahrscheinlich-
keitsgebiets besitzen. Nichtlinearitiit wird als Anderung in der Funktionsableitung
innerhalb des Wahrscheinlichkeitskonzentrationsgebiet (probability concentration regi-
on) (PCR) der Eingangsvariable definiert. Deshalb héngt die Nichtlinearitidt sowohl
von der Funktion als auch vom PCR [77, 78| ab.

Das erweiterte Kalman-Filter erwartet eine den Voraussetzungen entsprechender an-
gemessene Linearisierung. Insbesondere bedeutet das, dass die Jacobi-Funktion eine
gute Anndherung der Funktionsableitungen innerhalb der ganzen Wahrscheinlichkeit
seines Konzentrationsgebietes der Zustandsgrofe (Variable) darstellt. Eine nicht den
Anforderungen gerechte Linearisierung liegt vor, wenn die Ableitungen innerhalb des
Wahrscheinlichkeitskonzentrationsgebietes variieren [78]. Die Abbildung 8.1 demons-

triert das Problem.

Nach [76] muss lediglich die Gleichung (4.6) im Kapitel 4.2.1 modifiziert werden.
In den Kalman-Filter-Gleichungen (4.5), (4.6) und (4.7) aus Kapitel 4.2.1 wird die
Kalman-Verstarkung K angepasst.
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8.2 Untersuchungen des KF und KF-Aitken

Nehmen wir an, dass das Messrauschen v sehr gering ist, so konnen wir die Naherung

Oh(x,v)

) |z = Cy

wahlen. Untersuchungen in den néchsten zwei Kapiteln lassen erkennen, dass diese

Néherung fiir die Jacobi-Matrix akzeptabel ist.

S~——

Abb. 8.1: Beispiel fiir eine schlechte Linearisierung: die Ableitungen variieren inner-

halb des PCR [77].

8.2 Untersuchungen des Kalman-Filters und des
Kalman-Filters mit integriertem

Konvergenzbeschleunigungsverfahren (KF-Aitken)

Fiir eine Untersuchung des modifizierten Algorithmus 5 —Kalman-Filter mit Aitken-
basierter Konvergenzbeschleunigung (KF-Aitken) — wéhlen wir zwei zufillig gewéahlte
Beispiele und vergleichen diese mit dem urspriinglichen Kalman-Filter-Algorithmus 4
(EKF). Wir nehmen fiir alle weiteren aufgefithrten Beispiele an, dass die hinreichende
Bedingung mit Theorem 3.2.1 aus Kapitel 3.2.1 erfiillt ist. Damit ist & die eindeutige
Losung des £o-Minimierungsproblems (2.14) und des ¢;-Minimierungsproblems (2.15).

Im ersten Fall hat die Messmatrix die Dimension 80 x 128. Die Sparsity des Lo-
sungsvektors, also die von Null verschiedenen Eintrége, betragt s = 5. Die Anzahl der
Iterationen ist auf 1000 beschrénkt. Abbildung 8.2 stellt die Reduzierung der ¢1-Norm
in Abhéngigkeit von der Anzahl der Iterationen dar. Wir vergleichen die Ergebnisse
des Algorithmus 4 (EKF) mit den Ergebnissen des beschleunigten Algorithmus 5 (KF-
Aitken). Zusétzlich geben wir ebenfalls die exakte ¢1-Norm an, die auch hier als roter
Graph dargestellt wird. Die berechnete ¢;-Norm mit Algorithmus 4 (EKF) konver-
giert nicht gegen die exakte ¢1-Norm der Losung. Der dunkle Graph zeigt die vom
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Algorithmus 5 (KF-Aitken) berechnete ¢1-Norm. Nach 1000 Iterationen erreicht der
beschleunigte Algorithmus 5 (KF-Aitken) nicht nur die exakte ¢;-Norm, sondern die
Wurzel aus der mittleren Fehlerquadratsumme (root-mean-squared error) (RMSE) von
2,1-1075. Der beschleunigte Algorithmus 5 (KF-Aitken) rekonstruiert das Signal x
exakter als der Algorithmus 4 (EKF).

Es konnte auch hier beobachtet werden, dass der Algorithmus 4 (EKF) nicht immer
gegen die exakte ¢1-Norm der Losung konvergiert. In vielen Féllen stagniert der Algo-

rithmus 4 (EKF). Die exakte ¢;-Norm der Losung @ kann somit nicht erreicht werden.

£1-Norm
101
exakt
8r KF-Aitken
EKF

100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Tteration (k)

Abb. 8.2: ¢/1-Norm vom EKF-Algorithmus 4 und KF-Aitken-Algorithmus 5, sowie die
exakte £1-Norm der Losung. Die Messmatrix hat die Dimension 80 x 128.
Die Sparsity des Losungsvektors ist s = 5.

{1-Norm
50 F
exakt
40 | KF-Aitken
EKF
30
20
10
500 1000 1500 2000 2500 3000

Iteration (k)

Abb. 8.3: /1-Norm vom EKF-Algorithmus 4 und KF-Aitken-Algorithmus 5, sowie die
exakte £1-Norm der Losung. Die Messmatrix hat die Dimension 160 x 256.
Die Sparsity des Losungsvektors ist s = 15.

Fiir das zweite Beispiel erhéhen wir die Dimension der Messmatrix auf 160 x 256.
Die Ergebnisse werden in Abbildung 8.3 mit einer Sparsity s = 15 und 3000 Itera-
tionen dargestellt. Der Algorithmus 4 (EKF) im zweiten Beispiel, in Abbildung 8.3,
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konvergiert ebenfalls nicht gegen die exakte ¢;-Norm von 3,2714. Der Startvektor z,
besitzt hier in diesem Beispiel eine ¢1-Norm von 8,5469. Nach 3000 Iterationen erreicht
der Algorithmus 4 (EKF) eine Losung mit der ¢;-Norm von 19,6602. Der Algorith-
mus 5 (KF-Aitken) erreicht dagegen eine ¢1-Norm von 3,2801 mit einem RMSE von
1,6 - 107> mit der gleichen Anzahl von Iterationen.

Die Beispiele zeigen, dass der Vektor & mit dem beschleunigten Algorithmus rekon-
struiert werden kann. Nicht nur die Konvergenz ist schneller, sogar die Konvergenz
gegen die exakte Losung konnte in diesen zwei Beispielen gezeigt werden. Mit Hil-
fe der Konvergenzbeschleunigungsverfahren konnte das Kalman-Filter so modifiziert
werden, dass auf Grundlage der in Kapitel 7.2 und 7.3 genannten Ausfiihrungen ein
beschleunigter Algorithmus entwickelt wurde, der gegen die exakte £1-Norm der Lo-

sung konvergiert.

8.3 Vergleich zwischen KF-Aitken und dem primal-dual
Algorithmus von Chambolle & Pock (C&P)

8.3.1 Auswertungen mit den Donoho-Tanner-Graphen

Umfangreiche Untersuchungen kénnen wir mit Hilfe von sogenannten Donoho-Tan-
ner-Graphen (DTG) |79, 80| durchfithren. Die DTG werden in diesem Kapitel einge-
fiihrt. Das Nyquist-Shannon-Abtasttheorem gibt Auskunft dariiber, wie viele Daten
erfasst werden miissen, um ein Signal ohne Informationsverluste zu rekonstruieren.
Die Theorie von CS besagt, dass weniger Daten erforderlich sind, um das Signal zu
rekonstruieren. Die DTG zeigen die Ergebnisse von computergestiitzten Experimen-
ten. In diesen Experimenten legen wir die Dimension n des Zustandsvektors fest und
variieren die Anzahl der Messungen m und die Sparsity s. Auf der horizontalen Achse
d =m/nmit 0 < 6 <1 wird das Unterstichprobenverhéltnis abgetragen, d. h. wie vie-
le Messungen m wir gegeniiber der Dimension n des Zustandsvektors durchfiihren. Die
vertikale Achse p = s/m mit 0 < p < 1 gibt das Verhéltnis zwischen der Sparsity und
der Anzahl der Messungen an. Die Konturen in den DTG zeigen die Erfolgsrate. Fiir
jedes Experiment untergliedern wir die Achsen in 32 gleich grofle diskrete Abschnitte.
Jedes Pixel in der Abbildung zeigt den Durchschnittswert von acht Experimenten an.
Fiir die Auswertungen generieren wir ein s-sparses Signal & € C" per Zufall. Der Real-
und Imaginérteil der von Null verschiedenen komplexen Koeffizienten sind gaufi’sche
Zufallsvariablen. Der resultierende Vektor x ist zusétzlich normiert, d. h. es gilt
e, = 1.

Um die Unabhéngigkeit von bestimmten Anwendungen zu erreichen, verwenden wir
Messmatrizen A € C™*" die aus best complex antipodal spherical codewords (BCASC)
[36] bestehen. BCASC minimiert die Kohérenz zwischen den einzelnen Spalten der
Messmatrix A [36] und ist daher fiir die Rekonstruktion von Zustandsvektoren opti-

mal. Fiir eine detaillierte Beschreibung von BCASC sei auf [36] verwiesen.
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Fiir die ersten Experimente in diesem Kapitel wird die Signalldnge auf n = 128 festge-
legt. Sehen wir uns den relativen Rekonstruktionsfehler, die Rekonstruktionszeit sowie
die Stabilitdt vom Algorithmus C&P und vom KF-Aitken an.

8.3.1.1 Rekonstruktionsfehler

Fiir die Beobachtungen verwenden wir den im Kapitel 3.5.2 vorgeschlagenen Primal-
dual-Algorithmus von Chambolle & Pock geméfs Algorithmus 1. Ein erster Vergleich

basiert auf der Berechnung des relativen £o-Rekonstruktionsfehlers, d. h.

|l — 2|,

(]

9

zwischen dem Rekonstruktionsvektor & und der exakten Losung x. Die DTG geben
den relativen fo-Rekonstruktionsfehler in Abbildung 8.4 an. Die Ergebnisse zeigen,
dass der beschleunigte Algorithmus 5, also das KF-Aitken, die gleiche ¢1-Norm wie
der C&P [52] liefert.

KF-Aitken mit 250 Iterationen. 1 Chambolle & Pock mit 250 Iteratlonen
1F 1
0.8
£o06
0.5 )
< 0.4
0.2
0
02 04 06 0.8 1 02 04 06 0.8
6 (m/n) 4 (m/n)
1KF-Altken mit 1000 Iterationen. Chambolle & Pock mit 1000 Iteratlonen.
0.8
Eos E 0.6
A
< 0.4 Q04
0.2

0.2 04 0.8
) (mln) 6 (mln)

Abb. 8.4: Relativer ¢>-Rekonstruktionsfehler des beschleunigten Algorithmus KF-
Aitken und C&P mit 250 und 1000 Iterationen.

8.3.1.2 Rekonstruktionszeit

Vergleichen wir die Rekonstruktionszeit von beiden Algorithmen. Fiir die Ausfithrun-
gen benutzen wir die DTG, die im Kapitel 8.3.1 eingefiihrt sind. Die Ergebnisse werden
in der Abbildung 8.5 dargestellt. In der Abbildung 8.5 zeigt die dunkle vertikale Linie
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KF-Aitken mit 100 Iterationen. Char:\bolle & Pock mit 100 Iteration(t)an(‘;.2

1
0.8

£o06

@2

< 0.4
0.2

02 04 06 0.8 1
§ (m/n)

KF-Aitken mit 1000 Iteratlonen

1
0.8

Eo6

2

< 0.4
0.2

04 06 0.8 02 04 06 0.8 1
6 (m/n) 0 (m/n)
Abb. 8.5: Rekonstruktionszeit vom KF-Aitken und C&P nach 100 bzw. 1000 Itera-
tionen.

eine Grenze bei 0 ~ 0,61. Auf den linken Seiten der dunklen Linie, die in den DTG
dargestellt sind, liefert C&P eine bessere Rekonstruktionszeit als auf der rechten Seite
der dunklen Linie. Die Experimente mit dem beschleunigten Algorithmus KF-Aitken
benotigen weniger Zeit auf der rechten Seite der dunklen Linie als der C&P.

Die Grenze von § ist nur von der Anzahl der Zeilen der Matrix abhéngig, nicht von der
Anzahl der Iterationen. Je mehr Messungen durchgefiihrt werden, desto schneller kann
das sparse Signal mit dem KF-Aitken rekonstruiert werden, wiahrend der Algorithmus
von C&P wesentlich langsamer ist. Die Ursache liegt darin, dass der beschleunigte

Algorithmus im Nullraum arbeitet, d. h. in der Dimension n — m.

8.3.1.3 Stabilitat

In Abbildung 8.4 wird ersichtlich, dass der relative £5-Rekonstruktionsfehler von

KF-Aitken und C&P das gleiche Verhalten mit 1000 Iterationen aufweist. Aussagen,
beispielsweise iiber die Stabilitét, konnen auf dieser Grundlage nicht getroffen werden.
Stabilitdt wird hier als Robustheit der Rekonstruktionsalgorihmen gegeniiber kleins-
ter Anderungen interpretiert, d. h. die numerischen Losungen sind gegeniiber kleinen
Storungen der Daten unempfindlich. Geringe Anderungen, z. B. in der Sparsity s oder
in der Anzahl von Messungen m, fithren zu kleinen Anderungen des Rekonstruktions-
fehlers. Die entstandenen Rundungsfehler wirken sich dann dementsprechend nicht zu
stark auf die numerischen Berechnungen aus. Sie werden daher nicht aufsummiert und

fiihren zu keiner Stérung in der Losung.
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Wir zeigen, dass der beschleunigte Algorithmus 5 (KF-Aitken) ein stabiler Algorith-
mus ist, indem wir das Verhalten des relativen fo-Rekonstruktionsfehlers bei geringen
Anderungen zum einen in der Zeilenanzahl der Matrix und zum anderen in der Spar-
sity untersuchen. Dazu sind die Parameter § und p wie im Kapitel 8.3.1 definiert.
Jeder Pixel im DTG stellt den Mittelwert aus acht verschiedenen Experimenten dar.
Entgegen den Ausfithrungen im Kapitel 8.3.1.1 setzen wir fiir die Untersuchung der
Stabilitdt der numerischen Algorithmen KF-Aitken und C&P die Zahl der Iterationen
auf 100. Damit kénnen wir angeben, wie sich kleine Anderungen der Ausgangsdaten
auf den relativen /o-Rekonstruktionsfehler nach 100 Iterationen verhalten.

Wir berechnen ausgehend vom berechneten relativen ¢3-Rekonstruktionsfehler die ab-
soluten Differenzen in Richtung § und p, d. h. gj_,_l =|dj41 — 0] fiirj = 1,..., 31 sowie
Pi+1 = |pi+1 — pi| fir i = 1,...,31. Jedes dargestellte Pixel (i,7) in Abbildung 8.6
entspricht der Summe von gz und p;. Die DTG in Abbildung 8.6 zeigen damit die ab-

KF-Aitken mit 100 Iterationen. Chambolle & Pock mit 100 Iterationen.0

Abb. 8.6: Numerische Differenzierung des relativen f2-Rekonstruktionsfehlers von
KF-Aitken und C&P.

solut lokalen Variationen des relativen ¢o-Rekonstruktionsfehlers von KF-Aitken und
C&P im p — & - Bereich. Weisen nebenstehende Pixel in der Abbildung 8.6 ungefdhr
den gleichen Farbton aus, so sind hier keine groken Anderungen im relativen £o-Re-
konstruktionsfehler zu erkennen, wenn sich die Anzahl der Messungen oder die Anzahl
der Sparsity geringfiigig veréndert. Das bedeutet, dass in diesem p — § - Bereich der
Algorithmus stabil lduft. Grofe Farbunterschiede in einem Bereich zeigen, dass kleine
Veranderungen einen grofen Fehler verursachen. So erkennen wir z. B. das fiir den
C&P im unteren linksseitigen Bereich des DTG in Abbildung 8.6 wesentlich grofe-
re Fehlerdifferenzen auftreten als beispielsweise beim KF-Aitken. Diese Aussage ist
gut durch die gelb dargestellten Pixel zu erkennen. Der C&P weist im Allgemeinen
Bereiche mit sehr geringen Variationen auf und kann daher lokal als stabil angese-
hen werden. Allerdings zeigt der Algorithmus 5 (KF-Aitken) weniger Einzelfille mit
groflen lokalen Differenzen und kann somit als ein stabiler Algorithmus bezeichnet

werden.
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Kapitel 9

Erweitertes Kalman-Filter mit einem
externen Thresholding (KF-ET)

9.1 Allgemeine Beschreibung

Bisher beruhte der vorgestellte Kalman-Filter-¢1-Minimierungsalgorithmus 4 auf der
Beobachtung, dass keine Anderungen in der Prognose bzw. Pridiktion stattgefunden
haben.

Das bedeutete, dass wir bisher ein exaktes Modell beobachtet hatten.

In diesem Kapitel wird der Kalman-Filter-Algorithmus 4, definiert in Kapitel 6, in
Zeile 6 zu der klassischen Form gedndert, was ein Anwachsen der Kovarianz bewirkt,
d. h.

P~k .= pt-1) 4 g

wobei Q(+) als Varianz des Systemrauschens definiert ist. Wie auch im Kapitel 4.1.1
wird die Matrix @ als zeitinvariant angenommen, weil genaue Kenntnisse der System-
und Rauschdynamik nicht vorhanden sind. Das zugrundeliegende Modell enthalt Mo-
dellungenauigkeiten bzw. Modellunsicherheiten und ist damit nicht exakt. Mit P~
bezeichnen wir die Pridiktionsfehlerkovarianz und mit P™ die Schiitzfehlerkovarianz.
Bevor wir mit der Beschreibung des Algorithmus Kalman-Filter mit externem Thres-
holding (KF-ET) beginnen, leiten wir unter Beachtung der Systemrauschvarianz @
die zugehorigen Kalman-Filter-Gleichungen iiber die Minimierung der Kostenfunkti-
on her. Fiir diese Optimierungsaufgabe muss die Gewichtungsmatrix K so gewéhlt
werden, dass die Spur der a-posteriori Kovarianzmatrix PT des Schitzfehlers minimal
wird. Das ist sinnvoll, weil die Spur von P* die Summe der Varianzen der Schiitz-
fehler ist. Fiir die Spur einer Matriz verwenden wir die Schreibweise ,,tr fiir ,trace".
Die abgeleiteten Kalman-Filter-Gleichungen bilden die Grundlage fiir die Herleitung
eines MLS in einem der nichsten Kapitel. Fiir die weiteren Ausfithrungen sei £~ der
pridizierte Zustandsvektor und Z  der korrigierte Zustandsvektor. Weiterhin sei an-
genommen, dass P € C"*" R € C™*™ und Q € C™*" symmetrisch positiv definite

Matrizen sind. Die Invertierbarkeit dieser Matrizen ist daher gegeben.
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Kapitel 9 Erweitertes Kalman-Filter mit einem externen Thresholding (KF-ET)

Der Schatzfehler

a+k) = (k) _ (k) (9.1)

und der korrigierte Zustandsvektor nach der Beobachtungsgleichung (4.2)
g+ = 3=® 4 g®) (C’m(k) +o®) - C:’E‘(k)) (9.2)

sind gegeben. Der a-posteriori-Schiitzwert, also der korrigierte Zustandsvektor z T,
wird aus dem a-priori-Schatzwert £, also dem préadizierten Zustandsvektor und der
Differenz zwischen dem vorliegendem und erwarteten Messwertvektor gebildet. Die
Differenz wird mit einer noch zu bestimmenden Matrix K gewichtet. Setzen wir den

korrigierten Zustandsvektor 1 aus Gleichung (9.2) in die Gleichung (9.1), folgt
SR ) [53—(1«) + K (Cath) vl - ca-“ﬂﬂ
— 2W 0 _ g og® _ g0k | gk cz-®)
— 2® _ KW oz® _ 70 L kW Cz 0 _ KWy(k)
— g® (I _ K(k)g) ) ( I_ K(k)c> _ KR (k)
— (I _ K(k)C) (me) _ @—(k)) KRk

Fiir die Kovarianz Pt(*®) des Schitzfehlers € +*) gilt
Pt = Cov (§+<k>,§+<’f>)
= Var(§+(k))

~(k) _ K<k>v(k>>

|
=
=
A/~
— —
~
|
=
Q
~—
™)

I- K(k)C>§_(k)> + Var( - K(k)v(k)>

+2 Var ( (I - K(k)C) gk, ( . K(k)v(k)> H)

=0, da& (%) und v(*¥) unkorreliert sind

— (71— kW ~0\ (1 _ k®c)"
(I K C)Var(e )(I K C)

P—(k)
+K® Var(v(k)) K®"
—_———
R()
H H
- (I - K(k)C) p® <I - K<k>c> + KO R® g®, (9.3)
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9.1 Allgemeine Beschreibung

Die Gleichung (9.3) wird als ,Joseph Formel“ bezeichnet und ist auch als Basisglei-
chung bekannt. Sie wurde von P. D. Joseph [81] hergeleitet.

Die Matrix K*) sowie die Korrektur der Kovarianz des Schitzfehlers lassen sich aus
der Basisgleichung bestimmen. Fiir die Ermittlung der Kalman-Verstiarkung K *) wird

die Basisgleichung (9.3) umgeformt. Es gilt
Pk _ ( p-b) _ ko P—(k)) ( I K(k>C)H KO RM g ®)"
_pW_ghop- _ p-kcHE®" + K®op-®cHg k)"
+ K gk g ()"

Das Ziel ist es, ein geeignetes K*) zu finden, bei dem die Kovarianz des Schétzfehlers

P ) minimal wird. Das Optimum erreichen wir mit

otr (P+(k)) 0
OK®)
Unter der Bedingung P~ = p" folgt dann

H(k
M ——cp W _p-WcH ok op-KcH L o *) gk)

OK (%)
0=-pP ®cl - p-Wcl ogFop-Fch 4 2k® RF)
= 2P WcH yok®Wop-®cH ok ® RF)
p-WcH = g® (CP*(’@CH + R(k)) (9.4)
-1
K(k)=p~®cH (CP_(k)CH + R(’“)) . (9.5)

Ein Minimum existiert, wenn die hinreichende Bedingung erfiillt ist. Wir zeigen, dass

die zweite Ableitung von

9% tr (P +(k))
92K (F)

positiv definit ist. Es gilt

0% tr (P Jr(k))

_ —(k H k
T = 2(CP MCH 4 Rl >). (9.6)

Die Kovarianzmatrizen P~ und R sind symmetrisch, diagonaldominant und positiv
definit. Folglich ist der Ausdruck CP~*)CH + R* in Gleichung (9.6) positiv definit,
und damit wird die Kovarianz des Schétzfehlers Pt(*¥) unter Beachtung der Glei-

chung (9.5) minimal.
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Kapitel 9 Erweitertes Kalman-Filter mit einem externen Thresholding (KF-ET)

Aus Gleichung (9.3), (9.4) und (9.5) folgt direkt

ptk — (I _ K(k)c) Pk _ p-k)cH ()"
+ K®Wop-Woig®T L k) pk) gkt

Kk (Cpf(m CH +R(k>> K*H

— ( I_ K(k’)c) p-(k) _ p-(cH )"

LKW (CP*““)CH + R(k)) K®"

P-(kCH

— ( I— K(k)c) p® _p-RWcHE®" | p-(k) cH ()"
=0
- (I . K<’f>c) p®), (9.7)

Zusammengefasst erhalten wir die Kalman-Filter-Gleichungen

P~ = P"+Q (9.8)
gt = @+ K(b - ca—) (9.9)
K = pCH (CP—CH + R)il (9.10)

Pt = (I - KC)P*, (9.11)

die wir im Kapitel 9.3.1 bendtigen.

Alle weiteren Ausfiihrungen, d. h. in diesem Kapitel und allen folgenden Kapiteln,

unterliegen zusatzlich der Bedingung
s <m/2, (9.12)

aus Kapitel 3.2.3, Gleichung (3.4) geméf [13]. Unter der Bedingung (9.12) kénnen wir
fiir den Algorithmus 6 (KF) ein neu entwickeltes Thresholding-Verfahren vorstellen.

Die géngigen ¢1-Minimierungsalgorithmen verwenden fiir eine erfolgreiche Rekonstruk-
tion sogenannte Thresholdings. So kommt z. B. Soft-Thresholding in fast jedem proxi-
malen Splitting-Verfahren fiir £;-Minimierungsprobleme vor. Wichtige Anwendungen
von Thresholding ergeben sich in der Bildverarbeitung, in denen z. B. die Thres-
holding-basierte Segmentierungsmethode mit einem oder mehreren, mit statistischen

oder dynamischen Schwellwerten erfolgen kénnen.

Der neu entwickelte Algorithmus — Kalman-Filter mit externem Thresholding (KF-ET)

— arbeitet auf eine einfache Weise. Nach jeder erfolgten k-ten Iteration werden aus
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9.1 Allgemeine Beschreibung

dem berechneten Vektor x die m/2-betragsgroften Eintrage ermittelt, deren Indi-
zes die zugehorige Submatrix Cq, aufbaut. Dabei entspricht jeder ermittelte Index
der m/2-betragsgroften Eintrdge des Zustandsvektors genau einer Spalte der Matrix
C'. Diese Spalten ergeben die Matrix Cgq, . Der Thresholding-Prozess arbeitet extern
und beeinflusst unseren Algorithmus nicht. Das bedeutet, dass der berechnete Zu-
standsvektor aus dem Algorithmus nach einer festgelegten Anzahl von Iterationen
dem Thresholding-Prozess iibergeben und in einem Unterprogramm weiterverarbei-
tet wird. In diesem Unterprogramm berechnen wir aufgrund der Bedingung (9.12)
ein iiberbestimmtes Gleichungssystem. Wird das Abbruchkriterium im Thresholding-
Prozess jedoch nicht erreicht, arbeitet der Algorithmus mit seinem urspriinglichen
zuletzt berechneten Zustandsvektor weiter. Es werden somit keine Informationen aus
dem Thresholding-Prozess an den Algorithmus tibergeben. Im Algorithmus 7 (KF-ET)
bezeichnen wir mit €y den geschétzten Support, den die Indizes der m/2-betragsgrofs-
ten Eintrage aus £®) in der k-ten Iteration enthilt. Die Matrix Cgq, reprasentiert die
Spalten von C, die durch €2 indiziert werden. Mit der definierten Matrix Cq, wird
das aufgebaute iiberbestimmte Gleichungssystem fiir den Thresholding-Prozess mit
einem MLS [14] gelost, welcher in Kapitel 9.3.1 genauer vorgestellt wird. Falls das
iiberbestimmte Gleichungssystem l6sbar ist, existiert auch eine Lésung.

Die Herleitung eines solchen Schétzers, also MLS, werden wir in einem der néchsten

Abschnitte auf zwei verschiedene Arten geben.

Eine Schwierigkeit in dem Algorithmus besteht darin, die Indexmenge der m/2-be-
tragsgroften Eintrage des Vektors zu bestimmen, die den exakten Support der Losung
enthélt. Beinhaltet der berechnete Support nicht den exakten Support, so kann keine
exakte Losung berechnet werden. Mit einer schnellen Reduzierung der ¢;-Norm des
Zustandsvektors @ kann erreicht werden, dass sich der exakte Support nach wenigen
Iterationen innerhalb der ermittelten Indexmenge befindet. Das liegt daran, dass das
Abbruchkriterium im Thresholding-Prozess aufgrund der schnellen Reduzierung der
f1-Norm nicht so schnell erfillt wird.

Eine schnelle Reduzierung der ¢;-Norm des Vektors erreichen wir mit einem optimal
gewahlten Parameter .

Zunéchst zeigen wir einige Beispiele und vergleichen den Rekonstruktionsfehler mit
dem in Kapitel 3.5.2 vorgestellten C&P (Algorithmus 1) sowie in dem Kapitel 3.5.3
aufgefithrten OMP (Algorithmus 2) und KF-ET (Algorithmus 7).
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Kapitel 9 Erweitertes Kalman-Filter mit einem externen Thresholding (KF-ET)

Algorithmus 6 angepasstes ¢1-Minimierungs-Kalman-Filter im Nullraum (KF)

1: Initialisiere: #, = CTb, Ey ) € C™™™ Basis von N(C), 2'¢) = 0, 20 =
{B\pv 7P+(D) =P

2: while A ||z®]|, > ¢ do
3 k=k+1

4: Prognose:

5. a (k) = gtk-1)

6. P~ .= ptl-1) L Q
7. Korrektur:

g ylk) =~k Hm—(k)Hl

9. Jacobi-Matrix: CF) = [ = ] Eyc)
1<i<n

10: Kalman gain:
n KW= p-0c” (e p-wod 1 r,)"
2 @l =y KW (0 2=, )

13: 33+(k) = ip + EN(C)mX/(k)

14 Pt®) .= p-®) _ gk p-®)

15: end while

Algorithmus 7 /¢;-Minimierungs-Kalman-Filter mit externem Thresholding (KF-
ET)

for all ITterationen des Algorithmus 6 do

O = {z \mg'@\ > \m;@ Q] = |m/2) Vie Qe ﬁk}
B®) — Cq, € Clmx1m/2))
zy) = (B®)'p, 20

ko [

0

if [[|2®]], - [[@*7]],] < ¢ then
return z(*)
stop

else
gehe zu Algorithmus 6

end if

end for
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9.2 Untersuchungen des Kalman-Filters mit externem
Thresholding

In der folgenden Tabelle 9.1 geben wir einige Beispiele fiir das KF-ET an. Wir kon-
struieren uns geméaf Kapitel 5.1.1 jeweils eine gaukverteilte mittelwertfreie komplexe
Matrix C' € C™*™ mit m < n. Den zu rekonstruierenden s-sparsen komplexen Vektor
x € C™ geben wir uns vor und ermitteln den zugehérigen Beobachtungsvektor b € C™.
Fiir das Abbruchkriterium im Algorithmus 7 (KF-ET) wurde e = 10710 gewihlt. Die
Spalte Iterationen in Tabelle 9.1 gibt die Anzahl der Iterationen an, die bis zum Er-

reichen des Abbruchkriteriums benétigt wurden. Es ist zu beobachten, dass fir alle

m ‘ n ‘ s ‘ Iterationen ‘ |l — x|, ‘ |lx — x|, ‘ Iz,
64 128 10 2 3,9x 1071 [ 9,9 x 10716 10
120 256 20 11 57x107% | 1,2x 1071 20
400 | 1024 | 100 22 1,1 x 1074 | 1,7 x 1071 | 100
1200 | 4096 | 250 20 23x107M | 21x107" | 250
1000 | 8000 | 500 13 74 %1071 | 3,0 x 10715 | 500
10000 | 15000 | 1000 20 1,1 x 10713 | 3,9 x 10715 | 1000

Tab. 9.1: Beispiele fiir die Rekonstruktion mit dem ¢;-minimierenden Kalman-Filter mit
externem Thresholding (KF-ET), das Abbruchkriterium ist ¢ = 1010

genannten Beispiele in Tabelle 9.1 die Anzahl der Iterationen fiir die Rekonstruktion
von Z kleiner als die Sparsity s der exakten Losung  ist. Die Experimente zeigen deut-
lich, dass eine exakte Rekonstruktion moglich ist. Die #1-Fehler und fo-Fehler werden
fiir die Beispiele in der Tabelle 9.1 in einem Bereich von 107!3 bis 10716 ausgewiesen.
Die £p-Norm des berechneten Zustandsvektors & in Tabelle 9.1 zeigt deutlich, dass
die berechnete Losung Z nach den angegebenen benotigten Iterationen genau so viele
Eintrdge s enthélt wie die exakte Losung x.

Das erste Beispiel in Tabelle 9.1 zeigt z. B. das der Algorithmus 7 (KF-ET) nach
zwei Iterationen mit einem f»-Rekonstruktionsfehler von 10716 abbricht, obwohl das
zu rekonstruierende Signal die Sparsity s = 10 hat. Im letzten Beispiel beobachten
wir, dass die Anzahl der benétigten Iterationen fiir eine erfolgreiche Rekonstruktion

nur einem sehr geringen Prozentsatz der Sparsity entspricht.

Fiir die nichsten Experimente verwenden wir die DTG-Darstellung. Allerdings setzen
wir die Dimension des zu rekonstruierenden Signals auf n = 256. Jeder Pixel aus dem
Graphen zeigt den Mittelwert von 16 individuellen Experimenten. Der Parameter p
mit 0 < p < 0,5 wurde aufgrund der Bedingung s < m/2 aus Gleichung (3.4) festge-
legt.

In den Abbildungen 9.1 und 9.2 vergleichen wir den relativen fs-Rekonstruktions-
fehler von KF-ET, C&P und OMP [12|. Im Wesentlichen zeigen die Graphen keine
groften Unterschiede zwischen den in Abbildung 9.1 dargestellten Algorithmen.
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0. KF-ET with 200 iterations. 1 5 C&P with 200 iterations. OMP with 200 iterations.
. 0.8 0.8
) 0.6 0.6
) 0.4 0.4
) 0.2 0.2
0
02 04 06 08 1

. . 02 04 06 08 1 02 04 06 08 1
6 (m/n) 6 (m/n) 6 (m/n)

Abb. 9.1: Relativer ¢5-Rekonstruktionsfehler von KF-ET, C&P und OMP mit 200

Iterationen und einheitlicher Skala.

KF-ET with 200 iterations. ~ x107° C&P with 200 iterations. %108 OMP with 200 iterations. %1071%
0.5 2.5 5 T 1 0.5 2.5
[
] 2 ) . ) 2
_ 15 ] X . 15
: 1 . : . 1
. 05 ] . . 05
0 0
02 04 06 08 1 02 04 06 08 1 02 04 06 08 1
§ (m/n) & (m/n) & (m/n)

Abb. 9.2: Relativer f>-Rekonstruktionsfehler von KF-ET, C&P und OMP mit 200
Iterationen mit unterschiedlicher Skalaeinteilung.

Jedoch zeigt die Abbildung 9.2 mit differenzierter Skala, dass das KF-ET die bes-
ten Ergebnisse in Bezug auf den relativen f>-Rekonstruktionsfehler liefert. In Ab-
bildung 9.2 kénnen wir beobachten, dass das KF-ET mehr Experimente mit einem
relativen fo-Rekonstruktionsfehler in dem Bereich 1071 ausweist als der C&P und der
OMP. Erginzend sei darauf hingewiesen, dass der rekonstruierte Support von OMP
grofer oder kleiner sein kann als der Support der exakten Losung. Das liegt daran,
dass die Sparsity s sowie der Support nicht bekannt sind und somit das Abbruch-
kriterium im OMP ndherungsweise bestimmt werden muss. Die relativen ¢3-Rekon-
struktionsfehler in der Abbildung 9.2 zeigen somit fiir das KF-ET und den OMP ein

unterschiedliches Verhalten.

Als Néchstes betrachten wir die Rekonstruktionszeit der genannten Algorithmen.

KF-ET with 200 iterations. 5 C&P with 200 iterations. OMP with 200 iterations.

0. 0.15 0.15 _ 0.15
0.1 01 0.1
. Eo.
K
: 0.05 005 O 0.05
0 0 0
02 04 06 08 1 02 04 06 08 1 02 04 06 08 1

4 (m/n) 6 (m/n) 4 (m/n)

Abb. 9.3: Rekonstruktionszeit in [sec] von KF-ET, C&P und OMP.

In fast allen Experimenten der DTG in Abbildung 9.3 kann beobachtet werden, dass
die Rekonstruktionszeit des KF-ET besser als C&P und OMP ist.
Die gelb dargestellten Pixel verdeutlichen eine ldngere Rekonstruktionszeit fiir die Be-

rechnung eines s-sparsen Zustandsvektors unter Beachtung der festgelegten Anzahl an
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Iterationen. Das KF-ET benétigt eine kurze Bearbeitungszeit fiir die Rekonstruktion.
Das liegt daran, dass das KF-ET nach der Berechnung einer Startlosung im Nullraum
mit der Dimension n — m arbeitet und aufgrund des Thresholding-Prozesses die er-

forderlichen Iterationen von 200 nicht bendtigt.

Die Untersuchungen zeigen, dass das vorgeschlagene KF-ET einen kleineren relati-
ven fo-Rekonstruktionsfehler und eine schnellere Rekonstruktionszeit besitzen als die
anderen vorgestellten Algorithmen C&P und OMP.
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9.3 Untersuchungen des Kalman-Filters mit externem

Thresholding mit verrauschten Daten

Betrachten wir Messungen b € C™, die durch
b=Cz+v

gegeben sind, wobei & € C" ein unbekanntes deterministisches Signal ist und v €
C™ weiftes, mittelwertfreies gaufverteiltes Rauschen mit N' ~ (0, R) darstellt. Mit
R € C™*™ wird die Storvarianzmatrix bezeichnet. Die Matrix C' sei eine bekannte
gauftverteilte mittelwertfreie komplexe m x n-Matrix mit der Eigenschaft m <« n
gegeben. Zusétzlich gilt die Sparsity des Zustandsvektors & nach Definition 2.1.1.
Weiterhin sei angenommen, dass der Rang der Matrix C' die folgende Eigenschaft
erfiillt

rang (C) > 2s.

Das Ziel besteht darin, die mittlere quadratische Abweichung (mean-squares-error)
(MSE) (82, 83] des Zustandsvektors & zu minimieren, d. h. wir suchen den mittleren

quadratischen Fehler

Faise = argmin E {||:13 - ang} .
zeCn

Der wahre Wert von « ist wihrend der Rekonstruktion nicht bekannt. Jedoch kann
eine untere Schranke von MSE, das sogenannte CRB nach [82, 83| angegeben werden.
Das CRB wird am Ende des néchsten Kapitel hergeleitet. Es liefert eine Abschét-
zung fiir die minimale erreichbare Schétzfehlervarianz und gibt somit eine Moglich-
keit unterschiedliche Schétzer, miteinander zu vergleichen. In den meisten Anwen-
dungen zur Einschétzung der rekonstruierenden Naherungslosung wird die Kleinste-
Quadrate-Projektion verwendet, die zu einer Kleinste-Quadrate-Losung fithrt [19-21].
Eine Kleinste-Quadrate-Losung ist ein Spezialfall der Gewichtete-Kleinste-Quadrate-
Schitzer (weighted-least-squares-estimator) (WLS) mit R~! = I nach Kapitel 6.2,
Gleichung (6.10), wobei I die Einheitsmatrix darstellt.

Wir werden die Herleitung mit dem MLS, der das CRB erreicht, durchfiithren. Al-
lerdings erkennen wir im weiteren Verlauf der Ausfithrung, dass der WLS, welcher im
Kapitel 2.1.1 unter Gleichung (2.8) bereits genannt wurde, und der MLS zum gleichen
Resultat fithren.

Sei T' der Support von @, der bereits im Kapitel 2 — Mathematische Grundlagen

— eingefiihrt wurde,

T={l:|x|#0}, I=1,...,n. (9.13)
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Offensichtlich gilt:
b=Cx+v=Crxp+wv.

Die Matrix C7p resultiert aus der Matrix C, indem aus der Matrix C die Spalten
mit Indizes [ gewdhlt werden, die mit der Supportmenge T' von @ iibereinstimmen.
Fiir gaufsverteilte Zufallsgrofen ist der Maximum-Likelihood-Schétzer (MLS) mit dem
Linear-Minimum-Varianz-Schétzer [14] identisch. Der MLS mit bekanntem Support 7'
ist gegeben durch:

Gy = (C%R‘ICTleqHR‘lb (9.14)
mit
E{(L‘T — 53\T} =0.

Unter der Annahme, dass die Matrix Cp vollen Spaltenrang besitzt, ergibt sich zum
einen die Invertierbarkeit von C%CT und zum anderen mit Annahme der positiven
Definitheit der Matrix R die Invertierbarkeit von CHR~'Cr in Gleichung (9.14).

Die Herleitung von dem in (9.14) genannten optimalen Schitzwert T zeigen wir im

néachsten Kapitel.

9.3.1 Maximum-Likelihood-Schatzer und Cramér-Rao-Schranke

Den Maximum-Likelihood-Schéatzer (MLS), welcher in Gleichung (9.14) aufgefiihrt
ist, leiten wir auf zwei verschiedenen Wegen her. Fiir die erste Herleitung des optima-
len Schétzwerts in Gleichung (9.14) verwenden wir als Grundlage die Kalman-Filter-
Gleichungen (9.8) - (9.11) aus Kapitel 9.1. Wir werden eine mathematisch dquiva-
lente Formulierung zu den Gleichungen des Kalman-Filter-Algorithmus angeben, um
den Schétzer abzuleiten. Die zweite Herleitung der Gleichung (9.14) erfolgt iiber die

Bayes’sche Schéatztheorie.

Kommen wir zur Herleitung des genannten Schitzwerts & iiber die Kalman-Filter-
Gleichungen aus dem Kapitel 9.1. In den vorherigen Kapiteln haben wir angenom-
men, dass der Ausdruck CP~CH + R invertierbar ist.

In Gleichung (9.11) ersetzen wir den Ausdruck K geméf Gleichung (9.10) und erhal-

ten

Pt = [I = [P—CH (cPct+ R>_1] C] P

-1
- p~—pCH (CP—CH + R) cp-. (9.15)

,91,




Kapitel 9 Erweitertes Kalman-Filter mit einem externen Thresholding (KF-ET)

Unter Verwendung des Matrixinversionslemmas [56], dessen Beweis im Anhang E zu

finden ist, konnen wir die Gleichung (9.15) wie folgt angeben

Pt — p —pcH (CP—CH n R)AC’P_l

_ [(P‘)l + CHR—lc] _1. (9.16)

Eine Rechtsmultiplikation mit (P~)~! in Gleichung (9.11) ergibt
PH(P ) '=I-KC (9.17)

und somit

KC=1-P*(P)"". (9.18)
Durch eine Rechtsmultiplikation mit CP~CH + R in Gleichung (9.10) folgt
K(cP C"+R) = P Cc'(cP C'"+R)'(CP C"+R)
= P CH (9.19)

Ersetzen wir den Ausdruck KC' aus Gleichung (9.18) in die Gleichung (9.19), folgt

nach einigen Umformungen

P Cc%" = KCP C"+KR
= [1-P*(P)'| P C"+ KR
— P C"-PH(P ) 'P C"+KR
- P C"-P'CY"+ KR

und somit

KR = P cCcl-pclyptcH
= pPtcH.

Die Auflésung nach K erfolgt durch eine Rechtsmultiplikation mit R~

K = P'CHR™L (9.20)
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Unter Verwendung von K aus Gleichung (9.20) gilt fiir die Gleichung (9.9)

¥ = z +K(b-Cz)
= Z +Kb- KCz~
= (I-KC)z~ + Kb
= (I-KC)z~ +P*C"R™'b.

Mit I — KC aus Gleichung (9.17) folgt
#* = P*(P7) & + (PTC"R™ ). (9.21)

Der Schitzer berechnet den bedingten Erwartungswert des Zustandsvektors z auf
Grundlage des Beobachtungsvektors b, sodass auch hier von einem Minimum-Varianz-
Schétzer gesprochen werden kann. Jedes andere quadratische Fehlerkriterium wird von
dem hergeleiteten Schétzer minimiert, siehe [56].

Zur Berechnung des bedingten Erwartungswerts wird die bedingte Verteilungsdichte-
funktion benétigt. Falls die unbedingte Dichte der Zufallsvariable vorliegt, kann diese
mit der Bayes’schen Regel berechnet werden.

Wenn der Rang der Matrix CHR™C gleich n ist, existiert die Inverse. Der Zustands-
vektor @ besitzt keine Verteilung, d. h. die Kovarianzmatrix (P~)"" wird als Null

angenommen. Es gilt
-1
Pt = (CHR‘1C') (9.22)
und aus Gleichung (9.21) unter Verwendung der Gleichung (9.22)
= Hp-1~\ 'Hp-1
%= (C R C) CUR'b. (9.23)

Ist der Rang der Matrix nicht n, so muss geméfs Kapitel 6.2 eine LQ-Zerlegung der
Sensingmatrix fiir die Herleitung des MLS erfolgen. Die stochastische Analyse der
Schatzfehlerkovarianzmatrix kann dem Anhang F entnommen werden.

Damit haben wir den Maximum-Likelihood-Schétzer (MLS) aus den Kalman-Filter-
Gleichungen abgeleitet.

Widmen wir uns dem zweiten Ansatz zur Herleitung des MLS.

Zur Gewinnung von brauchbaren Schétzfunktionen von Parametern einer Verteilung
wird vorwiegend die Maximum-Likelihood-Methode herangezogen. Die Methode be-

zeichnet man auch als Methode der maximalen MutmafRlichkeit.

Die Maximum-Likelihood-Methode besteht darin, einen moglichst grofsen Wert der

Likelihood-Funktion fiir die Ndherung eines unbekannten Parameters zu bestimmen.
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Das notwendige Kriterium ist, dass die differenzierbare Likelihood-Funktion ein Ma-
ximum besitzt. Weil die Likelihood-Funktion nicht negativ und der natiirliche Loga-
rithmus eine wachsende Funktion ist, verwenden wir statt der Likelihood-Funktion
die logarithmierte Likelihood-Funktion. Der Vorteil besteht darin, dass wir anstatt
der Differenziation von Produkten nur Summen zu differenzieren haben.

Es gilt nach [84]

~ 1 RN ~
p(b; &) ~ exp [—2 (b - Cm) R (b- Ca:)] .
Das Maximum der Likelihood-Funktion erhalten wir iiber das Funktional
o~ o~ H o~
J(@) = (b - C:r:) R (b - Cw). (9.24)

Die genannte Gleichung (9.24) stellt auch ein Gewichtete-Kleinste-Quadrate-Funktio-
nal dar. Liegt keine Gaufsverteilung vor, gelten einige Extremaleigenschaften der nach
der Gewichtete-Kleinste-Quadrate-Methode gewonnenen Schétzungen nicht mehr, sie-
he [85, 86].

Das Funktional in Gleichung (9.24) ist quadratisch. Durch die Eigenschaft der po-
sitiven Definitheit der Matrix R~! kénnen wir daher von einem globalen Minimum

sprechen. Mit 1(0) = CZ und der Unabhéngigkeit der Kovarianzmatrix von & folgt

dlnp(b;x) 0Cz
oz - oz

R'(b-Cz).

Setzen wir den Gradienten gleich Null, d. h.
C'R'(b-Cz) = 0
erhalten wir nach einigen Umformungen

ClR'b-—CHiR'Cz = 0

C'"R'Cx = C"R'b.

-1
Eine anschliefsende Linksmultiplikation mit (C’HR’lc) kann erfolgen, wenn der
Rang der Matrix CHR~1C gleich n ist. Es folgt

7 = (CHR*C)_lCHR*lb. (9.25)
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Wenn der Rang der Matrix nicht n ist, erfolgt die Berechnung des MLS iiber die LQ-
Zerlegung der Sensingmatrix geméf Kapitel 6.2. Die zugehorige stochastische Analyse
der Schétzfehlerkovarianz kann dem Anhang F entnommen werden.

Die Gleichung (9.25) wird als MLS bezeichnet und erreicht das CRB, siehe [84].

Zusammenfassend konnen wir feststellen, dass die beiden Ansétze zur Herleitung des
MLS geméfs Gleichung (9.23) und Gleichung (9.25) zum selben Ergebnis fiihren.
Geben wir noch die untere Schranke des MLS an, das sogenannte CRB nach [84].

Es gilt

E{lz-3l3} = E

-3 2)

v

E{(xr - #r)" (e - #1) }

{

{
— tr{E{(“fT—@T)(mT—QT)H}}
_ tr{(C;IR—lcT)l}

Die Storvarianz R € C™*™ des Rauschens ist fiir unkorrelierte Messfehler definiert
als R = diago? fiir i = 1,...,m. Mit

(C#R—lcT)*1 - (c% diag a;QCT)il

1=1,...,m

und der Annahme fiir die Streuung o; = o folgt daher

tr{<c¥ R! CT)l}
= tr { (CQH diag o;? CT> _1}

E{llz - 3|3}

Y

i=1,...,n

— tr { (C%CT)_l} . (9.26)

In Kapitel 6.2 wurde das CRB als Inverse der Fisher-Informationsmatrix definiert.
Die Kovarianzmatrix des MLS entspricht im Allgemeinen nicht dem CRB. Das CRB
in Gleichung (9.26) kann als unterste Schranke der Kovarianzmatrix des MLS inter-

pretiert werden, siehe [12, 84|, d. h. fiir beliebige erwartungstreue Schitzer T gilt:

E{Haz—:iug} > o2 tr{(CIHCT>1}. (9.27)
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Im nachfolgenden Kapitel 9.3.2 konnen wir z. B. beobachten, dass bei geringem
Rauschverhalten bis ca. ¢ < 107% in fast allen Rekonstruktionsberechnungen das
Kalman-Filter unter Verwendung eines externen Thresholdings den exakten Support

des zu rekonstruierenden Signals ermitteln kann.

Unter Ausnutzung der Bedingung s < m/2 iiberfiihrt das Kalman-Filter das zugrunde-
liegende unterbestimmte lineare Gleichungssystem b = CZ im Thresholding-Prozess
in ein iiberbestimmtes lineares Gleichungssystem, indem die m/2-betragsgroften Ein-
triage des Zustandsvektors Z in jeder Iteration bestimmt werden. Die Matrix Cr wird

durch die vom Zustandsvektor ermittelten Indizes aufgebaut.

Im Allgemeinen besitzen {iberbestimmte lineare Gleichungssysteme keine Lsung. Be-
findet sich aber der Beobachtungsvektor b im Bildraum der m x m/2-Matrix und
besitzt die Matrix des iiberbestimmten linearen Gleichungssystems vollen Rang, also
m/2, so wird im rauschlosen Fall die eindeutige sparse Losung gefunden.

Im Thresholding-Prozess wird also eine, in der Literatur so genannte, Basislosung
berechnet. Eine Basislosung ist eine Losung mit der minimalen Anzahl von Null ver-
schiedenen Eintrigen, d. h. die Losung besitzt maximal m/2 von Null verschiedene
Eintrage. Die restlichen Eintrage entsprechen dem Wert Null. Die Losung besitzt die
Eigenschaft der Sparsity. Statt die Koeffizienten in der Néhe von Null zu schrumpfen —
wie es die Kleinste-Quadrate-Losung praktiziert — setzt die Eigenschaft Sparsity diese
Werte genau auf Null. Dieses Verhalten wird in der Literatur auch feature-selection
genannt, d. h. die Berechnung einer sparsen Losung erkennt bestimmte Eintrage als
unbedeutend und setzt diese Eintrage auf Null. Bei der Berechnung der Kleinste-Qua-

drate-Losung werden die Eintrage gleichméfig reguliert und verkleinert.

Der hergeleitete Maximum-Likelihood-Schétzer (MLS) in Gleichung (9.25) ist eine
Basislosung und damit auch die optimale Losung fiir das Kalman-Filter mit externem
Thresholding (KF-ET).

9.3.2 Numerische Experimente

9.3.2.1 Beispiele mit Streuung o iiberlagertes Rauschen, Vergleich mit der

Cramér-Rao-Schranke

Nachstehend werden einige zufillig gewahlten Beispiele auf die genannte Ungleichung
(9.27) untersucht. Wir wihlen eine gaufsverteilte mittelwertfreie unterbestimmte kom-
plexe Matrix C' € C™*™ mit der Eigenschaft m < n. Fiir das erste Beispiel (I), dar-
gestellt in Abbildung 9.4, haben wir eine 192 x 256-Matrix und in Abbildung 9.5 eine
2200 x 3000-Matrix fiir das Beispiel (II) gewahlt. Auf der horizontalen Achse ist o
fir o € [10_10, 104] dargestellt. Die Achsen, wenn nicht anders angegeben, sind in

logarithmierter Form dargestellt.
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Die Anzahl der Iterationen fiir die Beispiele sei auf 200 festgelegt.

Fiir die Beispiele ist der verrauschte Beobachtungsvektor b wie folgt definiert:

b = b+ob
= b+, (9.28)

wobei der Vektor b der nicht verrauschte Beobachtungsvektor ist. Die Streuung ¢ kann
als Gewichtung des Rauschanteils betrachtet werden. Der Vektor b ist ein zufallsgene-
rierter gaufiverteilter Zufallsvektor. Mit dem Vektor v = ob wird additiv gauf’sches
weiftes Rauschen darstellt.

Der quadratische fo-Fehler zwischen der berechneten Néaherungslosung & und der ex-
akten Losung x sowie das CRB werden als Graphen in Abhéingigkeit von ¢ in den
Abbildungen 9.4 und 9.5 dargestellt.

Zu beachten ist, dass fiir jeden berechneten Fall von ¢ ein neues unterbestimmtes
Gleichungssystems generiert wird. Fiir die Berechnung des CRB nach (9.26) wird der

exakte Support T der vorgegebenen Losung a verwendet. Fiir alle Beispiele in den

1 O 1 0 -
100 -
=
\ Cramer-Rao Schranke
£ KF-ET
1 0_1 O
1 0-20 N N N N 1 N N N N 1 N N N N ]
10710 107 100 10°

g

Abb. 9.4: KF-ET nach Algorithmus 7, Beispiel (I) 192 x 256-Matrix, Spar-
sity des Signals: s = 64, Iterationen: 200, CRB nach Glei-
chung (9.27) gemafs [56]

Abbildungen 9.4 und 9.5 erkennen wir, dass der Graph des quadratischen ¢5-Fehlers
in der Nahe der CRB liegt. In den beiden Abbildungen ist ersichtlich, dass sich mit
Zunahme der Dimension der zugrundeliegende Sensingmatrix der Abstand zwischen

den beiden Graphen vergrofsert.

Vergleichen wir das vorliegende KF-ET (Algorithmus 7) mit dem Kalman-Filter (KF,
Algorithmus 6).
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1010 L

2

N

o
o
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<|& Cramer-Rao Schranke
8 KF-ET
10-1 0
10-20 N N N N 1 N N N N 1 N N N N 1
10710 107 100 10°

g

Abb. 9.5: KF-ET nach Algorithmus 7, Beispiel (II) 2200 x 3000-Matrix,

Sparsity des Signals: s = 250, Iterationen: 200, CRB nach Glei-
chung (9.27) gemaf [56]

1020 —
1010 L
=
I 1001
=
Cramer-Rao Schranke
1010 KF
10-20 . . . . 1 . . . . 1 . . . . 1
10710 10 100 105

g

Abb. 9.6: KF nach Algorithmus 6, Beispiel (I) 192 x 256-Matrix, Sparsity

des Signals: s = 64, Iterationen: 200, CRB nach Gleichung (9.27)
gemék [56]
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1020 -
1010 -
=
1001
= Cramer-Rao Schranke
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Abb. 9.7: KF nach Algorithmus 6, Beispiel (II) 2200 x 3000-Matrix, Sparsity
des Signals: s = 250, Iterationen: 200, CRB nach Gleichung (9.27)
gemaf [56]

Die zugehérigen Abbildungen 9.6 und 9.7 des Kalman-Filter ohne externem Thres-
holding (KF) zeigen, dass der Verlauf der Graphen identisch ist. Dennoch kénnen wir
grofte Unterschiede feststellen, wenn wir zusétzlich die ermittelte Sparsity untersuchen.
Hierzu betrachten wir die Tabellen 9.2 und 9.3. Fiir die beiden Beispiele ermitteln wir
die Sparsity, indem wir aus dem berechneten Zustandsvektor & die betragsméfig grof-
ten Elemente geméf Gleichung (2.1) aus dem Kapitel 2 — Mathematische Grundlagen
— angeben. Allerdings geben wir zwei Toleranzbereiche auf Grund der rechnergestiitz-
ten Berechnungen an. Die Berechnung der Sparsity ist mit der maximal absoluten
Abweichung von Null mit dem Toleranzbereich 1 = 107° und €9 = 10719 versehen.
Fiir die Sparsity gilt nach Gleichung (2.1) ||Z||, = #{l : |a;| > &;} fiirallel =1,...,n
mit ¢ = 1,2. Mit einer vorgegebenen Sparsity von s = 64 in dem ersten Beispiel (I)
erkennen wir in der Tabelle 9.2, dass das KF-ET (Algorithmus 7) eine geringere Spar-
sity als das KF (Algorithmus 6) liefert. Gut zu beachten ist hierbei, dass die ermittelte
Sparsity fiir das KF-ET bei hohem Rauschanteil der oberen Grenze der betrachteten
Bedingung geméif Gleichung (9.12) entspricht, also s = m/2. Die Tabelle 9.3 zeigt
die Auswertung der ermittelten Sparsity fiir das Beispiel (II). Auch hier ist zu beob-
achten, dass das KF-ET bessere Ergebnisse als das KF liefert. Das KF berechnet in
beiden Beispielen mit hohem Rauschanteil einen Zustandsvektor &, dessen Eintrage
alle von Null verschieden sind. Fiir das KF-ET werden im ungiinstigsten Fall m /2
von Null verschiedenen Eintrige im Zustandsvektor & ausgewiesen. Auch wenn die
Abbildungen 9.4, 9.5, 9.6 und 9.7 ein gleiches Verhalten zeigen, sind diese dennoch,

wie die Tabellen 9.2 und 9.3 verdeutlichen, unterschiedlich.

In néchsten Abschnitt untersuchen wir das Rauschverhalten unter Vorgabe von SNR

(signal-to-noise ratio).
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KF KF-ET

o | #1T| > 1070 | #(T| > 10710 | # T > 1075 | # 3] > 10710
10~10 64 246 64 85
107? 64 255 64 96
108 64 256 64 96
1077 64 256 64 96
106 64 256 64 96
107° 173 256 90 96
10~4 220 256 96 96
1073 233 256 96 96
1072 233 256 96 96
1071 232 256 96 96
1 241 256 96 96
10 238 256 96 96
102 256 256 96 96
103 256 256 96 96
10% 256 256 96 96
10° 256 256 96 96

Tab. 9.2: Vergleich der berechneten Sparsity fiir das Beispiel (I) 192x256-Matrix mit Sparsity
s =64

KF KF-ET

o | #1T| > 1070 | #(7] > 10710 | # (3 > 1075 | # 3| > 10710
1010 250 1916 250 758
1079 250 2935 250 1096
10-8 250 2983 250 1100
1077 250 2993 250 1100
10-6 250 2997 250 1100
107° 1687 2998 1028 1100
104 2617 2999 1100 1100
1073 2734 2999 1100 1100
1072 2787 3000 1100 1100
107! 2819 3000 1100 1100
1 2849 3000 1100 1100
10 2847 3000 1100 1100
102 2977 3000 1100 1100
103 2999 3000 1100 1100
104 3000 3000 1100 1100
10° 3000 3000 1100 1100

Tab. 9.3: Vergleich der berechneten Sparsity fiir das Beispiel (II) 2200 x 3000-Matrix mit
Sparsity s = 250
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9.3.2.2 Beispiele mit iiberlagertem Rauschen in Abhingigkeit des Signal- und
Rauschverhiltnisses

Um eine bessere Transparenz fiir die Einschitzungen des Schétzers Z zu erhalten,
untersuchen wir zusétzlich das Verhéltnis zwischen dem Maf fiir die Stéarke des Signals
und dem Rauschen. Das Verhéltnis wird als signal-to-noise ratio (SNR) bezeichnet und
in Dezibel (dB) angegeben.

Das SNR ist definiert als

2], }

SNR = 10log;, | ——1122 (9.29)

E{lol3} |

Gilt beispielsweise

8], = w1l

so ist das SNR = 0 dB. In dieser Situation ist das Signal nicht lesbar, weil der Rausch-
pegel stark mit dem Signal konkurriert. Der SNR-Wert ist positiv, wenn

EH > v
8]], > i,

gilt. Mit einem grofsen SNR-Wert kann sich das Signal deutlich von den Rauschantei-
len abheben. Auch negative SNR-Werte konnen auftreten, wenn die Rauschanteile im

Verhéltnis zum Signal sehr grofs werden.

Verwenden wir fiir einige Beispiele das SNR, so konnen wir fiir die Berechnung von o
in der CRB nach Gleichung (9.26) folgende grobe Abschétzung verwenden:

]l

o —.

m

Diese Abschétzung fiir o ist nicht optimal, da die Energien der Signale stark variieren
koénnen. Folgende Uberlegungen fithren zu einem anderen Ansatz fiir die Berechnung

von o.

Der nicht verrauschte Beobachtungsvektor b wird mit einem mit additiv gaufs’schen
weien Rausch versehenen (additive gaussian white noise (AWGN)) Vektor v unter
Angabe eines SNR-Wertes geméft der Gleichung (9.28) iiberlagert.

Um einen Wert o fiir die Berechnung der CRB zu erhalten, orientieren wir uns an
[87] und messen die Leistung des exakten Beobachtungsvektors g, also die mittlere
Leistung des nicht verrauschten Signals

1 m—1 192
S5=—>_ ‘bl
1=0

)
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wobei m die Lange des nicht verrauschten Beobachtungssignals b darstellt.
Als Néchstes tiberfithren wir das vorgegebene SNR in eine lineare Skala nach Glei-
chung (9.29) und bezeichnen den ermittelten Wert mit SNRy;,, d. h.

SNRy;, = 10NR/10),

Fiir die Berechnung der CRB verwenden wir die spezifische Rauschvarianz fiir den

komplexen Beobachtungsvektor b

S-
— b

7=\ 2SNRy, (9:30)

Der Rauschvektor v nach Gleichung (9.28) ist mit der spezifischer Rauschvarianz

geméaf Gleichung (9.30) gegeben durch

Se
b__p (9.31)

Y=\ 2SNRy

Die getroffenen Vereinbarungen bleiben fiir alle Beispiele in diesem Kapitel erhalten,
d. h. fiir jeden vorgegebenen SNR-Wert wird eine neue Matrix generiert. Die An-
zahl der Iterationen wird auf 200 festgelegt. Mit Anwendung der Gleichung (9.28)
wird der verrauschte Beobachtungsvektor b aufgebaut. Allerdings veranschaulichen
die Beispiele nicht die Vorgabe der Rauschvarianz o nach (9.28), sondern die Vorga-
be eines SNR-Wertes. Fiir das CRB wird die spezifische Rauschvarianz o geméf der
Gleichung (9.30) nach [87] berechnet.

1 0 1 0 =
Cramer-Rao Schranke
KF-ET
& 40k
| 10
=
1 0—1 0k
-100 -50 0 50 100

SNR in dB

Abb. 9.8: KF-ET nach Algorithmus 7, Beispiel (I) 192 x 256-Matrix, Spar-
sity des Signals: s = 64, Iterationen: 200, CRB nach Glei-
chung (9.27) gemaf [56]

-102 -




9.3 Untersuchungen des KF-ET mit verrauschten Daten

1010 -
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Abb. 9.9: KF-ET nach Algorithmus 7, Beispiel (II) 2200 x 3000-Matrix,
Sparsity des Signals: s = 250, Iterationen: 200, CRB nach Glei-
chung (9.27) gemafs [56]

Die Untersuchungen anhand der Abbildungen zeigen, dass die rekonstruierende Lo-
sung bzw. der MLS unter Verwendung des Kalman-Filter-£;-Minimierungsalgorithmus
(KF-ET) zu einer akzeptablen Losung fiihrt.

Trotz der zufdllig generierten Matrizen kénnen wir einen annéhernd parallelen Gra-
phenverlauf in Abbildung 9.8 sowie 9.9 mit einem kontinuierlichen Abstand zwischen
dem quadratischen f-Fehler und der CRB, vermuten. Allerdings werden fiir gro-
Rere Rauschleistung die Absténde grofser sein, da der Support ungenauer geschétzt
wird. Um diese Aussage zu bestétigen, verdndern wir die vertikale Skala in eine nicht-
logarithmierte Skala und untersuchen die Werte von SNR = —100 dB bis SNR = —50
dB fiir das erste Beispiel (). Die Ergebnisse sind der Abbildung 9.10 zu entnehmen.
Wir beobachten in der Abbildung 9.10, dass bei hohen Rauschanteilen der berech-
nete fo-Fehler wesentlich grofer als das CRB ist. Das liegt daran, dass keine exakte
Schatzung des Supports aufgrund der hohen Rauschanteile moglich ist. Vergleichen
wir die beiden Abbildungen 9.8 und 9.9 unter dem Gesichtspunkt der unterschiedli-
chen Dimensionen der zugrunde gelegten Matrix, beobachten wir, dass mit Zunahme
der Dimension fiir die Matrix auch die Differenz zwischen dem #o-Fehler und der CRB
steigt.

Des Weiteren sei hier anzumerken, dass alle Berechnungen mit der Software MATLAB
durchgefiihrt werden. Fiir die einzelnen Beispiele haben wir zwar das SNR vorgege-
ben, mussten aber allerdings fiir die Berechnung der CRB die benétigte Varianz o in

Gleichung (9.26) rechnerisch ermitteln.

- 103 -




Kapitel 9 Erweitertes Kalman-Filter mit einem externen Thresholding (KF-ET)
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Abb. 9.10: KF-ET nach Algorithmus 7, Beispiel (I) 192 x 256-Matrix, Spar-
sity des Signals: s = 64, Iterationen: 200, CRB nach Glei-
chung (9.27) gemaf [56|, vertikale Achse in nicht-logarithmierte
Darstellung

Vergleichen wir die Ergebnisse der Rekonstruktion, wie im letzten Abschnitt, mit dem
Algorithmus 6 (KF) fiir die zwei vorgegebenen Beispiele (1) und (IT). Aus den Ab-
bildungen 9.11 und 9.12 beobachten wir das gleiche Verhalten der Algorithmen wie

unter Vorgabe der Streuung o.

Wie bei der Beobachtung von o stellen wir fest, dass das KF-ET bessere Ergebnisse
als das KF erzielt. Anhand der unterschiedlichen vertikalen Skalen in den Abbildun-
gen 9.10 und 9.13 ist zu erkennen, dass der fo-Fehler vom KF-ET kleiner ist als der
vom KF.

Auf Grund der Ubersichtlichkeit wurden die beiden Algorithmen in separaten Ab-
bildungen betrachtet. Insgesamt kénnen wir beobachten, dass die Rekonstruktionen

mit KF-ET unter verrauschten Daten zu guten Ergebnissen fiihren.
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Abb. 9.11: KF nach Algorithmus 6, Beispiel (I) 192 x 256-Matrix, Sparsity

des Signals: s = 64, Iterationen: 200, CRB nach Gleichung (9.27)
gemafs [56]
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Abb. 9.12: KF nach Algorithmus 6, Beispiel (II) 2200 x 3000-Matrix, Spar-

sity des Signals: s = 250, Iterationen: 200, CRB nach Glei-
chung (9.27) gemafs [56]
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_><1010

Cramer-Rao Schranke
KF

SNRin dB

Abb. 9.13: KF nach Algorithmus 6, Beispiel (I) 192 x 256-Matrix, Sparsity
des Signals: s = 64, Iterationen: 200, CRB nach Gleichung (9.27)
geméf [56], vertikale Achse in nicht-logarithmierte Darstellung

9.3.2.3 Abhangigkeit vom Support

Das angegebene CRB nach (9.26) ist nicht nur von der Rauschvarianz o, sondern auch
von der Kardinalitéit des Supports 7' (9.13) abhéngig.

Als letzte Betrachtung in diesem Kapitel untersuchen wir das Verhalten zwischen
der Sparsity s und dem quadratischen fo-Fehler ||z — #||3. Fiir die Untersuchungen
nehmen wir, entgegen den bisherigen Ausfithrungen in diesem Kapitel, nur eine zu-
fallsgenerierte Matrix, die fiir alle dargestellten Berechnungen konstant bleibt.

Das exakte Signal & wird fiir jede Berechnung der Rekonstruktion mit einer neuen
Sparsity s; = s;—1 + 1 fir ¢ = 1,...,m/2 mit sp = 0 generiert. Die Anzahl der
Iterationen ist wegen der Vergleichbarkeit ebenfalls auf 200 festgelegt. Fiir die Kon-
struktion des verrauschten Beobachtungsvektors b geben wir uns einen SNR-Wert in
Dezibel vor, und berechnen das CRB nach Gleichung (9.26) unter Beriicksichtigung
der Rauschvarianz in Gleichung (9.30). Fiir die Beobachtungen wéhlen wir die SNR-
Werte —10 dB, 0 dB, 10 dB und 100 dB.

Zur Erinnerung erwihnen wir noch einmal, dass die Sparsity s der Bedingung s < m/2
unterliegt und somit 0 < p < 0,5 fiir p = s/m gilt.

In den Abbildungen 9.14 - 9.17 kénnen wir das Verhalten zwischen der Sparsity und
dem quadratischen f-Fehler der Rekonstruktion fiir das KF-ET und das KF beob-
achten. Wir stellen fest, dass mit einer Erhéhung der Sparsity s auch das CRB steigt.

Die quadratischen f¢s-Fehler der Algorithmen KF-ET und KF zeigen keine groften
Unterschiede bei der Zunahme der Sparsity. Allerdings beobachten wir, dass in allen

Abbildungen der Algorithmus KF-ET einen geringeren ¢o-Fehler als das KF aufweist.
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Abb. 9.14: Beispiel (I) 192 x 256-Matrix, SNR = —10 dB, KF nach
Algorithmus 6, KF-ET nach Algorithmus 7, CRB nach
Gleichung (9.27) geméak [56]

[l — 2]

1073 ' ' ' ' !
0 0.1 0.2 0.3 0.4 05
p(s/m)
Abb. 9.15: Beispiel (I) 192 x 256-Matrix, SNR = 0 dB, KF nach
Algorithmus 6, KF-ET nach Algorithmus 7, CRB nach
Gleichung (9.27) geméaf |56]
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10 ' ' ' ' '
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
p(s/m)
Abb. 9.16: Beispiel (I) 192 x 256-Matrix, SNR = 10 dB, KF nach
Algorithmus 6, KF-ET nach Algorithmus 7, CRB nach
Gleichung (9.27) gemaf [56]
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0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

p(s/m)
Abb. 9.17: Beispiel (I) 192 x 256-Matrix, SNR = 100 dB, KF nach

Algorithmus 6, KF-ET nach Algorithmus 7, CRB nach
Gleichung (9.27) gemaf [56]
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Das liegt daran, dass fiir die Berechnungen im Thresholding-Prozess die Bedingung
s < m/2 festgelegt ist. Fiir die Ermittlungen eines sparsen Zustandsschétzers mit ho-
hem Rauschanteil werden die m/2-betragsgrofiten Eintrége berechnet, also s = m/2.
Die restlichen Eintrage des Zustandsvektor, d. h. die n — (m/2) Eintrédge, sind Null.
Der Algorithmus KF berechnet allerdings einen Zustandsvektor, dessen Eintréige auf-
grund der Rauschanteile von Null verschieden sind. In den Abbildungen erkennen wir
ein oszilliertes Verhalten bei der Darstellung der Graphen. Das liegt daran, dass der

berechnete Support in den einzelnen Fillen variieren kann. Eine Ubersicht iiber das

SNR | CRB | [lz - 2f3 | [« — &[5
KF-ET KF
—-10 | < 10 < 30 < 40
0 <1 <3 <3
10 [ <107t | <1 <1
100 | < 10710 | <1077 <1077

Tab. 9.4: Vergleich zwischen CRB und dem Fehler ||z — Z ||§ von KF-ET und KF in Abhén-
gigkeit des SNR-Wertes

Verhéltnis zwischen dem fo-Fehler des KF-ET, KF und der CRB in Abhéngigkeit des
SNR-Wertes gibt die Tabelle 9.4. In der Tabelle 9.4 ist zu erkennen, dass mit héheren
Rauschanteilen der fo-Fehler und das CRB steigen. Aber bei einem geringen Anteil
von Rauschen, wie z. B. SNR = 100 dB, beobachten wir in Abbildung 9.17, dass sich
der berechnete fs-Fehler von KF-ET sich der CRB mit zunehmender Sparsity stark
anndhert, wihrend sich KF sich von der CRB entfernt. Der Abstand des quadrati-
schen f9-Fehlers zwischen den beiden Graphen von KF-ET und KF in Abbildung 9.17

vergrofert sich mit zunehmender Sparsity.

Mit Hilfe der Untersuchung konnten wir beobachten, dass bei geringem Rauschen das
Kalman-Filter mit externem Thresholding (KF-ET) nach Algorithmus 7 eine gute
Losung liefert. Mit einem hohen Rauschanteil im Beobachtungsvektor ist eine Rekon-

struktion mit einer akzeptablen Losung auch moglich.
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Vergleiche der vorgestellten

Algorithmen mit verrauschten Daten

Die bereits im Kapitel 9.3 genannten Ausfiihrungen werden hier noch einmal kurz

angesprochen. Wir beobachten einen Messvektor b € C™,
b=Cx + v,

wobei & € C™ ein unbekanntes Signal ist. Der Rauschvektor v ist wie im Kapitel 9.3
definiert.

Das Ziel besteht darin, ein Zysg 7] unter der Nebenbedingung

Busp = argminE { |l - &3 }
xeCn
zu finden. Fiir unsere Untersuchungen verwenden wir das CRB [84, 88-90] wie in [82]

beschrieben:

E{||a:—£\|§} > o tr ((c%cT)_1>. (10.1)

Die Ausfiihrungen zur CRB sind dem Kapitel 9.3 zu entnehmen. Um eine Transparenz
zwischen den Algorithmen herzustellen, analysieren wir im ersten Teil des Kapitels
die Algorithmen, welche durch Thresholding-Verfahren beeinflusst werden, d. h. das
KF-ET, C&P und OMP. Anschliefsend beobachten wir mit Hilfe der DTG zusétzlich
auch das Verhalten des KF-Aitken.

In Abbildung 10.1 vergleichen wir den Rekonstruktionsfehler von KF-ET, C&P und
OMP mit der CRB unter Verwendung verschiedener Rauschvarianzen. Als Messmatrix
wahlen wir eine Matrix C' mit der Dimension 192 x 256. Die Sparsity von @ betrigt
s = 64. Die maximale Anzahl der Iterationen ist auf 200 festgelegt.

Als Grundlage fiir die Berechnung der CRB wird die Gleichung (10.1) verwendet. In
Abbildung 10.1 kénnen wir beobachten, dass alle Algorithmen fiir den Rekonstrukti-

onsfehler den gleichen Verlauf besitzen.
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Abb. 10.1: Vergleich von CRB und dem quadratischen ¢2-Rekonstruktionsfehler von
KF-ET, C&P und OMP unter Betrachtung verschiedener Rauschvari-
anzen. Die Messmatrix hat die Dimension 192 x 256. Die Sparsity des
Signals ist s = 64. Die Anzahl der Iteration ist auf 200 festgelegt.

Der dargestellte fo-Rekonstruktionsfehler wird als Mittelwert aus 16 individuellen
Experimenten berechnet. Die zugehorigen schattierten Gebiete stellen die Bereiche
zwischen Minimum und Maximum des Rekonstruktionsfehlers der einzelnen Algorith-

men dar.

In der Abbildung 10.1 ist zu beobachten, dass sich der quadratische ¢o-Fehler fiir das
KF-ET am néchsten in der Umgebung des CRB befindet. Die beiden anderen Algo-
rithmen C&P und OMP zeigen einen groferen fo-Fehler als das KF-ET.

C&P zeigt in der Abbildung 10.1 einen waagerechten Verlauf von o = 10719 bis ca.
o = 1074, Das liegt daran, dass wir fiir unsere Beobachtungen nur 200 Iterationen
auswerten. Nach 200 Iterationen hat der C&P noch keine optimale Losung erreicht.
Aufgrund dieser Beobachtung werden wir ein zweites Beispiel untersuchen.

Hierzu sei eine Messmatrix C' mit der Dimension 60 x 80 gegeben. Die Sparsity des
Zustandsvektors ist auf s = 20 festgesetzt. Fiir die Anzahl der Iterationen wahlen wir
300. Auch fiir das zweite Beispiel beobachten wir in der Abbildung 10.2 das gleiche
Verhalten wie im ersten Beispiel. Durch die Erhohung der Iterationen gibt auch der
Algorithmus C&P im Bereich von o = 10719 bis ca. ¢ = 10~ eine akzeptable Losung
an.

In den Abbildungen 10.1 und 10.2 ist zu erkennen, dass das KF-ET mit zunehmendem
Rauschanteil das beste Ergebnis unter den anderen untersuchten Algorithmen liefert.
Anhand der dargestellten Lupe in den Abbildungen wird deutlich, dass das KF-ET
den geringsten Abstand zum CRB hat. Unter Betrachtung geringer Rauschanteilen

ist dies nicht immer in den Abbildungen zu beobachten. Das liegt daran, dass auch
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Abb. 10.2: Vergleich von CRB und dem quadratischen ¢3-Rekonstruktionsfehler von
KF-ET, C&P und OMP unter Betrachtung verschiedener Rauschvarian-
zen. Die Messmatrix hat die Dimension 60 x 80. Die Sparsity des Signals
ist s = 20. Die Anzahl der Iteration ist auf 300 festgelegt.

Eintréage, die den Wert Null ausweisen, mit Rauschen versehen werden und gegebenen-
falls zur Supportmenge hinzugezéhlt werden, wobei kleine Eintrige in dem geschétzten
Zustandsvektor durch den Thresholding-Prozess auf Null gesetzt werden kénnen. Der
C&P-Algorithmus weist in diesem Bereich von o = 10719 bis ca. ¢ = 10~ ein besseres
Ergebnis auf, weil die Anzahl der Iteration, als Relation zur Dimension der Matrix,
mit 300 sehr grofziigig gewidhlt wurde. Im C&P-Algorithmus wird abwechselnd ein
primales und duales Problem geldst, sodass sich der Algorithmus von beiden Seiten
an die Losung anndhert. Wenn geniigend Iterationen durchgefiihrt werden, kann eine
akzeptable Losung gefunden werden. Allerdings wird das KF-ET mit dem FErreichen
des Abbruchkriteriums im Thresholding-Prozess abgebrochen und eine Losung ange-
geben. Dabei benétigt das KF-ET nicht die vorab definierte bzw. ausgewiesene Anzahl
von Iterationen, sondern wesentlich weniger. Um die Aussage zu bekraftigen, verwei-
sen wir auf die Tabelle 9.1 im Kapitel 9.2, in der die erforderlichen Iterationen des
KF-ET anhand von Beispielen gezeigt werden. Fiir Beispiele mit geringen Rauschan-
teilen greift ebenfalls das Abbruchkriterium im Thresholding-Prozess, sodass weniger
Iterationen benotigt werden. Ist der Rauschanteil hoch, benétigt das KF-ET die vor-

gegebene Anzahl an Iterationen fiir die Rekonstruktion.

Insgesamt zeigen die zwei Abbildungen 10.1 und 10.2, dass das vorgeschlagene KF-ET
auch fiir rauschverzerrte Signale sehr gute Ergebnisse erreicht.

Es muss einschréinkend fiir die Allgemeingiiltigkeit jedoch angemerkt werden, dass die
Ergebnisse von den Beobachtungen nur auf wenigen Beispielen beruhen und damit

noch keine allgemeinen Aussagen getroffen werden konnen. Daher werden wir weitere
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umfangreiche Untersuchungen durchfiihren, indem wir mit Hilfe der DTG aus Kapi-
tel 8.3.1 den relativen £5-Rekonstruktionsfehler, den Fehler in der £p-Norm, den Sup-
portfehler sowie die Rekonstruktionszeit fiir die vorgestellten Algorithmen KF-ET,
C&P, OMP und KF-Aitken unter Rauschen betrachten. Das SNR wurde im Kapi-
tel 9.3.2.2 unter Gleichung (9.29) bereits definiert. Fiir alle in den DTG zugrunde
gelegten Matrizen nehmen wir eine Dimension von m X 256 an. Jeder Pixel zeigt den
Mittelwert von 16 individuellen Experimenten. Fiir den Parameter p gilt 0 < p < 0,5
gemif der Bedingung s < m/2 in [13] sowie der genannten Gleichung (3.4) aus Ka-
pitel 3.2.3. Alle Experimente werden unter der Verwendung von SNR = 30 dB, 0 dB
und —10 dB mit 200 Iterationen berechnet.

10.1 Rekonstruktionsfehler

Wie bereits im letzten Kapitel angedeutet, untersuchen wir die Rekonstruktion eines
Zustandsvektors & mit einer Dimension von n = 256. Dafiir verwenden wir die in
Kapitel 8.3.1 eingefithrten DTG. In Abbildung 10.3 beobachten wir den relativen #o-

Rekonstruktionsfehler

_ |z — ||, (10.2)

7
=l

wobei @ das exakte zu rekonstruierende Signal darstellt.

Die untersuchten Algorithmen KF-ET, C&P, OMP und KF-Aitken zeigen in der Ab-
bildung 10.3 &hnliche Eigenschaften. Der Algorithmus OMP zeigt bei Zunahme der
Rauschvarianz eine deutlichere Verschlechterung bei der Rekonstruktion als die ande-
ren Algorithmen unter den DTG. Bei Zunahme der Rauschvarianz ermittelt der OMP
nicht mehr den exakten Support, sodass in diesen Fiéllen auch keine exakte Berech-
nung der Koeffizienten fiir das zu rekonstruierende Signal erfolgen kann. Bereits bei der
Ermittlung von nur einem Element der Menge, welches nicht in der exakten Support-
menge liegt, kdnnen wir davon ausgehen, dass alle nachfolgend berechneten Elemente
der Supportmenge mit hoher Wahrscheinlichkeit ebenfalls zu einem falschen Ergebnis
fithren. Mit einem SNR = 0 dB zeigt die Abbildung 10.3 fiir den OMP bereits ein
wesentlich schlechteres Ergebnis als alle anderen dargestellten Algorithmen. Fiir das
KF-ET beobachten wir, dass sich mit mehr Messreihen, also mehr Zeilen in der Mess-
matrix, das Ergebnis fiir eine erfolgreiche Rekonstruktion verbessert. Der KF-Aitken
zeigt dagegen das umgekehrte Verhalten wie KF-ET in den Abbildungen. Bei Zunah-

me der Zeilen in der Matrix beobachten wir eine Erhéhung des Rekonstruktionsfehlers.

Als Ergédnzung sei noch einmal erwéhnt, dass die Algorithmen KF-ET, OMP und
C&P verschiedene Thresholding-Verfahren anwenden.
Nur der KF-Aitken arbeitet ohne Thresholding-Verfahren und basiert nur auf einem

reinen Konvergenzverfahren. Im KF-Aitken wird eine Folge der reduzierten ¢;-Norm
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mit einem modifizierten Konvergenzbeschleuniger von Aitken konstruiert, welche ge-
gen einen Fixpunkt konvergiert und einen zuléssigen Zustandsschétzer berechnet. Der
OMP konstruiert aus einem Nullvektor einen Zustandsvektor, in dem pro Iteration
ein Supportelement hinzugefiigt wird. Sobald die Sparsity bekannt ist, wird der OMP
den Zustandsvektor mit s Iterationen rekonstruieren konnen.

Allerdings ist bei verrauschten Daten sowie durch die fehlende Information iiber die
Sparsity eine Rekonstruktion sehr schwierig. Der C&P arbeitet auf Grundlage eines
Soft-Thresholding, welches wir im Kapitel 3.5.2 unter Gleichung (3.13) mit Abbil-
dung 3.2 ndher erldutert haben. Auch hier werden bestimmte Eintrdge des Zustands-
vektors in jeder Iteration verdndert bzw. angepasst.

Jeder Algorithmus arbeitet auf verschiedene Weise, jedoch verfolgen diese alle das

gleiche Ziel einer ¢1-Minimierung.
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~04 04
S €
&} & 1
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0 0
0.5 1 0.5 1
6 (m/n) 4 (m/n)

C&P with SNR = 30. 0.5 C&P with SNR = 0. ) C&P with SNR = -10.
~04 04 ~04 4
S [S S
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Abb. 10.3: Relativer f5-Rekonstruktionsfehler von KF-ET, C&P, OMP und KF-
Aitken mit 200 Iterationen.
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10.2 Fehler in der £;-Norm

Sehen wir uns den Fehler in der ¢3-Norm an, d. h.

o

mit ||Z||, = # {!: @] > 1075}, 1=1,...,n fiir den berechneten Zustandsvektor Z.

Die besten Ergebnisse beziiglich des Fehlers in der £y-Norm des Schétzers demons-
triert eindeutig der Algorithmus KF-ET. Alle anderen untersuchten Algorithmen zei-
gen schlechtere Ergebnisse in der Abbildung 10.4. Der C&P liefert mit steigender
Zeilenanzahl m der Messmatrix einen wesentlich groferen Fehler in der £p-Norm. Die-
ses Verhalten ist bei dem OMP erst mit Zunahme der Rauschvarianz zu erkennen. Das
KF-Aitken zeigt zwar gegeniiber den anderen Algorithmus in der Abbildung 10.4 einen
groferen fg-Fehler, aber die Rekonstruktion eines sparsen Zustandsvektors basiert auf
keinem Thresholding-Verfahren. Fiir das KF-Aitken wird eine Folge von Skalaren be-
schleunigt, sodass die Eintréage des Zustandsvektors auf Grund der rechnergestiitzten
Verarbeitung nicht exakt Null entsprechen kénnen. Der berechnete Zustandsvektor
aus KF-Aitken ist daher ein vollbesetzter Vektor und gibt somit auch einen grofen
lo-Fehler aus. Fiir das KF-ET beobachten wir einen sehr kleinen £y-Fehler in der Ab-
bildung 10.4. Es liegen nur vereinzelte Anderungen innerhalb der Betrachtungen von
verschiedenen untersuchten SNR-Werten. Das KF-ET erreicht in fast allen Experi-

menten die exakte £o-Norm.

Auch wenn eine gute Berechnung der Sparsity, also der ¢p-Norm, fiir den Zustands-
vektor erreicht wird, kénnen wir nicht davon ausgehen, dass auch die von Null ver-
schiedenen Eintréige in der Supportmenge exakt ermittelt werden. Wir werden daher

die Supportmenge bzw. den Supportfehler im néchsten Kapitel untersuchen.
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Abb. 10.4: Fehler in der ¢p-Norm der Schétzer von KF-ET, C&P, OMP und KF-
Aitken mit 200 Iterationen.

10.3 Supportfehler

Fiir die Untersuchungen des Supports definieren wir den Fehler im Support als die
Differenz zwischen der Vereinigungsmenge und der Schnittmenge vom exakten Signal
und dem berechneten Zustandsvektor. Die Supportmenge des exakten zu rekonstru-

ierendem Signal @ ist definiert als:

Te =supp(x) ={l:|z| #0},l=1,...,n. (10.4)
Fiir den berechneten Zustandsvektor & wird analog die Supportmenge definiert:

Tz =supp(Z) ={l: || #0},1=1,...,n. (10.5)
Fiir den Fehler im Support gilt dann

esupp = # (T UT3) / (Te N T5)} (10.6)

In der Abbildung 10.5 beobachten wir deutlich, dass das KF-ET mit geringen Abwei-
chungen den Support unter allen Rauschvarianzen gegeniiber allen anderen Algorith-
men am genausten berechnen kann. Fiir den C&P sowie fiir den OMP ist erkennbar,
dass mit Zunahme der Messungen m schlechtere Ergebnisse erzielt werden. Zu beob-
achten ist, dass das KF-Aitken wieder angeblich das schlechteste Ergebnis ermittelt.
Auch hier sei anzumerken, dass der Algorithmus ohne ein Thresholding-Verfahren ar-
beitet und deshalb die Eintrage auf Grund der Berechnungen mit einer vollbesetzten
Startlosung @, nicht exakt Null werden konnen.

Der Support ist mit Zunahme der Rauschvarianz fiir alle Algorithmen sehr schlecht
zu berechnen. Jeder Nulleintrag im Zustandsvektor kann durch Rauschen zur Sup-

portmenge hinzugefiigt werden. Der wesentliche Vorteil, den das KF-ET besitzt, ist,
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dass das unterbestimmte Gleichungssystem in ein iiberbestimmtes Gleichungssystem
tiberfithrt wird und mit der Bedingung s < m/2 eine Supportmenge von maximal
m/2 Elementen besitzt. Fiir die zugrunde liegende Dimension von n = 256 des Zu-

standsvektors wird der Supportfehler im Bereich 0 < egupp < 127 liegen.

Fassen wir die bisherigen Auswertungen fiir den Rekonstruktionsfehler, den £y-Fehler
sowie den Supportfehler zusammen, so erkennen wir, dass wir fiir das KF-ET den
kleinsten ¢y-Fehler sowie die besten Ergebnisse fiir die Berechnung des Supports errei-
chen. Allerdings beobachten wir beim Rekonstruktionsfehler, dass das KF-ET nicht
immer die optimale Rekonstruktion liefert. Diese Aussage hat einen einfachen Grund.
Der C&P-Algorithmus durchlauft die vorgegebenen 200 Iterationen, das KF-ET je-
doch nicht. Das KF-ET bricht bereits nach wenigen Iterationen genau dann ab, wenn
die Abbruchbedingung im Thresholding-Prozess erreicht wird. Das Abbruchkriterium
ist erfiillt, wenn die Differenz von zwei aufeinanderfolgenden berechneten ¢;-Normen
der Zustandsvektoren kleiner als € ist, sieche Algorithmus 7. Fiir die Beobachtungen
wurde ¢ auf 10719 festgelegt. Betrachten wir den Zustandsvektor unter verrauschten
Daten, wird das Abbruchkriterium schnell erreicht, da sich die £1-Norm des Zustands-
vektors im Laufe der Iterationen nicht mehr veréndert. Die maximale Supportmenge
der berechneten Losung kann unter Rauschen geméfs der Bedingung s < m/2 hochs-
tens m/2 Elemente enthalten, die auch zu einer Steigerung des relativen ¢5-Fehlers
fiihrt. Einige Beispiele in den letzten Kapiteln zeigten bereits, dass das KF ohne
Thresholding-Verfahren mit geniigend Iterationen gegen die gleiche Lésung des C&P
konvergiert. Vergleichen wir das KF-ET mit C&P mit der gleichen Anzahl der Ite-
rationen, die das KF-ET bendtigt, so ldsst sich erkennen, dass der C&P einen weit

groferen relativen fo-Fehler besitzt.

Als eine letzte Auswertung der vorgestellten Algorithmen untersuchen wir die Re-

konstruktionszeit im néchsten Kapitel.

KF - ET with SNR = 30. KF - ET with SNR = 0. KF - ET with SNR = -10.
_ 04 100 ,\ 100 AO 4 100
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< 0.2 50 QO 2 Q0 2 50
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4 (m/n) m/n m/n
C&P with SNR = 30. C&P with SNR = 0. C&P with SNR = -10.
.04 04
£ 100 € 100
& @
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OMP with SNR = 30. OMP with SNR = 0. OMP with SNR = -10.
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Abb. 10.5: Support-Abweichungen von KF-ET, C&P, OMP und KF-Aitken mit 200

Iterationen.

10.4 Rekonstruktionszeit

Fiir eine letzte Auswertung vergleichen wir die Rekonstruktionszeit der Algorithmen.
Die geringste Rekonstruktionszeit erreichen der C&P und das KF-ET, wie in der Ab-
bildung 10.6 demonstriert. Zu beachten ist, dass das KF-ET nach der Berechnung einer
Startlosung nur noch im Nullraum arbeitet, also mit einer Dimension von n — m. Es
kann beobachtet werden, dass der C&P in der Rekonstruktionszeit geringfiigig besse-
re Ergebnisse erzielt. Vergleichen wir die beiden Algorithmen, also KF-ET und C&P,
ohne jegliches Rauschen, so haben wir bereits in Abbildung 9.1 gezeigt, dass die bei-
den Algorithmen mit genligend Iterationen gegen die gleiche Losung konvergieren.
Allerdings fithrt die Rekonstruktionszeit ohne Rauschbetrachtung fiir KF-ET in Ab-
bildung 9.3 zu einem wesentlich besseren Ergebnis. Das KF-ET durchlauft aufgrund
der Rauschanteile insgesamt 200 Iterationen, weil das Abbruchkriterium im Threshol-
ding-Verfahren nicht erreicht wird. In der Abbildung 10.6 beobachten wir fiir KF-ET
und C&P die gleiche Rekonstruktionszeit. Insgesamt konnte damit gezeigt werden,
dass die Rauschanteile fiir die Rekonstruktionszeit des KF-ET nur einen geringen,
teils negativen Einfluss auf die Rekonstruktion haben.

Der OMP zeigt mit Zunahme des Rauschens eine wesentlich grofere Rekonstruktions-
zeit. Nur im Bereich von einem kleinen § sind die FErgebnisse anndhernd mit den des
KF-ET und C&P vergleichbar. Bemerkenswert ist, dass das KF-Aitken unter der Be-
trachtung von verschiedenen Rauschanteilen die gleiche Rekonstruktionszeit besitzt,
also vollig unabhéngig von den Rauschanteilen. Das liegt daran, dass der Algorithmus
eine Folge von Skalaren beschleunigt, die gegen eine eindeutige Lésung konvergiert.
Die unterschiedlichen Rauschanteilen in den Elementen eines Zustandsvektors werden
dort sehr gut kompensiert, so dass die beschleunigte Folge gegen den gleichen Grenz-

wert konvergiert.
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Abb. 10.6: Rekonstruktionszeit [sec|] von KF-ET, C&P, OMP und KF-Aitken mit
200 Iterationen.

Wir konnten beobachten, dass das KF-ET mit geringem Rauschanteilen wesentlich
bessere Ergebnisse erzielen kann als die anderen Algorithmen. Die ¢p-Norm und der
Support des berechneten Zustandsvektors weisen lediglich kleine Fehler auf. Auch der
berechnete fo-Fehler sowie die Rekonstruktionszeit verdeutlichen gute bis sehr gute
Ergebnisse im Vergleich mit den anderen Algorithmen. Auch wenn der Algorithmus
KF-ET unter der Betrachtung von Rauschen nicht in allen beobachteten Féllen das
allerbeste Ergebnis erzielt, so ist dieser Algorithmus jedoch gegeniiber den anderen
Algorithmen fiir die Rekonstruktion eines sparsen rauschbehaftetes Signals optimal
einsetzbar.

Alle Untersuchungen zeigen deutlich, dass das KF-ET in vielen Bereichen gegeniiber

den hier genannten ¢;-Minimierungsalgorithmen effektiv und effizient arbeitet.
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Kapitel 11

Anwendungen mit

entfernungsmessendem System

Im diesem Kapitel stellen wir eine Anwendung in der 3D-Bildgebung vor. Das Ziel
besteht darin, unsere neu entwickelten Anséatze fir das Kalman-Filter unter Verwen-
dung quantitativ relevanter Daten zu testen bzw. zu untersuchen. Insbesondere wer-
den wir das Experiment in unseren eigenen Laboren im Zentrum fiir Sensorsysteme
(ZESS) durchfiihren, indem wir konkrete Messdaten aufnehmen und auf die Algorith-
men C&P, OMP und den neu entwickelten KF-ET anwenden.

11.1 Aufbau und Erlauterung des Experiments

Das Experiment wird vereinfachend in Abbildung 11.1 skizzenhaft veranschaulicht.
Auf der einen Seite befindet sich eine 3D-Kamera, die in Abbildung 11.1 als Punkt
dargestellt wird. Das von der Kamera ausgesendete Signal wird an diesem Paneel re-
flektiert und von der Kamera wieder aufgenommen. Die gelb dargestellte Flédche in
Abbildung 11.1 demonstriert das Objekt bzw. das fest installierte Paneel.

Unser Ziel besteht darin, das sparse Signal unter Verwendung der gemessenen Rohda-
ten zu rekonstruieren. Die aufgenommenen Rohdaten enthalten entfernungsmessende
punktweise Informationen des reflektierenden Objekts. Nach erfolgreicher Rekonstruk-
tion des Zustandsvektors kénnen wir dann die Entfernung zwischen der Kamera und
dem ausgewahlten Objektpunkt berechnen. Fiir den Einsatz der 3D-Kamera bedie-
nen wir uns der neusten Technologie in der Bildgebung, die in enger Kooperation
zwischen dem Zentrum fiir Sensorsysteme (ZESS) und der Firma pmdtechnologies ag
entstanden ist. In den meisten praktischen Fillen werden falsche Messergebnisse be-
obachtet. Dabei spielt die Erkennung von Mehrzielreflexionen eine bedeutende Rolle.
In Kooperation hat Dr. M. Heredia Conde aus dem Zentrum fiir Sensorsysteme unter
Leitung von Prof. Dr. O. Loffeld und den Entwicklern der Firma pmdtechnologies ag
ein parametrisches Mess- und Auswerteverfahren entwickelt. Mit dieser Entwicklung

kénnen Mehrfachziele iiberwiegend getrennt werden.
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Abb. 11.1: Skizze des Experimentaufbaus

Abb. 11.2: Auftbau des Experiments im Zentrum fiir Sensorsysteme
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11.1 Aufbau und Erlduterung des Experiments

Das vorgestellte KF-ET sowie die Algorithmen C&P und OMP werden wir mit dieser
neu entwickelten Technologie testen. Die Kamera gibt jeweils ein Signal mit 0 MHz,
20 MHz, 40 MHz, ..., 120 MHz aus. Insgesamt erhalten wir damit sieben Messungen
fiir unser Experiment. Das ausgesendete Signal der Kamera trifft auf das fest instal-
lierte Paneel, das sich in einer Entfernung von 0,75 m von der Kamera befindet. Dieses
Signal wird an dem Paneel reflektiert und anschliefend von der Kamera eingefangen.
Beobachten wir das reflektierte Signal von einem einzigen Pixel, so besitzt das einge-
hende Signal eine Sparsity von eins.

Um fiir unser Experiment aussagekraftige Daten zu erhalten, werden wir das Ex-
periment einhundertmal durchfiihren und den Durchschnitt aller Messungen fiir die
Berechnungen verwenden. Die einzelnen Strahlen fiir ein Pixel sind in Abbildung 11.1
symbolisch farblich gekennzeichnet. Die verwendete Kamera besitzt in unserem Ex-
periment eine Aufldsung von 172 Pixeln vertikal und 224 Pixeln horizontal. Wegen
der insgesamt sieben Messungen erhalten wir somit einen Tensor mit der Dimension
172 x 224 x 7. Betrachten wir ein einziges Pixel, so konnen wir nach den erfolgten
Messungen einen Beobachtungsvektor b € C” angeben. Fiir eine erfolgreiche Rekon-
struktion des Zustandsvektors & benotigen wir geméfs Gleichung (4.2) eine geeignete
Sensingmatrix C € C™*V . Fiir die Experimente verwenden wir die diskrete Fourier-
matrix. Die diskrete Fouriermatrix ist im Allgemeinen eine quadratische komplexe

Matrix. Durch die Bildung von Potenzen der Einheitswurzeln

{27”'}
WN = exp W

erhalten wir die Fouriermatrix fir [,k =0,...,N — 1
w?\}o .. w?V(Nfl)
Wy = :
U’EVN_UO o w%v—n(zv—n

Die Anzahl der Spalten der zugrundeliegende Sensingmatrix bzw. die Dimension des
zu rekonstruierenden Zustandsvektor @ ist fiir die Bestimmung der Distanz von ent-
scheidender Bedeutung. Eine zu grofte diskrete Einteilung der Wegstrecke zwischen
Kamera und Objekt fiihrt gegebenenfalls zu einer nicht korrekten Rekonstruktion des
Zustandsvektors sowie zu einer falschen Angabe der berechneten Distanz. Eine sehr
kleine Diskretisierung kann die Nullraumeigenschaft (NSP) aus Kapitel 3.2.3 verletzen.
Eine erfolgreiche Rekonstruktion des Zustandsvektors « ist dann nicht mehr moglich.
Fiir die Experimente wahlen wir die diskrete partielle Fouriermatrix, deren Elemente

wie folgt definiert sind:

: 271
k 2k 11.1
wy exp{ N } (11.1)
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wobei 7 = 0,...,6 die siecben Messungen darstellt und £ = 0,..., N — 1 die diskrete,
dquidistante Einteilung der Entfernung zwischen Kamera und Objekt verdeutlicht.

Der Parameter N entspricht der Dimension des Zustandsvektors «.

Abb. 11.3: Aufnahme der ToF-Kamera mit einer Frequenz von 20 MHz

11.2 Anwendungsbeispiele

Fiir die Experimente wéhlen wir zunéchst eine Dimension des Zustandsvektors von
250. Insgesamt erhalten wir damit eine 7 x 250-Sensingmatrix. In einem ersten Expe-
riment rekonstruieren wir, wie in Abbildung 11.1 dargestellt, einen Zustandsvektor «
mit Sparsity s = 1 und berechnen die Entfernung von der Kamera bis zum Paneel.
In diesem Experiment existieren keine Mehrfachreflexionen, da wir keine zusétzlichen
Objekte zwischen der Kamera und dem Paneel installiert haben. Spéter werden wir
aber auf solche Mehrfachreflexionen treffen.

Untersuchen wir die Distanz von einem zentral liegenden Pixel im Bild, z. B. (140,80),
welche allerdings in der aufgebauten Matrix dem Element (80,140) entspricht. Fiir
KF-ET beobachten wir, dass fiir dieses Pixel der rekonstruierte Zustandsvektor eine
Sparsity von eins besitzt. Auf Grund der Position des einzigen von Null verschiede-
nen Elements im berechneten Zustandsvektor konnen wir die Entfernung zwischen der

Kamera und dem Paneel mit der Gleichung

1 ¢ 2 ~ ~
d=-—=0; mitb=—(k-1), k=1,...,N 11.2
22 f mitve =y ( ) R (11.2)
ermitteln. Der Parameter ¢ entspricht der Lichtgeschwindigkeit ¢ = 299 792 458 m /sec
und f der Grundfrequenz von 20 MHz. Der Faktor 1/2 in der Gleichung (11.2) ver-

deutlicht die zuriickgelegte Strecke zwischen der Kamera und dem Objekt. Fiir die
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Abb. 11.4: Identisch mit Abbildung 11.3, jedoch mit Kennzeichnung (in Rot) der
Pixelmenge, fiir die die Rekonstruktion des Zustandsvektors einen von
Null verschiedenen Eintrag besitzt.

Betrachtung des Pixels (140,80) ermitteln wir fiir das von Null verschiedene Element
des berechneten Zustandsvektors den Index 26. Nach Gleichung (11.2) erhalten wir
fiir die Entfernung zwischen Kamera und Paneel den Wert 0,7795 m. Es sei anzumer-
ken, dass trotz der exakten Entfernung zwischen Kamera und Paneel von 0,75 m die
Kamera zu dem betrachteten Pixel nicht exakt horizontal verlauft, sodass eine grofsere
Entfernung als 0,75 m realistisch ist.

Untersuchen wir in einem zweiten Beispiel das Pixel (115,75), welches im aufgenom-
menen Bild sehr zentral liegt. Wir kénnen beobachten, dass die Entfernung 0,7495
m betrdgt und exakt der vorgegebenen Entfernung zwischen der Kamera und dem
Paneel im Experiment entspricht.

In der Tabelle 11.1 geben wir weitere Beispiele fiir die Rekonstruktion mit den Algo-
rithmen C&P, OMP und KF-ET. Eine Auswertung mit dem Algorithmus KF-Aitken
ist fiir diese Anwendung nicht sinnvoll, da die Rekonstruktion des Zustandsvektors
ohne Thresholding zu keinem sparsen Zustandsvektor fiihrt. Die Ergebnisse der Re-
konstruktion mit den Algorithmen C&P, OMP und KF-ET sind in Tabelle 11.1 auf-
gefiihrt. Sollten sich aus den Berechnungen eine Sparsity von gréfer eins ergeben,
so werden wir auf die Angabe der berechneten Entfernungen verzichten und fiir die

o«

Entfernungen d vereinfachend ,,—“ (nicht eindeutig) ausweisen. Fiir die Beispiele in
Tabelle 11.1 wurde die Dimension des Zustandsvektors auf 250 festgelegt.

Mit den Beispielen beobachten wir, dass das anndhernd zentral liegende Pixel (115,75)
im Bild eine sehr genaue Abstandsberechnung liefert, wahrend fiir die anderen ent-
fernten Pixel ein leicht grofserer Abstand zu beobachten ist. Weder der Algorithmus
von C&P noch OMP kénnen fiir diese Beispiele die exakte Sparsity ermitteln und

somit auch keine Entfernung berechnen.
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Pixel Iterationen C&P OMP | KF-ET
S ‘ d| s ‘ d | s ‘ d

(115,75) 100 116 | — [ 2| — | 1| 0,7495
(115,75) 1000 5, | — | 2| — | 1] 0,7495
(115,75) 5000 38 | — | 2| — | 1]0,7495
(140,80) 100 106 | — 2| — | 10,7795
(140,80) 1000 52 | — | 2| — | 10,7795
(140,80) 5000 37 | — 2| — | 1]0,7795
(140,40) 100 101 | — 2| — | 1] 0,8094
(140,40) 1000 5 | — | 2| — | 1] 0,8094
(140,40) 5000 37 | — 12| — | 1] 0,8094

Tab. 11.1: Berechnung der Sparsity vom rekonstruierenden Zustandsvektor fiir verschiedene
Pixel mit einer Reflexion (s = 1) mit Algorithmus 1 (C&P), Algorithmus 2 (OMP) und
Algorithmus 7 (KF-ET) sowie der Entfernung nach Gleichung (11.2). Die Matrix ist eine
diskrete partielle Fouriermatrix C € C7*2%0,

Verwenden wir fiir den Abstand zwischen Kamera und Paneel eine Aufteilung von
50, statt wie bisher von 250, so sind die Entfernungsberechnungen aufgrund der gro-
ben diskreten Abstandsaufteilung ungenauer. Fiir die Auswertung mit einer groberen

Aufteilung verwenden wir fiir einen Vergleich die in Tabelle 11.1 genannten Pixel. Die

Pixel Iterationen | C&P | OMP | KF-ET
s ‘ d|s ‘ d | s ‘ d
(115,75) 100 36| —1|5| — |1]0,8994
(115,75) 1000 19| -5 — | 1]0,8994
(115,75) 5000 13| -5 —1]1]0,8994
(140,80) 100 35| —16| — |1]0,8994
(140,80) 1000 19| —-]16| — | 1] 0,8994
(140,80) 5000 12| —|6| — | 1] 0,8994
(140,40) 100 35| — 15| — |1]0,8994
(140,40) 1000 18| —|5| — | 1] 0,8994
(140,40) 5000 11| —-1]5| — | 1] 0,8994

Tab. 11.2: Ausfiihrungen wie in Tabelle 11.1, jedoch mit der Sensingmatrix C € C"*°,

Ergebnisse sind in Tabelle 11.2 aufgefithrt. Anhand der Tabellen 11.1 und 11.2 kann
beobachtet werden, dass fiir alle untersuchten Pixel die erfolgreiche Rekonstruktion
des Zustandsvektors & mit der Sparsity eins und gleichzeitiger exakter Entfernungs-

berechnung unter allen Algorithmen nur das KF-ET liefert.

Die Untersuchungen des Algorithmus C&P zeigen, dass die Sparsity erst mit einer
Erhohung der Iterationen abnimmt. Die Berechnungen mit OMP zeigen dagegen deut-
lich, dass die ermittelte Sparsity trotz unterschiedlicher Anzahl von Iterationen kon-
stant bleibt. Das liegt daran, dass wir ein Abbruchkriterium im OMP mit einer Feh-

lerschranke versehen haben, die von der Anzahl der Iterationen unabhéngig ist.
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Das KF-ET ermittelt mit sehr wenigen Iterationen nicht nur die exakte Sparsity,
sondern auch den exakten Support und damit auch die exakte Entfernung zwischen
der Kamera und dem Objekt.

Die unterschiedlichen Entfernungsberechnungen fiir das KF-ET in Tabelle 11.1 und
11.2 ergeben sich aus der differenzierten diskreten Aufteilung N. Je genauer bzw. fei-
ner die diskrete Aufteilung ist, desto exakter kann die Entfernung ermittelt werden.
Der zugehorige Zustandsvektor besitzt dann eine hohere Dimension. Allerdings be-
steht die Gefahr, dass die Sensingmatrix die Bedingung der RIP nach Gleichung (3.2)
nicht erfiillen kann. In diesem Fall ist eine Rekonstruktion nicht méglich.

Wird der festgelegte Abstand von 0,75 m zwischen Kamera und Objekt z. B. in
50 diskreten Abschnitten wie in Tabelle 11.2 definiert, so ergibt sich eine Toleranz
von 0,015 m. Wir erhalten fiir eine anndhernd exakt berechnete Entfernung dann
d={deR|0,735 < d < 0,765}.

Als Néchstes untersuchen wir, wie sich die vorgestellten Algorithmen fiir die Rekon-
struktion des sparsen Zustandsvektors verhalten, wenn ein Hindernis in der Form
einer diinnen transparenten Folie zwischen der Kamera und dem Paneel gesetzt wird.
Die Folie wird unterhalb auf der rechten Seite vor das Paneel montiert, wie in Ab-
bildung 11.3 dargestellt. Die Transparenz der Folie sei hier eingeschrankt und wie in
der Praxis meist unbekannt. Fiir diesen Fall treten vermehrt Mehrfachreflexionen auf,
sodass die Rekonstruktion des sparsen Zustandsvektors vermutlich nicht moglich ist.
Das Signal wird nicht nur vom Paneel, sondern auch zum Teil von der Folie reflektiert.
Die Berechnung der Sparsity und somit auch die Entfernung zwischen Kamera und
Paneel sind aufgrund dieses Hindernis nicht mehr realistisch.

Bevor wir uns das Verhalten genauer ansehen, berechnen wir den Abstand der Kame-
ra zur Folie, indem wir das Pixel (140,90) geméf der Abbildung 11.5 verwenden. Fiir
dieses Experiment sei anzumerken, dass das ausgewahlte Pixel in der Abbildung 11.5
auf dem festen Rahmen der eingespannten Folie sitzt und daher nur eine Reflexion
moglich ist. Die Beobachtungen zeigen, dass der Algorithmus KF-ET nicht nur die
Sparsity von eins, sondern auch den Abstand d = 0,2998 m berechnet. Der Zustands-
vektor @ besitzt hier eine Dimension von 100. Wahlen wir eine hhere Dimension des
zu rekonstruierenden Zustandsvektors von z. B. 500, so beobachten wir einen Abstand
von Kamera bis zum Objekt von d = 0,2548 m. Trotz verschiedener Dimensionen des
Zustandsvektors erreichen wir eine gute approximative Abstandsberechnung. Aller-
dings ist zu beachten, dass wegen der hohen Dimension von 7 x 500 der Sensingmatrix
gegebenfalls die Bedingungen fiir eine erfolgreiche Rekonstruktion nicht mehr gegeben
sind. Wie im Kapitel 3.4 ausgefiihrt, bendtigen wir fiir eine erfolgreiche Rekonstruk-

tion des sparsen Zustandsvektors geniigend Messungen.

Untersuchen wir fiir unser Experiment das Verhalten der Algorithmen, wenn die Si-

gnale durch eine transparente Folie gesendet werden.
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[X,Y] [140 90]
Index 386.5
[R,G,B] [0.7647 0.7647 0.7647]

Abb. 11.5: Berechnung des Abstands zwischen Kamera und Folie

Fiir die Dimension des Zustandsvektors wahlen wir, wie fiir die Beispiele aus Ta-
belle 11.1, N = 250. In Tabelle 11.3 ist zu beobachten, dass sich fiir den C&P die

Pixel Iterationen | C&P OMP KF-ET
s | d | s | d | s | d
(150,120) 100 95 | — | 3| — | 20,7495 und 0,8094
(150,120) 1000 59 | — | 3| — | 20,7495 und 0,8094
(150,120) 5000 45 | — | 3| — | 2| 0,7495 und 0,8094
(110,140) 100 134 | — | 4] — | 20,7195 und 0,6595
(110,140) 1000 100 | — [ 4| — | 21 0,7195 und 0,6595
(110,140) 5000 60 | — |4 | — | 20,7195 und 0,6595

Tab. 11.3: Berechnung der Sparsity vom rekonstruierenden Zustandsvektor fiir zwei Pixel mit
Reflexion durch die rechtsseitig befestigte Folie (Sparsity s = 2) und berechneter Entfernung
nach Gleichung (11.2) mit Algorithmus 1 (C&P), Algorithmus 2 (OMP) und Algorithmus 7
(KF-ET). Die Matrix ist eine diskrete partielle Fouriermatrix C € C7*259,

Sparsity des Zustandsvektors erst mit Zunahme der Iterationen reduziert. Der Algo-
rithmus OMP kann gut die Sparsity ndherungsweise ermitteln. Lediglich das KF-ET
berechnet die Sparsity des Zustandsvektors exakt. Die berechneten Absténde zeigen,
dass zwar der Abstand zwischen Kamera und Paneel ndherungsweise angegeben wer-
den kann, jedoch nicht der Abstand zwischen Kamera und Folie. Das liegt daran, dass
das Theorem 3.2.1 fiir die Sparsity s = 2 nicht erfiillt ist.

Im letzten Beispiel sehen wir uns die Rekonstruktion durch die linksseitig befestig-
te Folie an. Die Ergebnisse sind der Tabelle 11.4 zu entnehmen. Fiir C&P gilt die
gleiche Aussage wie bei den bisherigen Beispielen, dass eine Rekonstruktion des spar-

sen Zustandsvektors nicht moglich ist. Eine gute Anndherung der Sparsity kann fiir
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11.2 Anwendungsbeispiele

Pixel | Iterationen | C&P OMP KF-ET
s ‘ d | s ‘ d s d
(50,80) 100 93 | — | 21]0,7795 und 1,5589 | 1 | 0,7795
(50,80) 1000 49 | — [ 2] 0,7795 und 1,5589 | 1 | 0,7795
(50,80) 5000 35| — [ 21]0,7795 und 1,5589 | 1 | 0,7795
(90,70) 100 9% | — |3 — 1] 0,7795
(90,70) 1000 58 | — | 3 — 1] 0,7795
(90,70) 5000 42 | — | 3 — 1] 0,7795

Tab. 11.4: Berechnung der Sparsity vom rekonstruierenden Zustandsvektor fiir zwei Pixel mit
Reflexion durch die linksseitig befestigte Folie (Sparsity s = 2) und berechneter Entfernung
nach Gleichung (11.2) mit Algorithmus 1 (C&P), Algorithmus 2 (OMP) und Algorithmus 7
(KF-ET). Die Matrix ist eine diskrete partielle Fouriermatrix C € C"*250.

OMP beobachtet werden. Das KF-ET zeigt fiir die Berechnung des Abstands zwischen
Kamera und Paneel ein sehr gutes Ergebnis. Wir beobachten, dass das KF-ET den
Abstand zum Paneel optimal berechnet, allerdings aber keine Informationen iiber die
Existenz der Folie liefert. Die von der Folie erhaltenen Messdaten interpretiert das
KF-ET als unbedeutend bzw. vernachlassigbar gering, sodass die relevanten Messda-
ten fiir die Abstandsberechnung zwischen der Kamera und dem Paneel herausgefiltert
werden konnten. Das KF-ET erzielt auch unter Betrachtung eines Hindernisses in die-

ser Anwendung ebenfalls eine exakte Rekonstruktion.

In diesem Experiment beobachten wir, dass das KF-ET in allen betrachteten Féllen
gegeniiber den anderen Algorithmen ein sehr gutes Ergebnis fiir die Rekonstruktion
von sparsen Signalen liefert. Es konnte gezeigt werden, dass nicht nur die Sparsity
sehr genau beobachtet wurde, sondern auch der exakte Support fiir die Abstandsbe-
rechnung. Der entwickelte Algorithmus KF-ET kann unter Verwendung der neusten
Technologie die Reflexionen sowie den Abstand zwischen der eingesetzten Kamera zu

den Objekten realistisch und préazise angegeben.
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Kapitel 12

Zusammenfassung und Ausblick

12.1 Zusammenfassung

In diesem Kapitel werden wir die Beitrdge in dieser Arbeit erlautern und die unter-
suchten Methoden zur erfolgreichen Rekonstruktion zusammenfassen und diskutieren.

Folgende neue Ansétze wurden betrachtet und behandelt:

1. Verwendung des rekursiven Kalman-Filter-Algorithmus zur iterativen Losung

eines statistischen Optimierungsproblems

2. Verkniipfung von konvexer Optimierung mit stochastischen Ansétzen der opti-

malen Schatztheorie

3. Einfiihrung von Optimalitatskriterien der Schétztheorie fiir die sparse Rekon-

struktion
4. Verwendung der ¢1-Norm als nichtlineare Beobachtung im Kalman-Filter
5. Kalman-Filter 16st das £;-Minimierungsproblem im Nullraum der Sensingmatrix

6. Modifizierung des Kalman-Filters mit Konvergenzbeschleunigungsverfahren —

Rekonstruktion des Zustandsvektors erfolgt iiber eine beschleunigte skalare Fol-

ge

7. Erweiterung des Kalman-Filters mit einem neu entwickelten externen Threshol-

ding-Prozess

8. Kalman-Filter mit externem Thresholding als zusétzlicher effektiver Support-

Schéatzer

In dieser Arbeit wurde das vorwiegend mathematisch gepragte Forschungsgebiet Com-
pressed Sensing untersucht — speziell das wichtige Teilproblem der sparsen Rekon-
struktion. Im Verlauf der letzten zwanzig Jahre Entwicklung hat CS Einzug in die

verschiedenen Disziplinen gehalten.
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Kapitel 12 Zusammenfassung und Ausblick

Einige wenige Arbeiten auf dem Gebiet CS wurden mit Kalman-Filtern untersucht.
Allerdings beruhten diese Arbeiten vorwiegend auf der Methode der kleinsten Quadra-
te. Das Kalman-Filter wird in vielen ingenieurtechnischen Bereichen eingesetzt und
entspricht einem iterativen Schéitzalgorithmus fiir die Systemparameter auf Grundlage

gestorter Beobachtungen.

Wir verwenden den rekursiven Kalman-Filter-Algorithmus in dieser Arbeit fiir das
Losen eines statistischen Optimierungsproblems. In den Ausfiihrungen des Kalman-
Filters kombinieren wir daher stochastische Ansétze der optimalen Schéitztheorie mit
konvexer Optimierung. Einige wenige Arbeiten auf dem Gebiet der sparsen Rekon-
struktion verwenden bereits Optimalitdtskriterien aus der Schéatztheorie, wie z. B. das
CRB in [12].

Unser Ziel in dieser Arbeit ist die Rekonstruktion eines sparsen Zustandsvektors

x € C" mit minimaler ¢;-Norm, d. h.

min |||, u. d. N. b= Ax

xeCn
fiir gegebene Messwerte b € C™ und einer Sensingmatrix A € C™*™ mit m < n.
Im Kalman-Filter wird die #1-Norm als nichtlineare Beobachtung betrachtet. Das fiihrt
dazu, dass wir das erweiterte linearisierte Kalman-Filter benutzen und somit die nicht-

lineare Beobachtung der #;-Norm durch eine lineare Approximation ersetzen.

Allerdings schétzen wir nicht wie iiblich im Kalman-Filter den gesamten Zustands-
vektor, sondern nur einen Zustandsvektor aus dem Nullraum der zugrundeliegenden
konstanten Sensingmatrix. Diese Modifikation bezeichnen wir als Nullraum-Variante
des Kalman-Filters. Insbesondere berechnet das Kalman-Filter in jeder Iteration einen
Zustandsvektor aus dem Nullraum, dessen Summe mit der partikuléren Losung einen
Zustandsvektor mit geringer ¢1-Norm liefert.

Das hat zum einen den groflen Vorteil, dass wir anstatt mit der Dimension n aus-
schliefslich mit der Dimension n — m arbeiten und zum anderen bleiben wir im Lo-
sungsraum der partikuldren Losung wahrend der Rekursion. Fiir das Kalman-Filter
beobachten wir, dass die ¢1-Norm des berechneten Zustandsvektors nicht immer gegen
die exakte £1-Norm konvergiert. Der Grund liegt in den fehlenden stochastischen Para-
meterkenntnisse R, Q, die unter anderem dadurch entstehen, dass ein rekursiver Algo-
rithmus wie das Kalman-Filter, welcher auf einem dynamischen Zustandsraummodell
beruht, zur iterativen Lésung eines statischen Optimierungsproblems verwendet wird.
Hierdurch verlieren die Annahmen zeitlich unkorrelierter (weifser) stochastischer Pro-
zesse ihre Bedeutung. Ersetzt und kompensiert wird dies durch die Konstruktion einer
schnell und sicher konvergierende Folge von ¢;-Normen, die die optimale Konvergenz
deterministisch sichert. Dazu verwenden wir Konvergenzbeschleuigungsverfahren von
Aitken, die das Ziel haben, eine beschleunigte skalare Folge zu konstruieren. Anstatt
einen Zustandsvektor im Nullraum des Kalman-Filters zu schétzen, konstruieren wir

die skalare Folge der reduzierten £1-Normen. Das Extrapolationsverfahren nach Aitken
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12.1 Zusammenfassung

produziert in den ersten Rekursionen eine hinreichend &dhnliche Folge von Skalaren.
Diese Folge ist Voraussetzung fiir den AZ-Aitken-Konvergenzbeschleuniger, der auf
Grundlage der ersten Folgeglieder eine schnell konvergierende Folge entwickelt. Diese

beschleunigte Folge liefert nach erfolgter Rekursion einen komprimierten Vektor.

Interessant und bemerkenswert an dieser Methode ist, dass ein £1-Minimierungspro-
blem fiir sparse Signale ohne jeglichen Verlust der Performance des urspriinglichen
Kalman-Filters in der Nullraum-Variante in eine beschleunigte Folge von Skalaren
transformiert werden kann. Abweichend von den anderen Verfahren, bei denen Thres-
holding-Verfahren (hard* oder ,soft*) essentieller Bestandteil des Algorithmus ist,
kommt dieser Ansatz vollig ohne einen solchen Schritt aus.

Damit ist dieser Ansatz prinzipiell auch zur Rekonstruktion nicht streng sparser,
aber komprimierbarer Zustandsvektoren anwendbar, deren Komponenten nicht einem
Schwellenoperator ,zum Opfer fallen“. Ebenso unterliegt dieser Algorithmus im Fall
starker tiberlagerter Storungen nicht einem félschlich ,zuschlagenden* Schwellwertope-
rator, bei dem die kleinen zufélligerweise wenig gestorter Zustandskomponenten den
noch kleineren, aber stiarker gestorten Komponenten geopfert werden. So werden z.
B. die Komponenten des Zustandsvektors bei einem Hard-Thresholding, die einen be-
stimmten Schwellwert unterschreiten, hart“ auf Null gesetzt, wiahrend die restlichen

Komponenten in ihrem Wert erhalten bleiben.

Im zweiten Teil der Arbeit stellen wir fiir das Kalman-Filter in seiner Nullraum-Va-
riante einen externen Thresholding-Prozess vor. Der neu entwickelte Ansatz in Form
eines externen Thresholding-Prozess fiir das Kalman-Filter in seiner Nullraum-Vari-
ante liefert neue Kriterien fiir eine erfolgreiche Rekonstruktion sparser Signale. Extern
heifst, dass der Thresholding-Prozess das Kalman-Filter wihrend der Rekursion nicht
beeinflusst. Das bedeutet insbesondere, dass dem Kalman-Filter keine Informationen
aus dem Thresholding-Prozess {ibergeben werden. Nach jeder Iteration im Kalman-
Filter selektiert der Thresholding-Prozess wichtige Informationen aus dem geschétzten
Zustandsvektor des Kalman-Filters. Mit diesen Informationen wird ein neues iiberbe-
stimmtes lineares Gleichungssystem aufgebaut, dessen Losung ein sehr guter Kandidat
des zu rekonstruierenden sparsen Zustandsvektors ist.

Der entscheidende Vorteil dieser Methode besteht darin, dass fiir das Kalman-Filter
in der Nullraum-Variante die Konvergenz der ¢1-Norm gesichert ist — und nicht wie

bei den iiblichen angewandten Thresholding-Verfahren gestort wird.

Einzigartig und substanziell fiir diesen neuen Ansatz ist, dass die Kombination des
Kalman-Filters mit dem externen Thresholding-Prozess zusétzlich als Support-Schét-
zer interpretiert werden kann. Mit dieser Erweiterung in Form eines externen Threshol-
ding-Prozesses im Kalman-Filter ist nicht nur die Reduzierung der #1-Norm gesichert,
sondern auch der optimale Support des Zustandsvektors. Dieser Prozess unterstiitzt

entscheidend die Rekonstruktion eines sparsen Signals.
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Die Beobachtungen im rauschfreien Fall zeigen uns sehr deutlich, dass das Kalman-
Filter mit externem Thresholding-Prozess nicht nur die exakte sparse Losung ermit-
telt, sondern auch die exakte Losung nach wenigen Iterationen liefert.

In der Praxis existieren allerdings keine storfreien Messungen. Messrauschen interpre-
tieren wir als stochastische Abweichungen zwischen der Messgrofe und dem Messsi-
gnal. Umfangreiche Untersuchungen mit gestorten Daten veranschaulichen in dieser
Arbeit, dass das Kalman-Filter mit externem Thresholding-Prozess zu einer akzep-
table Rekonstruktion fithrt. Die Vergleiche mit anderen in der Arbeit vorgestellten
£1-Minimierungsalgorithmen zeigen, dass die neuen Ansétze fiir das Kalman-Filter ei-
ne eindeutige Verbesserung fiir die Rekonstruktion von sparsen Signalen mit und ohne
gestorten Daten liefern.

Um die neuen Ansétze im Kalman-Filter mit den vorgestellten Algorithmen in der
Praxis zu testen, fithren wir ein Experiment in unserem hauseigenen Labor (ZESS)
aus. Fiir das Experiment verwenden wir die neuste Technik des entfernungsmessenden
3D-Bildgebungssystems. Das Ziel besteht darin, die Entfernung zwischen einer Kame-
ra und einem Paneel mit Hilfe des zu rekonstruierenden Zustandsvektors zu berechnen.
Zusatzliche Hindernisse, z. B. durch Einbau von transparenten Folien zwischen Ka-
mera und Paneel, beeinflussen das Messergebnis negativ, da zusétzlich Mehrfachrefle-
xionen auftreten, die nicht selektiert werden kénnen. Trotz verschiedener Hindernisse
konnen wir eine gute Rekonstruktion fiir die Entfernungsberechnung zwischen Kame-
ra und Paneel beobachten. Die Auswertungen zeigen, dass mit den neuen Ansitzen
fiir das Kalman-Filter auch in der Praxis, z. B. fiir die Entfernungsberechnungen mit
und ohne Hindernisse sowie unter Beobachtung gestorter Daten, die Rekonstruktion

sparser Signale anwendbar ist und erfolgreich umgesetzt werden kann.

12.2 Ausblick

Die vorliegende Arbeit bietet die Basis fiir weitere Untersuchungen in der Rekonstruk-
tion sparser Signale.

Die Untersuchung der analytischen Formulierung von CS, auf die wir im Kapitel 5.2
kurz eingegangen sind, ist von immenser Bedeutung. In der Theorie der analytischen
¢1-Minimierung gibt es noch viele Fragen, die geklédrt und untersucht werden miissen.
Koénnen z. B. optimale Analyse-Operatoren gefunden werden, dann ergeben sich fiir
spezielle Anwendungsbereiche mit der analytischen Formulierung viele Moglichkeiten.
Das grundlegende Ziel einer analytischen Formulierung von CS besteht darin, eine
Transformation so zu finden, dass das ,schwierige Problem in ein leicht zu berech-
nendes Problem iiberfiihrt werden kann.

Es gibt bereits ansatzweise vielversprechende Ausfithrungen und Untersuchungen in
[60-62], [64, 65] fiir die analytische Formulierung von CS.
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12.2 Ausblick

Mit den neuen Ansétzen, zum einen die Verkniipfung von konvexer Optimierung mit
den stochastischen Ansétzen der optimalen Schétztheorie und zum anderen die Ein-
flihrung von Optimalitdtskriterien der Schétztheorie fiir die sparse Rekonstruktion,
ergeben sich weitere Forschungsfragen. Es wére z. B. zu iiberdenken, ob der berechnete
Schitzwert wieder zur Initialisierung des Kalman-Filters verwenden werden koénnte.
Ebenso kann, wie in [71] aufgefiihrt, die Wirkung von vektoriellen Konvergenzbe-

schleunigungsverfahren auf das Kalman-Filter untersucht werden.

Des Weiteren existieren grundlegende Zusammenhénge zwischen der Optimierungs-
theorie und der Schétztheorie, die z. B. in [12, 13] genannt werden. Die Verkniipfung
von Optimalitdtskriterien mit der Schétztheorie kann fiir das Kalman-Filter zusétzlich
relevant sein. Ein gezieltes Optimalitdtskriterium fiir das Kalman-Filter mit externem
Thresholding-Prozess kann z. B. fiir die Eliminierung der restlichen Rauschanteile
verantwortlich sein. Immerhin wird durch den Thresholding-Prozess zirka die Halfte
der enthaltenen Rauschanteile bereits beseitigt. Der Support des zu rekonstruierenden
Zustandsvektors wird auf Grund der vorhandenen Rauschanteile nicht immer exakt
berechnet. Der Einsatz von Schétzverfahren fiir die Berechnung bzw. Abschatzung der
Supportmenge fiir den Zustandsvektor wére eine weitere Mafnahme zur Selektierung
von Rauschanteilen. Gelingt es uns, die exakte Supportmenge zu bestimmen, so bleibt
ein vernachlassigbarer geringer Rauschanteil erhalten. Eine Moglichkeit wére, z. B. ein
konstruktives Abbruchkriterium im Thresholding-Prozess zu implementieren, welches
die Beziehung zwischen der ¢;-Norm und der ¢3-Norm des berechneten Zustandsvek-

tor berticksichtigt.

Die Modellunsicherheiten, die durch die vereinfachte Abbildung des realen Systems
durch ein mathematisches Modell ausgedriickt werden, kénnen durch ein angepass-
tes mathematisches Modell reduziert werden, um damit auch die Unsicherheiten der

stochastischen Parameter im Kalman-Filter weiter einzuschranken.
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Anhang A

Definition von Normen und
Skalarprodukt

Definition A.0.1 Sei V' ein K-Vektorraum (K € {R,C}). Eine Norm auf V ist eine
Abbildung

IV —Ry, x|z

mit den Figenschaften:

(i) |z]| =0 <= x =0,V eV (Definitheit)
(ii) || Ax|| = |A| [|z]|, V& € V,YA € K (Positive Homogenitdt)
(iii) [z +y| <|z|+|yl,Ve,y eV (Dreicksungleichung)

Bemerkung 1 FEine Seminorm ist eine Abbildung, die nur die Homogenititseigen-

schaft und die Dreiecksungleichung erfullt.

Bemerkung 2 Die Abbildung
Il : R™ = [0, 00)

ist fiir einen Vektor @ € R™ und 0 < p < oo definiert durch

1

ll, = (En: Ixzp> ’ -

=1

(1) Fiir1 <p < oo ist die Abbildung eine Norm, die {,-Norm.

(2) Fiir0 < p < 1 ist die Abbildung nur eine Quasinorm, da die Dreiecksungleichung
nicht erfillt ist.
Die Quasinorm erfillt jedoch noch die Dreiecksungleichung, falls eine Konstante
K > 1 eistiert, d. h. |z +y|| < K (|lz]| + |yl), Ve, y € V.
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Definition A.0.2 Sei V' ein K-Vektorraum (K € {R,C}). Eine Abbildung
(,):VxV =K
heifit Skalarprodukt, falls Folgendes gilt:
(i) (x,z) >0 und (r,z)=0<x=0, VexeV (Positive Definitheit)

(it) (z,y) =(y, ), Ve,yeV (Hermitesch)

(ZZZ) <)\$1+M$2ay> :X<m1,y>—|—ﬁ<m2,y>, V$17$27y€Va )\aMEK

(x, \y1+py2) = Mz, y1) +p(x,y2), Va,y1,92 €V, A\ p €K (Sesquilinear)
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Anhang B

Normierung der Spaltenvektoren einer
Matrix

Wird eine Matrix A mit normierten Spalten bendtigt, so sind folgende Umformungen

moglich.
Die i-te Spalte der Matrix A = [a1, ag,. .., ay] bezeichnen wir mit a;.

Wir definieren eine Diagonalmatrix D

d11 0 e 0
0 dyp ... 0
D = ) o = diag (dy)
. : . i=1,...,n
0 0 ... dum
mit d; = ||a;||;" firi =1,...,n.

Wegen DD~! = I gilt auch b= ADD 'x.

Mit A= AD und Dz = % folgt b = AZ und

~ aj a2 an

 Lllaally llazlly” ™ flanlly ]
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Anhang C

Ableitung der Kalman-Filter-
Gleichungen iiber den Ansatz

orthogonaler Projektionen

In diesem Anhang leiten wir die Kalman-Filter-Gleichungen iiber den Ansatz orthogo-
naler Projektionen her. Dieser Ansatz ist die urspriingliche Ableitung, die von Rudolf
E. Kalman im Jahr 1960 entwickelt wurde. Die Herleitung iiber den Bayes-orientierten
Ansatz wurde hier nicht gewéhlt, da wahrscheinlichkeitstheoretische Grundlagen von
bedingten und unbedingten Verteilungsfunktionen ausfiihrlich dargestellt werden miiss-
ten. Der Innovationsansatz betrachtet zusatzlich eventuell vorhandene Korrelationen
zwischen Messrauschen und dem Prozessrauschen. Die Annahmen solcher Korrelatio-

nen werden in dieser Arbeit nicht beriicksichtigt.

Der optimale Schitzwert *~1 ist die orthogonale Projektion auf den von den vor-
herigen Messungen b)), ..., b(*~1) generierten linearen Unterraum Mj,_;. Der lineare

(k1)

Operator O soll die orthogonale Projektion eines Vektors @ auf den linearen

Unterraum verdeutlichen, d. h.

k=1 = o {a:““*l)/Mk,l} .

1

Das Skalarprodukt zweier Vektoren x!, 2 ist die Spur ihrer Korrelationsmatrix, d. h.

et = { (o) o2 (=)} )

Mit tr wird die Spur einer Matriz bezeichnet.

Kommen wir zur Herleitung der Kalman-Filter-Gleichungen iiber den Ansatz ortho-
gonaler Projektionen.

Zum Zeitpunkt ¢; erhalten wir einen neuen Messvektor b, den wir in zwei Teil-
vektoren zerlegen. Der eine Teilvektor liegt in dem Unterraum My _; und der andere

Teilvektor in dessen zugehorigen orthogonalen Raum,

b = () bl (C.1)
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Verschwindet der Vektor b(Ok,z,l nicht, so wird mit der aktuellen Messung ein neuer
Unterraum M, generiert. Der neu generierte Unterraum My wird zerlegt in den
vorhandenen Unterraum My _; und in den orthogonalen Unterraum Zj_q, der vom

Vektor b(Oklz_1 generiert wird:
M =Mp_1+ 21 mit Mp_1 L Z_;.

Der optimale Schitzwert ZT*) von x*) ist die orthogonale Projektion von ) auf

den neuen linearen Unterraum My, d. h.
k) = o {w(k)//\/lk} (C.2)
=0 {Cc(k)/(./\/lkfl + Zkfl)}

= 0{a® My} +0{a®/z, 4},

Der Ausdruck O {m(k) / Mk—l} entspricht der orthogonalen Projektion des Zustands-
vektors zum Zeitpunkt ¢ auf den vorhandenen linearen Unterraum Mjy_q und stellt

damit eine Pradiktion dar, die zum Zeitpunkt ¢;_1 berechnet werden kann. Ersetzen
wir den Ausdruck O {az(k)/Mk,l} mit Z~*), erhalten wir

) — 30 4 o {w(k) /zk,fl} . (C.3)

Der neue Schitzwert Z+*) resultiert aus dem Pradiktionsschitzwert Z~*) mit einer
Korrektur. Die Korrektur ergibt sich durch die orthogonale Projektion des Zustands
auf den zu Mj,_; orthogonalen, von den neuen Messungen b(*) generierten Unterraum
Zr_1. Das heiftt, dass die Korrektur des Pradiktionsschitzwerts orthogonal zum Un-
terraum Mj_; ist und damit auch zu £~ %), der die Projektion auf My_; verdeutlicht
und somit in diesem Unterraum liegt.

Der Préadiktionsschatzwert kann als bedingter Erwartungswert einer zukiinftigen Zu-
fallsvariable, bedingt durch die vorhandenen Messwerte, interpretiert werden. Die Sy-

stemmodellgleichung (4.1) aus Kapitel 4.1.1

k) = A(k=1)p(k=1) 4 4,y(k=1) (C.4)
wird in den hergeleiteten Ausdruck

7= = 0 {x(k) /M,H} (C.5)
eingesetzt. Wir erhalten

z® =0 { (A(k—nm(k—l) ¥ w(k—l)) /Mk—l}

— Ak-Dp {mw—l)/Mk_l} L0 {ww—l)/Mk_l} '

— 142 —




Anhang C Ableitung der Kalman-Filter-Gleichungen (iber den Ansatz orthogonaler Projektionen

Die orthogonale Projektion O {w(kfl)/./\/lk,l} verschwindet, weil w*~1) unabhéngig
von £*~1) und v*~1) (definiert in Kapitel 4.1.2, Gleichung (4.2)) in allen Iterationen
ist. Es gilt also

7)) — A=D1 {x(k_l)//\/lk_l} '

k—1)

In Fillen, in denen v( und w® korrelieren, d. h. eine Beziehung besitzen, ver-

schwindet die orthogonale Projektion nicht. Solche Félle werden mit dem Innovati-

onsansatz [56] gelost.

Aus der Gleichung (C.2) folgt
FHE-1) _ {.’E(kil)/./\/lk71}
und damit
g~k = Ak-Dg+k-1), (C.6)

Durch die Linearitét der Orthogonalprojektion O kann die orthogonale Korrektur als
eine lineare Funktion des Vektors bo, , in Gleichung (C.3) wie folgt interpretiert

werden:
0 {me) /zk_l} = KM (C.7)

K" ist eine Gewichtsmatrix, die den orthogonalen Anteil des Vektors %) auf die

orthogonale Korrektur des Pradiktionsschéitzwerts abbildet.

Als Nichstes werden wir den orthogonalen Anteil von b*) bestimmen, d. h.
(k) _ k
ot = 0 {o® /M
Setzen wir die Beobachtungsgleichung (4.2) aus Kapitel 4.1.2
b*) = c®) k) 4 k)
ein, erhalten wir
k
b-(/vl)k—l =0 {(C(k)w(k) + U(k)) //\/lk_l}

—c®o {m“f)/Mk_l} 10 {v(k)/Mk_l} .

Der Rauschanteil v(*) ist von allen anderen zuriickliegenden Messungen unabhéngig,
daher gilt O {v®)/M,,_1} = 0. Mit Gleichung (C.5) folgt direkt

k ~—
bl =cWz-®), (C.8)
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Mit der Auflssung der Gleichung (C.1) nach b(OkZ,l und dem Einsetzen der Glei-
chung (C.8) erhalten wir

k ~
by =M —c®g=®, (C.9)
Zusammenfassend folgt aus Gleichung (C.3), (C.7) und (C.9)
gtk = z=(®) 1 g®) (b(k) - C<k>:§*(’f)). (C.10)

Darauffolgend berechnen wir die Kalman-Gainmatrix K als optimale Abbildungsma-
trix und anschliefend leiten wir eine Vorschrift zur Berechnung der Schétzfehlerkova-
rianz P, her.

Kommen wir zur Bestimmung der Kalman-Gainmatrix K. Als Erstes betrachten wir
den Schétzfehler

R _ k) _ (k) (C.11)

und den Préadiktionsfehler
e ) = k) _z=(h), (C.12)

Den Zusammenhang zwischen dem Préadiktionsfehler und dem Schétzfehler erhal-
ten wir, indem wir die Gleichung (C.4) und die Pradiktionsgleichung (C.6) in Glei-
chung (C.12) einsetzen.

e k) = A(k=1)p(k=1) 4 4py(k=1) _ f(k=1)Z+(k-1)
— A=) gt k=1) g (b=1)
Da das Kalman-Filter ein erwartungstreuer Schitzalgorithmus ist, sind auch Schétz-

fehler und Préadiktionsfehler erwartungswertfrei. Fiir die Pradiktionsfehlerkovarianz

ergibt sich direkt wegen der Erwartungswertfreiheit

_ Ak-Dp {e+(k71)e+(k71)H} AR Q-1
_ A(k—1)P6+(k—1)A(k—1)H + QD). (C.13)

(k—=1)

Wahrend der Formulierung wurde berticksichtigt, dass w erst ) beeinflusst

und somit auch erst e™(*).

Setzen wir die Gleichung (C.10) in (C.11) ein und wenden das Beobachtungsmodell
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geméfs Gleichung (4.2) an, so erhalten wir
et (k) — k) _ [5—(@ L K® (b(k) _ C(%_(k))]

— k) _ {g(k) LKW (Cuf)w(k) L) C(k)g(k))}

~ o) _ g o) _ Rk (k)
- (I - K(’“)C(k))e’(k) — KRy®), (C.14)

Weil der Schitzfehler et orthogonal auf allen verarbeiteten Daten und deren abgelei-
teten Grofen ist, konnen wir fiir die Bestimmung der Kalman-Gainmatrix K unter
Beachtung (C.8) folgenden Ausdruck fordern:

0= £ {e@pf)" |

_E {e+<k> (6% C('ﬂ)@-(k))H}

I
&

r 1T H
{ (I_Kac)C(k))ef(k)_K(k>,,,<k> b<k>_c<k>§<k>] }

I
&

r 1T 51
{ (I_ K(k)g(k)>e—<k>_ KR y®) | [ k) gk) 4 k) _C<k>§—(k>] }

_ { (IfK(k)C(k)>e—(k)fK(k),v(k) CF =) 4 ()

Die Erwartungswerte iiber die Mischterme verschwinden, da v*) nicht den Pradikti-

onsfehler e~(¥) beeinflusst, also nicht von ) abhingig ist. Wir erhalten somit
0= (I _ K(k)c(k)> P-Wc®" _ g0 R®
und nach Auflésen die Kalman-Gainmatrix:

0= P-Wc®" _ g® oW p-c®” _ gk pk)

pP-Ho®" = gWe® p-kc®™ 1 g Rk

P o®* — f®) <C<k> p-ko®™ | R(k))

K® = p-o®" (C("“)Pe_(k)C’(k)H + R<'f>)*1. (C.15)

Als letzte Ausfithrung leiten wir noch die Vorschrift fiir die Schitzfehlerkovarianz P

her, indem wir die Gleichung (C.14) verwenden.
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Es folgt

ptk) — g {e+<k>e+<k>H}

e .

H
(I_K(mcac))ef(k) _ K(k:)U(k)] }

(I _ K(k)g(k)>e—<k> _ K(mv(k)]

und mit Wegfall der Mischprodukte durch die Unabhéngigkeit zwischen v und x sowie

allen zuriickliegenden Messwerten gilt:

e

Pk — <I _ K(k)C(k))Pe_(k) (I _ K(k)c(k))H + K®) gk ()"
=p® _ gk p-(k _ p-c®" gk
+ KWW p-BHc®? g®" 4 g®) pk) k)"

= P _ gk k) p-k)

€

p-RHo®" _ k) <C(k> p-®Oo®* 4 R(k))] K®T

Setzen wir die Kalman-Gainmatrix aus Gleichung (C.15) ein, folgt somit fiir die
Schitzfehlerkovarianz P

€ € €

Pk — p-t) _ g o) p—(k) _ ( p-Ho® _ P;(’“)C(’“W) K0

— P _ kW p-k), (C.16)

e

Zusammenfassend geben wir die Kalman-Filter-Gleichungen (siehe [56]) fiir den Schétz-
algorithmus geméf Gleichung (C.6), (C.13) sowie (C.10), (C.15) und (C.16) an.

Pradiktion (Prognose):
7- (k) — A=) g+(k=1)

P = A1) pr(h=1) g(k=DF | (k1)

Korrektur:

FT®) — 5=k 4 g®) (bw) _ C(@g,r(’f))
K® — p-B) " (Cw p-Wo®" 4 R(k))‘l

ptk) — ( I— K(k)c(k)) p-)
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Anhang D

Beweis der Konvergenz des

Kalman-Filters

Mit diesen Ausfiithrungen werden wir die Konvergenz des Kalman-Filter-Algorithmus 4
(EKF) beweisen, indem wir den Beweis fiir die Reduzierung der ¢1-Norm zeigen.

Die ¢;-Norm ist gegeben durch
n n =
hz) = ||z, = > |l :Zﬁxu @i # 0. (D.1)
i=1 i=1 """

Fiir die Konvergenz der ¢;-Norm, unter Berticksichtigung der Kalman-Gleichungen,

gilt fiir den Zustandsvektor x;, in der (k + 1)-Iteration:

n(z,040) = Hazp T Ey 55—<k+1>H1 . (D.2)

v v

Gleichung (D.1) koénnen wir fiir die Linearisierung auch anders ausdriicken
h(z) =|z|, = H(z) =
mit

H(w)_dh@)_[ff’f 25 :v]
ESTINE ST EA

und fiir die (k + 1)-Iteration setzen wir vereinfachend

dh(x) dh(x) dh(x)
dzq dze 7 dz, |&,+Ex &5 ¢V

Ly

H(k-‘rl) — |:

und damit gilt fiir den Zustandsvektor m;(kH)

v

h (@ (k+1)> — g+ . [@p +Epx :/B\;(k+1)]

_ H(k+1)fb\p+H(k+1)E/\/‘{/B\;(k+l).
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Aus der Kalman-Gleichung

(k+1) —(k+1) H
Yy v 1

= Vit1 H{U\p +Evz
unter Beriicksichtigung von

@, (kD) — z+() (D.4)

folgt

(k+1)

Y& = |8 + En @)

Weiter geht es mit der Kalman-Gleichung

gD = (k1) 4 p(kt1) [y(k+1) _h <£;(k+1)>] 7
Linksmultiplikation mit

dh(x)
CiftY = dz  |&,+By 3, © By = HFD Ry, (D.5)
P v

ergibt

C kD) p+(k+1) — o(k+1) 5—(k+1)

(D.6)
+ kD) g (k1) [y(k—i-l) —h (/m\;(kﬂ)ﬂ '
Setzen wir die Gleichung (D.5) in Gleichung (D.3) folgt
h (@\;(Hl)) = H g, gEDE) 7o ()
—_—————
ciFm (D.7)

— B+, ok Dz (kD).

Die erhaltene Gleichung (D.7) wird in Gleichung (D.6) eingesetzt
CUHZHETD) — Okt g (k1)
+ (D) fe kD) [y(kJrl) _h <{B\;(k+1)> }
_ O ) o) (k)
. [y(k:-i-l) _ <H(I<:+1){B\p I Cl(/k—&-l)a:\;(k—i-l))}
_ Cl(,k+1)§z\;(k+1) + Cl(,k+1)K(k+1)

. <y(k+1) _ H(k+1)£p _ C£k+1)£;(k+1))
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und mit der Addition von H*tDz, — y*+1) auf beiden Seiten folgt
HENG, — () 4 g7+
— O+ fe kD) <y(k+1) _ H(k+1)53\p _ ,EkJrl){B\;(kJrl))

+ HH g, D) | okl (1)

= HF g, — kD) | oD g (1)
— kD ekt <H(k:+1):/ip + gkt y(k-i-l))

_ (I _ C£k+1)K(k+1)> (H(k+l){v\p + Ol Dg (kD) y(ml)). (D.8)

Nehmen wir den linken Teil der Gleichung und den rechten Faktor der rechten Seite
der Gleichung (D.8) und vergleichen diese beiden Ausdriicke, so gilt auf Grund der
Abnahme der #;-Norm folgender Ausdruck

‘H(Hnﬁp + Ol D g (k1) y(k+1)‘
(D.9)

< ‘H(kJrl){E\p 4 Ol g (D) y(kJrl)’ _
Unter dieser Beobachtung (D.9) muss in Gleichung (D.8) folgender Ausdruck gelten

CUFVKE+D) < 1, (D.10)
Betrachten wir die Kalman-Gleichung

KD — p (et (k) (C(k—&-l)Py—(k—i-l)C(k—i-l)H n Rl(/k+1))‘1

v v v
und multiplizieren diese links mit C’,(,IQ—H)7 dann folgt
O+ feht1) —
CEHD) p (1) G )" (C’Sk-i-l)PV—(k—&-l)C’Sk—&-l)H n R(Vk;+1)) -1
und damit unter Beachtung von Gleichung (D.10)

C(k+1)P7(k+1)C(k+1)H

Bj — Cl(/k‘+1)K(k+1) — (D].l)

C£k+1)PV—(k+1)Cl(/k+1)H 4+ pik+D ©

Im letzten Teil des Beweises kommen wir zur definierten ¢;-Norm in Gleichung (D.2)

und setzen
Chs1 = prJrEN:vi( * )H

sowie

- ch\p +Ey 55:<’f>H1 .
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Fiir eine Konvergenz muss die Bedingung
Ck+1 S Ck. (D.12)

gelten. Es gilt

cri1=h [ap +Ex [:’c‘j(’” KUY (@ —h (@ +Ey £j<k>>)]]

Vk+1Ck

Ck

ck(Ye+1—1)

/m\;'!‘(k+1)

=h |:i/l3\p +Enz® — By KED (1 — ) ck} .

Entwickeln wir die in Gleichung (D.2) definierte Funktion h unter den Bedingungen
im Kapitel 6.1 in ein Taylorpolynom ersten Grades um den Entwicklungspunkt &, +
Exzs® unter Beachtung der Gleichung (D.4) und der festgelegten Jacobi-Matrix
in (6.5), gilt

. ~ dh(x)
_ E +(k>H _anx) Ea K& (1
Ck+1 chp +hvzy 1 dx ‘@,JrEN 1+ ®) N (1 = Yot1) ck
o ~
C£k+1)
+ REST
= ¢, — CHFOKED (1 — 4, 01) ¢p + REST.
~—_————

B

Der Ausdruck ,REST* stellt die Terme hoherer Ordnung einer Taylorreihenentwick-
lung dar und kann als Fehlerterm der Approximation betrachtet werden.
Mit der Definition von 5 in Gleichung (D.11) unter der Bedingung 0 < 5 <1 gilt

i1 =k — B (1 —Ypt1) ck
~———

0<(I—yg+1)<1

< Ck. (D.13)

Mit der letzten Gleichung (D.13) wurde die Gleichung (D.12) bewiesen, d. h. die ¢;-
Norm wird in jedem Iterationsschritt reduziert. Damit wurde gezeigt, dass wir eine
monoton fallende Folge konstruiert haben. Nach dem Monotoniekritierium fiir Folgen
gilt, dass jede monoton fallende Folge konvergiert, wenn sie nach unten beschrankt ist
[70]. Mit Definition A.0.1 aus Anhang A gilt ||-[[; > 0. Die ¢;-Norm ist nach unten

beschriankt und damit ist die hergeleitete Folge ¢ konvergent.
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Anhang E

Herleitung Matrixinversionslemmata

Der wesentliche Vorteil fiir die Anwendung des Matrixinversionslemmas besteht darin,
dass nicht die gesamte Blockmatrix invertiert werden muss, sondern nur die einzelnen
Blocke der Matrix. Fir die Herleitung sei angenommen, dass P € C"*™ und R €
R™*™ gymmetrische, positiv definite Matrizen sind. Damit ist die Invertierbarkeit
der Matrizen P und R gegeben. Die Matrix C' ist, wie bereits definiert, eine m x n-

Matrix. Wir werden die folgende Gleichung beweisen
—1 —1
(P—l + CHR—lc) —P- PCH(CPCH + R) CP. (E.1)

Dazu sei die Matrix B mit den definierten Eigenschaften der genannten Matrizen

geméf der linken Seite der Gleichung (E.1) in Blockstruktur aufgebaut:

p-1 cH
B = .
C -—-R
Um die Matrix B in ihrer Form zu invertieren, benotigen wir zunachst die Inverse der
Matrix P und R, um dann anschlieffend die Matrix (P_1 + CHR_1C) zu invertieren.
Auf der rechten Seite der Gleichung (E.1) erkennen wir, dass nur eine Inverse berechnet

werden muss.

Mit den Voraussetzungen an die Matrix B existiert eine Inverse

D G
B ' =

mit der Eigenschaft

BB ' = IO.
01

Das fiithrt zu folgendem Gleichungssystem

P'D+CHGY =1 (E.2)
P'G+CHE = 0
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CD-RGY" = o0 (E.3)
CG-RE = 1

Auflésen der Gleichung (E.2) nach D und Linksmultiplikation mit P ergibt

P'D = 1-CHGH
D — P(I—CHGH)

D = P-pCiGH (E.4)
Gleichung (E.3) wird nach G umgestellt

CD = RGH
GY = R'CD,

in Gleichung (E.4) eingesetzt und nach D aufgelost

D = P-PC"R'CD
D+ PCHR'CD = P
<I+PCHR—1C)D - P
D = I+PCHR*10>_1P

D

-1
D - (P'+P'PC'R'C)
-1
(P—1 n CHR—lc) . (E.5)
Linksmultiplikation der Gleichung (E.4) mit C' und Anwendung der Gleichung (E.3)
ergibt
CD = CP-CPC"G"
RG" = cp-cprc'G"
CP = RG"+cCPC"G"
cp = (R+CPCY)G"

leL (CPCH+R)_ICP. (E.6)
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Gleichsetzen der Gleichungen (E.4) und (E.5) sowie unter Verwendung von (E.6) folgt

P - pclgh = (P*l + CHR”C')_l

die Behauptung der Gleichung (E.1).
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Anhang F

Stochastische Analyse -

Schatzfehlerkovarianzmatrix

Gemifs Kapitel 6.2 sei die LQ-Zerlegung der Matrix C' mit
C=LQ

definiert. Es gilt b = C'x + v, wobei v erwartungswertfreies gaufsverteiltes Rauschen
mit Kovarianzmatrix R = FE {v . UH} ist.

Wir erhalten nach Kapitel 6.2 einen Schéatzer

Zy = L{'b
= L' (Cx+w)
= L'LiQiz + Li'v
= Qz+ L'

= X9+ Ll_lv.
Fir den Fehler erhalten wir:

e = To— T

Deshalb gilt E {eg} = L;'F {v} = 0 sowie fiir die
Fehlerkovarianz F {eo . eg} = Ll_lR (Ll_l)H. Fiir den partikuldren Schéatzer folgt

Q"z

= Q'zo+ Qlz, .
N—_——

v eN(C)

8)
Il
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Mit Z = Z, + v, und Z, = QY Z; folgt

Efz}y = E{x,}+ E{v.}
— E{a,}+ E{w}
= E{mp}+’/xa

wobei v, als deterministisch bestimmte Konstante interpretiert wird. Fiir den Erwar-

tungswert von &, und e, gilt

E{z,} = E{Ql'm}
= QI'E{Zo}
= Qi {zo}

sowie

Elept = E{xp—xp}
= QY (E{@o} — E{m})
= Ql'zo—Qi'zo

= 0.
Weiterhin ist fire = — x

E{e} = E{z}-FE{z}
= FE{xp} +v, — F{x}
= E{x,—x}+u,

= V.
Zusammengefasst ergibt sich fiir die Fehlerkovarianz

E{(e—E{e})(e-Efe)'} = E{@-x-E{e})@-o—E{eh"}
- E{(ip—l—ux—:c—ux (:fp+um—a:—ux)H}
= B{@-2) @ )"}
= E{eyey)}
= QILI'R(L7Y)" Q1.
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