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1 Einleitung

Die vorliegende Arbeit soll als ein Beitrag zur empirischen Erforschung des Unter-
richtsinhalts verstanden werden. Dabei gehe ich von einem Verstindnis des Unterrichts-
inhalts aus, das sich vom allgemeinen Sprachgebrauch unterscheidet. Mit dem Begriff
,Unterrichtsinhalt’ ist nicht allein das Thema einer Unterrichtsstunde oder die im Unter-
richt behandelte Sache gemeint, sondern — zunéchst vereinfacht und umgangssprachlich
ausgedriickt — das, was im Unterricht aus einem (vorgegebenen) Thema ,gemacht® wird.
Aus diesem Verstdndnis (so viel kann schon hier gesagt werden) ergeben sich zwei Pré-
missen fiir die Analyse: Erstens kann der Ausgangspunkt nur der empirisch vorfindliche
Unterricht selbst sein. Zweitens kann die Analyse nicht beim Unterricht stehenbleiben,
sondern muf3 dariiber hinaus nach Bedingungen suchen und in die Analyse einbinden,
die ersichtlich Einfluf auf die Konstitution des Unterrichtsinhalts haben.

Die Anzahl der Vorarbeiten zu diesem Themenkomplex sind dabei unverhiltnismifBig
gering. Der Unterrichtsinhalt als Forschungsgegenstand scheint bis heute vernachléssigt
zu sein. Das ist um so erstaunlicher, wenn man zur Kenntnis nimmt, wie vielfiltig sich
der aktuelle Stand der Unterrichtsforschung darstellt. Er ist derzeit kaum noch zu iiber-
blicken, was bereits als Problem formuliert wird:

,»Aufgrund der Ausdifferenzierung und Verdstelung von Fragestellungen, der Entstehung immer
neuer Spezialititen und — nicht zuletzt — der Zunahme von Publikationen wird es zunehmend
schwieriger, z.T. schon unmdglich, bestimmte Themen oder Themenbereiche der Unterrichtsfor-
schung — geschweige denn diese insgesamt — verfolgen zu wollen.* (Terhart 1995)
Bei einer Durchsicht der (deutschen) Literatur zur Unterrichtsforschung, die aus oben
genanntem Grund keinen Anspruch auf Vollstandigkeit erheben kann, findet man nur
selten Hinweise, die auf den Forschungsschwerpunkt des Unterrichtsinhalts schlieBen
lassen. Sehr hdufig findet man interaktionstheoretische Ansétze (vgl. zum Beispiel Ma-
ckert 1983, Voigt 1984, Krummheuer/Voigt 1991) oder aber der Unterrichtsinhalt wird
eingeschriankt auf das im Unterricht behandelte Thema (Prereira/Keitel 1995, Niege-
mann 1981, Tietze 1981). Andere Unterrichtsanalysen, die den Unterrichtsinhalt be-
rlicksichtigen, reichen nicht tiber den Unterricht selbst hinaus (zum Beispiel Faust-Siehl
1987).!

Die Analyse von Mathematikunterricht mit dem Schwerpunkt des Unterrichtsinhalts im
oben genannten Sinn kann jedoch vor dem Hintergrund der Ergebnisse der Third Inter-
national Mathematics and Science Study , kurz: TIMSS? eine neue Aktualitit gewinnen.
Die internationale Leistungsvergleichsstudie hat in Deutschland ein breites Interesse
gefunden. Insbesondere das Ergebnis, dal Deutschland im internationalen Vergleich

! Wierichs stellte 1989 fest: ,»Das Unbefriedigende an den bislang vorliegenden empirischen Untersu-
chungen besteht darin, dafl das Beziehungsgefiige, in dem der Unterrichtsinhalt steht, nicht angemessen
beriicksichtigt wird.* (Wierichs 1989, S.61) — Daran scheint sich nichts gedndert zu haben.

2 Vgl. Baumert u.a. (1997 und 1999)



beziiglich der mathematischen Leistungen am Ende der Jahrgangsstufe 8 ,,nur* in einem
breiten Mittelfeld zu finden ist, hat vielfiltige Reaktionen hervorgerufen’.

Die Suche nach Ursachen und Konsequenzen aus diesen Ergebnissen hat gerade erst
begonnen. Baumert, Herausgeber der deskriptiven Ergebnisse von TIMSS 1II (1997) und
TIMSS III (1998 b), sieht mogliche Ursachen fiir die Leistungsunterschiede in folgen-
den Bereichen:

»— in der generellen Wertschitzung von Bildung und schulischem Lernen und der damit verbun-
denen Bereitschaft, personliche Ressourcen vor allem nichtmonetérer Art zu investieren

— in der spezifischen Lernkultur eines Schulwesens und in der Bedeutung, die dem kontinuierli-
chen und systematischen Wissenserwerb und der damit verbundenen Anstrengung und Aus-
dauer zugemessen wird

— in der gesellschaftlichen und schulischen Wertschitzung der mathematisch-natur-
wissenschaftlichen Facher und schlieBlich

— in der Qualitdt des Fachunterrichts selbst. Vor allem die deskriptiven Befunde der Video-
Studie* sprechen dafiir, da3 weniger die allgemeinen sozialen Interaktionsformen im Unter-
richt als vielmehr die Aufgabenstellungen und die im Bearbeitungsvorgang ausgelosten kogni-
tiven Prozesse fiir unterschiedliche Leistungsentwicklungen verantwortlich sind.* (Baumert
1999, S.65)

Insbesondere der letzte Ursachenkomplex ist hdufig mit unterschiedlichen Schwerpunk-
ten diskutiert worden: Von einer neuen ,,Aufgabenkultur® oder ,,Unterrichtskultur ist
die Rede, man miisse selbsttitiges und kooperatives Lernen fordern, systematisches
Wiederholen und Sicherung von Basiskenntnissen und mathematischen Grundvorstel-
lungen sind weitere Stichworte, die vielfach auftauchen (vgl. Baumert/Koller 1998,

Baumert 1999, die Beitrdge in Blum 1998).

Es werden aber auch ganz unterschiedliche bildungspolitische Konsequenzen gezogen:
So spricht Durner (1998) von den Vorteilen des gegliederten Schulsystems, die die
TIMS-Studie zu Tage gebracht habe und fordert die Vergleichbarkeit von Schulab-
schliissen und zentrale Priifungen, wihrend sich Ratzki (1998) gendtigt sieht, die Ge-

samtschule zu verteidigen.

Die Konsequenzen aus der TIMS-Studie sind also vielféltig und eigentlich nicht neu.
Die Diskussion iiber eine Verbesserung des Mathematikunterrichts hat schon vor der
Veroffentlichung der TIMSS-Ergebnisse eingesetzt. Aber sie haben dazu gefiihrt, daf3
nun konkrete, staatlich geférderte Mafinahmen ergriffen werden, die zu einer Verbesse-
rung des Mathematikunterrichts fiithren sollen (z.B. das Programm zur ,,Steigerung der
Effizienz des mathematisch-naturwissenschaftlichen Unterrichts* der Bund-Lénder-
Kommission fiir Bildungsplanung und Forschungsférderung (BLK) von 1997).

Man gewinnt den Eindruck, daB durch die (vorerst) deskriptiven Ergebnisse der TIMS-
Studie alte Forderungen zur Verbesserung des Unterrichts neue Schubkraft gewinnen,

3 Vgl. z.B. mathematik lehren, Heft 90, oder Pidagogik, Heft 6/98

* Zusitzlich zur TIMSS-Hauptstudie wurden in Deutschland, Japan und USA Unterrichtsstunden vide-
ographiert und die unterschiedlichen kulturellen Skripte vergleichend herausgearbeitet (vgl. Baumert u.a.,
1997).



die TIMS-Studie selbst — als Leistungsvergleichsstudie — aber wenig geeignet erscheint,
solche Forderungen zu belegen. Denn sie schaut nicht in den Unterricht hinein, sondern
wertet nur die Ergebnisse des Unterrichts als Leistungsmerkmale von Schiilern’ aus.
Mehr AufschluBl konnte die Video-Studie dariiber geben, was im Unterricht selbst pas-
siert und welche Faktoren den Unterricht beeinflussen. Die derzeitigen Forschungs-
schwerpunkte zu TIMSS-Video® nehmen allerdings jeweils nur bestimmte Aspekte auf,
wie zum Beispiel verbale Interaktion, Unterrichtsklima, Problemlosen im Mathematik-
unterricht. Keine der Arbeiten 146t nach den Kurzbeschreibungen jedenfalls erkennen,
dafl der Unterrichtsinhalt im Sinne der hier zugrunde liegenden Definition als For-
schungsgegenstand in Betracht gezogen wird.

Die Frage nach der Moglichkeit der Verbesserung des (Mathematik-) Unterrichts kann
aber meines Erachtens nicht beantwortet werden, ohne ein Bild davon zu haben, was
der Unterrichtsinhalt ist, wie er sich konstituiert, welche Mdglichkeiten und Beschrén-
kungen der Aneignung und Interpretation der Welt in ihm aufgehoben sind. Ich mochte
in dieser Arbeit daher den Unterrichtsinhalt im Mathematikunterricht auch als einen
bisher nur unzureichend beriicksichtigten Aspekt fiir die Unterrichtsqualitdt herausstel-
len. Es wird um die Frage gehen, was im Unterricht an Wissen erscheint und wie es
erscheint; was sich Schiiler im Unterricht also prinzipiell aneignen kdnnten — nicht aber,
was sie sich tatsdchlich angeeignet haben — und welche Faktoren zur Begriindung und
Erklarung beitragen konnen. Es wird davon ausgegangen, daf3 sich der Unterrichtsinhalt
in einem Beziehungsgefiige konstituiert, das grundlegend fiir das Verstdndnis und die
Analyse des Unterrichtsinhalts ist.

Ich kann mich dabei auf zwei Arbeiten stiitzen: Menck (1986) und im Anschluf3 daran
Wierichs (1989) haben versucht, eine Theorie des Unterrichtsinhalts darzulegen und
eine Methode konzipiert, die eine Untersuchung des Unterrichtsinhalts ermdglicht.
Menck verstand seinen Ansatz als fiacheriibergreifend, Wierichs hat ihn fachlich fiir den
Padagogikunterricht konkretisiert. In dieser Arbeit mochte ich diesen Ansatz weiter
verfolgen und aufzeigen, wie er auch fiir den Mathematikunterricht fruchtbar gemacht
werden kann.

Daraus ergeben sich zwei Schwerpunkte: Einerseits soll die Methode der Analyse von
Unterrichtsinhalten weiterentwickelt werden. Es soll deutlich werden, wie die von
Menck und Wierichs vorgelegte Methode auf andere Facher zu iibertragen ist. Dazu
sind fachdidaktische Uberlegungen unerléBlich. Ich habe dennoch versucht, den allge-
meinen Gedankengang so herauszustellen, daB eine Ubertragbarkeit auch fiir andere
Féacher gewihrleistet ist.

> Ich spreche hier und im folgenden von ,Schiilern‘ und nicht von ,Schiilern und Schiilerinnen‘, ebenso
von ,Lehrern® und nicht explizit von ,Lehrern und Lehrerinnen‘. Dies hat ausschlielich pragmatische
Griinde, und natiirlich meine ich damit immer beide Geschlechter.

% Nachzulesen auf den Internet-Seiten des Max-Planck-Instituts fiir Bildungsforschung, Berlin.



Andererseits soll die vorliegende Arbeit Erkenntnisse iiber den Unterrichtsinhalt im
Fach Mathematik liefern. Welcher Art ist das Wissen, das im Unterricht erscheint, wer
beansprucht die Geltung fiir dieses Wissen, haben Schiiler die Moglichkeit, das Wissen
in Frage zu stellen, welches Bild von Mathematik wird im Unterricht vermittelt, und
welche Rolle spielen dabei der Lehrer, die Richtlinien, die Schulform, die Schiiler? —
Dies sind Fragen, die sich auf den konkreten Unterricht beziehen, und die im empiri-
schen Teil zu beantworten sind.

Im einzelnen gliedert sich die Arbeit wie folgt: Zunichst werde ich den Unterrichtsin-
halt theoretisch in einen Zusammenhang mit den ihn bestimmenden Faktoren stellen
(Kapitel 2). Wo es notwendig erschien, habe ich den Ansatz von Menck (1986) und
Wierichs (1989) durch fachdidaktische Uberlegungen zum Mathematikunterricht er-
ginzt. Dieses Kapitel bildet den theoretischen Hintergrund fiir die folgenden Uberle-

gungen.

In Kapitel 3 stelle ich zwei mogliche MaBstébe fiir eine Kritik des Unterrichtsinhalts
vor. Eine Unterrichtsanalyse kann nie rein deskriptiv sein, immer liegen ihr bestimmte
WertmaBstibe zugrunde. In diesem Kapitel werde ich daher beschreiben, welche Auf-
fassung von ,gelungenem‘ Unterricht dieser Arbeit zugrunde liegt und daraus zwei
Moglichkeiten ableiten, den Unterrichtsinhalt zu kritisieren. In 3.1 entwickle ich dazu
ein sogenanntes ,Strukturgitter, das die Mathematik als Teil der gesellschaftlichen Pra-
xis unter bestimmte Kategorien fafit, die dann an den Unterricht angelegt werden kon-
nen, um zu ermitteln, welches Bild der Mathematik im Unterricht reprisentiert wird.
Ein weiterer MaBstab wird unter dem Aspekt der ,Offnung des Wissens® (3.2) beschrie-
ben, den ich von Wierichs (1989) iibernehme und fachlich fiir den Mathematikunterricht
konkretisiere.

Anschliefend werden eine Arbeitshypothese, die Grundlage und die Methode der Un-
terrichtsanalysen (Kapitel 4) vorgestellt, bevor in Kapitel 5 die Einzelfallanalysen fol-
gen. Hier werden sechs Unterrichtseinheiten (Lehrer A-C), die aus einem Forschungs-
projekt stammen, das Mitte der 1970er Jahre begonnen, aber nicht abgeschlossen wur-
de’, ausfiihrlich analysiert. Es folgen aus dem Jahr 1998 zwei Unterrichtsanalysen (Leh-
rer D und E), die sich auf eine knappe Darstellung der wesentlichen Aspekte beschrin-
ken. Sie sollen auch dazu dienen, die Aussagekraft der Analysen der élteren Unter-
richtsdokumente einzuschétzen. Darauf wird dann im Kapitel 6 ndher eingegangen. Au-
Berdem werden hier die Ergebnisse unter den wichtigsten Gesichtspunkten insgesamt
zusammengefalt.

7Vgl. Menck 1977



2 Der Unterrichtsinhalt

Der ,Unterrichtsinhalt® ist im allgemeinen Sprachgebrauch meist ein Synonym fiir das
,Thema* einer Unterrichtsstunde, fiir die ,Sache‘, um die es im Unterricht geht. Eine
solche Gleichsetzung hat allerdings zur Folge, da3 zwei thematisch gleiche Unterrichts-
stunden, die aber bei unterschiedlichen Lehrern, an verschiedenen Schulformen oder zu
unterschiedlichen historischen Zeiten stattfinden, in ihrem Inhalt nicht zu unterscheiden
wiren. Dal dies nicht der Fall ist, sagt einem schon die eigene Schulerfahrung. Herwig
Blankertz hat dieses Phanomen unter dem Stichwort der ,,methodischen Leitfrage* zu
fassen versucht: Am Beispiel des Themas ,,Tuberkulose“8 zeigt er, ,,daB} ein einzelnes
und im Wortlaut identisches Thema verschiedene Mdéglichkeiten fiir Akzentuierung und
damit auch fiir Unterrichtsziele bietet (Blankertz 1972, S.98). Inhalt und Thema sind
insofern zwei unterschiedliche Dinge, als die Moglichkeit gegeben ist, dal ein Thema
verschiedene Unterrichtsinhalte zur Folge haben kann - je nachdem, wo der Schwer-
punkt des Themas gesetzt wird. Den Schwerpunkt des Themas setzt vor allem der Leh-
rer. Doch ist er in seiner Entscheidung nicht vollig frei. Thm sind durch den Lehrplan,
durch die Voraussetzungen seiner Schiiler, durch die Schulform, die Lehrbiicher, die
Didaktik usw. Grenzen gesetzt. Diese vielen Faktoren wirken mit an der Konstitution
des Unterrichtsinhalts: Der Unterrichtsinhalt steht in einem ,,Beziehungsgefiige*
(Menck 1986, S. 136).

Menck (1986) und im Anschlull daran Wierichs (1989) haben versucht, diese Faktoren
ndher aufzuschliisseln und fiir eine Analyse des Unterrichtsinhalts fruchtbar zu machen.
Diese beiden Arbeiten bilden die Grundlage fiir dieses erste Kapitel, in dem der Unter-
richtsinhalt definiert und in Beziehung zu den ihn bestimmenden Faktoren gesetzt wird.
Ich iibernehme die wichtigsten Aspekte von Menck und Wierichs und ergidnze sie an
einigen Stellen durch neuere Forschungsergebnisse, insbesondere aus der fachdidakti-
schen Diskussion des Mathematikunterrichts.

Bevor das ,Bezichungsgefiige® nun niher erldutert wird, sollen einige Definitionen eine
klare Abgrenzung zwischen verschiedenen didaktischen Begriffen schaffen’:
,» »Fdcher‘ oder ,Lernbereiche‘ umschreiben sachlich abgegrenzte Teilgebiete schulischer Arbeit.

Ein ,Thema‘ umschreibt eine durch den Lehrplan, also durch Schulgesetze, Richtlinien oder Cur-
ricula, vorgegebene, mehr oder weniger eingegrenzte sachliche Einheit innerhalb von Féchern o-
der auch eine fiacheriibergreifende Einheit. ...

Fiir alles das, was im Unterricht zur Sprache, ins Bild oder sonst ein Medium kommt - es sei auf
das ,Thema‘ bezogen oder nicht - soll der Begriff ,Inhalt des Unterrichts * benutzt werden. Eine
Teilklasse dieser ,Inhalte sind die ,themenorientierten‘, die durch das ,Thema‘ provozierten und
im Blick auf dasselbe produzierten ,Inhalte’.

¥ vgl. ausfiihrlich Blankertz 1972, S.97ff

? Diese Definitionen sind in der didaktischen Diskussion nicht unbedingt iiblich. Oft wird gar kein Unter-
schied zwischen ,,Thema“ und ,,Inhalt” gemacht (vgl. z.B. Blankertz 1972, S.94ff), oder es wird nach
anderen Aspekten differenziert (vgl. z.B. Klafki 1977, S.22). Auch aus diesem Grund ist eine saubere
Begriffsbestimmung notwendig.
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Vom , Unterrichtsergebnis ‘ soll gesprochen werden, wenn man an all das denkt, was unter Anlei-
tung des jeweils maBgeblichen ,Themas‘ unterrichtlicher Arbeit an Sachverhalten erarbeitet, zu-
sammengetragen und als giiltig festgehalten wird, das also, woriiber die Schiiler schlieBlich verfii-
gen sollen.” (Menck 1986, S.129)

Mit ,,Unterrichtsergebnis* meint Menck allerdings nicht ,,was in den Kdpfen der Schiiler und
sonstwo als ,Lernergebnis‘ bleibt™ (ebd., S.75), sondern er meint ,,ausschlieSlich ... das, was an
der Tafel, in den Heften, jedenfalls im Raume steht” (ebd., S.74f). Denn nur das ist fiir den Au-
Benstehenden sichtbar und einer Analyse auch zugénglich.
Im folgenden werde ich mich dem Unterrichtsinhalt ndhern, indem ich bei den dufleren
Bedingungen beginne und den Kreis der Uberlegungen schrittweise einenge. Zunichst
wird der Zusammenhang von Unterrichtsinhalt und gesellschaftlicher Praxis bestimmt,
danach die Frage der Auswahl betrachtet und schlie8lich die Rolle der Wissenschaften
behandelt, die als Mafstab flir das im Unterricht erscheinende Wissen fungiert. An-
schlielend gehe ich auf die Rolle des Lehrers und der Schiiler ein, bevor ich den Unter-
richtsablauf selbst betrachte.

2.1 Unterrichtsinhalt als symbolische Reprasentation gesell-
schaftlicher Praxis

Um das oben erwihnte ,,Bezichungsgefiige, in dem der Unterrichtsinhalt steht, durch-
leuchten zu kdénnen, ist es notwendig, den weiteren Zusammenhang von Unterricht und
der gesellschaftlichen Praxis zu betrachten.

Menck wihlt in seinen Arbeiten den Begriff der ,,gesellschaftlichen Praxis® vor allem
deshalb, weil ,,es um die Praxis der Menschheit als Ganzes geht, nicht um die einzelner
Menschen, die demgegeniiber vergleichsweise beschrinkt ist“ (Menck 1983, S.179).
Die ,Praxis einzelner Menschen® kann auch als deren ,Lebenswelt® bezeichnet werden.
Sie ist ein Teil der gesellschaftlichen Praxis und kann sich mit anderen Lebenswelten
tiberschneiden — sie muf es sogar als notwendige Voraussetzung fiir das Verstehen zwi-
schen einzelnen Individuen.

Wie hédngt nun der Unterricht mit der gesellschaftlichen Praxis zusammen? — Unterricht
soll dem Heranwachsenden ,,die kompetente Teilnahme an gesellschaftlicher Praxis der
Menschen und an einer historisch bestimmten gesellschaftlichen Existenz ermdglichen®
(ebd., S.178). Folglich mufl Unterricht auf die gesellschaftliche Praxis in irgendeiner
Form verweisen, wenn er dieses Ziel erreichen will; oder anders formuliert: diese Praxis
muf in irgendeiner Weise im Unterricht erscheinen.

Nun ist aber die ,,Scheidung von Unterricht und Praxis, Alltag, ... eine prinzipielle®
(Menck 1980, S.115). Niemals ist im Unterricht der Alltag, die gesellschaftliche Praxis
ganz unvermittelt und direkt priasent, sondern sie ,,erscheint vielmehr in Abbildungen
verschiedenster Form, zum Beispiel zur Sprache oder ins Bild gebracht* (Menck 1980,
S.114). Es sind also immer Abbildungen oder Symbole, die die gesellschaftliche Praxis
im Unterricht reprisentieren, die fiir etwas auerhalb der Schule stehen sollen. Menck
spricht deshalb auch von ,,symbolischer Reprasentation gesellschaftlicher Praxis® (vgl.
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Menck 1986, S.53ff) im Unterricht.'® Die spezifische Form, in der die gesellschaftliche
Praxis im Unterricht erscheint, ist demnach eine symbolisch vermittelte.

Fiir die Analyse von Unterrichtsinhalten ist daraus die Konsequenz zu ziehen, dall vom
Unterrichtsinhalt Riickschliisse auf die menschliche Praxis zu ziehen sind. Das, was im
Unterricht erscheint, verweist in irgendeiner Form auf einen Ausschnitt aus der gesell-
schaftlichen Praxis. Es wire zu untersuchen, welches Bild von dieser Praxis vermittelt
wird, ob es beispielsweise vollstindig oder nur unzureichend ist. ,,Die Analyse von Un-
terrichtsinhalten mufl vom Zeichen zum Bezeichneten gehen, mufl den Sinn rekonstruie-
ren, der in den Unterrichtsinhalten gleichsam aufbewahrt liegt.“ (ebd., S.54)

Wenn im Unterricht die gesellschaftliche Praxis symbolisch erscheint, dringt sich die
Frage auf, wer nach welchen Kriterien aus der Fiille der moglichen Inhalte, die im Un-
terricht zur Sprache kommen kdnnten, auswéhlt. Daf nicht alles, was prinzipiell wibar
wire, in den Unterricht gelangt, ist wohl leicht einsichtig. Welche Instanzen also
bestimmen, was in den Unterricht gelangt und was nicht? Dieser Frage mochte ich im
ndchsten Abschnitt nachgehen.

2.2 Unterrichtsinhalt und gesellschaftliche Herrschaft

Das Dokument, das Aufschlufl dariiber gibt, was im Unterricht erscheinen soll, ist der
Lehrplan: ,,Als Lehrplan bezeichnet man einen als ,geistigen Besitz‘ ausgezeichneten
Ausschnitt aus der Kultur einer Gesellschaft.” (Menck 1998, S. 82) Hier wird das fest-
gehalten und verbindlich gemacht, was fiir ein Leben in dieser Gesellschaft als notwen-
dig erachtet wird. Dariiber herrschen aber verschiedene Meinungen: Die Wirtschaft
wird etwas anderes fiir notwendig halten als die Kirche, die einzelnen politischen Par-
teien etwas anderes als Berufsverbidnde. Erich Weniger hat den Lehrplan darauthin un-
tersucht, welche ,Bildungsmacht® die beherrschende sei, und festgestellt, dall eine ein-
zelne niemals ihre Interessen ganz durchzusetzen vermag. Es muf} also einen regulie-
renden Faktor geben, und das ist der Staat:

,»Irdger des Lehrplans und regulierender Faktor ist, seit es Lehrpldne im modernen Sinne gibt und

bis zur Gegenwart hin, der Staat.“ (Weniger 1963, S. 33)
Der Staat ist einerseits eine Bildungsmacht neben anderen, mit bestimmten Interessen,
die er im Kampf mit den anderen durchzusetzen versucht, gleichzeitig ,,ist die Schule
vom Staat aus gesehen selbst Ausdruck seiner geistigen Verfassung® (ebd., S. 34). Ver-
einfacht ausgedriickt: Der Staat hat ein Interesse an seiner eigenen Erhaltung, er ist an-
gewiesen auf Menschen, die seine Interessen, seine ,geistige Verfassung* verkorpern.
Deshalb wird er in der Schule nur das zulassen konnen, was seiner Verfassung nicht

' Er macht in diesem Zusammenhang noch auf zwei Punkte aufmerksam: Erstens gibt es verschiedene
symbolische Formen, er nennt dazu, sich auf Cassirer beziehend, ,,Mythos, Sprache, Kunst, Religion und
Wissenschaft™ (ebd., S.55). Zweitens ist symbolische Représentation nicht nur in der Schule zu finden,
sondern das ganze menschliche Leben ist durch Symbole, die auf etwas verweisen, bestimmt. Die Aneig-
nung gesellschaftlicher Praxis ist ,,nur als Aneignung ihrer symbolischen Représentation moglich, in und
auBlerhalb der Schule® (ebd., S.57).
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widerspricht. Diese Macht kann er andererseits aber nicht so nutzen, daf} er als alleinige
Bildungsmacht auftritt, denn die anderen Bildungsméchte sind Teil dieser ,geistigen
Verfassung®, und so iibertrdgt sich der Kampf um die Méchteverteilung im Staat auf den
Lehrplan.

In der Praxis der Lehrplanentwicklung freilich ist dieser Kampf nur noch sehr schwer
zu erkennen: ,,Lehrplanentwicklung findet in relativer Autonomie des Bildungssystems
im Rahmen des durch den Staat reprdsentierten gesellschaftlichen Systems statt*
(Menck 1987, S.366). So lautet eine Hypothese Mencks, die durch die Ergebnisse einer
1984/85 durchgefiihrten Befragung zur Praxis der Lehrplanentwicklung bestétigt wurde.
Es waren fast ausschlielich Lehrer, die an der Lehrplanentwicklung beteiligt waren. So
»ergibt sich das Bild eines Regelkreises: aus der Schule fiir die Schule; die Soll-Werte
setzt der Staat, der Kultusminister* (ebd., S.367).

Dennoch — auch wenn es nicht unmittelbar zu sehen ist: Im Lehrplan setzen sich herr-
schende Méchte durch, reguliert durch den Staat. Es ist die herrschende Kultur, die in
den Lehrplan und damit in die Schule EinlaB findet, und sie ist deswegen nur ein Aus-
schnitt aus der gesamten gesellschaftlichen Praxis:

,Die Themen, die die Lehrpldne ausweisen, représentieren also nicht etwa exemplarisch die Fiille

der gesellschaftlichen Praxis. Diese ist vielmehr bereits durch interessenbestimmte Auswahl inter-

pretiert.” (Menck 1986, S.83)
Wierichs fithrt diesen Gedanken weiter fort, indem er anfiihrt, daf} es ,.fiir den Erzie-
hungswissenschaftler von Belang (ist), wie Lernende mit dem Selektierten umgehen*
(Wierichs 1989, S.17). Es reiche nicht aus, festzustellen, daB3 Schule durch die durch
den Staat ausgewéhlten Inhalte eine Reproduktionsfunktion erfiille. Im Anschluf3 an
Wexler (1981) weist er darauf hin, daB3 ,,Unterrichtsinhalte ... also nicht allein auf ge-
sellschaftliche Praxis bzw. bestimmte Ausschnitte aus ihr (verweisen), sie verweisen
immer auch zugleich auf eine Praxis der Sammlung, Systematisierung und Tradierung
von Wissen iiber diese Praxis. Bevor Wissen im Unterricht erscheint, ist es einem kom-
plizierten Prozel der Kodierung und Neukodierung unterworfen (ebd., S.18). In einer
Analyse von Unterrichtsinhalten muf3 damit ,,dem Konstruktionscharakter schulischen
Wissens Rechnung* getragen werden, indem die ,,Quellen des im Unterricht herangezo-
genen Wissens* (ebd., S.19) berticksichtigt werden. Es ist fiir den einzelnen Schiiler von
Bedeutung, wie mit dem Wissen im Unterricht umgegangen wird, ob die Abhangigkeit
von herrschenden Interessen sichtbar wird oder nicht. Sichtbar werden kann sie jedoch
nur, wenn der Konstruktionscharakter des Wissens deutlich wird, wenn zu erkennen ist,
welche Institutionen, wie zum Beispiel Wissenschaft, Fachdidaktik oder Schulbuchin-
dustrie, das Wissen fiir die Schule transformiert haben (vgl. ebd., S.18f). Denn nur dann
wird das Wissen kritisierbar, anfechtbar, und der Schiiler bekommt die Chance zu ei-
nem distanzierten Umgang mit Schulwissen.

Im Unterricht erscheint also eine symbolisch vermittelte und durch die herrschende
Kultur bestimmte Auswahl aus der gesellschaftlichen Praxis. Diese Auswahl wiederum
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braucht einen Malstab, der gewihrleistet, dal das, was im Unterricht erscheint, trotz
der Auswahl représentativ fiir die Praxis auBerhalb der Schule ist. Dafiir stehen in unse-
rer Gesellschaft die Wissenschaften, die am ehesten ein nicht durch bestimmte Interes-
sen beschrinktes Bild der Wirklichkeit liefern''. Ihre Rolle im Unterricht soll im fol-
genden untersucht werden.

2.3 Wissenschaft im Unterricht

Das Postulat der Wissenschaftsorientierung im Unterricht ist seit den 70er Jahren ein
wichtiges Thema der Lehrplan- und Unterrichtsgestaltung, und zwar fiir alle Schulstu-
fen. Der Deutsche Bildungsrat formulierte dieses Postulat 1970 explizit im ,,Struktur-
plan fiir das deutsche Bildungswesen*:

,Die Bedingungen des Lebens in der modernen Gesellschaft erfordern, da3 die Lehr- und Lern-
prozesse wissenschaftsorientiert sind. ... Wissenschaftsorientierung der Bildung bedeutet, daf3 die
Bildungsgegenstinde ... in ihrer Bedingtheit und Bestimmtheit durch die Wissenschaften erkannt
und entsprechend vermittelt werden. ... Die Wissenschaftsorientiertheit von Lerngegenstand und
Lernmethode gilt fiir den Unterricht auf jeder Altersstufe.” (Deutscher Bildungsrat 1972, S.33)
In der jiingeren didaktischen Diskussion wird zwar die Verwissenschaftlichung diffe-
renzierter gesehen (vgl. Heymann 1996, S. 80ff), sie ist als MaBstab fiir das im Unter-
richt erscheinende Wissen jedoch kaum wegzudenken. Hinter die Ergebnisse der Wis-
senschaft kann der Unterricht jedenfalls nicht zuriickgehen, und die Wissenschaftspro-
padeutik ist nach wie vor ein fester Bestandteil der Richtlinien der Sekundarstufen I und
II. In der neuesten Schrift der Bildungskommission NRW (1995) sucht man das
Schlagwort ,Wissenschaftsorientierung® allerdings vergeblich. Bei genauerem Hinsehen
jedoch findet man auch hier in etwas anderer Terminologie so etwas wie wissenschafts-
orientiertes Lernen: So ist von ,,unterschiedlichen ,Wissenslogiken‘, zum Beispiel der
Naturwissenschaften und der Sozialwissenschaften® die Rede oder dem ,,Erwerb von
fachlich organisierten Kenntnissen* (ebd., S. 96). Ich interpretiere dies als Hinweise auf
eine Vorstellung von Unterricht, in dem wissenschaftliche Erkenntnisse und Methoden
nach wie vor eine Rolle spielen.'

Wierichs legt ausfiihrlich dar, wie es zu dieser starken Orientierung an den Wissen-
schaften kam und wie es in verschiedenen didaktischen Ansétzen begriindet wird (vgl.
Wierichs 1989, S.20-26). Ich mdchte an dieser Stelle nicht weiter darauf eingehen und
mich im folgenden darauf beschrianken, die Erscheinungsformen von Wissenschaft und
die sich daraus ergebenden Konsequenzen fiir den Unterricht ndher zu erldutern.

Nach Wierichs, der sich hier auf eine Definition von Wissenschaft des Autorenkollek-
tivs der Karl-Marx-Universitit Leipzig (1969) bezieht (vgl. Wierichs 1989, S.27), er-

"' Mit der Formulierung ,,am ehesten® ist gemeint, daB auch wissenschaftliche Erkenntnisse nicht frei von
Interessen sind. Den Zusammenhang zwischen Erkenntnis und Interesse hat Habermas in seiner gleich-
namigen Schrift offengelegt (vgl. Habermas 1970, siehe auch 3.1.1). Dennoch bieten die Wissenschaften
im Gegensatz zu zum Beispiel personlichen Erfahrungen und Ansichten ein Bild der Wirklichkeit, das
von personlichen Interessen weitgehend befreit ist.

12 Leider bleibt der Text diesbeziiglich sehr vage.
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scheint Wissenschaft im Unterricht auf verschiedene Weise. Er unterscheidet drei As-
pekte (ebd., S.271):

,1. Wissenschaft als soziale Erscheinung® (ebd.), womit gemeint ist, dall der Prozef8 der Erkennt-
nistdtigkeit ,,bestimmte, eben wissenschaftliche Methoden, Vorgehensweisen etc.” (ebd.) notwen-
dig macht, die eingebettet sind in ein soziales System. Er spricht damit auch den wissenschaftli-
chen Diskurs an, der immer mit der Entstehung von wissenschaftlichen Erkenntnissen verbunden
1st.

,»2. Wissenschaft als Produkt der Erkenntnistétigkeit* (ebd.), denn Wissenschaft erzeugt Thesen,
Hypothesen und Theorien (vgl. Derbolav 1977), die den Menschen dazu dienen sollen, praktische
Probleme zu bewiltigen. Wissenschaft stellt also ein Konglomerat an Theorien und Methoden be-
reit.

,»3. Wissenschaft als soziale Funktion* (Wierichs 1989, S.28), was bedeutet, dall die Gesellschaft
ein Interesse an den Erkenntnissen der Wissenschaft hat, es besteht ein gesellschaftlicher
»Verwertungszusammenhang® (ebd.), da wissenschaftliches Wissen in zunehmendem Male
gesellschaftlich genutzt wird.
Wenn Wissenschaft so verstanden wird, miiften demnach auch alle ihre Erscheinungs-
formen in einem Unterricht vorkommen, der die Wissenschaftsorientierung postuliert.
Wierichs vermutet und stiitzt sich dabei auf einige Forschungsarbeiten zu diesem The-
ma, ,,dal} in der Unterrichtspraxis faktisch vornehmlich der zweite Aspekt von Wissen-
schaft wirksam wird, indem wissenschaftliche Erkenntnisse — fiir Schule transformiert —
zu Unterrichtsinhalten werden® (ebd., S.28).

Wissenschatft als soziale Erscheinung kommt damit im Unterricht meist nicht zur Spra-
che, obwohl ,,Wissen ... untrennbar mit einer diskursiven Praxis verbunden (ist), in der
es erst seine erkenntnisbildende Kraft entfaltet (ebd., S.29). Indem im Unterricht nur
die Ergebnisse der wissenschaftlichen Diskurse erscheinen, kann ,,die harte und oft ver-
gebliche Arbeit an der Sache ..., die Forschung nun einmal mit sich bringt* (Derbolav
1977, S.940), dem Schiiler nicht verstindlich werden. Gerade im Mathematikunterricht
erscheint die Mathematik dann als eine fertige Sache, so als ob sie schon immer dage-
wesen wire. Man mutet Schiilern zu, ein Wissen zu beherrschen, das in Jahrtausenden
entstanden ist. Dal} der Weg bis zu diesen Kenntnissen nicht immer problemlos war und
ist, kann bei einer Ausblendung von Wissenschaft als sozialer Erscheinung nicht deut-
lich werden".

Wissenschaft in ihrer sozialen Funktion bringt nach Wierichs zwei Konsequenzen fiir
den Unterricht mit sich: Zum einen wird dadurch deutlich, ,,dall im Unterricht eine an
gesellschaftlichen Interessen orientierte Auswahl aus dem gesellschaftlich verfiigbaren
Wissen erscheint® (Wierichs 1989, S.30f). Darauf wurde bereits im Abschnitt 2.2 auf-
merksam gemacht. Zum anderen weist er darauf hin, dal die zunehmende Bedeutung
wissenschaftlicher Erkenntnisse fiir die Gesellschaft auch eine zunehmende Durchdrin-
gung des Alltagswissens durch die Wissenschaft impliziert, d.h. eine ,,zunehmende
Verwissenschaftlichung des Alltagslebens* (ebd., S.30) stattfindet. Die Wissenschaften,
ihre Erkenntnisse und Methoden, sind aus unserer alltdglichen Lebenswelt kaum mehr

' Ausfithrlich wird auf diesen Aspekt bei der Entwicklung des Strukturgitters eingegangen (3.1)
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wegzudenken.'* Fiir den Unterricht folgt daraus die Konsequenz, da der gesellschaftli-
che Verwertungszusammenhang sichtbar werden miiflte, indem die Bedeutung der Wis-
senschaft fiir das alltdgliche Handeln herausgestellt wird.

Es ergibt sich nun die Frage, wie Schiiler wissenschaftliches Wissen im Alltag nutzen
konnen, und das heiflit: Wie kann wissenschaftliches Wissen in das Alltagswissen integ-
riert werden? Um diese Frage beantworten zu konnen, ist es notwendig, das Verhéltnis
zwischen wissenschaftlichem Wissen und Alltagswissen zu kldren. Es gibt zwei gegen-
satzliche Auffassungen dariiber, die Heymann (1996) als Differenz- und Kontinuitéts-
annahme bezeichnet'”:

wDifferenzannahme: Alltigliches und mathematisches (allgemeiner: wissenschaftliches, K.J.)
Denken sind grundverschieden. Das Alltagsdenken ist — wie die Alltagssprache, auf die es sich
stlitzt — vage, unprézise und fithrt zu keinen klaren Ergebnissen. ...

Kontinuitdtsannahme: Das mathematische (allgemeiner: wissenschaftliche, K.J.) Denken stellt
gleichsam eine systematische Fortschreibung des Alltagsdenkens dar: Das Alltagsdenken wird
durch Schérfung seiner Begrifflichkeit und durch systematische und bewufite Anwendung be-
stimmter SchluBweisen und Strategien ... fiir eine bestimmte Klasse von Problemen ... effekti-
viert.”“ (ebd., S. 224)
Je nachdem, welcher Auffassung man zustimmt, wird man andere Folgerungen fiir den
Umgang mit Wissenschaft im Unterricht ableiten. So weisen Wierichs’ Argumente auf
die Differenzhypothese hin: ,,Schulwissen ist nicht eine unvermittelte Fortsetzung oder
Prizisierung lebensweltlichen Wissens, sondern hat eine eigene Qualitit, die im Unter-
richt als solche deutlich werden miiite” (Wierichs 1989, S.34). Weder konne das All-
tagswissen ohne weiteres der Wissenschaft subsumiert werden, noch wissenschaftliches
Wissen ohne Schwierigkeiten in den alltdglichen Wissensvorrat integriert werden. ,,Mit
der wissenschaftlichen Erfassung eines Objektes ist also nicht eine Prizisierung der
lebensweltlichen Erfahrung verbunden, sondern jene Erfassung bedeutet einen Bruch
mit den im Alltagswissen vorhandenen Deutungsschemata™ (ebd., S.33). Die Konse-
quenz aus der Differenzannahme besteht fiir Wierichs also darin, im Unterricht auf die
Unterschiedlichkeit der beiden Denkformen aufmerksam zu machen, so dall Schiiler
wissenschaftliches Wissen neben ihrem alltdglichen Wissensvorrat nutzen konnen.

Ganz anders sehen die Konsequenzen fiir Heymann aus, der von einer Kontinuitdtsan-
nahme ausgeht: Wenn Schiiler Schwierigkeiten im Umgang mit der Wissenschaft Ma-
thematik haben, die oft sogar im krassen Widerspruch zu ihrem Alltagswissen'® steht,

'* Man denke hier beispielsweise an die heute selbstverstiandliche Anwendung moderner Informations-
und Kommunikationstechnologien oder die breite Diskussion iiber Gentechnologie.

" Die Begriffe verwendet Heymann im Zusammenhang mit mathematischem und alltiglichem Denken
und nicht, um allgemein die Unterschiede zwischen wissenschaftlichem und alltdglichem Denken heraus-
zustellen. Ich glaube aber, da man diese Annahmen verallgemeinern kann. An anderer Stelle heif3t es
auch bei Heymann: ,,Fiir die Schiiler sollte erkennbar werden, dafl wissenschaftliches Denken in vielerlei
Hinsicht eine systematisierte, sich methodisch absichernde Spielart des Alltagsdenkens darstellt.” (ebd.,
S. 95) Hier finden wir die — von Heymann favorisierte — Kontinuitétshypothese allgemein formuliert
wieder.

' Er bezieht sich hier u.a. auf eine Untersuchung von Rosnick/Clement, die auch bei Malle (1993) nach-
zulesen ist: Studenten und Akademiker sollten eine Aussage durch eine algebraische Gleichung ausdrii-
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so liege das nicht daran, dal3 ihnen die Andersartigkeit nicht geniigend bewuft sei, son-
dern daran, daB3 nicht genligend Ankniipfungspunkte zu ihrem Alltagswissen geschaffen
wurden. Denn das mathematische Denken entspringt dem Alltagsdenken, es benutzt
zwar eine andere Sprache mit einer anderen Grammatik (vgl. ebd., S.233), aber das eine
geht aus dem anderen hervor. Insofern kann Mathematik als ,, ,Verstarker® des Alltags-
denkens* (ebd.) wirksam werden.

Es kann und soll hier nicht entschieden werden, welche dieser beiden Annahmen richtig
oder falsch ist. Es sind, und darauf weist auch Heymann hin, zwei empirisch nicht zu
beweisende Hypothesen, die auf spezifische Erscheinungsformen von Wissenschaft im
Unterricht aufmerksam machen, und die Art und Weise, wie im Unterricht damit umge-
gangen wird, auf die eine oder andere Weise interpretierbar machen. Darin liegt die
Bedeutung fiir eine Analyse des Unterrichtsinhaltes.

Ich komme nun zu den am UnterrichtsprozeB direkt beteiligten Personen: der Lehrer
und, im Anschluf} daran, die Schiiler.

2.4 Der Lehrer im Unterricht

Zunidchst kann festgestellt werden, dafl der Lehrer im Unterricht mit paddagogischer Au-
toritdt ausgestattet ist. Schule ist, wie im Zusammenhang mit dem Begriff der gesell-
schaftlichen Herrschaft bereits erwédhnt, mit staatlicher Autoritit ausgestattet und im
Unterricht ist es der Lehrer, der sie reprasentiert.

,,Der Lehrer ist es, der

— das Thema setzt (oder zumindest die Themensetzung autorisiert),

— die Richtung der Interpretationen angibt,

— die Richtigkeit der einzelnen Interpretationen beurteilt,

— den Interpretationsproze3 motivierend in Gang hilt (dann besonders, wenn die Notigung zur
Interpretation nicht gleichsam im Ziel selbst liegt, sondern ihm duBerlich ist,

— den ProzeB abschlie3t“ (Menck 1986, S.147).

Das heif3t, daB dem Lehrer in der Hauptsache die strukturierenden, auffordernden und
fortfiihrenden Spielziige'” zukommen. Wenn Schiiler von sich aus ein Thema aufbrin-
gen, kann es vom Lehrer autorisiert oder zuriickgewiesen werden, aber auch dann liegt
die steuernde Funktion beim Lehrer.

Voigt (1984), der Mathematikunterricht unter interaktionstheoretischer Perspektive un-
tersucht hat, beleuchtet dieses Phdnomen unter dem Aspekt der Situationsdefinition
(vgl. Voigt 1984, S.32). Situationen, in denen sich Interaktionspartner befinden, kénnen
unterschiedlich definiert werden, man kann in den seltensten Féllen davon ausgehen,
daB} zwei Interaktionspartner eine Situation gleich deuten. Solche Definitionen miissen
immer wieder ausgehandelt werden, damit Verstdndigung tiberhaupt mdglich ist. In der

cken, mit dem Ergebnis: ,,Was mathematisch ,richtig® ist, scheint einem gro3en Teil der Probanden im
Rahmen ihres Alltagsdenkens nicht als ,verniinftig* — und das, obwohl sie unter algorithmischem Aspekt
das betreffende Teilgebiet der Schulmathematik ... durchaus beherrschen* (Heymann 1996, S.210).

"7 Siehe dazu den Abschnitt 2.6 .
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unterrichtlichen Interaktion jedoch sind die Interaktionspartner nicht gleichberechtigt,
der Lehrer besitzt mehr Macht als der Schiiler, er besitzt die Definitionsmacht:

In der Institution Schule ,,gewinnt die Situationsdefinition des Lehrers einen normativen Charak-
ter. Das gilt dariiber hinaus insbesondere fiir den Mathematikunterricht, da die Schulmathematik
wie die Mathematik logisch sequentiert und formalisiert ist. Der Lehrer ist beziiglich dieser As-
pekte nicht frei in seinen Situationsdefinitionen und 146t letztlich deutlich divergierende Situati-
onsdefinitionen der Schiiler nicht zu.“ (ebd., S.39)
Dem Lehrer kommt die Aufgabe zu, dem offiziellen Wissen Geltung zu verschaffen. Im
Unterricht wird Wissen konstituiert, am Ende eines Unterrichts steht ein Unterrichtser-
gebnis, in dem dieses Wissen aufgehoben ist. Welche Interpretationen Geltung erhalten
und welche nicht, entscheidet der Lehrer. Zwar konnen ,,Geltungsanspriiche ... bestrit-
ten und gepriift werden* (Wierichs 1989, S.56), Wierichs nennt dazu Kriterien (vgl.
ebd., S.56), aber welche , Interpretationen im Unterricht wahr oder richtig sind, ent-
scheidet der Lehrer dadurch, daB er sie bewertet (ebd., S.56)."® Auf welche Autorititen
er sich dabei bezieht, liegt am Lehrer selbst: Er kann das Wissen allein durch seine pé-
dagogische Autoritét durchsetzen, die ihm durch die Institution Schule gegeben ist, er
kann sich aber auch auf andere Instanzen berufen. So steht hinter dem Wissen der Wis-
senschaft ,,eben ,die® Wissenschaft, als formale Organisation in Universititen bzw. in
Instituten, von Wissenschaftlern betrieben und dem Kriterium der ,Wissenschaftlich-
keit® verpflichtet (Menck 1986, S.96), oder ,hinter ,meinen‘ Erfahrungen steht — das
Ich, Subjekt seiner Erfahrungen, und seine Wahrhaftigkeit* (ebd.) — oder, wie ich hinzu-
fligen mochte: die ,Autoritit’ des vorangegangenen Mathematikunterrichts. Wenn im
Konfliktfall die Autoritdt des Lehrers in Frage gestellt werden mul3, dann sind es diese
Instanzen, die die Interpretationen letztendlich durchsetzen. Andersherum ausgedriickt:
Je klarer diese Instanzen im Unterricht sichtbar werden, desto einfacher ist es fiir Schii-
ler, die Interpretationen zu kritisieren, desto weniger werden sie das bereitgestellte Wis-
sen kritiklos {ibernehmen miissen, da sie sich mit ihrer Kritik nicht direkt gegen die Au-
toritdt des Lehrers stellen miissen. Menck driickt dies so aus:

,Fur die Lernenden ist es von Bedeutung, mit welchen Instanzen sie es aufzunehmen haben, wenn

sie die padagogisch gewiinschte Kritik praktizieren und bestimmte Geltungsanspriiche in Frage

stellen.” (ebd., S.94)
Vermutlich ist es gerade im Mathematikunterricht schwer, diese Instanzen zu erkennen
bzw. liberhaupt Geltungsanspriiche in Frage zu stellen, da, im Gegensatz zu anderen
Féchern, ,,die Fixiertheit auf bestimmte Resultate relativ grof} ist und die Weise, wie das
Resultat erreicht werden darf, relativ festgelegt ist (logische Durchstrukturiertheit des
Faches und die streng formalisierte mathematische Sprache)* (Voigt 1984, S.64). Diese
Hypothese wird im empirischen Teil der Arbeit zu priifen sein.

'8 Im @iblichen Mathematikunterricht geschieht das meist im fragend-entwickelnden Unterrichtsgesprich:
»Der Lehrer stellt eine Frage, deren giiltige Antwort er kennt; ein Schiiler beantwortet die Frage; der
Lehrer bewertet die Antwort.” Dadurch werden ,,qua Bewertung aus den Beitrdgen der Schiiler diejeni-
gen Aussagen ausgesondert, die (nicht) als Wissen gelten sollen” (Voigt 1984, S.64).
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Dem mit padagogischer Autoritdt ausgestatteten Lehrer kommt noch eine weitere Funk-
tion zu. Er hat die Aufgabe, das Wissen didaktisch zu transformieren, mit anderen Wor-
ten: ,,in der Unterrichtsvorbereitung nimmt die didaktische Transformation insofern
Gestalt an, als der Lehrer einen Plan zur Konstitution des Inhalts im Unterrichtsprozef3
entwirft“ (Wierichs 1989, S.41). Zwar wird Wissen fiir schulische Zwecke nicht nur
durch den Lehrer strukturiert und aufbereitet, vielmehr stecken diese Transformationen
auch ,,in fachdidaktischen Konzeptionen, in Schulbiichern* (ebd.) oder in den Curricula.
Allerdings ist die ,,Unterrichtsvorbereitung des Lehrers von besonderer Bedeutung®
(ebd.), da er direkt auf den tatsdchlich stattfindenden Unterricht, der uns hier interes-
siert, Einflu} nimmt.

In der Konstruktion schulischen Wissens schliefit sich damit die bisher offen gebliebene
Liicke zwischen der gesellschaftlichen Praxis einerseits und dem Unterrichtsinhalt an-
dererseits:

,»QGesellschaftliche Praxis wird, formal gesehen, symbolisch représentiert; inhaltlich wird sie in be-

stimmten Modellen rekonstruiert. Das im Unterricht zur Grundlage der Interpretation herangezo-

gene Wissen ist vorweg strukturiert, geordnet und in einen Zusammenhang gebracht, der als Mo-

dell derjenigen gesellschaftlichen Praxis fungiert, auf die es verweist™ (Menck 1986, S.90).
Didaktische Transformation ist auf der einen Seite notwendig, da nur so eine zielgerich-
tete Aneignung der gesellschaftlichen Praxis moglich ist. Aber:

,Auf der anderen Seite steht damit das System der symbolischen Reprisentation in Gefahr, daB3 es

zu einer sich selbst geniigenden, des verweisenden und erschliefenden Bezuges zur gesellschaftli-

chen Praxis entledigten Welt, zu einer Schulwelt wird“ (ebd., S.91f).
In einer Analyse der Unterrichtsinhalte sollte demnach untersucht werden, wie das Wis-
sen fir die Schule transformiert wird. Dies geschieht durch die Analyse der Didaktik
des Lehrers, der die didaktische Transformation in der Hauptsache leistet. Dariiber hin-
aus kann sie auch in der Analyse der benutzten Schulbiicher transparent gemacht wer-
den. Allgemein muf} ,,die Herkunft des im Unterricht erscheinenden Wissens einbezo-
gen werden® (Wierichs 1989, S47). Denn nur wenn die Transformation von gesell-
schaftlicher Praxis im Unterricht sichtbar wird, stellt Unterricht ,,die Moglichkeit bereit,
daB Lehrende und Lernende gesellschaftliche Praxis (re-) konstruieren kénnen und daf3
sie sich selbst als Konstrukteure begreifen* (ebd.).

2.5 Die Perspektiven der Schiiler

Bisher wurde der Unterricht von der ,objektiven‘ Seite aus betrachtet. Ausgehend von
der Gesamtheit der gesellschaftlichen Praxis folgten wir dem Weg der Auswahl, die im
Lehrplan verbindlich gemacht wird. Wir stellten als Malstab fiir das im Unterricht er-
scheinende Wissen die Wissenschaften fest, und analysierten schlielich die Rolle des
Lehrers, der die im Lehrplan festgelegten Gegenstdnde als Représentant staatlicher Au-
toritdt vermittelt. Diese Darstellung erfalit aber natiirlich nicht den ganzen unterrichtli-
chen Zusammenhang. Gleichzeitig wirken in den Unterricht auch die ,subjektiven‘ Ein-
stellungen der beteiligten Personen hinein, die des Lehrers und vor allem die der Schii-
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ler. Diese Tatsache wird in vielen Didaktiken auBlerordentlich stark betont (vgl. z.B.
Meyer 1989 oder Becker 1993), und auch in den Richtlinien (1993) ist von ,,Schiilerori-
entierung* die Rede.

Auf die Wichtigkeit der Interessen und Voraussetzungen der Schiiler fiir den Unter-
richtsprozeB3 wird immer wieder mit Recht hingewiesen. So macht Rumpf (1979) darauf
aufmerksam, dafl es neben den offiziellen Weltversionen, die durch Wissenschaft ver-
bindlich gemacht und durch Schule vermittelt werden, auch subjektive, inoffizielle Be-
deutungen gibt. Gerade aber ,,in ihnen meldet sich Subjektivitit mit ihrer Lebensge-
schichte, ihrer tdglichen Naherfahrung, ihrer Sinnlichkeit, ihrer nicht zu iiberspringen-
den Emotionalitdt - die Subjektivitit also, ohne deren Mitgift jeder Bedeutungsgehalt,
jede Erkenntnis, jedes Wissen dem Subjekt fremd, flach, duBerlich bleibt (Rumpf
1979, S.210).

Er gibt in seinem Aufsatz einige Beispiele, in denen deutlich wird, dafl gerade durch
subjektive Interpretation eines Sachverhalts dieser im Gedéchtnis bleibt und somit an
Bedeutung gewinnt. Auch wenn es eine didaktische Forderung sei, subjektive Assozia-
tionen in den Unterricht zu integrieren, ,,in Anknilipfungs- und Motivationsphasen*
(ebd., S.213) zu verwenden, so komme es im herkémmlichen Unterricht doch darauf an,
,»solche privat oder kindlich verzerrten Weltbilder zu {iberwinden namens der Rationali-
tdt und Sachlichkeit (ebd., S.214). Die Aufgabe des Lehrers bestehe danach darin,
,»solche unsachlichen, privaten, substanzlosen Verkniipfungen durch sachorientierte,
durch objektive Belehrung auszureuten® (ebd., S.213). Dies fiihre schlieBlich dazu, daf3
man die eigenen, subjektiven Deutungen einer Sache, falls man sie {iberhaupt noch
wahrnehme, nicht mehr auszusprechen wage, da ,,die sich durchsetzende Verwissen-
schaftlichung des offiziellen Weltbildes dazu gefiihrt (hat), da8 spontane und situati-
onsgebundene gedankliche Regungen der Subjekte zivilisatorisch geddmpft und privati-
siert werden, allenfalls als Privatsache toleriert, ansonsten als laienhaft, kindlich, myt-
hisch, vorwissenschaftlich oder einfach als irreal, nicht objektiv hintanzuhalten* (ebd.,
S.229).

Eine Unterrichtskritik, die durchaus nachvollziehbar ist, aber einen wichtigen Punkt,
das ,,Grundproblem der Didaktik* auBler acht 1aBt: ,,die Vermittlung von Objektivem,
Allgemeinem, Welt und Subjektivem, Individuellem, Lebenswelt* (Wierichs 1989, S.
58). Schiiler haben ,subjektive‘ und ,objektive® Bediirfnisse, die sich nicht immer (viel-
leicht nur sehr selten) entsprechen oder iiberschneiden.

,Den Bediirfnissen der noch nicht erwachsenen Adressaten der Tradition stehen gesellschaftliche
Anforderungen gegeniiber, gelegentlich auch als ,objektive Bediirfnisse‘ bezeichnet, solche also,
die den Adressaten aufgrund ihrer gesellschaftlichen Position unterstellt werden.” (Menck ohne
Jahr)
Dieser Gegensatz besteht prinzipiell, und er ist nicht aufzuldsen, indem ausschlieBlich
die Interessen der Heranwachsenden im Unterricht beriicksichtigt werden. Das wiirde

dem Bildungsauftrag der Schule entgegenstehen. Vor dem Hintergrund dieses ,Dilem-
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mas‘, einerseits die subjektiven Bediirfnisse der Schiiler im Unterricht zur Geltung zu
bringen, andererseits den gesellschaftlichen Anforderungen gerecht zu werden, sind
auch die Ergebnisse der Interaktionsanalysen von Voigt (1984) zu interpretieren.

Im (traditionellen) fragend-entwickelnden Mathematikunterricht identifiziert er ver-
schiedene Muster der Interaktion. Das ,,ErarbeitungsprozeBmuster und das ,,Muster der
inszenierten Alltiglichkeit (s. Voigt 1984). Insbesondere letzteres ist an dieser Stelle
erwahnenswert, weil es den Umgang mit den alltdglichen Lebenserfahrungen der Schii-
ler im Unterricht offenlegt und aufzeigt, dall dieses oft geforderte ,,Ankniipfen* an die
Lebenswelt der Schiiler offiziell zwar eingehalten wird, inoffiziell aber die lebenswelt-
lichen Interpretationen, da nicht ,sachdienlich®, sofort wieder beiseite geschoben wer-
den. Konkret sieht ein solches Interaktionsmuster wie folgt aus:

,Der Lehrer leitet ein Thema ein, das einen auBlerschulischen, alltiglichen Erfahrungsbereich der
Schiiler hervorruft. Der Alltagsbezug wird in dem Sinne inszeniert, als die Wahrnehmungsper-
spektiven und Handlungsmuster aus diesem alltdglichen Erfahrungsbereich, wie sie die Schiiler
erkennen lassen, nicht zur Behandlung des Themas aufgegriffen werden, sondern vom Lehrer
durch Anderung von Aufgabenbedingungen indirekt aus der offiziellen Entwicklung des Themas
geldst werden. (ebd., S.178)
In den von Voigt interpretierten Unterrichtsausschnitten wird sehr schon deutlich, wie
die didaktische Maxime: ,,Kniipfe an den Erfahrungen des Kindes an!*, die so oder dhn-
lich nicht nur fiir den Mathematikunterricht proklamiert wird, oberflachlich realisiert
wird, indem Lehrer bei der Einfilhrung neuer Sachverhalte lebensweltliche Erfahrungen
der Schiiler hervorrufen. Diese Erfahrungen werden dann aber nicht in den Unterricht
aufgenommen; sie konnen kurzerhand entkridftet werden, und zwar dadurch, daf} der
Lehrer die Voraussetzungen der Aufgabe oder des Problems einfach so dndert, da3 die
Erfahrungen der Schiiler nicht mehr angemessen sind. Sehr schnell kann so wieder die
mathematische Sichtweise eingenommen werden, die mit der der Schiiler anscheinend
nichts mehr zu tun hat'’.

Ich interpretiere dieses Interaktionsmuster als Antwort auf die Schwierigkeit von Leh-
rern, zwischen den subjektiven und objektiven, oft gegensétzlichen Bediirfnissen zu
vermitteln. Gleichzeitig macht es darauf aufmerksam, dal ein Unterricht, in dem zu
Anfang die Perspektive auf die alltdgliche Lebenswelt der Schiiler gerichtet wird, noch
kein Unterricht ist, in dem die subjektiven Bediirfnisse als Ankniipfungspunkt fiir eine
Erweiterung der subjektiven Lebenswelt des Einzelnen zur Geltung kommen®’. Gerade
das wire aber die Voraussetzung fiir einen gelungenen Bildungsprozel3:
,Die Aneignung von, ja, selbst eine Auseinandersetzung mit der zugemuteten Kultur ist nur mog-
lich, wenn sich diese auf die subjektiven Bediirfnisse beziehen 1aBt.“ (Menck ohne Jahr)
Der Zusammenhang zwischen Unterricht und gesellschaftlicher Praxis gewinnt so einen
weiteren Gesichtspunkt: Die Lebenswelten der Heranwachsenden sind immer ein Teil

' DaB der Lehrer so vorgehen kann, liegt natiirlich an der oben beschriebenen ,,verzerrten®
Kommunikationsstruktur im Unterricht, in der der Lehrer mehr Macht besitzt als die Schiiler (siche 2.4).
2ygl. dazu die Analyse der Unterrichtseinheit A4, S.123.
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der gesamten gesellschaftlichen Praxis. Wenn Unterricht ihnen die Teilnahme an dieser
Praxis ermdglichen soll, so kann das immer nur realisiert werden, indem die individuel-
le Praxis erweitert wird. Diesen Aspekt werde ich im Abschnitt 3.2 fiir die Analyse des
Unterrichtsinhalts fruchtbar machen.

Nachdem nun die unterschiedlichen Aspekte, die von ,aulen‘ auf den Unterricht ein-
wirken, erldutert wurden, wird es im folgenden Abschnitt darum gehen aufzuzeigen,
was im Unterricht selbst passiert.

2.6 Arbeit und Interpretation im Unterricht

Wie bisher herausgearbeitet wurde, ist der Unterrichtsinhalt symbolische Reprisentati-
on gesellschaftlicher Praxis, das heiflt, Gegenstand der unterrichtlichen Arbeit sind
Symbole und Abbildungen dieser Praxis. Ein (Unterrichts-) Gegenstand, der als Symbol
fiir etwas steht, kann aber nur bearbeitet werden, indem er interpretiert wird, und ,,dem-
gemal ist der Modus seiner Bearbeitung der der Interpretation (Menck 1986, S.63).

Menck spricht in diesem Zusammenhang von Arbeit im Unterricht und meint dabei zu-
ndchst einen allgemeinen Begriff der Arbeit, so wie Marx ihn versteht. Er tibertrdgt ihn
dann auf den Unterricht mit der oben genannten Konsequenz, dafl Arbeit im Unterricht
immer Interpretation heiit. Auch wenn im Unterricht Produkte hergestellt werden, die
einen Gebrauchswert haben®, so geschieht dies immer ,,in piddagogischer Absicht*
(ebd., S.63). Er konstatiert, ,,daB3 Schiiler arbeiten, da3 diese Arbeit zu einem Ergebnis,
einer giiltigen Interpretation fiihren mufl und daB3 dieses Ergebnis in seinem péadagogi-
schen Ertrag nur an der Aneignungs- und Auseinandersetzungsleistung gemessen wer-
den darf, die es dokumentiert, nicht etwa an seinem alltidglichen Gebrauchswert“ (ebd.,
S.66). An anderer Stelle faB3t er auch den ,,produktiven Charakter von unterrichtlichem
Handeln* unter dem Begriff der ,,Konstitution von Bedeutungen* (ebd., S.142) zusam-
men.

Die nichste Frage wire die nach dem genauen Ablauf, dem ProzeB der Interpretation
eines Themas, nach dem Weg vom Thema zum Unterrichtsergebnis. Denn genau dieser
Prozef ist es ja, der im Rahmen einer Analyse des Unterrichtsinhalts zunichst interes-
siert, der den Unterrichtsinhalt auf der untersten Ebene im wesentlichen ausmacht und
durch unterrichtliche Arbeit bestimmt wird.

Menck zieht zu diesem Zweck die Arbeiten von Bellack und Schiitz heran und bezieht
diese aufeinander. In ,,Sprache im Klassenzimmer* (1974) haben Bellack und andere
,unterricht als ein regelgeleitetes Spiel (Menck 1986, S.67) identifiziert, das in ver-
schiedene Spielziige zu untergliedern ist. Danach gibt es strukturierende (STRK), auf-
fordernde (AUFF), reagierende (REAG) und fortfithrende (FORT) Spielziige. ,,Inner-

2! Er erwihnt hier z.B. die Arbeits- und Industrieschulen, denen auf den ersten Blick mit der Industrie
gemeinsam war, daf} sie Gegenstinde fiir den téglichen Gebrauch herstellten, aber auch neuere didakti-
sche Konzepte, wie das des handlungsorientierten Unterrichts, vgl. S.62f.
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halb der durch strukturierende Spielziige abgegrenzten Teilspiele gibt es eine Abfolge
von Aufforderungen und Reaktionen sowie — nicht immer nétig — von Fortfiihrungen*
(ebd., S.67). Ich mdchte ergénzen, dal die einleitenden Spielziige nicht unbedingt struk-
turierende sein miissen. Haufig beginnen Spiele mit Aufforderungen. Die haufigsten
Zugkombinationen sind nach Bellack u.a. AUFF REAG FORT und AUFF REAG (vgl.
Bellack u.a. 1974, S. 206ff) Demnach konnte ein Teilspiel wie folgt skizziert werden
(vgl. Menck 1986, S.68):

(STRK) - AUFF -REAG - (AUFF, REAG) - ...- (FORT)- ...- (FORT) *

Diese Spielziige allein sind allerdings fiir die oben erwéhnte Frage nach dem Ablauf der
Interpretation eines Themas wenig fruchtbar. Man findet hier zwar schon den Aspekt
der Themensetzung (erste Strukturierung bzw. Aufforderung) und die Beendigung der
Interpretation (hdufig die letzte Fortfilhrung), der Prozef3 der Interpretation aber ,ver-
schwindet dazwischen in auffordernden, reagierenden und fortfiihrenden Spielziigen.

Um zu erkldren, was genau hier passiert, ziecht Menck die ,,Theorie der Relevanz* von
Alfred Schiitz (1971) heran. Dieser beschreibt drei Relevanzsysteme, die zum Aufbau
von Wissen fithren: die thematische Relevanz, die Auslegungsrelevanz und die Motiva-
tionsrelevanz. Zuniachst wird durch die thematische Relevanz ein Thema, ein Problem
in den Aufmerksamkeitshorizont geriickt, ,,etwas wird inmitten des unstrukturierten
Feldes einer unproblematischen Vertrautheit zum Problem gemacht (Schiitz 1971,
S.56). Dieses Problem wird dann ausgelegt, interpretiert:

,Das bedeutet, daB3 er (der Interpretierende, K.J.) das Feld ... unter verschiedene typische Erfah-
rungen subsumieren muf3, ndmlich unter diejenigen typischen fritheren Erfahrungen, die seinen
gegenwirtig zuhandenen Wissensvorrat ausmachen.” (ebd., S.67) Dies nennt Schiitz dann die
Auslegungsrelevanz®.
SchlieBlich kommt noch die Motivationsrelevanz hinzu, die ihn zu einer bestimmten
Interpretation fiihrt. Da das Ergebnis, das er erwartet, fiir ihn von Bedeutung ist, beginnt
er iiberhaupt erst zu interpretieren. Er handelt also um etwas zu erreichen oder weil das
Ergebnis fiir ihn, aufgrund seiner individuellen Biographie, relevant ist (vgl. ebd.,
S.78ff).

Diese Relevanzen sind voneinander abhidngig; sie treten nie isoliert und keineswegs in
einer chronologischen Reihenfolge auf (vgl. ebd., S.102). Aulerdem — und dieser Ge-
danke ist fiir den Bereich der Schule nicht unproblematisch — ist der vorhandene Wis-
sensvorrat, der zur Auslegung eines Themas herangezogen wird und die Motivationsre-
levanz mitbestimmt, immer biographisch abhingig (vgl. ebd., S.138). Das heif}t, da3
jedes Individuum unterschiedliche Wissenselemente zur Auslegung eines Problems

2 Die in Klammern gesetzten Spielziige miissen nicht notwendigerweise im Unterricht auftreten.
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heranzieht, da jeder andere Erfahrungen in seinem Leben gemacht hat und verschiedene
Motivationen (oder gar keine) fiir ein Thema mitbringt™.

Menck versucht nun die Theorie von Schiitz auf den Unterricht zu iibertragen:

,»In einem problemlosen Horizont - sagen wir: zu Beginn einer Unterrichtsstunde (wo allerdings
durch das ,Fach® und das zuvor Gehabte ein Ausschnitt aus dem Horizont schon vorweg abge-
grenzt ist) - wird die Aufmerksamkeit auf ein Problem, eine Aufgabe, eben auf ein Thema gelenkt.
... Das Thema wird ausgelegt, interpretiert.” (Menck 1986, S.69f)
Damit es zu einer Interpretation kommt, wird (meist) vom Lehrer motiviert, sei es, daf3
er auffordert, etwas Bestimmtes zu tun, sei es, dal} er das Thema fortfiihrt, die Aufmerk-
samkeit auf andere Aspekte lenkt. Das angesprochene Problem der Motivationsrelevanz
kann so gelost werden: Der Lehrer macht darauf aufmerksam, inwiefern das erwartete
Ergebnis fiir die Schiiler von Bedeutung sein kann, und er kann eventuell fehlendes aber

notwendiges Wissen zur Verfligung stellen.

Die gewdhlten Ausdriicke deuten den Zusammenhang zwischen den Ergebnissen von
Bellack und der Relevanztheorie von Schiitz schon an, den Menck nun explizit herstellt:

»In den ,einleitenden® Spielziigen (strukturierende und auffordernde) findet man Thematisierun-
gen ... und Interpretationsrichtungen ... sowie Motivationen. Die ,bezugnehmenden® (reagieren-
den und fortfiihrenden) enthalten vor allem die Auslegungen, die Losungsversuche, sowie die
Bewertungen und Zusammenfassungen.* (ebd., S.70f)

# Auf Schule bezogen taucht hier wiederum das Problem der Subjektivitit der Inhalte auf (vgl. auch 2.5):
Jeder Schiiler bringt seine eigene Geschichte, seine individuellen Erfahrungen mit und bezieht sie auf die
jeweiligen Inhalte. Wenn die zuhandenen Wissenselemente aber nur unvollstindig sind, wird das Thema
,»in einer unvertrauten und fremden Perspektive gesehen®, man kann es im ,,zuhandenen Wissensvorrat®,
der ,,wiederum blof} die Sedimentierung fritherer Erfahrungen® ist (Schiitz 1971, S.141), nicht richtig
einordnen. ,,Es ist etwas, das einfach hingenommen und geglaubt werden muf3 oder das uns nichts an-
geht.“ (ebd., S.142)
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Demzufolge erginzt Menck das obige Schaubild wie folgt ( vgl. ebd., S.71, hier leicht
abgewandelt):

(STRK) — AUFF — REAG — (AUFF, REAG) — ...- (FORT) — ...— (FORT)

Themensetzung
Interpretationsrichtung \4
l Motivation
Motivation \4
Beendigung der Interpretation
Interpretation

Anhand dieser auch inhaltlich gefiillten Struktur ist es nun mdéglich, den Prozef3 der In-
terpretation eines Unterrichtsthemas genauer zu untersuchen bzw. zu operationalisieren.
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2.7 Zusammenfassung

Das ,Beziehungsgefiige® des Unterrichts ist nun in seinen einzelnen Teilen beschrieben.
Die verschiedenen Faktoren wurden in den vorigen Abschnitten analysiert. Die Tren-
nung in einzelne Aspekte birgt allerdings die Gefahr, den Zusammenhang, in dem sie
stehen, aus dem Auge zu verlieren. Abschlieend mochte ich daher versuchen, diesen
Zusammenhang in einem Schaubild zu verdeutlichen, das zwangslaufig stark verein-
facht, andererseits aber vor dem Hintergrund dieses Kapitels eine sinnvolle Zusammen-
fassung darstellen kann:

Unterrichtsinhalt:
Symbolische Reprisentation gesellschaft-
licher Praxis

MaBstébe:
subjektive Erfahrungen, Wissenschaft, gesell-
schaftliche Interessen

in den Unterricht
in den Unterricht
in den Unterricht

Schiiler Staat (Lehrplan)

Jnp gs19ma04

&
> =3
o
=

A A

gelangt vermittelt iiber
gelangt vermittelt iiber
gelangt vermittelt iiber

esellschaftliche Praxis
Einzelne Le-
benswelten ’ Mathematik

Abbildung 1: Der Unterrichtsinhalt in seinem Beziehungsgefiige
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Neben einer beschreibenden Analyse des Unterrichtsinhaltes in seinem Beziehungsge-
fiige, wird es Aufgabe des empirischen Teils dieser Arbeit sein, den Unterricht kritisch
zu beurteilen. Soll die Kritik nicht beliebig sein, werden Mafistdbe benétigt, die die Kri-
tik leiten und diskutierbar machen. Zwei mogliche Malistdbe sollen dazu im folgenden
entwickelt werden. Thre Grundlage ist eine Definition von ,Bildung‘, aus der zwei As-
pekte einer kritischen Beurteilung abgeleitet werden.
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3 Unterrichtskritik — Zwei mogliche MaR3stabe fir eine Analyse
des Unterrichtsinhalts

Ein grundlegendes Interesse empirischer Unterrichtsforschung liegt in dem Gelingen
von Unterricht. Was aber bedeutet genau ,Gelingen‘? Anhand welcher Kriterien kann
entschieden werden, ob ein Unterricht gelungen ist oder nicht? — Wie im ersten Kapitel
erldutert, verweist der Unterricht immer auf die gesellschaftliche Praxis, der Zweck des
Unterrichts ist die ,,Bildung®* der Heranwachsenden, denen hier ,,Gelegenheiten bereit-
gestellt (werden), die es ithnen erlauben, Moglichkeiten der menschlichen Gattung ...
als potentiell eigene zu erkennen und sich faktisch zu eigen zu machen* (Menck 1986,
S.38). Ein gelungener Unterricht wire also ein Unterricht, der diesen Zweck der Bil-
dung erfiillt. Das scheint trivial zu sein. Legt man diesen Maf3stab jedoch an konkreten
Unterricht an, kommt man in Schwierigkeiten. Denn es tauchen dann Fragen auf, wie:
Was heifit ,Bildung‘ im Fach Mathematik? Wie kann ich erkennen, ob Schiiler die
Moglichkeit haben, im Unterricht die Leistungen der Menschheit als ihre eigenen zu
erkennen? Es wird also im folgenden darum gehen, den Maf3stab ,Bildung* so zu opera-
tionalisieren, dall er auf Unterricht anwendbar ist, in diesem Fall auf den
Mathematikunterricht.

Der Ausgangspunkt ist der Begriff der ,Bildung‘, den ich mit Menck wie folgt definie-
re:

,,Bildung ist die Arbeit, in der Menschen sich ihr Menschsein in der Aneignung von und der Aus-

einandersetzung mit der Kultur erarbeiten, in der sie — ganz bildlich — den Menschen in und aus

sich herausarbeiten.” (Menck 1998, S.29)
Auf den Unterricht {ibertragen heift das: Sollen Schiiler sich bilden kdnnen, so muf3
einerseits ein Ausschnitt aus der Kultur im Unterricht erscheinen, in dem das
,Menschsein‘ moglichst vollstdndig aufgehoben ist, andererseits miissen sie die Mdg-
lichkeit haben, sich diesen Ausschnitt zu ,erarbeiten‘, einen Teil von dem, was Men-
schen moglich ist, auch als eigene Mdglichkeiten zu erkennen. Daraus ergeben sich
zwei Fragen an den Unterricht:

1. Was wird aus den gesamten Moglichkeiten ausgewdhlit?

2. Haben die Schiiler im Unterricht die Moglichkeit, ihre eigene Lebenswelt zu erwei-

tern?

Zu 1. : Unterricht zeichnet sich dadurch aus, da3 immer nur ein bestimmter Ausschnitt
aus der Kultur oder der gesellschaftlichen Praxis erscheinen kann. Das ist gar nicht an-
ders moglich und ist gleichzeitig auch ein Vorteil gegeniiber der Uniibersichtlichkeit der
Wirklichkeit. Will man Unterricht kritisieren, so kann man also nicht bei der Tatsache
der Auswahl und Autorisierung als solcher ansetzen, sie gehdrt notwendigerweise im-
mer zum Unterricht. ,,Wenn zu kritisieren ist, dann wére vielmehr zu priifen, ob Aus-
wahl und Autorisierung ihrerseits padagogisch und bildungstheoretisch legitim stattfin-
den oder nicht* (Menck 1986, S.116). Oder, als Frage formuliert: Ermdglicht die ge-
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troffene Auswahl den Schiilern, sich die gesellschaftliche Praxis anzueignen, wird sie
vollstidndig dargestellt oder wird etwas im Unterricht ,unterschlagen‘, so dafl den He-
ranwachsenden bestimmte Moglichkeiten verschlossen bleiben? Obwohl eine Auswahl
stattfinden muf}, muf} also gleichzeitig garantiert werden, dall der Ausschnitt die Praxis
der Menschheit moglichst vollsténdig représentiert.

Dazu soll im folgenden (3.1) ein sogenanntes Strukturgitter™ entwickelt werden, das
den durch das Fach festgelegten Ausschnitt aus der gesellschaftlichen Praxis, hier: die
Mathematik, einbettet in die Gesamtheit der gesellschaftlichen Praxis. Die so entwickel-
ten Begriffe, die die Mathematik als Teil dieser Praxis identifizieren, konnen dann an
den Unterricht angelegt werden. So kann festgestellt werden, welche Aspekte nicht oder
nur ansatzweise im Unterricht erscheinen, das heifit, wie vollstdndig oder unvollstindig
das Bild der Mathematik ist, das im Unterricht vermittelt wird.

Zu 2.: Die individuelle Lebenswelt zu erweitern, indem man die allgemeinen menschli-
chen Moglichkeiten als die eigenen erkennt, ist wohl nur oder um so eher moglich,
wenn Schiiler sich als potentielle Konstrukteure dieser Praxis begreifen konnen (vgl.
2.4). Das wiederum kann realisiert werden, indem die Auswahl im Unterricht als eine
menschliche Konstruktion erscheint, die zu einem bestimmten Zweck geschaffen wurde,
die ihre Geltung erst durch bestimmte Instanzen erhilt, die bestimmte Mdoglichkeiten,
aber auch Grenzen fiir die menschliche Praxis beinhaltet, die schlieBlich nur eine Mog-
lichkeit der Interpretation eines Sachverhaltes darstellt. Dies deutlich zu machen, darun-
ter versteht Wierichs die ,Offnung des Wissens® (vgl. Wierichs 1989). Im Abschnitt 3.2
wird dieser Aspekt niher erliutert und deutlich werden, wie der Grad der Offnung des
Wissens zu untersuchen ist.

3.1 Mathematik im Unterricht — Ein Strukturgitter

Bei der Entwicklung eines Strukturgitters fiir den Mathematikunterricht werde ich mich
an dem von Menck (1975, 1977) erlduterten Gedankengang und an das Beispiel von
Adick/Bonne/Menck (1978) halten und, ausgehend von diesen Grundideen, versuchen
Begriffe zu finden, die geeignet sind, das Fach Mathematik zu strukturieren.

Menck definiert ein ,didaktisches Strukturgitter® wie folgt:

»Ein ,didaktisches strukturgitter‘ ist ein gefliige von begriffen, ein gedankengang, in dem einer-
seits die moglichkeiten der interpretation und beherrschung von wirklichkeit aufgehoben sind.
Zum anderen enthalten sie den — methodischen — gesichtspunkt, dafl diese moglichkeiten dem in-
dividuum nicht um ihrer selbst oder heteronomer zwecke willen, sondern als mdglichkeit der er-
weiterung seiner selbstbestimmung (padagogische intentionalitit’) zu vermitteln sind. ... Ein

** Ich greife an dieser Stelle auf (fach-)didaktische Uberlegungen zuriick, die vor allem in den 1970er
Jahren angestellt wurden. Auch auf die Gefahr hin, dass es altmodisch erscheinen mag: Ich halte die
Ideen nach wie vor fiir hilfreich und insbesondere im Zusammenhang der hier durchzufiihrenden Unter-
richtsanalysen fiir fruchtbar. Die Diskussion tiber fachdidaktische Strukturgitter ist in den letzten zwei
Jahrzehnten (leider) verstummt. Einen Uberblick iiber den damaligen Diskussionsstand findet man bei
Lenzen/Meyer (1975) oder bei Kell (1995)
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thema qualifiziert sich als unterrichtsgegenstand erst, wenn es nach allen momenten aufgeschliis-

selt wird, die durch die begriffe des strukturgitters bezeichnet sind.” (Menck 1975, S.96f)
In dieser Definition steckt also einerseits die Absicht, durch ein Gefiige von geeigneten
Begriffen die gesamten Mdglichkeiten der gesellschaftlichen Praxis bereitzustellen,
andererseits schlieft es die ,,pddagogische Intentionalitdt” mit ein, die ,,unterrichtslei-
tenden Intentionen (Adick/Bonne/Menck 1978, S.196). Dies meint den Riickbezug der
im Unterricht erscheinenden gesellschaftlichen Praxis zum Schiiler, dem Individuum,
das sich diese Praxis aneignen soll. Dahinter verbirgt sich die Frage nach der Bedeutung
des Ausschnittes aus der gesellschaftlichen Praxis fiir den Schiiler (vgl. Menck 1986,
S.120). Ein Strukturgitter hitte demnach Kategorien zu bieten, die es erlauben, die
,Moglichkeiten der Menschheit® zu identifizieren und gleichzeitig zu priifen, ob die
notwendige Auswahl daraus piddagogisch legitim ist bzw. den unterrichtsleitenden In-
tentionen folgt. Einen Unterricht, der dieses leistet, der also Riickbeziige herstellt, nennt
Menck einen ,,reflexiven Unterricht™: ,,Reflexiver Unterricht ist einer, in dem seine ei-
genen Voraussetzungen ins Spiel und zur Sprache kommen* (ebd.).

Zunidchst einige Voraussetzungen, die mitgedacht werden miissen, wenn von Unterricht
in der Schule die Rede ist:

— ,,Die im Unterricht behandelte Sache, das Thema, ist ein Ausschnitt aus der gesellschaftlich
produzierten Wirklichkeit.

— Diese Wirklichkeit ist im Unterricht in symbolischer (zumeist sprachlicher) Form préisent.

— Unterricht in der Schule ist die Institution, in der Heranwachsende die Mdglichkeiten der
Menschheit als ihre eigenen Mdglichkeiten erkennen und sich zu eigen machen konnen.
(Menck 1977, S.369)

Der sich daran anschlieBende Gedankengang zur Strukturierung eines Unterrichtsfaches
ist nun folgender: Es muB} erstens die gesellschaftliche Praxis als ein Ganzes identifi-
ziert werden, aus der das im Unterricht Erscheinende ein Ausschnitt ist. Diese Praxis
kommt im Unterricht aber nicht direkt, sondern iiber Symbole vermittelt zur Sprache.
Diese wiederum werden gemessen an dem, ,was prinzipiell willbar ist“ (A-
dick/Bonne/Menck 1978, S.187). Dafiir steht heute die Wissenschaft, denn sie ist der

Malstab, der an die Erkenntnisse, die im Unterricht vermittelt werden, angelegt wird.

Der zweite Schritt besteht demnach darin, Kategorien fiir die ,,Bedingungen der Mog-
lichkeit wissenschaftlicher Erkenntnis® (ebd., S.188) zu finden. Diese ersten beiden
Dimensionen strukturieren dann ,,die iiber Wissenschaft vermittelte gesellschaftliche
Praxis* (Menck 1977, S.372).

Als dritter Schritt wird dann ,,Mathematik* als Teil der gesellschaftlichen Praxis und
gemessen an wissenschaftlicher Erkenntnis strukturiert und unter geeignete Begriffe
subsumiert, so daB letztlich ein Kategoriengefiige entsteht, in dem ,,die mdglichkeiten
der interpretation und beherrschung von wirklichkeit aufgehoben sind*“ (Menck 1975,
S.96), beschriankt auf das Stiick Wirklichkeit ,Mathematik‘. Diese Begriffe werden
durch eine Bedingungsanalyse gefunden (siehe 3.1.2).
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Der letzte Schritt besteht in der Identifizierung der ,unterrichtsleitenden Intentionen®.
Darauf werde ich an dieser Stelle verzichten, da es mir in diesem Zusammenhang dar-
um geht, die Mathematik als Teil der gesellschaftlichen Praxis zu identifizieren, um
spater in der Analyse ein Instrument zur Hand zu haben, das es erlaubt, den im Unter-
richt erscheinenden Ausschnitt auf seine Vollstandigkeit hin zu {iberpriifen. Unter dem
Aspekt der ,Offnung des Wissens® (3.2) werde ich auf diesen Aspekt zuriickkommen.
Wollte man dieses Strukturgitter allerdings fiir eine vollstindige didaktische Strukturie-
rung eines Themas heranziehen, miilte man diese vierte ,Dimension‘ allerdings anfii-
gen. Die von Menck (1975) im Riickgriff auf Habermas entwickelten Begriffe ,,Anpas-
sung, Einlibung, Ich-Aufbau‘ oder der Vorschlag von Adick/Bonne/Menck (1978), die
unterrichtsleitenden Intentionen in den Begriffen ,,Information, Interpretation und Ana-
lyse* zu fassen, diirften fiir jedes Unterrichtsfach Geltung haben und konnten somit
auch fiir dieses Strukturgitter Anwendung finden.

3.1.1 Gesellschaftliche Praxis und Wissenschaft

Nach Habermas (1970) ist die Menschengattung ,,von Haus aus an bestimmte Medien
der Vergesellschaftung gebunden ...: an Arbeit, Sprache und Herrschaft. Die Men-
schengattung sichert ihre Existenz in Systemen gesellschaftlicher Arbeit und gewaltsa-
mer Selbstbehauptung; durch traditionsvermitteltes Zusammenleben in umgangssprach-
licher Kommunikation; und schlieBlich mit Hilfe von Ich-Identitidten, die das Bewul3t-
sein des Einzelnen im Verhéltnis zu den Normen der Gruppe auf jeder Stufe der Indivi-
duierung von neuem befestigen™ (ebd., S.162). D.h., noch einmal mit anderen Worten
ausgedriickt: Durch Arbeit, oder zweckrationales Handeln, durch ,,aktive Eingriffe in
die Natur, die ihre Lebensbedingungen verdndern (Adick/Bonne/Menck 1978, S.189),
sichern sich Menschen ihre Existenz und befriedigen ihre Bediirfnisse. Gesellschaftliche
Arbeit ist nur mdglich, wenn sich Menschen verstehen und ihr Handeln durch kommu-
nikativ ausgehandelte Normen in gewissem Rahmen festgelegt ist, sie sich also durch
Sprache verstindigen konnen. Eine Gesellschaft bedarf weiterhin ,,Verteilungs-, Kon-
troll- und Sanktionsmechanismen (ebd., S.188), um ihre Reproduktion und Weiterent-
wicklung zu sichern. Diese Herrschaftsmechanismen funktionieren um so besser, je
mehr die (im besten Fall sprachlich ausgehandelten) gesellschaftlichen Normen vom
Individuum verinnerlicht werden, d.h. Teil seiner Identitidt sind und seine Bediirfnisse
befriedigt werden. Die Medien Arbeit, Sprache, Herrschaft bilden somit die Kategorien
fiir die gesellschaftliche Praxis.

Diese Medien sind mit bestimmten Interessen der Menschengattung verbunden, aus
Arbeit, Sprache und Herrschaft entspringen die ,,erkenntnisleitenden Interessen:

Das technische Erkenntnisinteresse: ,Dies ist das Erkenntnisinteresse an der technischen Verfii-
gung liber vergegenstindlichte Prozesse®, das der ,,moglichen informativen Sicherung und Erwei-
terung erfolgskontrollierten Handelns* dient (Habermas 1970, S.157). Es sucht ,,nach Informatio-
nen, die erlauben, die Verfiigungsgewalt der Menschengattung im Prozef ihrer Existenzsicherung
durch gesellschaftliche Arbeit zu erweitern* (Adick/Bonne/Menck 1978, S.188).
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Das praktische Erkenntnisinteresse: Es ,erzeugt Interpretationen, die eine Orientierung des Han-
delns in einem Kommunikationssystem ermoglichen, das durch Tradition gepréigt und gemeinsa-
me Sprache zusammengehalten wird*“ (ebd.), es dient der ,,Erhaltung und der Erweiterung der In-
tersubjektivitit moglicher handlungsorientierender Verstindigung™ (Habermas 1970, S.158).

Das emanzipatorische Erkenntnisinteresse: Es ,erzeugt Analysen, die das BewuBtsein aus seiner
Abhingigkeit von hypostasierten, als naturhaft empfundenen Zwéngen und Gewalten 16sen (A-
dick/Bonne/Menck 1978, S.188), und einen Prozel3 der Selbstreflexion in Gang setzen.

Diese Interessen sind die ,,Bedingung der Moglichkeit wissenschaftlicher Erkenntnis®
(Menck 1977, S.370) und bestimmen damit Wissenschaft iiberhaupt. Damit bilden sie
die Kategorien der wissenschaftlichen Erkenntnis allgemein. Zusammen mit der ersten

Dimension ergibt sich folgendes Raster, das die iiber Wissenschaft vermittelte gesell-

schaftliche Praxis kategorial bestimmt:

Erkenntnisleitende
Interessen technisches praktisches emanzipatorisches
Medien der Erkenntnisinteresse | Erkenntnisinteresse | Erkenntnisinteresse
Vergesellschaftung
Arbeit Uber Wissenschaft
Sprache vermittelte
Herrschaft gesellschaftliche Praxis

Abbildung 2 : Das Strukturgitter (nach Menck 1975, S. 87)

In dieses Raster soll nun ,,Mathematik* als Teil der iiber Wissenschaft vermittelten ge-

sellschaftlichen Praxis gleichsam als eine dritte Dimension eingefiigt werden. Es besteht

die Aufgabe, geeignete Begriffe zu finden, die diese Disziplin unter den gesellschaftli-

chen und wissenschaftlichen Bedingungen aufschliisseln.

3.1.2 Bedingungsanalyse

Unter einer Bedingungsanalyse versteht Menck (1975)

»eine analyse der faktoren, die den begriff von z.b. ,politik® (oder ,Mathematik‘, K.J.) in seiner
historisch bestimmten ausprigung bestimmt haben und bestimmen. Die bedingungsanalyse wére
also eine rekonstruktion derartiger begriffe, die einen bestimmten ausschnitt aus der gesellschaftli-
chen wirklichkeit festlegen.* (S.88)

Ein Riickblick in die Geschichte der Mathematik (3.1.2.1) soll zeigen, wie und unter
welchen gesellschaftlichen Bedingungen sich die Mathematik entwickeln konnte. Da-

durch soll der Blick fiir die wesentlichen Merkmale dieser Wissenschaft geschirft wer-

den, die sich im heutigen hochspezialisierten Wissenschaftsbetrieb nur noch schwer

ausmachen lassen. Der zweite Teil der Bedingungsanalyse besteht dann in einem histo-

rischen Uberblick iiber die wichtigsten didaktischen Richtungen (3.1.2.2), der vor allem

die unterschiedlichen Sichtweisen des Zusammenhangs von Mathematik und gesell-
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schaftlicher Praxis in diesen Ansétzen verdeutlichen soll. Schlielich werden verschie-
dene philosophische Positionen der Mathematik darauthin beleuchtet, wie das ,Wesen*
der Mathematik zu bestimmen ist (3.1.2.3). Es wird sich herausstellen, dal es sinnvoll
ist, fir die Beschreibung der ,Wirklichkeit® der Mathematik eine Position auBlerhalb der
traditionellen Ansétze zu suchen, die sich als fruchtbar im Zusammenhang mit den Er-
gebnissen der ersten beiden Teile der Bedingungsanalyse erweisen wird.

3.1.2.1 Zur Geschichte der Mathematik

In diesem Abschnitt soll das Augenmerk auf die Zusammenhidnge von Mathematik und
gesellschaftlicher Praxis im historischen Riickblick gerichtet werden. Dazu werden ei-
nige Epochen, die fiir die Entwicklung der Mathematik von Bedeutung sind, beschrie-
ben. Im Rahmen dieser Arbeit ist es lediglich moglich, nur einige Aspekte der Entwick-
lungsgeschichte herauszustellen, die nicht den Anspruch einer umfassenden Analyse
beanspruchen konnen. Ich verweise dazu auf die diesem Kapitel zugrunde liegende Li-
teratur, vor allem auf Wulling (1979), Gericke (1996) und Kline (1990). Die leitende
Frage beim Durchgang durch die Geschichte, die die Auswahl der zur Sprache kom-
menden Aspekte leitet, soll also sein: Welche gesellschaftliche Rolle spielte die Ma-
thematik in der Vergangenheit und was kann daraus fiir die heutige gesellschaftliche
Stellung der Mathematik gefolgert werden? Wie ist die Stellung der Wissenschaft Ma-
thematik vor dem gesellschaftlichen Hintergrund der jeweiligen historischen Epochen
zu verstehen?

Ich beginne bei der Mathematik der Agypter und damit in der Zeit, in der bereits eine
Schrift existierte®. Das Papyrus Rhind und das Moskauer Papyrus sind die aufschluf-
reichsten Quellen. Sie entstanden vermutlich um 1700 v. Chr., wobei sie wahrscheinlich
auf édltere Schriften aus dem 19. Jh. v. Chr. zuriickgehen. Die wichtigsten Errungen-
schaften dgyptischer Mathematik sind:

das dezimale Zahlensystem (in Hieroglyphen, allerdings kein Positionssystem)
und Beherrschung der vier Grundrechenarten,
das schriftliche Dividieren mit allen natiirlichen Zahlen,
die Kenntnis von (Stamm-) Briichen,
das Losen von linearen Gleichungen und
Flachen- und Volumenberechnungen verschiedener geometrischer Figuren und
KérperZ(’.
Was war nun das Besondere an der dgyptischen Kultur, die eine derartige mathemati-
sche Leistung hervorbringen konnte?

** Diese Entscheidung ist willkiirlich und bedeutet nicht, daB es nicht schon vorher mathematische Ent-
wicklungen gab. Die Dokumente iiber die préhistorische Mathematik sind allerdings sparlich und ihre
Interpretationen sehr verschieden (vgl. Gericke 1996, S.1ff), so daB3 ich auf ihre Darstellung verzichten
mochte.

*® Die Agypter kannten z.B. einen recht guten Niherungswert fiir die Kreiszahl 7t und die richtige Formel
fiir die Berechnung eines Pyramidenstumpfes mit quadratischer Grundflache.
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Das Leben in Agypten spielte sich vor allem an den Ufern des Nils ab, wo das
fruchtbarste Land zu finden war. Im Gegensatz zu fritheren Gesellschaftsformen waren
die Agypter als Agrargesellschaft auf gemeinsames Handeln angewiesen. Es muBten
Bewisserungsanlagen gebaut werden, die Kalenderrechnung wurde zur Vorhersage von
Niliiberschwemmungen notwendig, Felder mufiten vermessen werden, und es wurden
die groBartigen Grabstitten der Pharaonen gebaut: die Pyramiden. Es entstand ein neuer
Berufsstand der Schreiber, die fiir Verwaltung, Steuereinnahmen, Rechtsprechung zu-
standig waren und auch die Mathematik anwandten und weiterentwickelten. In diesem
gesellschaftlichen Kontext ergibt sich das Bild einer auf praktische Zwecke ausgerichte-
ten Mathematik, die direkt auf die Bediirfnisse der damaligen Gesellschaft zuriickzufiih-
ren ist. Die Agypter begniigten sich mit der Anwendbarkeit, die sich durch praktische
Erfolge zeigte. Beweise oder rein theoretische Erkenntnisse waren ihnen fremd.

Ungeféhr zeitgleich entwickelte sich die Mathematik auch in Mesopotamien, dem Land
zwischen Euphrat und Tigris. Man spricht meist von ,,babylonischer Mathematik®, da
die meisten Funde mathematischer Keilschrifttexte aus der Zeit um 1800 v.Chr. stam-
men, dem Beginn des Altbabylonischen Reiches. Es gibt allerdings auch Funde, die
weitaus dlter sind und aus denen hervorgeht, daB3 das Zahlensystem bereits frith entwi-
ckelt war und auch geometrische Berechnungen bereits bekannt waren. Die Babylonier
benutzten ein Sexagesimalsystem (ebenfalls aber kein Positionssystem) und legten fiir
die Grundrechenarten (auch mit Stammbriichen) umfangreiche Tabellen an, die das
Rechnen mit groBen Zahlen erheblich vereinfachten. Aber auch in anderen Bereichen
waren die Kenntnisse hier umfangreicher als bei den Agyptern. Die Babylonier kannten
z.B. die pythagoridischen Zahlentrippel und den sogenannten pythagordischen Lehrsatz.
Weiterhin waren sie in der Lage, quadratische und biquadratische Gleichungen zu 16-
sen, und das in einer Form, wie sie grundsitzlich auch heute noch benutzt wird (quadra-
tische Ergiinzung). Wie in Agypten spielten auch hier die gesellschaftlichen Erforder-
nisse, wie Landvermessung und Kanalbauten, aber auch Erbschaftsverteilung oder
Wirtschaftsrechnung (es bestanden ausgeprigte Handelsbeziehungen z.B. nach Indien)
eine groBe Rolle bei der Entwicklung der iiberwiegend praktisch nutzbaren Mathematik.
Es lassen sich allerdings auch erste Ansitze fiir eine rein theoretische Bearbeitung fest-
stellen. Losungsstrategien von Gleichungen beispielsweise sind nicht mehr unmittelbar
an bestimmte Situationen gebunden, sondern werden losgelost und verallgemeinert mit
einem Symbolsystem behandelt:

,Die mesopotamische Rechentechnik hat sich unter Verwendung vorziiglicher Rechentafeln an
recht komplizierten, durch die gesellschaftliche Entwicklung determinierten Problemen entfaltet.
Dariiber hinaus wurden Problemstellungen behandelt, die schon als Resultat der innerlogischen
Entwicklung der Mathematik anzusehen sind. Die mesopotamische Rechenkunst erreichte ein Ni-
veau, das bereits Ziige echten algebraischen Denkens aufweist und erst am Ausgang der Antike
wieder anndhernd erreicht, im islamischen Osten seit dem 10. Jh. und im christlichen Europa sogar
erst wiahrend der Renaissance iibertroffen werden konnte.” (WuBling 1979, S.44)

Letztlich kann man aber sagen, daB die Mathematik oder Rechentechnik sowohl in A-
gypten als auch in Mesopotamien vor allem unter dem Aspekt der Niitzlichkeit entwi-
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ckelt wurde. Sie wurde mit der steigenden Komplexitit der (Stadt-) Staaten, die sich
durch Verwaltung, Steuerabgaben, Handelsbeziehungen, Tempelbauten und neue Be-
rufszweige wie Handwerker und Kaufleute auszeichneten, notwendig.

Die hochentwickelte Mathematik der Agypter und Babylonier hat auch die griechische
Mathematik beeinfluft. Viele Kenntnisse der Griechen (wie z.B. der beriihmte ,,Satz des
Pythagoras®) gehen auf diese Kulturen zuriick. Die Griechen haben die Mathematik also
keineswegs neu erfunden. Was sie allerdings erfunden haben — oder besser gesagt, was
sich in ihrer Kultur entwickeln konnte — ist der Beginn der sogenannten reinen Mathe-
matik, einer Wissenschaft, die sich nicht um ihre Anwendungen kiimmert bzw. sie sogar
bewullt ablehnt.

Die griechische Mathematik begann vermutlich mit Thales um 600 v. Chr.. Er gehort zu
den ersten, die (vor allem geometrische) GesetzmaBigkeiten explizit formulierten und
ansatzweise bewiesen. Das war etwas grundlegend Neues und leitete die deduktive Me-
thode der Griechen ein, die strenge Beweisfiihrung. ,,.Die Frage, warum eine Vorschrift
richtig ist, wurde jedenfalls in den bisher bekannten Texten nicht gestellt. Das hat wohl
Thales zum ersten Mal getan, wenn er, wie Eudemos sagt, die Messung der Entfernung
von Schiffen auf See durch einen Kongruenzsatz gerechtfertigt hat* (Gericke 1992,
S.112). Nach Thales kamen die Pythagoréer. Sie entwickelten eine regelrechte Zahlen-
mystik, die philosophisch und religios gepriagt war. ,,Alles ist Zahl* war ihr Motto, und
das hieB, da3 die ganze Welt durch Zahlen, durch Mathematik zu erkliren sei. Die Zahl
wurde damit zum Forschungsgegenstand, was eine Abwendung vom praktischen Nut-
zen der Erkenntnisse bewirkte. Sie fiihrten die deduktive Beweismethode weiter voran,
indem sie abstrakte GesetzmiBigkeiten aus Postulaten ableiteten. Wenn hier allerdings
von ,,Zahlen* die Rede ist, so mufl man sich vor Augen halten, daf die Pythagorder nur
die natiirlichen Zahlen als Zahlen akzeptierten, d.h. Zahlen, die sich durch Zusammen-
setzen aus der Einheit ergeben und auf die letztlich alles zuriickzufiihren ist. Das Ver-
hiltnis von Strecken in geometrischen Figuren beispielsweise mufte ihrer Uberzeugung
nach immer durch natiirliche Zahlen ausdriickbar sein. Die Entdeckung der Inkommen-
surabilitét, d.h. der Tatsache, daf es Strecken gibt, die kein gemeinsames Mal3 besitzen
(wie die Diagonale zur Seite eines Quadrates), stand im absoluten Widerspruch zur
Zahlenmystik der Pythagorder und trug mit zum Zusammenbruch dieses Bundes bei.

In der sogenannten klassischen oder athenischen Periode (Athen wurde zum einfluB3-
reichsten Stadtstaat in Griechenland) erlebten die Mathematik und andere Wissenschaf-
ten, vor allem die Philosophie, ihre Bliitezeit. Die vielen Erkenntnisse muflten zusam-
mengefalit und systematisiert werden. Hippokrates (406? — 377?) schrieb die ersten ,,E-
lemente®, die die ebene Geometrie, regelmifige Korper, Zahlentheorie (Teilbarkeit)
und Gleichungen (geometrisch interpretiert) behandelten. Aullerdem enthielten sie Pro-
portionenlehre und Probleme der Wiirfelverdopplung und Kreisquadratur, die auf das
Problem der Inkommensurabilitdt, d.h. des Irrationalen hinausliefen. Wie systematisch
diese Themen dargestellt oder bewiesen wurden bleibt unklar, da die Originaltexte nicht
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mehr vorhanden sind (vgl. Gericke 1992, S.91). Im Gegensatz zu den ,,Elementen® von
Euklid, die um 300 v. Chr. geschrieben wurden und die durch die au3erordentlich stren-
ge deduktive Methode zum Mafstab bis in die heutige Zeit wurden. Euklid leitet die
Sitze aus Definitionen, Postulaten und Axiomen ab, die damit die Grundelemente sind,
auf die sich jede Aussage zuriickfiihren 1a6t. Die ,,Elemente* des Euklid waren lange
Zeit, nachdem sie im Mittelalter wiederentdeckt und iibersetzt wurden, mal3geblich fiir
die Ausbildung an Schulen und Universititen; in England waren sie bis Mitte des 18.
Jh. einziges Lehrbuch der Geometrie.

Im Zuge der Eroberung Griechenlands durch Alexander den Grof3en wurde Alexandria
das Zentrum der griechischen Mathematik (die Stadt wurde 331 v.Chr. gegriindet). Hier
wirkten unter anderem Euklid, Apollonios und Heron. Es entstand eine der grofiten Bib-
liotheken, die jedoch nach und nach in Kriegen und Eroberungsziigen der Romer und
spater, im 7.Jh., der Moslems zerstort wurde. Nach der romischen Herrschaftsiibernah-
me konnte sich die griechische Mathematik zwar noch lange halten, an die Leistungen
fritherer Jahrhunderte konnte sie allerdings nicht ankntipfen.

Nachdem in kurzer Form auf die grundlegenden Aspekte der griechischen Mathematik
eingegangen wurde, mochte ich nun auf die gesellschaftspolitischen Umsténde zu spre-
chen kommen, vor deren Hintergrund sich diese Wissenschaft entwickeln konnte. Zwei
Aspekte sind meines Erachtens besonders wichtig: Erstens die Philosophie, die mit der
Mathematik immer sehr eng verkniipft war (vgl. Finley 1983, S.87f), und zweitens die
damalige griechische Gesellschaftsstruktur, die zwar viele demokratische Elemente be-
saf3, aber gleichzeitig immer eine Sklavengesellschaft war.

Der philosophische Hintergrund der Mathematik geht vor allem auf Platon zuriick. Die
Abwendung von der direkten Anschauung und der Erfahrung wurde von ihm am deut-
lichsten formuliert. Platon selbst war beeinflufit von Sokrates, dessen Schiiler er war
und den er in seinen Dialogen sprechen 148t, aber auch von den Pythagorédern, an dessen
Zahlenmystik er sich anlehnte.

,Fur ihn (Platon, K.J.) konnte die ganze Welt der Erfahrung, da sie keine Dauer habe, unvoll-
kommen und ,unwirklich‘, nie Gegenstand echten Wissens sein, das sich unmittelbar auf die ewi-
gen und wirklichen Ideen oder Formen richten mufite. Er lehnte deshalb grundsétzlich alle Natur-
wissenschaft ab, sofern sie sich nicht auf Mathematik und vor allem auf Geometrie zuriickfithren
lieB.“ (Finley 1983, S.88)
»Gerade® und ,,Kreis* waren fiir Platon die grundlegenden Elemente, die idealen Figu-
ren, aus denen sich alles ableiten 146t. Und das hief3, nur was mit Zirkel und Lineal zu
konstruieren ist, konnte Gegenstand der mathematischen Forschung sein und zur ewi-
gen Wahrheit fiihren. Aus diesen Konstruktionen mufite alles herleitbar sein. Die

deduktive Methode wurde so auch aus philosophischer Sicht notwendig.

Die Abkehr von der Erfahrung und die Beschrdnkung auf die dahinterstehende ewige
Wabhrheit, die man durch die Geometrie erkennen kénne, war nicht immer Mal3stab der
mathematischen Forschung. Thales hatte damit begonnen, die Natur rational zu erkldren
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und bezog sich dabei sehr wohl auf die Anschauung. Das Neue in seiner Sichtweise
bestand in der Rationalitit der Erkldrung, wihrend vorher die Natur und jede Erschei-
nung in ihr ein Werk der Gotter war. Und auch Aristoteles, ein Schiiler Platons, lehnte
Empirismus nicht ab, sondern machte ihn im Gegenteil zur Basis der Erkenntnis. Er
wandte sich damit gewissermaflen gegen die Ideenlehre Platons. Und dennoch finden
wir in der griechischen Mathematik ein Phdnomen, das auf nahezu alle Mathematiker
und Philosophen zutrifft, ob sie in der Tradition Platons standen oder nicht, und das
deshalb nicht allein durch die Philosophie zu erklédren ist: Kaum einer der groen Wis-
senschaftler ist je auf die Idee gekommen, seine Kenntnisse anzuwenden, also produktiv
im praktischen Sinne tdtig zu sein. Auch Aristoteles, der eher ein Naturwissenschaftler
als Mathematiker war, reichte die Erkenntnis der Phdnomene aus, eine mogliche An-
wendung wurde weder von ihm noch von anderen in Erwdgung gezogen (vgl. Finley
1983, S.91).

Ein Blick auf die Gesellschaftsstruktur kann zur Erkldrung dieses Phdnomens beitragen:
Die ,,Naturwissenschaft und die Philosophie der Griechen waren ,aristokratisch® in dem
Sinne, dal} sie sich in der Schicht der Vermogenden entwickelten, die in Krieg und
Staatskunst, Dichtung und Redekunst die einzigen annehmbaren niitzlichen Betdtigun-
gen sahen.“ (ebd.) Diese wohlhabenden Minner konnten es sich leisten, iiber philoso-
phische und mathematische Probleme nachzudenken, sie waren von praktischer Arbeit
entbunden. Gleichzeitig wurde die Arbeit von Handwerkern oder Bauern (die oftmals
Sklaven waren) zwar nicht von ihnen verachtet, aber sie stand wertmaBig unter der des
Philosophen, da sie, ,,so notwendig und niitzlich sie auch sein mag, einem geringerwer-
tigen Gut dient* (ebd., S.92). Miinzinger (1971) geht bei der Interpretation dieses Sach-
verhaltes noch einen Schritt weiter. Er sieht in der Abwendung von der Niitzlichkeit der
Mathematik eine ,,Flucht vor dem HéBlichen in dieser Gesellschaft, vor der Armut, der
Willkiir, dem Unzulédnglichen, dem Widerspriichlichen, dem Brutalen. Die Hinwendung
zur dsthetischen Mathematik erweist sich als Abwendung von der Aufgabe, gesell-
schaftliche Probleme menschlich zu 16sen” (S.42). Einer der — aus heutiger Sicht —
groBBten Widerspriiche der Antike ist wohl die Sklaverei, die in der griechischen und
romischen Gesellschaft immer ein grundlegender Bestandteil war und doch ganz offen-
bar im Gegensatz zu einer Philosophie von Humanitdt und Tugend steht. Es waren al-
lerdings nur wenige, die versuchten, die Sklaverei zu legitimieren, von Kritisieren kann
gar keine Rede sein. Wenn Kritik geiibt wurde, so geschah dies in der Absicht, die
Sklavenhalter zu mehr Humanitét gegeniiber ihren Sklaven zu ermahnen. Dadurch
konnte die Gesellschaft die Institution der Sklaverei aufrechterhalten (vgl. Finley 1981,
S. 145ff). Die Mehrheit der Bevolkerung hat wohl nie ernsthaft dariiber nachgedacht.
,»Die Philosophen freilich konnten an dieser Frage nicht voriibergehen, und vielleicht
haben sie nirgends so sehr versagt, wie bei dem Versuch, sie befriedigend zu beantwor-
ten* (Finley 1983, S.109). Die Schwierigkeit bestand darin, die Sklaverei im Sinne der
Philosophie zu rechtfertigen, ohne sie in Frage zu stellen. Aristoteles sprach von einer
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von Natur aus gegebenen Tatsache, dal manche Menschen zum Sklaven bestimmt seien
(vgl. Finley 1981, S.143f und 1983, S.109f). Diese Sichtweise wurde spéter nur noch
von wenigen eingenommen, und doch konnten die Probleme nicht beseitigt werden.

Die Welt der Mathematik ist im Gegensatz zu dieser Wirklichkeit frei von Widersprii-
chen, sie zeichnet sich gerade durch eine logische und eindeutige Beweisfiihrung aus.
Vor diesem Hintergrund erscheint die — sicherlich etwas gewagte und spekulative —
Interpretation Miinzingers durchaus vertretbar. Obwohl man nie mit Sicherheit wird
sagen konnen, was die wirklichen Beweggriinde fiir eine Beschéftigung mit Mathematik
waren, scheint eines jedoch sicher: Es war nur einer Minderheit vorbehalten, sich mit
Wissenschaften im allgemeinen und mit Mathematik im besonderen zu beschéftigen.
Sie war ein Privileg der herrschenden Schicht und wurde nur an die folgenden Genera-
tionen dieser Schicht weitergegeben. Dadurch diente sie der Sicherung ihrer gesell-
schaftlichen Position (vgl. Miinzinger 1971, S.41)

Es lassen sich also sowohl philosophische als auch gesellschaftlich-politische Griinde
ausmachen, die die Entwicklung der griechischen Mathematik erkldren kénnen. Damit
mdchte ich nicht bestreiten, dal es auch noch andere Ursachen oder Erklarungsmog-
lichkeiten gibt. Es sollte lediglich deutlich werden, da3 die insgesamt beeindruckenden
Leistungen, die in der Antike hervorgebracht wurden, nicht nur auf die Leistungen eini-
ger Individuen zuriickgefiihrt werden konnen, sondern Ausdruck eines Ganzen sind, in
dem gesellschaftliche und weltanschauliche Voraussetzungen eine tragende Rolle spie-
len. Gleichzeitig lassen sich schon bis zu diesem Zeitpunkt zwei wichtige Dimensionen
der Mathematik ausmachen, die uns auch im weiteren Verlauf der Geschichte begegnen
werden und die im heutigen Wissenschaftsbetrieb der Universitidten als Unterschei-
dungsmerkmal zwischen den einzelnen Disziplinen dienen: eine anwendungsbezogene
Mathematik, wie sie bei den Agyptern und Babyloniern auszumachen ist, und eine abs-
trakte, theoretische oder reine Mathematik, die sich gerade von diesem Niitzlichkeits-
prinzip lossagte und die erstmals im antiken Griechenland aufzufinden ist.

Nach der Ubernahme der Herrschaft durch die Romer, die sich ab ca. 200 v. Chr. im
Mittelmeerraum ausbreiteten, wurden in der griechischen Mathematik und Philosophie
keine groferen Fortschritte mehr erzielt. Die umfangreiche Bibliothek in Alexandria
wurde, wie gesagt, wihrend der rémischen Eroberungskriege etappenweise zerstort.
MaBgeblich war auch der zunehmende EinfluBl des Christentums (es wurde 391 zur
Staatsreligion im Romischen Reich), das die Mathematik und Philosophie der griechi-
schen Heiden groBtenteils ablehnte und bekdmpfte, da sie im Widerspruch zur christli-
chen Ideologie standen. Dieser Standpunkt der Kirche verhinderte bis ins hohe Mittelal-
ter im christlich gepriagten Kulturraum eine Beschéftigung mit der Mathematik der
Griechen. Erst zur Zeit der Renaissance wurden diese Leistungen erneut entdeckt und
weiterentwickelt.
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Doch nicht nur das Christentum verhinderte eine weitere Entwicklung der Wissenschaf-
ten. Die Romer hatten eine ganz andere Vorstellung davon, was eine Wissenschaft zu
leisten habe. Sie muflte wiederum vor allem niitzlich sein. Sie kiimmerten sich nicht um
Beweise und Systematik. Elementare Mathematik war Bestandteil der Berufsausbildung
der Baumeister und Vermessungsleute, abstraktere Mathematik®’ fand lediglich Ein-
gang in die Lehrpline der Redner. Diese Redner bekleideten politische Amter, und so
gesehen war auch diese Ausbildung auf einen praktischen Nutzen hin ausgerichtet. Die
Einschriankung auf praktische Verwendbarkeit war, neben den Einfliissen des Christen-
tums, ausschlaggebend fiir die Stagnation auf dem Gebiet der Mathematik.
»The Roman civilization was unproductive in mathematics because it was too much concerned
with practical and immediately applicable results.” (Kline 1990, S.204)

Das Romische Reich wurde 395 geteilt. Wahrend sich das Ostromische oder Byzantini-
sche Reich bis ins 15. Jh. halten konnte, zerfiel das Westromische Reich mehr und
mehr. Es wurde vom Feudalismus geprégt, die romische Gesellschaftsstruktur 16ste sich
auf.”® Kirche und Adel schlossen sich zusammen und lebten vom Anbau und Handwerk
der Leibeigenen. Es gab so gut wie keine Bildung, selbst die Feudalherren konnten sel-
ten lesen oder schreiben. Lediglich in den Kldstern wurde eine minimale Bildung wei-
tergegeben. Der mathematische Teil bestand aus elementarer Mathematik und Kalen-
derrechnung (die beweglichen Feiertage mussten bestimmt werden). Griechische Ma-
thematik geriet vollig in Vergessenheit, es gab iiberhaupt keine iiberlieferten Schriften.
Dies édnderte sich durch die ersten Kontakte mit dem Islam. Das Islamische Reich war
bis Spanien vorgedrungen, und erst ab dem 11. Jh. konnte Spanien von den Christen
teilweise zuriickerobert werden. Die Mathematik des Islam war gegeniiber der der
Christen sehr weit fortgeschritten. Ausgehend von den Schriften der Griechen, die sie
ins Arabische iibersetzten und sorgsam studierten, entwickelten sie das Wissen weiter
und orientierten sich in ihrer Methode an der der Griechen, auch wenn sie nicht die Sys-
tematik und logische Strenge der ,,Elemente* Euklids erreichten.

Mit diesen durch die Eroberungskriege hergestellten Kontakten begann auch in den
christlichen Volkern wieder stirkeres Interesse fiir die Mathematik zu entwickeln. Sie
iibersetzten vom Arabischen ins Lateinische, was vorwiegend in den Klostern geschah.
Die Ubersetzungen waren allerdings nicht immer gut und oft fehlerhaft. In Sizilien und
Rom wurden auch griechische Originaltexte gefunden, so z.B. einzelne Texte von Eu-
klid und Archimedes, deren Ubersetzungen dann weitaus exakter waren. Dennoch: Bis
ins 15. Jh. spielten Mathematik und Naturwissenschaften nur eine sehr geringe Rolle in
der Gesellschaft. Die Universititen, die seit dem 12. Jh. gegriindet wurden, waren im-
mer noch an die Kirche gebunden. Eine freie Wissenschaft konnte sich unter der Herr-
schaft der Kirche nicht entwickeln. AuBBerdem war Europa in viele kleine Staaten geteilt

%" Sie bestand vor allem aus Geometrie und Arithmetik — neben Grammatik, Dialektik, Rhetorik, Astro-
nomie und Harmonielehre ein Teil der sogenannten ,,sieben freien Kiinste®.
% vgl. dazu Finley 1981.
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(nach Zusammenbruch des Heiligen Romischen Reiches Deutscher Nation) und ge-
schwicht durch Kriege, Kreuzziige und die schwarze Pest. All das verhinderte trotz
Kenntnis der griechischen und arabischen Schriften eine mathematische Wissenschatft.

Im 14. und 15. Jh., das allgemein das Zeitalter der Renaissance genannt wird, begann
ein Umschwung im Denken. Die Natur wurde Ausgangspunkt der Erkenntnis und ratio-
nales Denken setzte sich mehr und mehr durch. Das Interesse richtete sich nicht mehr
auf das Jenseits, sondern auf das Diesseits, auf das individuelle Leben. Das bedeutete
nicht, daB die christliche Religion an EinfluB verlor. Ahnlich wie schon die Pythagorier
mit ihrer Zahlenmystik, sahen auch die Wissenschaftler dieser Zeit die Mathematik als
gottliche Schopfung an. Durch das Studium der Mathematik konnte man das gottliche
Wesen der Dinge, der Welt, der Natur erkennen, oder, wie es Kline ausdriickt, ,,by cre-
diting God with being a supreme mathematican, it became possible to regard the search
for the mathematical laws of nature as a religious quest™ (Kline 1990, S.219). Dieses
Vorgehen, das Riickbesinnen auf die Natur und rational-logisches Arbeiten, stand im
Widerspruch zur Scholastik an den Universitdten. In Italien, dem Ausgangspunkt der
neuen Denkweise, wurden darauthin die ersten Akademien gegriindet, die sich bewuf3t
von den Universititen distanzierten. Hier wurden lateinische Texte in die Landesspra-
che tiibersetzt. Vor allem Kiinstler, Unternehmer und Kaufleute waren an mathemati-
schem Wissen interessiert, das sie praktisch nutzbar machten. Lohnarbeit ersetzte zu-
nehmend den Dienst der Leibeigenen, so dafl neue zeit- und geldsparende Technologien
von groflem Interesse waren; in der Malerei und Baukunst wurden perspektivische Dar-
stellungen zum Standard. Neben den noch seltenen Akademien sorgte auch die 1450
erfundene Buchdruckkunst fiir eine weitere Verbreitung der Schriften und eine zuneh-
mende Trennung von Bildung und Kirche.

Zu den Leistungen auf mathematischem Gebiet gehort der Ausbau der Trigonometrie,
Perspektivenlehre (die bei Leonardo da Vinci und Albrecht Diirer ihren Ausdruck fand),
die Entwicklung und Verbesserung der Rechenmethoden (Beginn des Rechnens mit
indisch-arabischen Ziffern und langsame Uberwindung des Abakus-Rechnens) und Al-
gebraisierung des Rechnens (z.B. das Losen von Gleichungen). Auch auf naturwissen-
schaftlichem Gebiet wurden einige bahnbrechende Erfolge in der Anwendung der Ma-
thematik erreicht, man denke an Kopernikus und Kepler im Bereich der Astronomie.
Trotz allem waren die Fortschritte der Mathematik im Vergleich zu den folgenden Jahr-
hunderten nicht sehr groB. Es war mehr eine Riickeroberung der alten griechischen
Kenntnisse als eine wirkliche Weiterentwicklung. Diese Epoche ist dennoch vor allem
deshalb wichtig, weil sich eine ganz neue Sichtweise auf die Mathematik durchsetzte,
ohne die die spéteren Erfolge nicht moglich gewesen wére: Mathematik wurde als
Grundlagenwissenschaft, als die Voraussetzung fiir Wissenschaft und Technik, aner-
kannt.

»Equally important for the health and growth of mathematics was that it has once more, as in Al-
exandrian times, reestablished its intimate connections with science and technology. In science the
realization that mathematical laws are the goal, the be-all and end-all, and in technology, the ap-
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preciation that the mathematical formulation of the results of investigations was the soundest and
most useful form of knowledge and the surest guide to design and construction, guaranteed that
mathematics was to be a major force in modern times and gave promise of new developments.*
(Kline 1990, S.247)
Mit der Mathematik des folgenden 16. und 17. Jh. verbindet man vor allem die Namen
Leibniz (1646-1716) und Newton (1642-1727), die die Analysis einleiteten, das Rech-
nen mit infinitisimalen Grof8en. Hervorgebracht wurden diese neuen Methoden vor al-
lem durch praktische Probleme: Bewegung im freien Fall, Planetenbewegung, Fléchen-
und Volumenberechnung, die mit der fortschreitenden Entwicklung von Produktions-
mechanismen einher gingen (vgl. Wulling 1979, S.162). Auflerdem wurden innerma-
thematische Interessen deutlicher, wie sie sich im Tangentenproblem zeigen, das in der
Aufgabe besteht, eine Tangente an eine beliebigen Punkt einer Kurve zu legen. Dies
fiihrte zum Differenzenquotienten und zum Ableitungsbegriff. Allerdings hatten die
Arbeiten von Leibniz und Newton, denen diese Erkenntnisse nicht einfach in den Schof}
fielen, sondern die sich auf Werke von z.B. Kepler, Descartes, Pascal, Barrows berufen
konnten, noch einige Méngel. Den Grenzwertbegriff, so wie wir ihn heute kennen, hat-
ten sie noch nicht definiert. Die Erfolge im Umgang mit den neuen Methoden blieben
dennoch nicht aus. Insbesondere in den Naturwissenschaften und hier vor allem in der
Physik, wurden sie begeistert aufgenommen und angewendet.

,Gewil}, die Grundbegriffe des Calculus waren unklar, weder Newton noch Leibniz hatten sie je-
mals prézise erkldren konnen — aber seine Operationsregeln waren einfach, die Anwendung dieser
Regeln brachte Erfolg iiber Erfolg, die Resultate wuchsen mit der Zeit zu einer sich selbst tragen-
den Architektur zusammen und standen, soweit sie die Naturwissenschaften betrafen, in vollem
Einklang mit Beobachtung und Experiment.” (Heuser 1990, S.680)
Nach Leibniz und Newton kamen Euler, Bernoulli, Lagrange, um nur einige zu nennen,
und bauten die Analysis weiter aus, allerdings mehr in die Breite als in die Tiefe. Die
Mathematik hing aufs Engste mit der Praxis zusammen, sie ,,wirkte hinein in Kartogra-
phie, Navigation, Ballistik, Schiffs- und Maschinenbau. Umgekehrt lieB3 sie sich in ei-
nem solchen Maf3e von praktischen Problemen inspirieren, dafl wir geradezu von einer
Symbiose zwischen der Analysis und ihren Anwendungen sprechen diirfen* (ebd.,
S.681). Vor dem Hintergrund der Aufkldarungsbewegung, der beginnenden industriellen
Revolution, des Interesses des Biirgertums an neuen Technologien, wird das verstind-
lich. Gleichzeitig vergroBerte sich das Bildungsbediirfnis. Die Ecole Polytechnique
wurde 1794 in Frankreich gegriindet, und hier wurde Mathematik als Grundlagenwis-
senschaft, als Basis fiir alle technischen Berufe gelehrt und fand erstmalig auch offiziell
Eingang in die hohere Berufsausbildung.

Die oben angedeuteten Méngel der Theorie, die hauptséchlich in einer Unklarheit der
Begriffe lag, wurden in der Folgezeit immer deutlicher. Nach den vielen Erfolgen in der
Anwendung konzentrierte sich nun die Arbeit auf die exakte Beweisfiihrung und For-
mulierung. Ein Preisausschreiben der Berliner Akademie von 1784 zeigt dieses Interes-
se deutlich:
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,Die hohere Geometrie [Mathematik] benutzt haufig unendlich groe und unendlich kleine Gro-
Ben; jedoch haben die alten Gelehrten das Unendliche sorgfiltig vermieden, und einige beriihmte
Analysten unserer Zeit bekennen, dafl die Worter unendliche GroBe widerspruchsvoll sind. Die
Akademie verlangt also, dal man erkldre, wie aus einer widersprechenden Annahme so viele rich-
tige Sdtze entstanden sind, und dafl man einen sicheren und klaren Grundbegriff angebe, welcher
das Unendliche ersetzen diirfe, ohne die Rechnungen zu schwierig oder zu lang zu machen.” (zi-
tiert nach Heuser 1990, S.689)
Damit begann die erneute Besinnung auf die Strenge der Beweisfiihrung in Anlehnung
an die Antike. Bolzano, Cauchy, Riemann, Fourier und Weierstral sind u.a. die Namen,
mit denen sich die Analysis im 19. Jh. verbinden 1a6t. Sie konkretisierten die Begriffe
wie ,,Funktion®, ,,Stetigkeit” und ,,Grenzwert”. Vor allem aber wurde das Zahlensystem
erst in diesem Jahrhundert vollstindig geklart und systematisch aufgebaut, wobei der
Prozef3 quasi umgekehrt verlief, ndmlich von den komplexen Zahlen absteigend zu den
natilirlichen Zahlen, auf die sich riickwirkend alles aufbauen lie. Erst gegen Ende des
19. Jh. stand die Mathematik damit ,auf sicheren Fiien’ und nach ,,einer langen Wan-
derung durch die Steinwiiste der Exhaustion und das Schattenreich der Infinitesimalien
war die Analysis zuriickgekehrt zu ihrem Ursprung, zu Pythagoras, der in Kroton ver-
kiindet hatte: ,Alles ist Zahl*“ (Heuser 1990, S.700). — So stellte sich die Mathematik
am Ende des 19. Jahrhunderts dar.”’

Natiirlich machte nicht allein die Analysis so bedeutende Fortschritte. Auch die Algebra
wurde stark ausgebaut. So wurde der Fundamentalsatz der Algebra von GauB3 1799
erstmalig bewiesen — ein Hauptproblem der Algebra war damit geldst. Andere Bereiche
der Mathematik wurden ebenfalls weiterentwickelt oder als selbstindiges Gebiet ent-
deckt, wie z.B. die Wahrscheinlichkeitstheorie. Das Bild der Mathematik wurde diffe-
renzierter und langsam bildete sie sich als eigenstdndige Wissenschaft neben den Na-
turwissenschaften heraus. Der Differenzierungsprozel3 brachte eine Reihe von Wissen-
schaftszweigen hervor: Geometrie, Gruppen- und Korpertheorie, Topologie, Zahlenthe-
orie, Differentialgleichungen, Funktionentheorie u.s.f. (vgl. WuBling 1979, S249). Au-
Berdem wurde der axiomatische Zugang zur Mathematik erweitert und auf viele Gebiete
ausgedehnt. Mengen- und Gruppentheorie bekamen ebenfalls eine grundlegende Stel-
lung und konnten auch auf physikalischen Gebieten zur Anwendung gebracht werden
(vgl. Beck 1982, S.105).

So erwuchs eine Wissenschaft, die, schaut man sich die Lehre an den Universitéiten an,
scheinbar nichts mehr mit der Praxis der Nicht-Mathematiker zu tun hat. Sie ist mittler-
weile so hoch spezialisiert und differenziert, dal Anwendungen nur selten in den Blick
geraten’’ und die Verbindung zwischen Mathematik und gesellschaftlicher Praxis heute

% Das Gefiihl der Sicherheit wihrte allerdings nicht lange. Mit der Entdeckung der Antinomien, insbe-
sondere der Russelschen Antinomie, die eine ,Grundlagenkrise‘ einleiteten, wurde letztlich, nach einigen
(erfolglosen) Versuchen, die Mathematik als ein widerspruchsfreies System zu etablieren, die Idee aufge-
geben, jemals eine sichere Grundlage der Mathematik zu finden (vgl. Davis/Hersh 1985, S.339ff).

3 Damit soll nicht behauptet werden, daB sie tatséichlich in jedem Forschungsbereich unmittelbar zu
erkennen wiéren, wenn man nur genau genug hinsihe. Innermathematische Forschung gehort ebenso zur
Wissenschaft Mathematik wie anwendungsbezogene. Beides steht in einer Wechselwirkung, wie das
Beispiel der Entwicklungsgeschichte der Analysis gezeigt hat. Nachdem viele praktische Probleme, die
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nur noch schwer nachzuweisen ist. Es ist dennoch moglich, an einzelnen Beispielen die
Wechselwirkung auch fiir dieses Jahrhundert aufzuzeigen. Am Beispiel der Analysis
habe ich bereits dargestellt, wie Probleme in Naturwissenschaft und Technik die Ent-
wicklung der Mathematik vorangetrieben haben. Ein jlingeres Beispiel ist die Optimie-
rung, die aus wirtschaftswissenschaftlichen Problemen heraus entstanden ist (vgl. auch
Beck 1982, S.102ff). Auch in umgekehrter Richtung lassen sich Beispiele finden, von
denen Beck (1982, S.104ff) einige zusammengestellt hat und von denen ich eines zitie-
re:

,»Ein geradezu ironisches Beispiel ist die Anwendung zahlentheoretischer Forschung ... HARDY
rechnete die Zahlentheorie zur ‘wirklichen Mathematik’, die er als nutzlos, harmlos und insbeson-
dere als nicht anwendbar auf das Militirwesen charakterisierte. Spater erweisen sich Theoreme
aus der Zahlentheorie als grundlegend fiir die um 1950 entstandene Codierungstheorie, die ja bei
der Nachrichteniibermittlung (auch im Kriege) von grofler Bedeutung ist.* (ebd.)
Es bleibt abschlieBend festzuhalten, dal die Mathematik immer mit der gesellschaftli-
chen Praxis verbunden war und ist. Nicht immer unmittelbar, aber ohne ein gesell-
schaftliches Bediirfnis an mathematischer Forschung wire eine Entwicklung dieser
Wissenschaft unmoglich gewesen. Nun mag man einwenden, daf3 die antike Mathema-
tik bei den Griechen doch das beste Beispiel fiir eine reine Mathematik sei, die {iber-
haupt nichts mit der Praxis zu tun habe. Ich habe die Griechen oben selbst als Erfinder
der reinen Mathematik bezeichnet. Hier sollte zweierlei beachtet werden: Erstens exis-
tierte auch in Griechenland eine praktische Mathematik, die die Kaufleute, Handwerker
oder Vermessungsleute benutzten und die ihren Zweck sicherlich voll erfiillte. Es gibt
zumindest keinen Grund anzunehmen, daB3 z.B. die Landvermessung bei den Griechen
schlechter funktionierte als bei den Babyloniern oder Agyptern. Zweitens war die Praxis
der Mathematiker dieser Zeit, und das heiit der Philosophen, eine ganz andere als die
der ,,Praktiker” oder ,,Kiinstler*, wie man damals sagte. Jene waren an philosophischen
Fragen interessiert und nicht an Technik. Eine praktische Umsetzung im Sinne einer
technischen Nutzung ihrer Erkenntnisse kam ihnen gar nicht in den Sinn, denn das ge-
hérte ganz einfach nicht zu ihren gesellschaftlichen Aufgaben®'. Somit war die Mathe-
matik auch in der Antike mit der gesellschaftlichen Praxis verkniipft, mit der Praxis der
herrschenden Klasse. Diese Tatsache allerdings ist keine Besonderheit der griechischen
Antike. Der Aufschwung der Mathematik nach der franzosischen Revolution beispiels-
weise war von den praktisch orientierten Interessen des Biirgertums bestimmt, der
,.,neuen herrschenden Klasse. Drittens erinnere ich an dieser Stelle an die ,Medien der
Vergesellschaftung® Arbeit, Sprache und Herrschaft (vgl. 3.1.1). Gesellschaftliche Pra-
xis ist ein umfassender Begriff und meint eben mehr als die gesellschaftliche Arbeit.

sich vor allem in der Physik stellten, gelost waren, ergab sich hier die Notwendigkeit, die Begriffe zu
prézisieren und besser handhabbar zu machen, und das heif3t, innermathematisch zu arbeiten.

3! Abgesehen davon gibt es auch aus der Antike einzelne Beispiele, die das Gegenteil zeigen, aber sicher-
lich nur Ausnahmen sind. So soll Heron von Alexandrien eine Mathematik vertreten haben, ,,die der
Befriedigung praktischer Belange diente (vgl. WuBling 1979, S.78).
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In diesem kurzen historischen Riickblick sollte deutlich geworden sein, dall und wie die
Mathematik untrennbar mit der Gesellschaft verbunden ist. Die antike Mathematik ist
ebenso undenkbar ohne die antike Gesellschaft, ihre praktischen Probleme und ihre
Struktur wie die Mathematik des 16. und 17. Jh. nicht ohne die beginnende industrielle
Revolution und die Ideen der Aufkldrung moglich gewesen wire. Damit konnte eine
Behauptung gestiitzt werden, die Horkheimer schon 1937 formulierte, daB3 ndmlich alle
Produktionszweige, und damit auch die Wissenschaft,

»hicht als selbstdndig und unabhéngig anzusehen (sind). Sie sind Besonderungen der Art und
Weise, wie sich die Gesellschaft mit der Natur auseinandersetzt und in ihrer gegebenen Form er-
hélt. Sie sind Momente des gesellschaftlichen Produktionsprozesses, mogen sie selbst auch wenig
oder gar nicht produktiv im eigentlichen Sinne sein.* (Horkheimer 1968, S.146)
Der Riickblick war notwendig, weil dieser Zusammenhang in der Mathematik, so wie
sie sich nach einem langen Entwicklungsproze heute darstellt, nicht mehr ohne weite-
res aufzuspiiren ist. Gerade die Mathematik ist scheinbar nicht ,,produktiv im eigentli-
chen Sinne* und ist dennoch ohne eine Gesellschaft, in der sie sich in ihrer je spezifi-

schen Form entwickeln kann, gar nicht denkbar.

3.1.2.2 Die wichtigsten didaktischen Ansétze im Uberblick

Im folgenden soll ein historischer Abri3 der Mathematikdidaktik mit ihren unterschied-
lichen Richtungen dargelegt werden. Insbesondere soll untersucht werden, wie Mathe-
matikunterricht jeweils gesellschaftlich legitimiert wurde, wenn {iberhaupt auf seine
gesellschaftliche Relevanz aufmerksam gemacht wurde. Ich stelle drei Richtungen vor:
die ,traditionelle Mathematik‘, die Neue Mathematik und die anwendungsorientierte
Mathematik. Auswahlkriterium fiir diese drei Richtungen ist ihre Auswirkung auf
Richtlinien und Lehrpléne.** Fiir die Darstellung der ,traditionellen Mathematik* und
der Neuen Mathematik konnte ich mich auf die ,,Analyse der Mathematikdidaktik in
Deutschland“ von Helge Lenné (1969) stiitzen. Die anwendungsorientierte Mathema-
tik wird etwas ausfiihrlicher erldutert werden, da der Bezug zur gesellschaftlichen Pra-
xis hier am deutlichsten und differenziertesten zur Sprache kommt. Die durchgehende
Fragestellung bei der Betrachtung der verschiedenen didaktischen Stromungen soll sein:
Wie hingen gesellschaftliche Praxis und Mathematik zusammen, und wie wird dieser
Zusammenhang didaktisch realisiert?

32 Wihrend die ersten beiden Richtungen die Lehrpline sehr stark beeinfluBt haben, ist es bei der anwen-
dungsorientierten Mathematik noch nicht abzusehen, wie stark und in welcher Form ihr Einflu8 auf
Lehrpline und Unterrichtsgestaltung sein wird. Neuere Richtlinien und Lehrplédne und Entwiirfe zu die-
sen zeigen allerdings, daB} der ,,jiingste Trend zur Anwendungsorientierung® (Heymann 1996) auch hier
seinen Niederschlag findet.

33 Lenné hat (allerdings nur bis Mitte der 60er Jahre) drei Hauptrichtungen der Mathematikdidaktik iden-
tifiziert und systematisch gegeniibergestellt. AuBer den hier Vorzustellenden hob er die Didaktik Witten-
bergs und Wagenscheins hervor. Auf Lehrpline und ihre Inhalte haben sich allerdings nur die ,traditio-
nelle‘ und die Neue Mathematik ausgewirkt.
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Die ,traditionelle Mathematik

Die ,traditionelle Mathematik® bestimmte den Mathematikunterricht des Gymnasiums
seit Anfang des 20. Jahrhunderts bis ungefiahr Mitte der 50er Jahre und lidnger. Erst seit
dieser Zeit haben umfangreiche MaBBnahmen zu einer Erneuerung des Mathematikunter-
richts, zumeist unter dem Namen der Neuen Mathematik, eingesetzt. Helge Lenné stiitzt
sich bei seiner Analyse der Fachdidaktik dieser Zeit vor allem auf Lehrplédne und Schul-
bilicher aus den Jahren von 1945 bis 1955 (Lenné 1969, S.18).

Er geht in einer einfilhrenden Betrachtung von den Bildungszielen der ,traditionellen
Mathematik® aus und priift dann die Moglichkeit ihrer Einldsung durch die in den Lehr-
plidnen vorgeschriebenen Einzelstoffe. Schon hier ergibt sich nach Lenné das Bild einer
Ambivalenz zwischen den (allgemeinen) Bildungszielen (z.B. Fahigkeit zu logischem
Denken) und den Einzelstoffen (vgl. ebd. S.28). Lediglich bei speziellen Qualifikatio-
nen, die zumeist auf eine spitere berufliche Verwendung ausgerichtet sind (z.B. Um-
gang mit Zahlen und Gleichungen), lassen sich Verkniipfungen mit Inhalten feststellen,
wobei sich hier dariiber hinaus das Problem ergibt, daf3 die Inhalte gesellschaftlich nicht
mehr addquat erscheinen, wie Lenné an einigen Beispielen erldutert (vgl. ebd., S.26ff).

Auf die Griinde einer solchen Ambivalenz geht er im folgenden Kapitel ein, in dem er
die historischen und gesellschaftlichen Ursachen ndher beleuchtet. ,,Ausgangspunkt
auch der Traditionellen Mathematik ist das neuhumanistische Gymnasium* (ebd., S.38)
und die damit einhergehende Vorstellung einer allgemeinen Bildung. Durch den Bezug
zur antiken Mathematik sollte die Schulmathematik, wie die alten Sprachen, diesem
Ziel untergeordnet sein. Gleichzeitig entwickelten sich auch die Natur- und Gesell-
schaftswissenschaften weiter und gelangten zu mehr Bedeutung, worauf die diese Wis-
senschaften stirker beriicksichtigenden Realschulen entstanden. Da aber weiterhin al-
lein das Gymnasium zu gesellschaftlich hoheren Positionen fiihrte, und es seinem An-
spruch nach die ,,wirkliche* Bildung vermittelte, setzte eine ,,Auseinandersetzung um
die volle Gleichstellung der Realschulen mit dem neuhumanistischen Gymnasium*
(ebd., S.40) ein, die 1900 verwirklicht wurde.

Fiir den Mathematikunterricht bedeutete dies, daB fast alle Unterrichtsstoffe des Gym-
nasiums von den Realschulen iibernommen und ,,zugleich wichtige Realschulstoffe wie
etwa bilirgerliche Rechnung aller Art aufrechterhalten® wurden (ebd., S.41), die aul3er-
dem durch den neuhumanistischen Bildungsbegriff — und nicht etwa durch die Fachwis-
senschaft — legitimiert wurden. Das Gymnasium seinerseits muflte sich durch die neue
Konkurrenz der Realschulen deren stofflichen Schwerpunkten anpassen und den traditi-
onellen Fachern weniger Platz einrdumen. ,,.Damit war einer hochgradig historisch-
zufilligen Stoffauswahl in Mathematik Tiir und Tor gedffnet* (ebd.).

Bei den in den Lehrpldnen aufgefiihrten Bildungszielen schlégt sich diese Entwicklung
des Gymnasiums nieder, indem einerseits sehr allgemeine Ziele und Auffassungen ge-
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nannt werden (,,Mathematik als ,Geisteswissenschaft® «, ,,logisches Denken, Abstrakti-
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onsfahigkeit* (ebd. S.41f)) und andererseits von ,,Ordnung, Sorgfalt, Konzentrations-
vermogen, Beharrlichkeit, Fleill, Ausdauer, kurz, die besonderen Tugenden von Schii-
lern in einer Lernschule® (ebd., S.42), die eher den ,,urspriinglichen — pragmatischen —
Intentionen der Realschule entsprechen (ebd., S.45). AuBerdem identifiziert Lenné
noch weitere Bildungsziele, die er den ,,Einfliissen der Reformpadagogik und der Psy-
chologisierung des Unterrichts* (ebd.) zuschreibt (z.B. Kreativitit und Phantasie) sowie
der ,,Reaktion auf das neue philosophische Grundlagen- und Selbstverstindnis der ma-
thematischen Wissenschaft* (ebd.), die eine Einfithrung in philosophische Grundlagen
im Unterricht bewirkte. Aber auch die gesellschaftliche und kulturelle Bedeutung der
Mathematik wurde als Bildungsargument angefiihrt, ,,ohne jedoch im ganzen damit
konkrete didaktische Folgerungen zu verkniipfen® (ebd.). Er faBt seine Ausfiihrungen
zusammen:

,,Die Gesamttendenz aller in diesen Schichten auftretenden Bildungsvorstellungen scheint zu sein,
dal die Traditionelle Mathematik zahlreiche, teilweise heterogene, allgemeine Bildungsziele in
sich aufgenommen hat, in die aber nicht die charakteristische Struktur der Mathematik als Wissen-
schaft direkt eingeht. ... Man konnte kurz von einer - wie auch immer historisch bedingten —
,fachstrukturellen Abstinenz‘ sprechen.* (ebd., S.46)

Die Entwicklungsgeschichte des Gymnasiums und der Realschule vor dem Hintergrund
ithrer Legitimation durch Bildungsziele konnte man auch vor dem Hintergrund des Zu-
sammenhangs von Unterricht und Herrschaft interpretieren (vgl. Abschnitt 2.2) — denn
die Angleichung der Realschule an die Institution des Gymnasiums als ,,Standesschule*
(ebd., S.40) wurde notwendig, damit die Privilegien der Absolventen gesichert waren,
sie hatte prinzipiell keine padagogischen oder bildungstheoretischen Griinde. So wurde
ein urspriinglich padagogisch legitimierter Bildungsbegriff, eben um herrschende Inte-
ressen zu sichern, ins Gegenteil verkehrt.

Diese Gefahr der Reduzierung einer Bildungsidee auf gesellschaftliche Interessen sieht
auch Lenné: Im Zusammenhang mit der charakteristischen Stofforganisation der ,tradi-
tionellen Mathematik®, die er als ,,Aufgabendidaktik* (Lenné¢ 1969, S.35) bezeichnet
und die sich durch eine strenge Systematik einzelner Teilgebiete mit jeweils einzelnen
Aufgabentypen auszeichnet, wobei dariiber hinaus die einzelnen Gebiete wenig mitein-
ander verkniipft sind (ebd., S.34f), zeigt er die gesellschaftliche Funktion eines solchen
Vorgehens auf:

»In der Aufgabendidaktik werden ... jeweils bestimmte Kenntnisse, Operationen und Methoden
vom Lehrer vorgetragen. ... Sodann werden vom Lehrer beziechungsweise Lehrbuch Aufgaben ge-
stellt. Diese Aufgaben werden vom Schiiler gelost. Die Resultate werden vom Lehrer kontrolliert.
Dieses Schema entspricht ... mithin im Prinzip der hierarchischen politischen Ordnung jener Zeit,
in der sich die oben geschilderte Praxis des Gymnasiums historisch manifestierte, und zugleich
den Ordnungsvorstellungen jener hoheren Beamten und Offiziere, deren Zubringerinstitution die
hohere Schule war” (ebd., S.51f). Und weiter, sich auf die Gegenwart beziehend: ,,Wenn eine ur-
spriinglich so klar erscheinende Bildungsvorstellung wie die Humboldtsche praktisch geradezu in
ihr Gegenteil verkehrt und damit nicht nur beziiglich ihrer allgemeinen Ziele und Unterrichtsinhal-
te, sondern auch unterrichtspraktisch zu einer Leerformel werden konnte, so muf3 auch in der Ge-
genwart mit solchen Moglichkeiten gerechnet werden. So etwa scheint bei Wittenberg und Wa-
genschein der Begriff des Elementaren, in der Neuen Mathematik der Begriff der wissenschaftli-
chen Sauberkeit die Versuchung nahezu beliebiger didaktischer Ausdehnung zu enthalten (ebd.)
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AbschlieBend kann festgehalten werden, daB3 in der ,traditionellen Mathematik® ihre
gesellschaftliche Bedeutung so gut wie gar nicht reflektiert wurde, zumindest wurden
Bildungsziele, die auf eine gesellschaftliche Relevanz abzielten, nicht auf die Inhalte
bezogen. Mathematik wurde durch allgemeine, vom Neuhumanismus geprigte Bil-
dungsziele legitimiert, die vielleicht sogar die Umsetzung und genauere Reflexion des
Argumentes, dall Mathematik ein grundlegender Bestandteil der Gesellschaft ist und
deshalb Bildungsbestandteil sein mul3, verhinderten (vgl. ebd. S.44). — Wie sieht es nun
mit Begriindungen in der bislang durchschlagendsten Reformbewegung, der Neuen Ma-
thematik, aus?

Die Neue Mathematik

Nach Lenné war vor allem die ,,fachstrukturelle Abstinenz* (ebd., S.53) ein Grund fiir
eine Reform der Schulmathematik, mit der allerdings schon zu Anfang des 20. Jahrhun-
derts die sogenannten Kleinschen Reformen® begriindet wurden (vgl. Damerow 1984,
S.34ff). Hinzu kam die seit Mitte der 50er Jahre einsetzende fachmathematische Orien-
tierung des Bourbarkismus™. Dieser neue strukturmathematische Ansatz hatte den An-
spruch, ,,die meisten Gebiete der Mathematik, die bisher in immer weitergehender Dif-
ferenzierung auseinanderstrebten, in einer Hierarchie universeller und zudem beweis-
technisch hochst 6konomischer Begriffe* (Lenné 1969, S.80) zusammenzufassen. Der
Bezug zur Schulmathematik wurde zudem von einem der Begriinder von Bourbaki, Jean
Dieudonné, selbst hergestellt (vgl. Damerow 1984, S.36f), so dafl die Ideen der Struk-
turmathematik ohne groBe Umwege Einlal in die Schule finden konnten. Ein weiterer
wichtiger Grund, ohne den solch weitreichende Reformen (und ihre staatliche Finanzie-
rung) sicherlich nicht stattgefunden hitten, war der sogenannte ,,Sputnik-Schock® in
den USA und die in Deutschland angekiindigte ,,Bildungskatastrophe®. ,,Heute ist schon
fast vergessen, daf3 auch an ihrer (der Neuen Mathematik, K.J.) Wiege handfeste wir¢-
schaftliche Uberlegungen standen (Schupp 1988, S.9). Die westliche Welt befiirchtete
ganz einfach, wirtschaftlich ins Hintertreffen zu geraten, und versuchte dieser angebli-
chen Gefahr mit einer Bildungsreform, die vor allem an den Wissenschaften orientiert
sein sollte, entgegenzutreten. Inhaltlich wirkte sich diese Reform hauptséchlich in den
mathematisch-naturwissenschaftlichen Fidchern aus. ,,Besonders nach dem zweiten
Weltkrieg wurde die Bedeutung von Naturwissenschaften und Mathematik fiir Gestalt
und Bestand der Industriegesellschaft so deutlich wie nie zuvor” (Lenné 1969, S.80).
Diese neue Sichtweise auf das Fach Mathematik erzwingt geradezu eine auf die Gesell-
schaft bezogene Legitimation des Faches. Wie sah diese konkret aus und wie wurde
inhaltlich damit umgegangen?

3* benannt nach dem Mathematiker Felix Klein
3> Der Name Nicolas Bourbaki ist das Pseudonym einer Gruppe franzésischer Mathematiker, die sich
1939 zusammengefunden hatte.



47

Ausdruck der Reformbewegung auf Lehrplanebene sind der Niirnberger Rahmenplan
von 1965 und die Richtlinien zur Modernisierung des Mathematikunterrichts der Kul-
tusministerkonferenz (KMK) von 1968. In beiden Schriften wird die oben angedeutete
Sichtweise eindeutig eingenommen. So heiit es in der Prdambel des Niirnberger Rah-
menplans, daB ,,der Mathematik und den Naturwissenschaften eine stetig steigende Be-
deutung bei der Formung unseres politischen, wirtschaftlichen und sozialen Lebens
zukommt* (zit. nach Lenné 1969, S.314). Aber auch in den Richtlinien der KMK wer-
den als Griinde fiir eine Modernisierung des Mathematikunterrichts in der Hauptsache
praktische Griinde genannt: das ,,Eindringen moderner mathematischer Betrachtungs-
weisen in Wissenschaften, die fiir Wirtschaft, Gesellschaft und Staat von Bedeutung
sind®, ,,Verstindnis fiir mathematische Strukturen, um ,,die Probleme zu 16sen, vor die
er (der Mensch, K.J.) in der modernen, rationalisierten Welt gestellt wird* (zit. nach
OECD 1974, S.172). Diese Ziele, die auf eine gesellschaftliche Relevanz von Mathema-
tik verweisen, wurden inhaltlich jedoch nicht umgesetzt. Anwendungen mathematischer
Methoden finden so gut wie gar keinen Platz, es iiberwiegt der fachmathematische An-
spruch. Obwohl die gesellschaftliche Bedeutung also durchaus erkannt wurde (ohne daf3
man dabei allerdings sehr konkret wurde), werden Anwendungen wegen ,,ausschlieli-
cher Orientierung am Status quo der mathematischen Wissenschaft nicht mehr durch
eine entsprechende Gestaltung des Stoffplans eingelost, ja durch die ersatzlose Strei-
chung der traditionellen Anwendungen in den Haupt- und Realschulplidnen sogar in ihr
Gegenteil verkehrt (Damerow 1977, S.223). Andererseits blieben sonstige stoffliche
Veridnderungen weitgehend aus. Traditionelle Inhalte wurden lediglich anders, an struk-
turmathematischen Gesichtspunkten orientiert, formuliert. Beispielsweise entspricht
dem traditionellen Stoffgebiet ,,Bruchrechnung® in den Richtlinien der KMK der The-
menkreis ,,Menge der nichtnegativen rationalen Zahlen und ihrer Verkniipfungen* (vgl.
ebd., S.228f). Dennoch oder gerade durch die Umformulierung traditioneller Stoffe und
deren Einbettung in libergreifende Ordnungsstrukturen, hatte die Neue Mathematik eine
erhebliche Stoffvermehrung zur Folge (vgl. Lenné 1969, S.95fY).

Die Richtlinien und Rahmenlehrplidne fiir den Mathematikunterricht der KMK sollten
ab 1972/73 stufenweise gelten. Es setzte eine Welle von Reformbestrebungen in allen
Bundesldndern ein, die bis 1981 noch kein einheitliches Bild zeigte (vgl. Damerow u.a.
1981). Die Empfehlungen fiir eine Modernisierung wurden in den Lehrpldnen der ein-
zelnen Bundesldnder vollig unterschiedlich umgesetzt, und selbst innerhalb der Lénder
war die Lehrplanarbeit vielfach unkoordiniert (ebd., S.15). ,,Im ganzen gesehen reicht
das Spektrum fiir viele der Stoffgebiete von der volligen Gleichartigkeit der Behand-
lung in den traditionellen und in den neuen Plénen bis zur eindeutigen Alternative mit
Auswirkungen auf den Stoffausbau des Gesamtcurriculum.* (ebd., S.18)

Es 146t sich insgesamt sagen, daB3 die Reformbestrebungen der Neuen Mathematik ge-
scheitert sind. Die einseitige Orientierung an der Fachmathematik, die eine Abwendung
von den Anwendungen bewirkte, stie schon bald auf Widerspruch. Die Anspriiche, mit
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denen sie sich zunédchst Geltung verschaffte, konnten nicht eingeldst werden. ,,Aus den
Mitteln (strukturelle Authellung, logische Fundierung, sprachliche Prizisierung) wur-
den Zwecke*, wie es Schupp (1988) riickblickend formuliert. Letztlich blieb die gesell-
schaftliche Bedeutung der Mathematik wie in der ,traditionellen Mathematik® unreflek-
tiert und ohne inhaltliche oder methodische Konsequenzen.

Ich mochte nun abschlieend eine neue didaktische Richtung darstellen, die sich gerade
aus diesen Méngeln der Neuen Mathematik entwickelt hat: die anwendungsorientierte
Didaktik. Sie hat zwar bislang noch nicht so einen erheblichen Einfluf} auf die geltenden
Lehrplane gehabt, scheint aber den Aspekt der gesellschaftlichen Relevanz in stirkerem
und konsequenterem Malle hervorzuheben.

Anwendungsorientierter Mathematikunterricht

Die Anwendungsorientierung, die ,,wie zuvor die ,Neue Mathematik‘ eine internationa-
le Stromung® ist (Heymann 1996, S.186), setzte seit Mitte der 70er Jahre ein und kann
heute auf vielfiltige Arbeiten mit teilweise recht unterschiedlichen Zielsetzungen zu-
riickblicken. Schon ein Blick in die mathematikdidaktischen Zeitschriften (z.B. ,,Der
Mathematikunterricht*) der letzten Jahre zeigt einen eindeutigen Schwerpunkt der an-
wendungsorientierten Sichtweise. Charakteristisch ist gleichzeitig, dal die theoretische
Diskussion, vor allem der Modelltheorie (s.u.), viel fundierter und einheitlicher ausge-
tragen wird, als es bei der Neuen Mathematik der Fall war’®. Wihrend der Anwen-
dungsaspekt auch frither schon eine wichtige Rolle spielte (vgl. z.B. die Didaktik Lietz-
manns von 1926, erldutert von G. Kaiser (1985), S.161ff , vgl. auch Schupp 1988,
S.6ff), hat sich die modelltheoretische Sichtweise als Grundlage der Anwendungsorien-
tierung erst innerhalb der letzten 20 Jahre durchgesetzt. Sie soll daher zunichst erldutert
werden, bevor ich anschlieend auf die gesellschaftliche Bedeutung der Mathematik
zuriickkomme.

Ausgangspunkt ist die Uberlegung, daB ein mathematisches Modell einer gegebenen
Situation nicht automatisch immanent ist, dafl man dieses Modell nicht entdecken kann,
wenn man nur lange genug die Situation betrachtet (eine Auffassung, die sich in den
iblichen ,.,eingekleideten Aufgaben* und in der traditionellen Methode des Sachrech-
nens in den Volks- bzw. Hauptschulen widerspiegelt; vgl. Schupp 1988, S.7f.). Das
modellbildende Subjekt hat selbst einen Einflul auf das Modell, verschiedene Subjekte
bilden unter Umstdnden verschiedene Modelle fiir die gleiche Ausgangssituation, je
nachdem, welches Ziel sie verfolgen, in welcher Zeit sie handeln oder fiir wen sie das
Modell entwerfen. Der Grund dafiir ist die Tatsache, dall ein Modell nie die ganze Situ-
ation vollstdndig abbilden kann, es kdnnen immer nur einzelne, fiir relevant gehaltene
Merkmale aufgenommen werden, und iiber diese Relevanz entscheidet eben das mo-

36 vgl. z.B. Damerow 1977, S.235
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dellbildende Subjekt (ebd., S.10).>" Es ist jedoch nicht immer notwendig, fiir jedes
Problem ein mathematisches Modell neu zu entwerfen. In Standardmodellen, iiber die
man im allgemeinen gar nicht mehr reflektiert, sind die relevanten Merkmale oft schon
von auflen vorgegeben, sie werden tradiert, auch und vor allem durch Schule. Dies heil3t
allerdings nicht, dal man sich der Modellbildung nicht bewuf3t werden kann und sollte.
Im Gegenteil, nur durch ein Bewufitsein von den zugrundeliegenden Modellvorausset-
zungen oder Annahmen, die an die Situation gestellt werden, konnen auch andere, ge-
ringfiigig abweichende Situationen sinnvoll modelliert werden™.

Die Entwicklung eines Modells wird als Prozef3 gedacht:

,,Das in einer auBlermathematischen Situation auftretende Problem wird zunéchst in ein innerma-
thematisches Problem iberfiihrt (modellieren) und dieses dann mit den dortigen Mitteln geldst
(deduzieren). Die mathematische Losung wird nun wieder in die Ausgangssituation iibertragen
(interpretieren) und schlieBlich iiberpriift, ob die so erhaltenen Informationen zu deren Klarung in
der Tat beitragen (validieren). Wenn nicht, sollte der Losungsprozel3 fortgesetzt werden, ist insbe-
sondere zu priifen, welche der bisherigen Mainahmen geeignet abzuéndern sind* (ebd., S.11, in
Klammern gesetzte Anmerkungen von mir, K.J.).

Der Prozel3 des Modellbildens 1468t sich wie folgt visualisieren:

Problemg Losung
Deduzieren

Mathematik

Mod Konsgquenzen

Modelliere Internretieren

Situation Inférmation

Welt

Validieren

Abbildung 3: ModellbildungsprozeB (nach Schupp 1988, S.11)

Der ModellbildungsprozeB ist jedoch nur ein Aspekt einer anwendungsorientierten Di-
daktik. Kaiser-MeBmer (1989) stellt in einem Aufsatz verschiedene Grundrichtungen
inner- und auBerhalb Deutschlands vor und kommt neben der hier erlduterten Modell-
bildungsauffassung, die sie eher der ,pragmatischen Richtung® zuordnet, zu der
Darstellung einer an humanistischen Bildungsidealen orientierten Grundauffassung. Die

37 Zur Modelltheorie vergl. auch Stachowiak 1973.
3% Man denke hier z.B. an die Voraussetzung der direkten Proportionalitit beim Einkauf von Waren.
Dieses Standardmodell gilt nicht mehr, wenn bei groBBer Abnahme Rabatte gewidhrt werden.
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Vertreter dieser Richtung betonen ebenfalls die Wichtigkeit von Anwendungen im Un-
terricht, allerdings unter etwas anderen Aspekten:

,Die humanistische Richtung entwickelt stdrker theorieorientierte Konzeptionen zum Einbezug
von Anwendungsbeziigen in den Mathematikunterricht ... .Diese Konzeption beinhaltet einerseits,
dal Anwendungen unverzichtbarer Bestandteil des Mathematikunterrichts sein sollen ..., lehnt
aber andererseits eine zu enge Auffassung von Anwendungen als nachtrdgliche Anwendung be-
reits eingefiihrter mathematischer Verfahren ab*“ (ebd., S.323). Wichtiger ist das Mathematisieren,
das hier etwas anderes meint als nur Modellieren: ,,Fiir die humanistische Richtung ist die Forde-
rung nach Befihigung zum Mathematisieren der Realitdt und auch der Mathematik zentraler Be-
standteil der theoretischen Konzeptionen, da nur so Schiiler/innen das Anwenden lernen. Sie ent-
wickelt demgegeniiber (der pragmatischen Richtung gegeniiber, K.J.) ein stark an der Wissen-
schaft Mathematik ausgerichtetes Verstdndnis von Mathematisieren als Ordnen mathematischen
und nicht-mathematischen Stoffes. (ebd., S.227f)

Einer eher humanistischen Richtung sind ebenfalls die Arbeiten von Treffers und de
Lange zuzuordnen. Treffers (1987) nennt die Mathematisierungsaktivitéiten auch hori-
zontales und vertikales Mathematisieren, fiir ihn sind dies fundamentale Grundbegriffe
des Mathematikunterrichts. Auch Freudenthal bezieht sich auf Treffers, wenn er die
Begriffe ndher beschreibt: ,,Horizontal: das Schematisieren, das ein Problemfeld der
mathematischen Behandlung (im engeren Sinne) zugédnglich macht. Vertikal: die ma-
thematische Verarbeitung mit all ihrem das Mathematische (im engeren Sinne) kenn-
zeichnenden Weiterschweifen.” (Freudenthal 1987, S.98). Ebenfalls im Anschluf3 an
Treffers konkretisiert de Lange (1987) die Mathematisierungsaktivititen wie folgt (vgl.
S.43, Ubersetzung von mir, K.J.):

Horizontales Mathematisieren:

— Identifizieren der speziellen Mathematik in einem allgemeinen Kontext (der realen
Welt);

— Schematisieren;

— ein Problem auf unterschiedliche Weise formulieren und visualisieren,;

— Beziehungen und RegelméBigkeiten entdecken;

— Isomorphien in unterschiedlichen Problemen erkennen;

— ein reales Problem in ein mathematisches Problem transformieren;

— ein reales Problem in ein bekanntes mathematisches Modell transformieren.

Vertikales Mathematisieren:

— eine Beziehung durch eine Formel ausdriicken;
— RegelmiBigkeiten beweisen;

— Modelle verfeinern und anpassen;

— verschiedene Modelle benutzen;

— Modelle kombinieren und integrieren;

— neue mathematische Konzepte formulieren;

— generalisieren.

Die Autoren sind sich allerdings darin einig, dal die Unterscheidung relativ kiinstlich
ist, da sich die Aktivitidten nicht immer eindeutig der einen oder anderen Kategorie zu-
ordnen lassen. Die Schritte im Mathematisierungsprozefl bauen auBlerdem nicht in dem
Sinne aufeinander auf, daf3 zunédchst nur horizontal und anschlie3end vertikal mathema-
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tisiert wird, sondern sie lassen sich eher in einem Stufenprozef3 (vgl. Abbildung 4) be-
schreiben, in dem die verschiedenen Aktivitdten sich abwechseln und die Stufen unter-
schiedlich hoch oder breit ausfallen konnen.

real world problem
solved, math. concept,
etc.
A
real world >
problem

Abbildung 4: Mathematisierung (nach de Lange 1987, S.45)

Freudenthal (1987), ebenfalls ein Vertreter der ,humanistischen Richtung‘, betont au-
Berdem, dal} der ,,Unterschied zwischen horizontalem und vertikalem Mathematisieren

. subjektiv und situationsabhéngig® ist (S.98). Denn was zur Lebenswelt gehort und
durch horizontales Mathematisieren in die mathematische Symbolwelt liberfiihrt werden
soll, ist individuell unterschiedlich und von der jeweiligen Situation abhéngig: ,,Aller-
dings sind die Welten nicht scharf abgegrenzt. Sie konnen sich ausweiten ... und veren-
gen.... Abwechselnd kann etwas der Lebenswelt und der Symbolwelt angehdren®
(ebd.).

Der Mathematisierungsprozel3 ist weiterhin immer notwendig mit Reflexion iiber die
jeweiligen Tatigkeiten verbunden. Gerade dadurch entsteht der in Stufen verlaufende
ProzeB. De Lange (1987) driickt dies so aus:

,, Horizontal and vertical mathematizing comes about through students actions and their reflec-
tions on their actions....The student must reflect on his personal process of mathematization, dis-
cuss his activities with other students, must evaluate the products of his mathematization, and in-
terpret his results.” (ebd., S.44)
Treffers und im Anschlu3 daran auch de Lange benutzen die Begriffe horizontales und
vertikales Mathematisieren als Kategorien zur Charakterisierung und Einordnung ver-
schiedener didaktischer Ansdtze. Sie unterscheiden zwischen mechanistischem, empiri-
schem, strukturalistischem und realistischem Mathematikunterricht, wobei die Unter-
schiede am Grad der Mathematisierungsaktivititen festgemacht werden. So entsteht die
folgende Tabelle:
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horizontal vertikal
empirisch + -
realistisch + +
strukturalistisch — +
mechanistisch - —

Abbildung 5: Didaktische Ansétze, nach dem Grad der Mathematisierungsaktivititen sortiert
(nach de Lange 1987, S.101)

Die anschlieenden ndheren Beschreibungen machen deutlich, da3 die hier dargestellten
didaktischen Richtungen sich den vier in der Tabelle auftauchenden Ansétzen zum gro-
en Teil zuordnen lassen. ,Mathematisierung‘ ist insofern ein Konzept, das in nahezu
allen didaktischen Richtungen zu finden ist, allerdings in unterschiedlicher Auspragung
und Richtung. Die ,traditionelle Mathematik® entspricht demnach eher dem mechanisti-
schen Ansatz, in dem laut Tabelle Mathematisierungen so gut wie gar nicht auftauchen.
Die Neue Mathematik, die einen stark strukturmathematischen Einflul3 besal}, ist im
strukturalistischen Ansatz wiederzufinden. Hier wird vor allem vertikal mathematisiert,
d.h. hauptsdchlich innermathematisch gearbeitet. Der empirische Ansatz entspricht dann
dem modelltheoretischen Schema, in dem das horizontale Mathematisieren eine iiber-
geordnete Rolle spielt, das vertikale Mathematisieren jedoch nur rudimentédr zu finden
ist. Der realistische Ansatz schlieBlich entspricht dem von den Autoren vorgestellten, in
dem beide Mathematisierungsaktivititen zum Tragen kommen, der humanistischen
Richtung der Anwendungsorientierung, wie Kaiser-MeBmer es charakterisiert hat. Das
bedeutet gleichzeitig, dal die Mathematisierung, so wie sie im realistischen Ansatz ver-
standen wird, den Modellbildungsprozefl implizit enthélt. Der Unterschied zur eher
pragmatischen Richtung besteht darin, da3 die einzelnen Schritte dort immer an die
konkrete Situation gebunden bleiben und der ProzeB im allgemeinen beendet ist, wenn
das Anfangsproblem gelst ist, wéhrend sie hier iiber die Ausgangssituation hinaus in
die mathematische Symbolwelt hineinreichen.

Zur Illustration von horizontaler und vertikaler Mathematisierung mdchte ich kurz ein
Unterrichtsbeispiel von de Lange heranziehen (ausfiihrlich bei de Lange (1987), S.46fY):

Es geht um den Populationszuwachs von Ratten. Ausgangspunkt bildet ein Text eines niederlandi-
schen Biologen, in dem behauptet wird (unter bestimmten vereinfachten Voraussetzungen), daf3,
ausgehend von einem Paar, die Anzahl der Ratten nach einem Jahr 1808 betragt. Dies soll iiber-
priift werden. Von den Schiilern und Lehrern, denen diese Aufgabe gestellt wurde, werden zu-
nichst sehr unterschiedliche Modelle und Visualisierungen entworfen, nachdem man sich auf ei-
nige Modellannahmen geeinigt hatte (jeder Wurf besteht aus sechs Kindern, von denen je drei
weiblich und drei ménnlich sind, die weiblichen Neugeborenen sind nach 80 Tagen geschlechts-
reif und jedes geschlechtsreife Weibchen gebiert nach 40 Tagen weitere sechs Junge). Es wird al-
so vornehmlich horizontal mathematisiert, wenngleich auch vertikale Mathematisierungsaktivita-
ten erkennbar sind, indem RegelméBigkeiten festgestellt und bewiesen werden oder durch eine
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Formel ausgedriickt werden. Die Richtigkeit der genannten Zahl wird schlieBlich bestitigt, und
das Wachstum der Ratten (unter den vereinfachten Bedingungen) kann in einer sukzessiv definier-
ten Folge dargestellt werden®, ,,a typically vertical component of the mathematization process®
(ebd., S.53). Von ganz individuellen Darstellungsformen und Losungsansitzen ausgehend, einigt
man sich damit auf eine bestimmte, allgemein giiltige mathematische Losung. Eine weitere Mog-
lichkeit, den Wachstumsproze mathematisch bearbeitbar zu machen, ist die Darstellung in Form
einer Matrix. Die Frage, ob es sich um exponentielles Wachstum handelt, erlaubt eine Einordnung
in grofere (funktionale) Zusammenhinge. Mit dieser mathematischen Bearbeitung ist die Aus-
gangsfrage zwar gelost, doch wirft das Problem weitere Fragen auf. Es ist offensichtlich, daf3 die
zugrundeliegenden Annahmen nicht realistisch sind. Die Ratten kdnnen sterben, die konstante
Anzahl von sechs Jungen und die gleichméBige Aufteilung der Geschlechter ist sehr stark verein-
fachend. So kénnen neue realistischere Modelle entworfen werden, die z.B. eine bestimmte Sterb-
lichkeitsrate mit einbeziehen und zu vollig anderen Ergebnissen fiithren (z.B. statt 1808 nur noch
121 Ratten). Die starke Abhéngigkeit von den Modellannahmen und den dahinterstehenden Inte-
ressen tritt dadurch deutlich hervor. SchlieBlich ist der Weg zu Problemen des Bevolkerungs-
wachstums nicht mehr weit. — Bei Heymann (1996, S.244ff) findet sich ein Beispiel, in dem ein
Zeitungsartikel zu diesem Thema kritisch auf Modellannahmen und gesellschaftliche Relevanz be-
fragt wird.
Welche Sicht der Mathematik in unserer Welt kommt in diesem Ansatz zum Vorschein?
Heymann thematisiert die Anwendungsorientierung bzw. den Modellbildungsprozef3
unter dem Kapitel der ,,Weltorientierung im Mathematikunterricht (Heymann 1996,
S.183ff). Weltorientierung ist fiir ihn ein wichtiger Bestandteil der Allgemeinbildung
(neben sechs anderen). Seine Argumentation ist die folgende: ,,Der vom Fach repriasen-
tierte Weltausschnitt darf kein auf die Schule beschrinktes Eigenleben fristen, und er
darf nicht géinzlich unverbunden neben der erfahrungsgetrinkten auBerschulischen All-
tagswelt der Schiiler stehen* (ebd., S.183). Der ,,Weltausschnitt™ Mathematik allerdings
148t sich nicht ohne weiteres in der Alltagswelt wiederfinden, wenn man von sehr trivia-
len Beispielen absieht (,,mathematische Alltagskultur (ebd.)). ,,Mathematik ist Teil
unserer Welt und zugleich in ihr verborgen*“(ebd.). Mathematik ist zwar konstitutiv fiir
die Welt (zumindest fiir die abendldandische), aber man sieht sie nur selten, sie verbirgt
sich hinter den Phanomenen. Und obwohl die Mathematik Erkenntnismittel** und Kon-
struktionsmittel (vgl. ebd.) unserer Lebenswelt ist, ist es ihr ,,eigentiimliche(r) Vorzug
..., daf} ihre technischen Anwendungen unabhéngig davon funktionieren, ob der Nutzer
sie kennt oder sich ihrer zumindest partiell bewuBt ist* (ebd.). Wenn aber der Mathema-
tikunterricht die tiefgreifende Wichtigkeit dieses Faches fiir die Gestaltung der Welt
sichtbar machen soll und nicht nur bloBes Schulwissen um seiner selbst willen vermit-
teln will, miissen die mathematischen Erkenntnisse, Ursachen und Konstruktionen #Ain-
ter den Phidnomenen sichtbar werden. Eine Ausklammerung dieses Aspekts hieBe, den
Schiilern bestimmte Mdglichkeiten der Weltaneignung zu verschlieBen. Anwendungs-
orientierter Unterricht auf der Grundlage einer modelltheoretischen Perspektive ist eine

Mbglichkeit, die versteckte Mathematik wieder zum Vorschein zu bringen.*'

3% Hier besteht iibrigens ein enger Zusammenhang zu den beriihmten Fibonacci-Zahlen.

40 Unser Wissen iiber die natiirliche Welt ist in viel hdherem MaBe Ergebnis des Einsatzes von Mathe-
matik als Erkenntnismittel, als es den {iblichen Formulierungen dieses Wissens anzusehen ist* (Heymann
1996., S.184)

4 ,Versteckt® oder ,hinter den Phdnomenen‘ ist die Mathematik insofern, als sie von Menschen als Er-
kenntnis- oder Konstruktionsmittel benutzt wurde. Sie ist nicht etwa von Natur aus da, so daf sie nur
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Treffers versteht unter diesem Sichtbarmachen der Mathematik gerade das horizontale
Mathematisieren, in das das Modellbilden mit eingeschlossen ist. Seine Vorstellung von
einem realistischen Mathematikunterricht geht jedoch noch dariiber hinaus: das vertika-
le Mathematisieren erlaubt es aullerdem, nach weiteren, besseren Modellen zu suchen,
mathematische Konzepte, Losungsschemata zu verfeinern und in einen grofleren ma-
thematischen Zusammenhang einzuordnen, letztlich: zu generalisieren. Erst dadurch
entsteht die Mdoglichkeit, das erarbeitete Wissen, das nun in einem groBeren Zusam-
menhang steht, weiter zu verwenden, vor allem auf neue Probleme anzuwenden, und
das heif3t, flexibel damit umzugehen. Mathematik ist damit mehr als ein Werkzeug, mit
Hilfe dessen man bestimmte Probleme 16sen kann. Je weiter man mit der Generalisie-
rung fortschreitet, desto groBBer wird die Anwendungsmoglichkeit. Insofern ist auch das
vertikale Mathematisieren gesellschaftlich relevant, indem die mathematischen Struktu-
ren ausgeweitet werden und sich so dhnliche, speziellere oder auch ganz neue Anwen-
dungsbeziige ergeben. Auch dies ist ein Charakteristikum der Mathematik, das im ge-
schichtlichen Riickblick bereits angesprochen wurde.

Allerdings, und darauf weisen viele Autoren zu diesem Thema hin, ist eine Umsetzung
dieses Prinzips unterrichtsmethodisch sehr schwierig. Verschiedene Situationen mathe-
matisch angemessen zu beschreiben und zu modellieren, ist nicht immer einfach, und
die benoétigten mathematischen Mittel sind oft sehr komplex. Auf solche methodischen
Probleme brauchen wir hier jedoch nicht ndher einzugehen. Wichtig war an dieser Stel-
le herauszustellen, wie der gesellschaftliche Bezug der Mathematik heute differenzierter
als zur Zeit der ,,Neuen Mathematik* betrachtet wird. Die schon im geschichtlichen
Riickblick festgestellte Verbindung zwischen der ,angewandten‘ und ,reinen Mathema-
tik wurde durch die Begriffe ,horizontales® und ,vertikales® Mathematisieren hergestellt
und konkretisiert. Beides ist Teil der Mathematik und die Trennung in zwei unabhéngi-
ge Disziplinen, wie sie an Hochschulen zu finden ist, ist aus unterrichtstheoretischer
Perspektive unzuldssig.

Die Bedingungsanalyse erfordert nun als letzten Punkt die Betrachtung der Mathematik
als Wissenschaft. Wie ist das Wesen der Mathematik zu bestimmen, wie sehen Mathe-
matiker ihre Disziplin, womit beschiftigen sie sich, und wo sehen sie den Ort der Ma-
thematik innerhalb der gesellschaftlichen Praxis?

3.1.2.3 Grundlagenforschung — Drei traditionelle Ansichten lber das We-
sen der Mathematik und eine Alternative

Wenn man von den traditionellen Grundlagen der Mathematik spricht, so sind damit
zumeist der Platonismus, der Formalismus und der Konstruktivismus gemeint. Die Tra-
dition der beiden letztgenannten ist aber eigentlich relativ jung: Diese beiden Richtun-

noch entdeckt werden miifite. Dies widersprache der modelltheoretischen Sichtweise (siehe oben). Der
Mensch sieht die Mathematik in die Phinomene hinein, oder er entdeckt die (menschliche) mathemati-
sche Konstruktion der Phanomene.
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gen entwickelten sich erst aus der sogenannten Grundlagenkrise der Mathematik An-
fang des 20. Jahrhunderts heraus. Ursache der Grundlagenkrise war die Entdeckung von
Widerspriichen in der Mengenlehre Cantors durch Russel, der selbst voller Hoffnung
war, dal die Mengenlehre als Grundlage der gesamten Mathematik etabliert werden
kénne.* Die daraus entstandenen Probleme wollte man umgehen, und man bemiihte
sich um einen neuen Zugang zur Mathematik, da der Aufbau aus der Mengenlehre her-
aus als gescheitert angesehen werden mufite.” So entwickelte sich die Schule der Kon-
struktivisten, deren Name vor allem mit Brouwer verbunden wird, und spiter dann der
Formalismus, dessen Hauptvertreter Hilbert war.

Eine lange Tradition hat hingegen der Platonismus, der bereits im antiken Griechenland
entstanden ist. Die Elemente des Euklid sind ein eindrucksvolles Beispiel dieser Philo-
sophie, die bis in die Gegenwart eine der wichtigsten und weitverbreitetsten Grundlagen
darstellt.

Uber diese drei Richtungen ist an anderen Stellen bereits ausfiihrlich und viel geschrie-
ben worden.** Ich méchte daher lediglich eine kurze Zusammenfassung von Da-
vis/Hersh zitieren, die die wichtigsten Punkte in kurzer Form darstellt. Anschlieend
soll eine Alternative ausfiihrlicher vorgestellt werden, die ein vdllig anderes Licht auf
die Mathematik wirft.

,»Im Platonismus sind mathematische Objekte real. Thre Existenz ist eine objektive Tatsache; sie
existieren, unabhéngig, ob wir von ihrer Existenz wissen oder nicht. Unendliche Mengen, {iberab-
zahlbar unendliche Mengen, unendlichdimensionale Mannigfaltigkeiten, raumfiillende Kurven —
alle die Bewohner des mathematischen Panoptikums sind bestimmte Objekte mit bestimmten Ei-
genschaften, einige bekannt, viele unbekannt. Selbstverstéindlich sind diese Objekte weder korper-
lich noch stofflich. Sie existieren auflerhalb des Raums und der Zeit der physischen Existenz. Sie
sind unverianderlich — wurden weder geschaffen, noch werden sie sich je verdndern oder aufldsen.
Jede sinnvolle Frage iiber ein mathematisches Objekt hat eine prizise Antwort, unabhéngig davon,
ob wir sie ermitteln kénnen oder nicht. Dem Platonismus zufolge ist ein Mathematiker ein ebenso
empirischer Wissenschaftler wie ein Geologe; er kann nichts erfinden, da alles bereits vorhanden
ist. Es bleibt ihm nur, die Dinge zu entdecken. ...

Der Formalismus geht dagegen davon aus, da3 es keine mathematischen Objekte gibt. Die Ma-
thematik besteht nur aus Axiomen, Definitionen und Sétzen — mit anderen Worten, aus Formeln.
Es gibt, extrem gesehen, Regeln, mit deren Hilfe man eine Formel von der anderen ableitet, doch
die Formeln geben keine Auskunft iiber etwas; sie sind einfach Symbolketten. Natiirlich weil3 der
Formalist, da3 mathematische Formeln manchmal auf physikalische Probleme angewendet wer-
den. Wenn man einer Formel eine physikalische Interpretation gibt, erhilt sie einen Inhalt und
kann wahr oder falsch sein. Doch dieses Wahr oder Falsch hdngt mit der besonderen physikali-
schen Interpretation zusammen. Als rein mathematische Formel hat sie weder eine Bedeutung
noch einen Wahrheitswert. ...

In der Frage der Existenz und der Realitét vertreten Platonisten und Formalisten entgegengesetzte
Standpunkte; doch iiber die Argumentationsprinzipien, die man in der mathematischen Praxis zu-
lassen will, besteht zwischen ihnen keine Uneinigkeit. Einen ganz anderen Standpunkt vertreten
die Konstruktivisten. Fiir sie ist nur das echte Mathematik, was durch eine endliche Konstruktion

2 vgl. Davis/ Hersh (1986), S.349f

* Russel gab allerdings keineswegs auf, er versuchte die Mengenlehre zu retten und neu aufzubauen.
Aber auch dieses Projekt muB3 als gescheitert angesehen werden (vgl. Davis /Hersh, 1986, S.350)

* vgl. z.B. Davis/Hersh (1986), Kap. 7, Meschkowski (1976)
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erzeugt werden kann. Die Menge der reellen Zahlen oder jede andere unendliche Menge ist so
nicht zu erzeugen.” (Davis/ Hersh, 1986, S.335f)

Es sei zum Konstruktivismus noch angemerkt, daf die (unendliche) Menge der natiirlichen Zahlen
ihnen als eine ,,fundamentale Intuition” (ebd., S 351) gilt, sie dienen somit als ,,Ausgangspunkt
der Mathematik* (ebd.).
In der Praxis verhilt es sich nach Davis/Hersh meistens so, dafl, wenn sich Mathemati-
ker iiberhaupt Gedanken {iber die Grundlagen ihrer Wissenschaft machen, sie meistens
einer platonischen Sichtweise zustimmen; wenn es allerdings darum geht, ihre Disziplin
zu rechtfertigen, sie sehr hiufig eine formalistische Perspektive einnehmen.* Der Kon-
struktivismus hat nur noch wenige Anhinger und keinen grof3en Einflul mehr.

In den letzten Jahrzehnten scheint sich jedoch zunehmend auch eine andere Sicht auf
die Mathematik durchzusetzen, die den empirischen Ausgangspunkt der Mathematik
betont.*®

1974 schreibt Courant iber das Wesen der Mathematik:

»Wie so oft gesagt wird, zielt die Mathematik auf fortschreitende Abstraktion, logisch strenge, a-
xiomatische Deduktion und immer groBere Verallgemeinerung ... Jedoch ist die Hervorhebung
dieses Aspektes der Mathematik vollkommen irrefithrend, falls dadurch der Eindruck entsteht, daf3
Konstruktion, imaginative Induktion und Kombination sowie der schwer definierbare geistige
Vorgang, den man Intuition nennt, eine untergeordnete Rolle fiir die produktive mathematische
Betidtigung oder das echte Verstdndnis spielen.... In der Tat gehen allgemeine Theorien aus der
Betrachtung des Spezifischen hervor, und sie sind sinnlos, falls sie nicht dazu dienen, den darunter
liegenden spezifischen Inhalt aufzuklaren und zu ordnen.

Die Wechselwirkung zwischen Allgemeinheit und Individualitit, Deduktion und Konstruktion,
Logik und Imagination — das ist das fundamentale Wesen der lebendigen Mathematik. ... Allge-
mein gesprochen wird eine solche Entwicklung von der ,konkreten‘ Basis aus starten, dann durch
Abstrahieren Ballast abwerfen und zu den hohen, diinnen Luftschichten aufsteigen, wo Navigation
und Beobachtung leicht sind; nach diesem Flug erfolgt die entscheidende Bewéhrungsprobe, die
im Landen und im Erreichen spezifischer Ziele auf den in neuer Weise iiberblickten unteren Ebe-
nen der individuellen ,Realitét® besteht. Kurz gesagt, der Flug in die abstrakte Allgemeinheit mufl
vom Konkreten und Spezifischen aus starten und auch wieder dahin zuriickfiihren.“ (Courant
1974, S. 184f)
,JIndividuelle Realitdt® bedeutet fiir Courant nicht unbedingt die objektive Realitdt, also
ein Stiick Welt aullerhalb der Mathematik. Er meint vielmehr das, was fiir das konkrete,
forschende Individuum real und vertraut ist; dies konnen eine mathematische Theorie,
ein mathematisches Theorem oder auch eine reale Situation sein. Somit besteht das We-
sen der Mathematik fiir ihn auch in der innermathematischen Abstraktion und anschlie-
Bender innermathematischer Konkretion, denn eine Abstraktion erweist sich nur dann
als zweckmifig, wenn sie auch wieder ,konkret* werden kann, d.h. wenn sie der Ord-
nung oder der Ubersichtlichkeit des ,Konkreten® dient. Das ,Konkrete* muf3 dabei bei
der Abstraktion noch nicht unbedingt mitgedacht werden; es ist geradezu charakteris-
tisch fiir die Mathematik, dall sich Konkretionen im nachhinein ergeben, die bei der

Abstraktion iiberhaupt keine Rolle gespielt haben. Courant fiihrt dazu einige Beispiele

* vgl. Davis/ Hersh (1986), S.337f
* Weitere als die im folgenden aufgefiihrten Beispiele finden sich in anderen Aufsitzen bei Otte (1974).
So z. B. bei Alexandrow, Dress oder Brieskorn. Auflerdem bei Lakatos (1982), S.23ff.



57

an, z.B. die Verallgemeinerung von Ellipsengleichungen des dreidimensionalen Raumes
auf den n-dimensionalen Raum oder sogar auf Rdume mit unendlicher Dimension. Die-
se Abstraktion ist nicht nur formal moglich, sondern erweist sich dariiber hinaus als
zweckmifBig und konkret in der Theorie mechanischer und elektrischer Systeme (vgl.
ebd., S.187fY).

Auch von Neumann vertritt eine dhnliche Ansicht. Wenn man in fortgeschrittener Ma-
thematik auch nur noch selten einen Bezug zur Erfahrungswelt finde, die Anfénge jeder
mathematischen Theorie seien empirisch:

,Ich glaube, es ist eine verhiltnismiBig gute Anndherung an die Wahrheit — eine so komplizierte
Wahrheit, daf3 etwas anderes als eine Anndherung undenkbar ist — wenn man sagt, da3 die mathe-
matischen Ideen in der Empirie entstehen, obwohl die Genealogie manchmal lang und dunkel ist.
Wenn sie sich jedoch einmal von dort her herausgebildet haben, beginnen sie ein eigenartiges,
selbstindiges Leben, und man konnte den mathematischen Gegenstand am ehesten mit einem
schopferischen Gegenstand vergleichen, der fast ausschlieBlich &dsthetischen Motivationen unter-
liegt, auf keinen Fall aber mit einer empirischen Wissenschaft. ... Da eine mathematische Diszip-
lin sich weit von ihrer empirischen Quelle entfernt, ... ist sie sehr ernsthaften Gefahren ausgesetzt.
... Mit anderen Worten, wenn sich ein mathematischer Gegenstand sehr weit von seiner empiri-
schen Quelle entfernt hat oder wenn mit ihm viel ,abstrakte‘ Inzucht getrieben worden ist, besteht
die Gefahr der Degeneration. ... Jedenfalls scheint mir, wenn einmal diese Stufe erreicht worden
ist, die verjiingende Riickkehr zur Quelle das einzige Heilmittel zu sein: das Neueinfiihren mehr
oder weniger explizit empirischer Ideen.” (v. Neumann, 1974, S.45f)
In diesen zwei exemplarisch herangezogenen Zitaten deutet sich bereits an, was Davis/
Hersh nun systematisch untersuchen: Die traditionellen philosophischen Sichtweisen,
vor allem Platonismus und Formalismus, widersprechen der Wirklichkeit der Mathema-
tik — und damit meinen sie die alltdgliche Arbeit des Mathematikers. Mathematische
Objekte haben eine inhaltliche Bedeutung, sie haben eine ,konkrete Basis® (Courant);
dann aber haben sie ein ,eigenartiges, selbstindiges Leben® (v. Neumann); schlieBlich
folgt die ,Bewéhrungsprobe‘ (Courant), indem sie ihre Inhaltlichkeit zuriickgewinnen.
Dem Platonismus widerspricht die empirische Grundlage der mathematischen Objekte,
dem Formalismus die Existenz und Inhaltlichkeit dieser Objekte. Davis/Hersh konsta-
tieren, dal es zwei Tatsachen sind, die zusammengenommen den einzelnen Philoso-
phien entgegenstehen:

,,Erste Tatsache: Die Mathematik ist eine menschliche Erfindung. Dies ist den Mathematikern be-
wullt, denn sie besorgen das Geschift des Erfindens. ...

Zweite Tatsache: Diese Produkte, die wir hervorbringen, ... sind fiir uns, ihre Erzeuger, rétselhaft.
Sie haben Eigenschaften, die wir nur mit Miihe und viel Scharfsinn entdecken kdnnen; sie haben
andere Eigenschaften, die wir vergeblich zu entdecken versuchen; und sie haben Eigenschaften,
die wir nicht einmal vermuten. Alles, was mit dem Losen mathematischer Probleme zusammen-
hingt, kann als Beweis fiir diese zweite Tatsache dienen.” (Davis/Hersh, 1986, S.431f)
Das heifit einerseits ,erfinden® wir mathematische Objekte, die keine physische Realitit
besitzen, andererseits besitzen diese Objekte zugleich mit ihrer Erfindung Eigenschaf-
ten, die entdeckt werden konnen. Diese beiden Tatsachen, die von Davis/Hersh vielfil-
tig durch Beispiele belegt werden, sind fiir Anhénger ausschlieBlich einer der Positionen
nicht miteinander vereinbar: Die Platonisten wiirden der ersten Tatsache widersprechen,

denn die mathematischen Objekte werden ihrer Ansicht nach ja nicht erfunden, sondern
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sie existieren bereits in einer ,Ideenwelt’ und miissen nur entdeckt werden, ebenso wie
ihre Eigenschaften. Deshalb wiirden sie der zweiten Tatsache wohl zustimmen. Der
Formalist hingegen wiirde die erste Tatsache bejahen, der zweiten Tatsache jedoch ent-
gegenhalten, daf} ein rein imaginires Objekt keine Eigenschaften besitzen konne, denn
das wiirde ja seine Existenz voraussetzen. Der Konstruktivist schlieBlich wiirde wohl
beide Tatsachen ablehnen. Allein die natiirlichen Zahlen existieren, jede weitere Exis-
tenz eines mathematischen Objektes und dessen Eigenschaften muf} erst konstruktiv
gezeigt werden — unter Riickgriff auf die natiirlichen Zahlen und in endlich vielen
Schritten.

Wenn nun beide Tatsachen akzeptiert werden — und das soll im folgenden getan werden
— reicht keine der traditionellen mathematischen Positionen aus. Davis/Hersh fragen
nun weiter, welche Annahmen diesen Positionen zugrunde liegen, die eine Synthese
beider Tatsachen verhindern. Sie kommen zu dem SchluB3, da3 sie zusammengenommen
der Annahme widersprechen, dal3 die Welt ,,sich aus zwei Stoffen zusammensetzt — der
Materie, d.h. physikalischer Substanz, die in einem Physiklabor studiert wird, und dem
Geist, d.h. meinem oder deinem Geist, der privaten Psyche, die jeder von uns irgendwo
in seinem Gehirn sitzen hat* (ebd., S.434). Die Mathematik wére nach der ersten Tatsa-
che dem ,Geist‘, nach der zweiten Tatsache der ,Materie* 47 zuzuordnen und daraus
folgt der Widerspruch, denn ,Geist® und ,Materie‘ gleichzeitig kann etwas nicht sein.

Damit beide Tatsachen akzeptiert werden konnen, suchen die Autoren nach einem
Standpunkt auBerhalb dieser einschrinkenden Sichtweise, und sie beziehen sich dazu
auf Karl Popper. Er unterscheidet ebenfalls zwischen ,Geist und ,Materie‘, erweitert
diese Einteilung jedoch um eine dritte Komponente. Er wihlt die Begriffe ,Welt 1, 2
und 3°:

»Welt 1 ist die physikalische Welt, die Welt von Masse und Energie, von Sternen und Felsbro-
cken, von Blut und Knochen.

Die Welt des BewuBtseins entwickelt sich aus dieser materiellen Welt im Verlauf der biologischen
Evolution. Gedanken und Gefiihle, das Bewultsein, dies sind keine physikalischen Realitéten. Ih-
re Existenz ist zwar untrennbar an jene des lebenden Organismus gebunden, doch sie sind qualita-
tiv verschieden von physiologischen und anatomischen Phdnomenen; sie stehen auf einer anderen
Stufe. Sie gehoren zu Welt 2.

Im weiteren Verlauf der Evolution treten soziales BewuBtsein, Traditionen, Sprache, Theorien,
soziale Institutionen auf: die ganze nichtmaterielle Kultur der Menschheit. Die Existenz dieser
Kultur ist untrennbar mit dem individuellen BewuBtsein der Mitglieder dieser Gesellschaft ver-
bunden, sie sind aber qualitativ verschieden von Phédnomenen des individuellen BewuBtseins. Sie
miissen daher auf einer anderen Stufe verstanden werden. Sie sind Teil der Welt 3, und das ist na-
tiirlich auch die Welt, zu der die Mathematik gehort.“ (ebd., S.434f)

Die Mathematik ist fiir Popper geradezu ein klassisches Beispiel dafiir, dal nichtmateri-
alisierte Gegenstiande, also solche Gegenstinde, die kein materialisiertes Pendant (z.B.

7 Materie* darf hier allerdings nicht wirklich physikalisch verstanden werden. Aber nach der zweiten
Tatsache besitzen die Objekte Eigenschaften, die wie Materie in einem Labor untersucht werden kdnnen,
sie sind unabénderlich vorhanden.
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in Form einer niedergeschriebenen Theorie) in der Welt 1 besitzen, in der Welt 3 tat-
sdchlich existieren. Er gibt selbst ein Beispiel:

,Mit der Erfindung (oder Entdeckung?) der natiirlichen Zahlen (Kardinalzahlen) traten auch unge-
rade und gerade Zahlen ins Dasein, noch bevor diese Tatsache jemand bemerkte oder beachtete.
Das gleiche gilt fiir Primzahlen. ... Diese Entdeckungen schufen neue objektive Problemsituatio-
nen, die neue Fragen wie die folgenden aufwarfen: Wie rasch steigt die Seltenheit der Primzahlen?
... Es ist wichtig zu sehen, dal} das objektive und unmaterielle Dasein dieser Probleme ihrer be-
wuBten Entdeckung in gleicher Weise vorausgeht, wie die Existenz des Mount Everest seiner Ent-
deckung vorausliegt. (Popper/Eccles, 1982, S.67)
Eine Materialisierung geschieht durch die Vermittlung von Welt 2: Indem ein Problem
erfal3t wird, in ein individuelles BewuBtsein tritt, kann es auf Welt 1 einwirken und ma-

terielle Gestalt annehmen.*®

Doch zuriick zu den beiden Tatsachen der Mathematik: Offensichtlich lassen sich in der
Welt 3 die scheinbar widerspriichlichen Tatsachen miteinander vereinbaren. Einerseits
sind ihre Gegenstidnde geistige Produkte von Menschen, und dennoch besitzen sie ob-
jektiv reale Eigenschaften, die bereits vor einer moglichen Entdeckung existieren:

,»Man kann sagen, dal3 Welt 3 nur zu Anfang Menschenwerk ist, und da3 Theorien, wenn sie ein-

mal da sind, ein Eigenleben zu fiihren beginnen: Sie schaffen unvorhergesehene Konsequenzen,

sie schaffen neue Probleme.“ (Popper/Eccles, 1982, S.65)
Davis/Hersh ziehen aus diesen Uberlegungen den SchluB, daB die Mathematik einer-
seits eine Geisteswissenschaft ist, denn sie beschéftigt sich mit ,,menschlichen Inhalten
und ist nur im Kontext der Kultur verstindlich®, und ihr Sinn liegt ,,im gegenseitigen
Einverstindnis menschlicher Wesen und nicht in einer dulleren nichtmenschlichen Rea-
litat™“ (Davis/Hersh 1986, S.435). Ein Formalismus, der jede inhaltliche Interpretation
beiseite schiebt oder sogar leugnet, wird dieser Auffassung ebenso wenig gerecht, wie
der Platonismus, der den Sinn eben in einer ,nichtmenschlichen Realitdt® siecht. Ande-
rerseits hat die Mathematik einen ,,naturwissenschaftlichen Charakter, denn ihre ,,Fol-
gerungen sind zwingend wie jene der Naturwissenschaften (ebd.).

Es stellt sich nun die Frage, wie diese Erfindungen, deren Eigenschaften zu entdecken
sind, entstehen, und das heil3t, was bestimmt den Fortschritt der Mathematik? Imre La-
katos, ein Schiiler Poppers, zeichnet in ,Beweise und Widerlegungen® (1979) ein Bild
der Mathematik, das er als ,quasi-empirisch** bezeichnet. Er wendet sich eindeutig
gegen den Formalismus und betont die inhaltliche Seite der Mathematik. Was er als
Methode der ,Beweise und Widerlegungen® bezeichnet, entspricht gleichzeitig seiner
Auffassung von der ,wirklichen‘ Mathematik, also der Mathematik, wie sie Mathemati-
ker alltdglich betreiben:
,»(1) Urspriingliche Vermutung

* vgl. Popper/Eccles (1982), Kapitel P2

* Er wihlt den Begriff ,quasi-empirisch® und nicht ,empirisch’, weil die Basisaussagen, d.h. die Aussa-
gen, die entweder wahr oder falsch sind, nicht ,,raumzeitlich singuldre* Aussagen sein miissen; eine qua-
si-empirische Theorie ,,ist nur dann empirisch, wenn ihre Basistheoreme raumezeitlich singulére Basisaus-
sagen sind, iber deren Wahrheitswerte anhand der altehrwiirdigen, aber ungeschriebenen Regeln der
empirischen Wissenschaft entschieden wird.* (vgl. Lakatos 1982, S.27f und Davis/Hersh 1986, S.368)
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(2) Beweis (ein grobes Gedankenexperiment oder Argument, das die urspriingliche Vermutung
in Untervermutungen oder Hilfssétze zerlegt)

(3) ,Globale‘ Gegenbeispiele (Gegenbeispiele zur urspriinglichen Vermutung) tauchen auf

(4) Neuuntersuchung des Beweises: der ,schuldige Hilfssatz‘, zu dem das globale Gegenbeispiel
ein ,lokales* Gegenbeispiel® ist, wird ausfindig gemacht. Dieser schuldige Hilfssatz kann vorher
,versteckt® geblieben oder falsch eingeordnet worden sein. Jetzt wird er deutlich bestimmt und als
Bedingung in die urspriingliche Vermutung eingebaut. Der Satz — die verbesserte Vermutung —
verdrangt die urspriingliche Vermutung mit dem neuen beweiserzeugten Begriff als entscheiden-
dem neuen Merkmal.* (Lakatos 1979, S.119)

Zu Anfang steht also eine Vermutung, die aus irgendeinem mathematischen oder auch
auBlermathematischen Problem entstehen kann. Die Vermutung erhértet sich und wird
bewiesen, allerdings nicht unbedingt deduktiv, das ist in diesem Stadium auch gar nicht
mdglich, da man im allgemeinen nicht iiber ein Axiomensystem verfiigt, aus denen die
Vermutung abgeleitet werden kann. Der Beweis besteht eher aus einem ,Gedankenex-
periment‘. Doch auch wenn der Beweis schliissig erscheint, kann man noch lange nicht
sicher sein. Bei einem kritischen Blick kdnnten Gegenbeispiele auftauchen. Bei einem
globalen Gegenbeispiel wird das Prinzip der ,Riickiibertragung der Falschheit® wirk-
sam’':
,,Die Falschheit wird von der naiven Vermutung zuriickiibertragen auf die Hilfssdtze, von der Fol-
gerung des Satzes auf seine Voraussetzungen.” (ebd., S.41)

Die Vermutung muf} gedndert werden, es entsteht ein neuer ,beweiserzeugter® Begriff,
auf den sich die neue Vermutung stiitzt. Dies ist meines Erachtens neben der anfangli-
chen Vermutung eine wichtige Stelle der ,Erfindung® neuer mathematischer Objekte.
Sie entstehen aus Vermutungen heraus, sie erhalten im Zuge der Beweise und Widerle-
gungen immer wieder neue Gestalt, sie verdndern sich aufgrund einer beweiserzeugten
Notwendigkeit. Dieser ProzeB kann sich beliebig oft wiederholen, im allgemeinen
kommt er (vorerst) zum Erliegen, wenn keine Gegenbeispiele mehr gefunden werden
und der Satz als (relativ) sicher angesehen wird. Ob der Satz aber nun tatséchlich ,wahr*
ist oder nicht, diese Frage kann nie mit Sicherheit beantwortet werden. Ein Gegenbei-
spiel kann auch nach vielen Jahren, in denen sich ein Satz bewidhrt hat, noch gefunden

werden und zu einer Revision zwingen.”

> Ein lokales Gegenbeispiel ist eines, daB einen Hilfssatz, also eine Voraussetzung der Vermutung
widerlegt, ein globales hingegen widerlegt die Vermutung an sich. Lokale Gegenbeispiele miissen dem-
nach nicht dazu fithren, die Vermutung aufzugeben. Ein globales Gegenbeispiel aber, das auch gleich-
zeitig ein lokales ist, ist fiir die Vermutung iiberhaupt nicht ,geféhrlich‘. Das ist die Logik, die hinter
Punkt (4) steckt: Man sucht nach einem Hilfssatz, der aus dem globalen Gegenbeispiel gleichzeitig ein
lokales macht.

*! Dieses Prinzip ist fiir Lakatos der Hauptunterschied zwischen einer euklidischen und einer quasi-
empirischen Theorie: Bei einer euklidischen wird die Wahrheit von den Axiomen zu den Sétzen iibertra-
gen, bei einer quasi-empirischen iibertrigt sich die Falschheit von den Sétzen (Vermutungen) zuriick auf
die Voraussetzungen. (vgl. Lakatos 1982, S.27ff)

%2 S0 ging man viele Jahrhunderte davon aus, daB die euklidische Theorie die absolute Wahrheit beinhal-
tete. Die Entdeckung (bzw. Erfindung?) der nichteuklidischen Geometrie belehrte uns allerdings eines
besseren.
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Wie verhilt es sich nun aber mit den vielen scheinbar ,euklidischen®, also nach der euk-
lidischen Methode aufgebauten Theorien? Zweifellos sind ja alle anerkannten
mathematischen  Theorien  weitestgehend  formal-deduktiv  aufgebaut. Dem
Mathematikstudenten werden diese Theorien im allgemeinen streng nach der
deduktiven Methode présentiert (Axiom oder Definition, Satz, Beweis) und nicht nach
der Methode Vermutung-Beweis—Widerlegung. Dies steht aber auch nicht im
Widerspruch zu Lakatos’ Auffassung. Er zeigt selbst an einem Beispiel, dall es moglich
ist, eine gesicherte Vermutung in ein formales System zu {lbersetzen und einen
deduktiven formalen Beweis zu fiihren.”® Dieser neue Beweis 4Bt in seinem Dialog™
die Frage aufkommen, ob man nun endlich davon ausgehen kdnne, da3 der Satz und der
Beweis endgiiltig, also wahr seien. Diese Frage wird am Schluf3 jedoch verneint: ,, Du
wirst niemals wissen, denn es gibt immer eine Moglichkeit zu zweifeln.“(ebd., S.116) —

. . 55
At efgsz?te %\%Ie)ﬁ%]l?%l'er nie auszuschalten ist, liegt in der Bedeutung der Axiome und

Definitionen begriindet, ohne die ein deduktiver Beweis nicht moglich wére. Es gibt
zwei Moglichkeiten: Entweder ich interpretiere die Definitionen als eine Ubersetzung
der urspriinglichen inhaltlichen Bedeutung oder aber als eine Neuschaffung, die mit der
urspriinglichen Bedeutung nichts mehr zu tun hat. Im zweiten Fall sagen der Satz und
der Beweis jedoch nichts mehr {iber das urspriingliche Problem aus. Es kann also nicht
entschieden werden, ob die urspriingliche Vermutung nun wahr oder falsch ist, auch
wenn der Beweis formal-deduktiv zu diesem Satz (der dann aber ebenfalls als eine Neu-
schaffung interpretiert werden muf) fiihrt. Die Ubersetzung hat jegliche inhaltliche Be-
deutung abgeschiittelt. Im ersten Fall sieht die Sache auch nicht besser aus: Wenn die
inhaltliche Bedeutung erhalten bleibt, die Ubersetzung also wirklich wie eine Uberset-
zung in eine andere Sprache verstanden wird, so kann man sich wie auf der Vorstufe
immer noch nicht vor Gegenbeispielen sicher sein. Zu dem Satz im formalen Gewand
konnte ebenso wie zu der urspriinglichen Vermutung ein Gegenbeispiel auftauchen, das
es notwendig machte, die Voraussetzungen (Axiome und Definitionen) erneut zu prii-
fen. Die Frage nach der Wahrheit kann also selbst durch eine Ubersetzung in eine for-
male Theorie nicht beantwortet werden. Eine euklidische Theorie kann demnach hochs-
tens der Abschlufl einer langen, von Widerspriichen und Kritik begleiteten Tatigkeit
sein, die immer inhaltlich bestimmt ist. Das heif3t gleichzeitig, da3 die in einer euklidi-
schen Theorie am Anfang stehenden Axiome, Definitionen und Hilfssdtze grundsatzlich
beweiserzeugt sind und nur in den seltensten Fillen einer unmittelbaren Einsicht ent-
stammen, wie es der ,Euklid-Mythos** gerne propagiert.

Svgl. Lakatos 1979, S.98ff

> Beweise und Widerlegungen* ist fast ausschlieBlich in Form eines Dialogs zwischen einem Lehrer und
seinen Schiilern geschrieben und mit ausfiihrlichen FuBBnoten versehen, die vor allem die historischen
Entwicklungen eindrucksvoll darstellen.

>> Die Herausgeber seiner Arbeit (Lakatos starb, bevor es veroffentlicht werden konnte) haben diesen
Dialog verléngert. Es ist jedoch ungewif3, ob sie mit ihrem Zusatz auch die Meinung Lakatos’ getroffen
hétten.

*% vgl. Davis/Hersh 1986, 339ff
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Lakatos’ Konsequenz daraus fiir den Zugang zur Mathematik (er bezieht sich hier auf
die Hochschule) ist die Ablehnung des deduktivistischen Stils, der der euklidischen Me-
thodenlehre folgt, und die Befiirwortung eines heuristischen Zugangs:

,,Beim deduktivistischen Stil sind alle Aussagen wahr und sdmtliche Schliisse giiltig. Die Mathe-
matik wird als dauernd wachsende Menge ewiger, unverdnderlicher Wahrheiten dargestellt. Ge-
genbeispiele, Widerlegungen oder Kritik konnen da unmdoglich hereinbrechen. Ein autoritirer An-
strich wird dem Untersuchungsgegenstand dadurch gesichert, da3 man mit getarnten monstersper-
renden und beweiserzeugten Definitionen und mit dem voll entfalteten Satz beginnt und die ur-
spriingliche Vermutung, die Widerlegungen und die Kritik des Beweises unterdriickt. Der deduk-
tivistische Stil verbirgt den Kampf, verbirgt das Abenteuer.*“(ebd., S.143)
Ein heuristischer Stil wird versuchen, den Weg nachzuzeichnen, die Probleme, aus de-
nen die Vermutung entstanden ist, die Widerspriiche, aus denen sich die beweiserzeug-
ten Definitionen ergeben, offenzulegen. Unter anderem begriindet er den heuristischen
Zugang damit, daB3 er Kritik als notwendiges Mittel fiir den Fortschritt in der Mathema-

tik herausstellt und nicht auf Autorititsgliubigkeit angewiesen ist.”’

Ich fasse die wichtigsten Punkte dieses Abschnitts zusammen, die auch fiir die folgen-
den Uberlegungen von Bedeutung sind:

1. Mathematik kann nicht losgelost von der Realitdt (nach Popper Welt 1) gesehen
werden. Sie nimmt von dort ihren Anfang und kann auf sie zuriickwirken.

2. Mathematische Aussagen, Sitze, Definitionen usf. sind weder inhaltsleer noch liegt
ihr Sinn in einer auBermenschlichen Realitdt. Sie sind Teil der Welt 3, sie sind ,,Er-
zeugnisse des menschlichen Geistes* (Popper 1982, S.64) und haben deshalb immer
irgendeine Bedeutung.

3. Mathematik hat keinen Anspruch auf Unfehlbarkeit. Sie ist ,quasi-empirisch‘. Kritik
und (Beweis-) Analyse sind das wichtigste Mittel fiir den Fortschritt der Wissen-
schaft Mathematik. Eine Mathematik, die absolute Wahrheit fiir sich in Anspruch
nimmt, verhindert Kritik und férdert Autoritdtsglaubigkeit.

Im folgenden sollen die durch die Bedingungsanalyse gewonnenen Erkenntnisse dazu
genutzt werden, die wesentlichen Momente der Mathematik als Teil der gesellschaftli-
chen Praxis herauszuarbeiten.

3.1.3 Mathematik als Teil der gesellschaftlichen Praxis

Blicken wir zunéchst auf die Bedingungsanalyse zuriick: Der geschichtliche Riickblick
hat gezeigt, dafl gesellschaftliche Praxis und Mathematik immer miteinander verkniipft
waren und sind. Die Wissenschaft Mathematik, so wie sie sich uns heute darstellt, ist
durch einen hohen Grad der Differenzierung in viele Einzeldisziplinen geprigt. Diese
wiederum werden grob unterteilt in ,,angewandte* und ,,reine Mathematik®. Dal} diese

37 In einer FuBnote bemerkt er dazu: ,,Es ist bis jetzt noch nicht ausreichend erkannt worden, dal3 die
gegenwartige mathematische und naturwissenschaftliche Ausbildung eine Brutstitte des Autorititsden-
kens und der drgste Feind des unabhingigen und kritischen Denkens ist.* (Lakatos 1979, S.135, F256)
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Unterscheidung relativ kiinstlich ist, wurde durch die Entwicklungsgeschichte und mit
einigen Beispielen aus der Gegenwart belegt. Die Unterscheidung ist daher als notwen-
dige Folge der hohen Spezialisierung anzusehen.™

Der Uberblick iiber verschiedene didaktische Ansitze konnte deutlich machen, daf der
Zusammenhang zwischen gesellschaftlicher Praxis und Mathematik zwar immer gese-
hen wurde, bislang jedoch nur rudimentér in Lehrpldnen ihren Ausdruck gefunden hat.
Die neuere Richtung der Anwendungsorientierung hat ihn auf der Grundlage des Mo-
dellbegriffs bzw. der Mathematisierung am differenziertesten herausgearbeitet. Insbe-
sondere das Konzept des ,realistischen Mathematikunterrichts® von Treffers und de
Lange vermittelt ein ausgewogenes Bild der Mathematik, das sowohl die auflermathe-
matische als auch innermathematische Arbeit beriicksichtigt. Dies entspricht den im
historischen Riickblick gewonnenen Erkenntnissen.

SchlieBlich wurde in der Diskussion der Grundlagen der Mathematik herausgestellt, daf3
es auch hier Ansdtze zu einer ,realistischen® Sichtweise auf die Mathematik gibt. Die
,Alternative‘, wie sie genannt wurde, beschreibt die Mathematik nicht als ein fertiges,
unantastbares, von Wabhrheit erfiilltes Produkt, sondern beriicksichtigt die alltdgliche
Wirklichkeit der Mathematiker, beriicksichtigt den Entstehungsprozef3, der von Kritik
und Widerspriichen begleitet ist. Vor allem machte sie darauf aufmerksam, daB3 die Fra-
ge nach der Wahrheit in der Mathematik ebenso prinzipiell unbeantwortet bleiben mufl
wie in anderen Wissenschaften auch.

Diese Position erweist sich nun im Zusammenhang mit der Didaktik des ,realistischen
Mathematikunterrichts® als duBerst fruchtbar: Horizontales und vertikales Mathemati-
sieren beschreiben gerade den ProzeB, die Entwicklung von einer Vermutung, die aus
einem Problem, sei es inner- oder auBBermathematisch, entsteht, zu einer ,gesicherten*
mathematischen Tatsache. Doch kommt nun ein wichtiger Aspekt ausdriicklich hinzu,
der bei Treffers und de Lange implizit anklingt (in der Forderung nach sténdiger Refle-
xion ist er vermutlich enthalten), aber nicht deutlich genug ausgesprochen wurde: daf3
standige Kritik fiir den Fortschritt unabdingbar ist.

Durch die Bedingungsanalyse ist damit das Feld abgesteckt, in dem die Mathematik als
Teil der gesellschaftlichen Praxis zu finden ist. Es sollen im folgenden drei Begriffe
eingefiihrt werden, die dieses Feld moglichst pragnant abdecken. Ausdriicklich sei dar-
auf hingewiesen, daf3 die Begriffe nur Stichworter sein konnen, und die vorangegangen
Uberlegungen notwendig fiir ihr angemessenes Verstéindnis sind. Die drei Begriffe sol-
len sein: Modell, System, Uberpriifung.

Der Begriff ,Modell * macht darauf aufmerksam, dafl die Mathematik in ihren Urspriin-
gen von der auBermathematischen Realitit beeinflult ist und auf diese Realitit auch
zuriickwirken kann. Mathematische Modelle finden Anwendung bei der Losung von

8 The vast expansion of mathematics and science made it more and more difficult to be at home in both
fields.” (de Lange 1987, S.116)
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auBermathematischen Problemen (das konnen so konkrete und einfach strukturierte
Probleme wie Flidchenberechnungen, aber auch komplexe Problemfelder aus anderen
Wissenschaften, z.B. Physik oder Sozialwissenschaften sein); aber auch innermathema-
tisch finden Modellbildungsprozesse statt (ein formales System kann ein Modell fiir ein
noch nicht formalisiertes Problem sein). Der Begriff des ,Modells‘ weist auf den Zu-
sammenhang der Mathematik mit der gesellschaftlichen Arbeit hin, die als konstituie-
rendes Merkmal der gesellschaftlichen Praxis festgehalten wurde. Gleichzeitig wird in
diesem Begriff das technische Erkenntnisinteresse am deutlichsten. Durch Modelle
werden Informationen erzeugt, ,,die unsere technische Verfiigungsgewalt erweitern®
(Habermas 1970, S.162).

Mit dem Begriff ,System* soll die Mathematik als ein System von Sdtzen und Beweisen
charakterisiert werden, als eine ,Geisteswissenschaft mit naturwissenschaftlichem Cha-
rakter‘. Dahinter verbirgt sich die Auffassung, dafl die Objekte, liber die man spricht
und mit denen man sich in der Mathematik auseinandersetzt, einerseits menschliche
Schopfungen sind, die dann aber eine vom Erfinder und historisch unabhéngige, objek-
tive Realitit besitzen, die sich darin zeigt, dal Eigenschaften dieser Objekte entdeckt
und bewiesen werden konnen. Die Objekte und deren Eigenschaften werden in Séitzen
und Beweisen sprachlich festgehalten und systematisiert, meist in einer Symbolsprache,
wenn die jeweilige Theorie weiter fortgeschritten und formalisiert ist. Wichtig ist es
noch einmal zu betonen, dal die mathematischen Sitze eine inhaltliche Bedeutung ha-
ben und sich dndern konnen; genau wie die Objekte selbst konnen sie eine andere Ges-
talt annehmen, falls der Beweis Widerspriiche oder Gegenbeispiele erzeugt. Insgesamt
verweist dieser Begriff auf den Aspekt der ,Sprache’, ein weiteres ,Medium der Verge-
sellschaftung® und auf das praktische Erkenntnisinteresse, das der ,,Erhaltung und ...
Erweiterung der Intersubjektivitit moglicher handlungsorientierender Verstandigung*
(ebd., S.158) dient.

SchlieBlich soll der Begriff ,Uberpriifung* darauf hinweisen, da Mathematik nicht un-
fehlbar ist, dal3 die Suche nach absoluter Wahrheit auch in bzw. mit Hilfe der Mathema-
tik prinzipiell unabgeschlossen ist und dafl Kritik moglich und notwendig ist. Lakatos
macht darauf aufmerksam, daB Uberpriifung bei der Entwicklung formaler Theorien
nicht wegzudenken ist, des Teils der Mathematik also, den wir hier mit dem Begriff
,System* erfassen wollen. Vermutung und Widerlegung sind demnach der Anfang einer
deduktiven Theorie. Axiome und Definitionen sind keine unmittelbar einsichtigen Vor-
aussetzungen, sondern sie sind beweiserzeugt in dem Sinne, dal} sie durch Widersprii-
che im Beweis einer Vermutung hervorgehen. Mathematik, die diesen Aspekt nicht of-
fenlegt oder ihn bewuBlt verschleiert, indem sie so tut, als sei der deduktive Aufbau ei-
ner Theorie dem Wissenschaftler in den Schof3 gefallen, durch Einsicht in die scheinbar
evidenten Voraussetzungen dieser Theorie, wirkt autoritidr und verhindert jegliche Art
von Kritik. Doch auch beim ProzeB der Modellbildung ist Uberpriifung entscheidendes
Mittel fiir die Fortsetzung und Beendigung des Prozesses, und zwar bei allen Pro-
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zefschritten (Priifung der Modellvoraussetzungen, Suche nach geeigneten mathemati-
schen Mitteln, Ubertragung auf die Ausgangssituation und Uberpriifung der Angemes-
senheit der so gefundenen Losung).Vor allem die kritische Reflexion des ersten und
letzten Schrittes im Modellbildungsproze3 kann auf Grenzen (und Moglichkeiten) der
mathematischen Bearbeitung aufmerksam machen: einem Modell liegen immer be-
stimmte Interessen zugrunde, und nicht alles, was mit mathematischen Mitteln gelost
wurde, ist dem urspriinglichen Problem auch angemessen. Der Aspekt der ,Uberprii-
fung® liegt damit quasi quer zu den anderen beiden Aspekten, und verweist am ehesten
auf die Ndhe zum gesellschaftlichen Begriff der ,Herrschaft’ und zum emanzipatori-
schen Erkenntnisinteresse, das das ,,Subjekt aus der Abhéngigkeit von hypostasierten
Gewalten* 16st (Habermas 1970, S.159).

Das Strukturgitter aus Abbildung 2 (s.S.31) soll nun durch die hier erlduterten Begriffe
erginzt werden. Ich fiige sie dort ein, wo in Abbildung 2 die Medien der Vergesell-
schaftung Arbeit, Sprache Herrschaft standen. Dies ist die logische Konsequenz aus
der Uberlegung, daB die Mathematik ein Teil — eine Teilmenge, konnte man sagen — der
gesellschaftlichen Praxis ist, und eben durch die Begriffe Modell, System, Uberpriifung
beschrieben werden kann. Gekreuzt mit den erkenntnisleitenden Interesse, ergibt sich
ein Feld, das die iiber die Wissenschaft vermittelte Mathematik als Teil der gesellschafi-
lichen Praxis erfafit. Die Trennung dieser Begriffe kann selbstverstindlich nur eine ana-
lytische Trennung sein. Es verhélt sich hier genau so wie mit den Begriffen ,Arbeit,
Sprache und Herrschaft® selbst. Die Beziige zwischen den Medien der Vergesellschaf-
tung und den Begriffen ,Modell, System und Uberpriifung* sind natiirlich vielfiltiger
und diirfen keineswegs so eindeutig gedacht werden, wie ich es in den obigen Erldute-
rungen angedeutet habe und wie es durch das Strukturgitter nahegelegt wird. Die Her-
ausstellung der Nahe zu den Begriffen der einzelnen Dimensionen sollte deutlich ma-
chen, daB sich die neu gefundenen Begriffe in den vorgegebenen Rahmen einfiigen las-
sen. Eine eindeutige Zuordnung von z. B. Modell - Arbeit - technisches Erkenntnisinte-
resse ist weder sinnvoll noch mdglich. Dies ist der Grund dafiir, daf das durch die Spal-
ten- und Zeilenbeschriftungen definierte Feld offengehalten und nicht in einzelne Zellen
geteilt wurde. Es soll als weite Abgrenzung der Mathematik von anderen Bereichen der
gesellschaftlichen Praxis verstanden werden, ohne daB Uberschneidungen ausgeschlos-
sen werden konnen. Das so definierte Feld ist auf vielfaltige Weise mit den Medien der
Vergesellschaftung und den erkenntnisleitenden Interessen verflochten.
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erkenntnisleitende
Interessen technisches praktisches emanzipatorisches
Erkenntnisinteresse | Erkenntnisinteresse | Erkenntnisinteresse
Mathematik
Modell
Mathematik, als Teil der liber Wissenschaft
System
vermittelten gesellschaftlichen Praxis
Uberpriifung

Abbildung 6: Mathematik, als Teil der iber Wissenschaft vermittelten gesellschaftlichen Praxis

Damit steht uns fiir die Analyse von Mathematikunterricht ein Satz von Kriterien zur
Verfligung, den wir an den Unterrichtsinhalt anlegen kdnnen. Wenn man davon aus-
geht, daB Heranwachsende sich im Unterricht einen Teil der gesellschaftlichen Praxis
aneignen sollen, so mufl der Unterricht auch darauf verweisen; die gesellschaftliche
Praxis bzw. ein fiir das Fach charakteristischer Ausschnitt aus ihr sollte im Unterricht
symbolisch bearbeitet werden. Fiir den Mathematikunterricht soll dieser Ausschnitt nun
durch die drei oben entwickelten Begriffe beschrieben werden. Der Unterricht kann
dann mit Hilfe dieser Kategorien darauthin untersucht werden, ob das bearbeitete Wis-
sen auf das durch die Begriffe abgesteckte Feld verweist oder ob der Unterricht be-
stimmte Bereiche ausschlie3t, und das heiflt, den Heranwachsenden im Unterricht be-
stimmte Moglichkeiten verschlossen bleiben.

3.2 Offnung des Wissens

Neben der Vollstindigkeit des im Unterricht erscheinenden Wissens, dies gemessen an
der Mathematik als Teil der gesellschaftlichen Praxis, mdchte ich nun einen weiteren
Malistab der Kritik erldutern. Denn die Gegeniiberstellung des Wissens mit den Mog-
lichkeiten der Menschheit beriicksichtigt eines nicht: die Schiiler, die sich dieses Wis-
sen aneignen sollen, die ihre Moglichkeiten erweitern sollen. Dies ist jedoch nur mog-
lich, wenn sie im Unterricht die Gelegenheit haben, das im Unterricht erscheinende
Wissen zuriickzubeziehen auf sich und auf ihre Lebenswelt. Diesen Anspruch an Unter-
richt formuliert Menck im didaktischen Strukturgitter durch die Dimension der ,pédda-
gogischen Intentionalitdt® (vgl. Menck 1975, S. 90ff). Thr liegt die Vorstellung eines
,reflexiven‘ Unterrichts zugrunde,

,die Vorstellung eines Unterrichts, der Riickbeziige herzustellen sucht zwischen dem einerseits,
wortliber er informiert und dessen Verbindlichkeit er erschliefit: gesellschaftliche Praxis, und den
Schiilern andererseits, die als Menschen prinzipiell Subjekte dieser Praxis sind. Plakativ und for-
mal gesagt: Reflexiver Unterricht ist einer, in dem seine eigenen Voraussetzungen ins Spiel und
zur Sprache kommen.“ (Menck 1986, S.120)
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Anstatt dem obigen Strukturgitter eine weitere Dimension hinzuzufiigen und die Refle-
xivitdt des Unterrichts anhand der Kategorien der padagogischen Intentionaltdt zu iden-
tifizieren, werde ich dem ,heuristischen Ansatz Mencks (vgl. ebd., S.116ff) folgen,
den ich mit Wierichs (1989) die ,Offnung des Wissens* nenne.”

Es geht auch hier darum zu ermitteln, welche Interpretationen im Unterricht Geltung
erhalten bzw. welche nicht. Dartiber hinaus soll aber auch die Frage gestellt werden, ob
und wenn ja, wie im Unterricht mit den nicht offiziell zur Geltung kommenden Interpre-
tationen umgegangen wird. Fiir die Identifizierung eines reflexiven Unterrichts ist nach
obiger Erlduterung zu untersuchen, ob Schiiler den Riickbezug vom im Unterricht zur
Geltung gebrachten Wissen zu sich selbst vollziehen kdnnen. Umgekehrt kann man
sagen, dal} nicht von reflexivem Unterricht gesprochen werden kann, wenn der Riickbe-
zug fiir Schiiler nicht moglich ist. Dies kann nach Wierichs (1989) auf zweierlei Arten
untersucht werden:

Erstens durch die ,,Verdeutlichung des Konstruktionscharakters des im Unterricht he-
rangezogenen und verbindlich gemachten Wissens® (Wierichs 1989, S.63). Damit ist
gemeint, dall ,,mit dem Wissen Hinweise auf seine Herkunft und Begriindungen fiir sei-
ne Geltung erscheinen® (ebd.), da auf ,,Mdglichkeiten und Beschrinkungen des Wis-
sens aufmerksam* gemacht wird (ebd., S.64). So kann gesichert werden, ,,da3 sich die
Interpreten mehr als nur Schulwissen aneignen konnen* (ebd.). Gleichzeitig erleichtert
eine solche Offnung auch eine , Kritik des Wissens“ (ebd.). Denn wenn die Geltung
verblirgenden Instanzen sichtbar werden und das Wissen als menschliche Leistung (zu
einem bestimmten Zweck, allgemein: der Erweiterung der menschlichen Moglichkei-
ten) erscheint, konnen die Geltung des Wissens und damit die fiir die Geltung einste-
henden Instanzen leichter in Frage gestellt werden. Dadurch wiederum kann deutlich
werden, dal3 das im Unterricht erscheinende Wissen immer nur eine Auswahl aus dem
verfligbaren Wissen darstellt, dafl es bestimmte Moglichkeiten aber auch Beschrinkun-
gen menschlichen Handelns bereitstellt, da3 die ,Sache® auch anders interpretiert wer-
den kann.

Nun kann der Konstruktionscharakter dadurch deutlich werden, dal3 das Unterrichtser-
gebnis durch direkte Hinweise auf die erwidhnten Punkte konstituiert wird, daB3 also im
Unterrichtsergebnis unterschiedliche Interpretationen und ihre jeweiligen Geltungsin-
stanzen, Moglichkeiten und Beschrinkungen, das Wissen als menschliche Leistung
zugleich mit aufgehoben sind. Vermutlich jedoch ist es hdufig so, dal im Unterricht
eine offizielle, (vom Lehrer) autorisierte Interpretation das Unterrichtsergebnis maB3geb-
lich bestimmt. Was passiert, wenn Schiiler die ,Sache‘ anders interpretieren?

> Das hat bestimmte Griinde: Erstens folge ich damit dem von Wierichs (1989) vorgelegten Analyse-
schema. Zweitens bietet diese Vorgehensweise auch methodische Vorteile: So ist es mdglich, vom Unter-
richt selbst auszugehen und von dort aus den weiteren Zusammenhang zu erschlieBen. Dies deckt sich
mit der Methode der lokalen Topographie (vgl. 4.3). Dariiber hinaus ist der Grad der Offnung nicht un-
bedingt sofort sichtbar, wie im folgenden erldutert werden wird. Deshalb ist es sinnvoll, im Unterricht
nach bestimmten Stellen zu suchen, die dann vor diesem Hintergrund interpretiert werden kénnen.
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Dies ist ein zweiter Aspekt, unter dem die Offnung des Wissens untersucht werden
kann: das ,,Aufbrechen vorgegebener oder autorisierter Bedeutungen* (Wierichs 1989,
S.63). Dazu geht man von den Stellen im Unterricht aus, in denen mehr oder weniger
deutlich wird, daBl unterschiedliche Interpretationen aufeinandertreffen.. Was ist damit
gemeint? — Im Abschnitt 2.2 zur gesellschaftlichen Herrschaft wurde es bereits gesagt:
Unterschiedliche Interaktionsteilnehmer konnen die Situation, in der sie sich befinden
oder iiber die sie sprechen, unterschiedlich definieren. Habermas (1971, S. 136ff)
spricht vom ,Diskurs‘, der dann nétig wird, damit Verstehen wieder mdglich ist. Menck
driickt dies so aus:

»Sofern Handeln dadurch gestort wird, dal die Geltung von Aussagen iiber handlungsrelevante
Sachverhalte bzw. von Regeln des Handelns bezweifelt wird, miissen ein theoretischer bzw. prak-
tischer Diskurs in Gang gesetzt werden, in denen die Geltung bis zur Wiederherstellung eines
Konsenses problematisiert wird.“ (Menck 1986, S. 116)
Solche Diskurse entstehen also immer dann, wenn widerspriichliche Interpretationen zu
einem Sachverhalt aufeinandertreffen. Auf den Unterricht iibertragen spricht Menck in
diesen Féllen von ,Bruchstellen® (vgl. ebd. S.117).

,Derartige Briiche und die sie thematisierenden Diskurse - sofern vorhanden - sind deswegen auf-
schluBireich, weil sich in ihnen die besagte Auswahl dokumentiert und weil sie am besten die diese
legitimierende Autoritét erkennen lassen. Briiche, widerspriichliche Interpretationen enthalten also
Hinweise auf andere Moglichkeiten der Interpretation des Unterrichtsthemas.* (ebd.)
In Bruchstellen wird also zunéchst deutlich, dafl es verschiedene Interpretationsmog-
lichkeiten des Gegenstandes gibt, aus denen eine Auswahl getroffen wird. Fiir die Frage
nach der Offnung des Wissens ist es nun interessant, wie im Unterricht mit Bruchstellen
umgegangen wird. Denn anders als in einer beliebigen Interaktion, in der die Interakti-
onsteilnehmer prinzipiell gleichgestellt sind — und nur dann kann von einem Diskurs im
Sinne Habermas’ gesprochen werden — ist es in der Schule der Lehrer, der mit piddago-
gischer Autoritdt ausgestattet und damit in der Lage ist, eine Auseinandersetzung iiber
die Geltung des Wissens einzuleiten oder die offizielle Geltung durchzusetzen. Die Fra-
ge ist also, ob das Wissen in dem Sinne gedffnet wird, dal unterschiedliche Interpreta-
tionen sichtbar werden und dal3 die Geltung der Interpretationen durch Hinzunahme der
Geltung verbiirgenden Instanzen ausgehandelt wird; kurz: ob die Bedeutungen tatsich-
lich ,aufgebrochen® werden. Damit wiirde den Schiilern die Mdoglichkeit gegeben, ihre
differierenden Interpretationen deutlich zu machen, eventuell zu korrigieren oder zur
Geltung zu bringen. Sie wiren nicht gezwungen, die vorgegebenen Bedeutungen kritik-
los zu iibernehmen, sondern wiren in der Lage, sie zu begriinden und als ihre eigenen
Moglichkeiten zu erkennen. Offnung des Wissens ist in diesem Sinne Voraussetzung
fiir reflexiven Unterricht.

Kann man aus diesen Feststellungen nun schlieBen, daB, wenn es im Unterricht keine
Bruchstellen gibt, die Interpretationen von Lehrer und Schiilern geteilt werden? Diese
Frage ergibt sich aus der Vermutung, die bereits in 2.5 angesprochen wurde, dal} es ge-
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rade im Mathematikunterricht eher weniger Interpretationsspielraum gibt und damit
eventuell auch weniger (explizite) Bruchstellen.

Auch Voigt (1984) schreibt solchen Bruchstellen im Unterricht eine Bedeutung bei der
Analyse der Interaktion zwischen Lehrer und Schiilern zu. Er geht davon aus, daf jegli-
che AuBerungen in einer Interaktion einen ,,indexikalen, d.h. vagen, mehrdeutigen Cha-
rakter” haben (Voigt 1984, S.28), und es illusionir sei zu glauben, man konne diese
Indexikalitét vollstindig beheben. Anzustreben sei vielmehr der ,,addquate methodische
Umgang mit indexikalen Ausdriicken* (ebd., S.29). Dieser zeichnet sich durch eine
sinnvolle und langsam fortschreitende Bedeutungszuschreibung durch die Interaktions-
partner aus, insbesondere bei zentralen und neu eingefiihrten Begriffen. ,,Wird die Be-
deutung nicht in gleicher Weise von Schiilern und Lehrern generiert, kann lang andau-
erndes grundsétzliches Miflverstehen im Unterricht entstehen® (ebd.). Solche MiB3-
verstdndnisse dulern sich dann in Bruchstellen, die die ,,Beteiligten selbst ... nicht als
problematisch erfahren (miissen); denn sie gehen prinzipiell von der Annahme aus, daf3
die Bedeutungen intersubjektiv geteilt seien (ebd.). Voigt bezeichnet damit den ,,wor-
king consensus®, den ,,Fall der wechselseitigen Unterstellung gegenseitigen Verstehens
im Unterricht” (Voigt 1984, S.40). Er ,,basiert auf einem subjektiv unhinterfragten Ver-
staindnis vom Fortgang der Interaktion und der Entwicklung des Gesprédchsthemas, das
in der Regel nicht von den jeweils anderen Interaktionspartnern enttduscht wird®, und
Voigt nimmt an, ,,da} dieses Verstindnis die Differenzen in den Situationsdefinitionen
auf der Handlungsebene zudeckt™ (ebd., S.41).

Der ,,working consensus® zeigt sich auch in den Interaktionsmustern, die Voigt aus sei-
nen Unterrichtsanalysen rekonstruiert, insbesondere im ,ErarbeitungsprozeBmuster‘. Es
zeichnet sich durch drei Phasen aus:

,»Phase 1: Nennung der offenen Aufgabe durch den Lehrer, erste Schiilerangebote und vorldufige
Einschétzung durch den Lehrer — Konstituierung der Aufgabe

Phase 2: Kanalisierte Entwicklung der endgiiltigen Losung — Fixierung der Losung
Phase 3: Bewertung der thematisierten offenen Verfahren und Ergebnisse und Reflexion des kon-
textuellen Zusammenhangs — Interpretation des Vorgehens* (ebd., S. 128).

Die Tatsache, dal3 dies ein Muster ist, das Schiiler und Lehrer kennen und erfolgreich
anwenden, um schnell zu einer Losung zu kommen, heilit gleichzeitig, dal mogliche
MifBverstidndnisse selten aufgedeckt werden. Dies wiirde ndmlich ein Abweichen vom
Interaktionsmuster und damit Unsicherheit bedeuten. Man einigt sich oberflachlich auf
ein bestimmtes Verstdndnis der behandelten Sache, ohne da3 man wirklich von einem
gemeinsamen Verstehen ausgehen kann:

,Das Erarbeitungsprozemuster stellt zusammengefafit die Struktur einer Interaktion im Mathema-
tikunterricht dar, in der im wesentlichen ein als geteilt geltendes Ergebnis konstituiert wird, ein
geteiltes Verstehen jedoch nicht gesichert ist.“( ebd., S.160, i. O. kursiv)

Insbesondere im Mathematikunterricht konnen wir also nicht davon ausgehen, daf3 ein

Fehlen von Bruchstellen bedeutet, dal die Geltung von Lehrer und Schiilern in glei-
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chem Mafle geteilt wird. In der Analyse werde ich deshalb einen Schritt weiter gehen
als Wierichs. Wenn es moglich ist, soll unabhingig von Bruchstellen untersucht wer-
den, welche Bedeutung das erarbeitete Unterrichtsergebnis fiir die Schiiler hat, ob es
von der offiziellen abweicht oder mit ihr iibereinstimmt. Dies kann zwar in der Regel
nicht mit Hilfe der Unterrichtsprotokolle allein geschehen, wohl aber vor allem auf der
Grundlage von Interviews mit Schiilern iiberpriift werden.”® Auf der Grundlage der so
gewonnenen Erkenntnisse kann es dann auch mdglich sein, riickwirkend in den Unter-
richt zu gehen, und genau die Stellen aufzusuchen, in denen die Differenzen entstanden.
Die Frage wire dann, ob es sich eventuell um implizite Bruchstellen handeln konnte,
die auf den ersten Blick aber problemlos erschienen, oder ob tatséchlich, im Sinne des
,working consensus®, die Situation als unproblematisch erfahren wird, und die Beteilig-
ten die Interpretationsdifferenz nicht bemerken. Unter dem Aspekt der Offnung des
Wissens wiirde das bedeuten, daf} in diesem Fall die Schiiler weder die Interpretations-
differenzen erkennen noch die offizielle Interpretation iibernehmen kénnen. Die offi-
zielle Bedeutung des Unterrichtsergebnisses bliebe ithnen damit in jedem Fall verschlos-
sen.

5 Leider gibt es nicht zu allen Unterrichtseinheiten Schiilerinterviews (vgl. 4.2.1).
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4 Arbeitshypothese, Grundlage und Methode der Analysen

4.1 Unterrichtskritik — Eine Hypothese

Vor dem Hintergrund des im ersten Kapitel erlduterten Verstdndnisses von Unterricht
und den dargestellten MaBstében fiir eine Kritik von Unterricht (Mathematik als Teil
der gesellschaftlichen Praxis — vgl. 3.1.3 — und Offnung des Wissens — vgl. 3.2), liegt
nun der Rahmen fest, innerhalb dessen eine Reihe von Unterrichtsdokumenten analy-
siert werden kann. Es bleibt noch eine Hypothese aufzustellen, an der die Arbeit orien-
tiert werden kann.®!

Ich fasse zunéchst noch einmal kurz die den MaBstdben zugrunde liegenden Gedanken
zusammen: Unterricht dient dem Zweck, Heranwachsenden Orientierungen fiir ihr Han-
deln auBerhalb der Schule zu vermitteln.® Dies geschieht, indem Ausschnitte aus der
gesellschaftlichen Praxis, der Wirklichkeit flir die Schule transformiert werden. Im
Unterricht erscheinen also symbolische Représentationen der gesellschaftlichen Praxis,
die interpretiert werden und den Heranwachsenden so die Moglichkeit eroffnen, die
Wirklichkeit (symbolisch) zu beherrschen. Damit verbindet sich die Hoffnung auf Be-
herrschung der Praxis. Ob die Schiiler diese Praxis tatsidchlich beherrschen, ist eine Fra-
ge, die durch eine Unterrichtsanalyse nicht beantwortet werden kann. Uberpriift werden
kann allerdings, ob ihnen im Unterricht die Mdglichkeit der Beherrschung erdftnet
wird, das heiflt, ob im Unterricht auf einen moglichst vollstindigen Ausschnitt der
Wirklichkeit verwiesen wird. Andersherum ausgedriickt: Werden im Unterricht be-
stimmte Aspekte der gesellschaftlichen Praxis nicht beriicksichtigt, so kann daraus ge-
schlossen werden, dal3 den Schiilern bestimmte Moglichkeiten der menschlichen Praxis
verschlossen bleiben. Dieser Aspekt wird mit Hilfe des oben entwickelten didaktischen
Strukturgitters untersucht werden.

Der besagte Ausschnitt, auf den der Unterricht verweist, wird zunichst durch das Fach,
in diesem Fall: die Mathematik, bestimmt. Aus diesem so festgelegten Feld wird aus-
gewdhlt. Diese Auswahl ist notwendig; es ist natiirlich nicht moglich alles, was zur Ma-
thematik als Teil der gesellschaftlichen Praxis gehort, fiir den Unterricht zu transformie-
ren. Aber diese zweite Auswahl muf3 pddagogisch legitim geschehen, d.h. im Interesse

6! Methodisch ist es sinnvoll, eine Nullhypothese und eine Alternativhypothese aufzustellen. Eine Null-
hypothese ist widerlegbar, aber nicht beweisbar (vgl. Lexikon der Psychologie, 1980). Allerdings ver-
steht es sich von selbst, dal3 die Stichprobe der hier untersuchten Unterrichtsstunden natiirlich viel zu
klein ist, um aus einer Widerlegung der Nullhypothese auf die Wahrheit der Alternativhypothese zu
schlieBen. AuBerdem handelt es sich hier vor allem um eine interpretative Analyse, die ohne statistische
Kennwerte auskommen muf3. Daher kann erstens der Giiltigkeitsbereich der Hypothesen sich nur auf die
zu analysierenden Unterrichtsstunden erstrecken, und zweitens ist es nicht moéglich, Irrtumswahrschein-
lichkeiten fiir die Ablehnung oder Annahme der Alternativhypothese anzugeben (siche dazu auch Ab-
schnitt 4.3).

62 DaB es daneben auch andere Ziele geben kann und gibt, soll mit diesem Satz nicht angezweifelt wer-
den. Aber mindestens das sollte Unterricht leisten, wenn er nicht Selbstzweck sein soll.
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der Bildung der Heranwachsenden. Dies ist der zweite Malistab fiir eine Unterrichtskri-
tik, der durch den Grad der Offnung des Wissens erfaBt werden soll.

Im folgenden sollen einige Ergebnisse von Menck (1986) und Wierichs (1989) kurz
dargestellt werden, in deren Kontext auch diese Arbeit steht und vor deren Hintergrund
eine Arbeitshypothese aufgestellt werden soll. Menck vermutet aufgrund einiger Fall-
analysen aus verschiedenen Unterrichtsfachern, da3 Verweise auf die Wirklichkeit eher
selten aufgedeckt werden:
,»Das im Unterricht représentierte Bild von Welt ist im wesentlichen das einer Schulwelt; nur ganz
selten findet man Spuren von Reflexivitit ...« (Menck 1886, S. 125)
Wierichs bestitigt diese Vermutung fiir den Pddagogikunterricht an unterschiedlichen
Schulformen:

,»In allen Stunden kommt ein Aspekt nicht oder kaum zur Geltung: der Aspekt der Reproduktion.
DaB3 Erziehung auch immer Reproduktion isz, scheint im Pddagogikunterricht systematisch unter-
schlagen zu werden.* (Wierichs 1989, S. 205)

Und unter dem Aspekt der ,Offnung des Wissens® kommt er zu dem Schluf,

,»daB es (auch) im Padagogikunterricht Tendenzen zur Abschottung des unterrichtlichen Wissens
gegeniiber unerwarteten, es moglicherweise 6ffnenden Interpretationen gibt.“ AuBlerdem ,,gibt es
allenfalls fliichtige Hinweise auf die Herkunft des herangezogenen Wissens. Vor allem aber fehlen
bzw. werden nicht eingefordert explizite Begriindungen fiir das Erscheinen und die Geltung be-
stimmten Wissens.“ (ebd., S. 214)

Ausgehend von diesen Ergebnissen mochte ich nun folgende Hypothesen aufstellen:

Nullhypothese: Im Unterricht (in dem dieser Analyse zugrundeliegenden Unterricht)
wird auf einen Ausschnitt aus der gesellschaftlichen Praxis verwiesen, der diese Praxis
vollstindig reprisentiert; und das im Unterricht erscheinende Wissen wird in dem Sinne
gedftnet, dal die Auswahl fiir den Unterricht sichtbar wird und unterschiedliche Inter-
pretationsmoglichkeiten erhalten bleiben.

Alternativhypothese: Im Unterricht (in dem dieser Analyse zugrundeliegenden Unter-
richt) erscheint ein (systematisch) beschrianktes Bild der gesellschaftlichen Praxis, und
eine Offnung des Wissens findet, wenn iiberhaupt, nur ansatzweise statt.

Es sei noch einmal betont, dafl der Geltungsbereich der an diesen Hypothesen orientier-
ten Ergebnisse sich nur auf die tatsdchlich analysierten Stunden erstrecken kann. Sollte
die Nullhypothese widerlegt werden konnen, so konnten daraus lediglich Hinweise fiir
weitere Untersuchungen von Mathematikunterricht abgeleitet werden. Und es kdnnte
darauf aufmerksam machen, da3 zumindest die Gefahr eines der Nullhypothese entge-
genstehenden Unterrichts besteht.

Abschliefend mochte ich noch auf einen weiteren Aspekt der Untersuchung hinweisen:
Die Aufnahmen der Unterrichtsstunden entstammen zum einen aus einem Forschungs-
projekt, das Mitte der 70er Jahre mit dem Ziel der Analyse des Unterrichtsinhalts be-
gonnen wurde, zum anderen wurden sie speziell fiir diese Arbeit im Sommer 1998 an-
gefertigt. Dies hatte folgenden Grund: In den 70er Jahren war die Didaktik der Neuen
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Mathematik (vgl. 3.1.2.2) noch sehr aktuell. In einigen dieser élteren Unterrichtsauf-
nahmen wird das sehr deutlich (zum Beispiel in den Stunden zu A;*). Es ergab sich fiir
mich die Frage, ob dieser neuere ,Trend‘ in der Mathematikdidaktik heute ebenso spiir-
bar ist, wie es die Neue Mathematik in den 70er Jahren war. Das heif3t, sind die Unter-
richtsstunden iiberhaupt miteinander vergleichbar und wenn ja, inwiefern? Und wenn es
Differenzen gibt, die auf eine vorherrschende didaktische Stromung zuriickzufiihren
sind: Inwiefern sind die Analyseergebnisse heute noch aussagekriftig? Anders gefragt:
Ist der Mathematikunterricht heute aufgrund der — hypothetisch angenommenen — di-
daktischen Tendenz zur Anwendungsorientierung eher in der Lage, die in der Nullhypo-
these aufgestellten Kriterien zu erfiillen?

Um diese Fragen zu beantworten, sollen also neben den Unterrichtsstunden aus den
70er Jahren die neueren Stunden zum Vergleich hinzugezogen werden. Auch hier ist
nicht mit reprisentativen Ergebnissen, sondern lediglich mit Tendenzen oder Hinweisen
auf Unterrichtspraxis zu rechnen.

Im folgenden werde ich auf die einzelnen Unterrichtsstunden nédher eingehen und die
Methode der Analyse sowie die einzelnen Schritte weiter erldutern.

4.2 Die Grundlage der Analyse

4.2.1 Die Unterrichtsdokumente

Die empirische Grundlage dieser Analyse bilden Transkripte von Mathematikunter-
richtsstunden und Interviews mit Lehrern und Schiilern. Diese wurden zu unterschiedli-
chen Zeiten und an unterschiedlichen Schulen angefertigt. Die folgende Tabelle gibt
eine Ubersicht iiber die hier zu analysierenden Stunden®*:

63 Zur Bezeichnung der Stunden sieche FuBnote 64

64 Zur Bezeichnung: Buchstabe und tiefstehende Nummer bezeichnen jeweils eine Unterrichtseinheit bei
dem durch den Buchstaben gekennzeichneten Lehrer. Eine nachstehende Zahl in Klammern kennzeichnet
die jeweilige Stunde aus der Unterrichtseinheit. Zum Beispiel: A3(2) ist die zweite Stunde der dritten
Unterrichtseinheit bei Lehrer A. Bei den Lehrern B, D und E entfallen die Tiefziffern, da jeweils nur eine
Unterrichtseinheit aufgenommen wurde.
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Be- |Leh- |Monat |Jahr | Anzahl | Ausf. analysierte | Klasse Schule
zeich | rer Stunden | Stunde
nung
A A August | 1977 |4 1. Stunde, Aj(1) |6, A-Kurs | Orientierungsstufe, Schulzentrum, Niedersachsen
A, A August | 1977 |4 1. Stunde, Ay(1) |6, C-Kurs | Orientierungsstufe, Schulzentrum, Niedersachsen
A, A Februar | 1978 |3 2. Stunde, A3(2) |6, A-Kurs | Orientierungsstufe, Schulzentrum, Niedersachsen
Ay A Juni 1978 |3 2. Stunde, A4(2) |6, A-Kurs | Orientierungsstufe, Schulzentrum, Niedersachsen
B B August | 1977 |3 1. Stunde, B(1) |6 Orientierungsstufe Gymnasium, Niedersachsen
C, C Februar | 1978 |3 3. Stunde, C;(3) |6 Orientierungsstufe Gymnasium, Niedersachsen
C, C Juni 1978 |3 2. Stunde, C,(2) |6 Orientierungsstufe Gymnasium, Niedersachsen
D D Mai 1998 |3 1. Stunde, D(1) |6 Orientierungsstufe Gymnasium, NRW

3, davon | 1. Stunde, E(1)
E E Mai 1998 |1  Dop- 6 Orientierungsstufe Gymnasium, NRW

pelstunde

Aus allen Unterrichtseinheiten wurde mindestens eine Stunde vollstindig transkribiert
und von den {ibrigen eine Inhaltsangabe angefertigt, die sich aus den wichtigsten Ab-
schnitten im Originalton zusammensetzt. Jeweils eine Stunde jeder Unterrichtseinheit
wurde als Grundlage fiir eine ausfiihrliche Analyse gewihlt und codiert”. Die weiteren
zugehorigen Unterrichtsaufnahmen wurden jedoch mit in die Analyse einbezogen, so-
fern sie dazu beitrugen, die Interpretation zu vervollstdndigen. So konnten zum Beispiel
bestimmte Merkmale, die sich in der ausfiihrlichen Analyse einer Stunde zeigten, durch
Hinzunahme weiterer Stunden der Unterrichtseinheit deutlicher herausgestellt oder auch
relativiert werden. Ein bestimmtes Auswahlkriterium gab es nicht. Bei den &dlteren Auf-
nahmen muflte ich mich darauf beschrinken, diejenigen Stunden zu wéhlen, von denen
bereits ein vollstandiges Transkript existierte, da eine neue Abschrift der Tonbander zu
zeitaufwendig geworden wire. Bei den neueren Aufnahmen (D und E) wurde jeweils
die erste Stunde zugrunde gelegt, da in beiden Parallelklassen das gleiche neue Thema
eingefiihrt wurde, und damit gerade diese Stunde fiir einen Vergleich geeignet erschien.

Die Aufnahmen der Lehrer A, B und C wurden bereits vor 20 Jahren im Rahmen eines
Forschungsprojektes zur Analyse von Unterricht und neben vielen weiteren Unterrichts-
stunden — nicht nur Mathematikunterricht — aufgenommen. Im Rahmen dieses For-

% vgl. 422
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schungsprojektes wurden bereits die Transkripte und Inhaltsangaben erstellt sowie An-
sdtze zur Auswertung entwickelt, die sich allerdings von dem hier dargestellten unter-
schieden. Es wurden weiterhin auch Videoaufnahmen einzelner Stunden erstellt, die
sich fiir die Analyse jedoch als weitgehendst unbrauchbar erwiesen, da sie von zu
schlechter Qualitdt waren und zudem auf einem veralteten Videosystem produziert
wurden.

Die Unterrichtsmitschnitte fanden an verschiedenen Schultypen statt. Die Aufnahmen
des Lehrers A wurden an einer Orientierungsstufe eines Schulzentrums (OS) in Nieder-
sachsen durchgefiihrt. Diese eigenstindige Schulform wurde in Niedersachsen schritt-
weise seit 1971/72 eingefiihrt, die Schule, an der die Unterrichtsaufnahmen stattfanden
gehorte zu den ersten dieser Art. Der Unterricht findet in unterschiedlichen, nach Leis-
tung der Schiiler differenzierten Kursen statt. Der Unterricht des Lehrers A wurde in
einem A- und einem C-Kurs aufgenommen, d.h. in einem Kurs fiir leistungsstarke und
einem fiir leistungsschwéchere Schiiler. Diese Kurse fanden parallel statt.

Die Aufnahmen der Lehrer B und C fanden in der selben Klasse eines Gymnasiums in
Niedersachsen mit integrierter Orientierungsstufe statt. Lehrer C war Referendar und
tibernahm die Klasse von Lehrer B im zweiten Halbjahr. Es gab hier zwar keine Diffe-
renzierungskurse, aber es galten die gleichen Richtlinien wie auch fiir die Orientie-
rungsstufe des Schulzentrums, an der Lehrer A unterrichtete.

SchlieBlich wurden 1998 neue Unterrichtsaufnahmen angefertigt, ebenfalls in der 6.
Klasse eines Gymnasiums, allerdings in Nordrhein-Westfalen. Beide Lehrer (D und E)
unterrichten an der gleichen Schule in zwei Parallelklassen. Hier muflte auf Videoauf-
nahmen verzichtet werden, weil der technische Aufwand fiir eine Person zu grof3 gewe-
sen wére.

Zu allen Stunden — mit Ausnahme der von Lehrer B — existieren zu einzelnen Stunden
Lehrerinterviews, zu A; bis A; und C; des weiteren auch Schiilerinterviews. Zu Cs liegt
ein Interview vor, an dem der Lehrer und einzelne Schiiler gemeinsam teilgenommen
haben. Zu den neueren Aufnahmen gibt es leider nur Lehrerinterviews, Interviews mit
Schiilern waren aus organisatorischen Griinden nicht mdglich.

4.2.2 Das themenorientierte Verlaufsprotokoll

Um die Bearbeitung der Verbalprotokolle zu vereinfachen und den Schwerpunkt auf die
Inhalte des Unterrichts zu lenken, schligt Menck die Anfertigung eines
themenorientierten Verlaufsprotokolls (TOP) vor. Es folgt in seiner Logik den oben
erlduterten (2.6) Begriffen ,,Thema®, ,,Interpretation* und ,,Motivation“, wie sie Menck
aus den Arbeiten von Bellack und Schiitz abgeleitet hat. Diesem Vorschlag folgte auch

Wi,@llj&hzﬁb(ah? &99 -Unterrichts wird gegliedert, und zwar nach der Abfolge der Themen bzw. Unter-
themen. Dazu sucht man diejenigen Punkte auf, an denen ein neues Thema — ,Thema‘ im Sinne
von Schiitz — eingefiihrt und in das Zentrum der Aufmerksamkeit geriickt wird. ... Man findet
Themen in strukturierenden Spielziigen und wohl nur in ihnen. Sie werden von dem, der sie auf-
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bringt, in der Regel mit Hinweisen auf mogliche oder erwartete Interpretationen ... versehen. Wir
sprechen hier von einer ,Interpretationsrichtung‘. Sodann identifiziert man der Reihe nach die ,In-
terpretationen‘ des Themas und listet sie auf, wozu Hinweise auf die verwendeten ,Medien‘ kom-
men. SchlieBlich trdgt man die ,Motivationen‘, also die Bewertungen und Prozefsteuerungen an
den entsprechenden Stellen ein. Natiirlich werden auch die ,handelnden Personen‘ notiert
(Menck 1986, S.76).

Ich habe mich bei dieser Arbeit fiir einen etwas anderen Weg entschieden, der dartiber
hinaus die datentechnische Verarbeitung erleichtert. Arnim Kaiser (1995) hat ein
Verfahren vorgelegt, das es erlaubt, Unterricht nicht nur unter interaktionstheoretischer
oder methodischer Perspektive zu untersuchen, sondern auch den inhaltlichen Aspekt
mit einzubeziehen. Auch er bezieht sich auf Bellack und seine Theorie der Sprachspiel-
zlige, wie sie bereits in 2.6 erldutert wurden. Die Differenzierung nach strukturierenden
(STRK)®, aufforderenden (AUFF), reagierenden (REAG) und fortfiihrenden (FORT)
behilt er bei und bezeichnet sie als den ,performativen Aspekt® (vgl. Kaiser 1995, S.
12). Hinzu kommt nun allerdings noch der ,propositionale Gehalt* (ebd.), der die inhalt-
liche Bedeutung der einzelnen Spielziige néher erfallt. Er entwickelt insgesamt sieben
Kategorien (vgl. ebd., S 12f):

Wissenschaftsorientierung (wiss): So werden alle AuBerungen codiert, die den Gegenstand ,,im
Riickgriff auf Begriffe, Theorien, Verfahren entsprechender wissenschaftlicher Dis-
ziplinen“ (ebd.) zu erfassen versuchen.

Lebensweltliche Orientierung (lebw): Sie erfaBt AuBerungen, die sich ebenfalls auf den Gegens-
tand des Unterrichts beziehen, ihn aber im Gegensatz zur wissenschaftlichen Be-
trachtung, unter Hinzunahme lebensweltlicher Erfahrung zu beschreiben oder zu er-
fassen versuchen.

Lernprozef3 (lern): In solchen AuBerungen werden Lernprozesse thematisiert, ,,dies sowohl, wenn
sich bei Teilnehmern Lernbarrieren, Schwierigkeiten, Hemmnisse, Blockaden auf-
tun, als auch zur Unterstiitzung und Bekréftigung erfolgreich eingeschlagener
Lernwege* (ebd.).

Praktische Beschdiftigung mit dem Gegenstand (prak): Dies meint AuBerungen, die eine ,,Beschif-
tigung mit dem Gegenstand durch den Einsatz von praktischen Féhigkeiten und Fer-
tigkeiten“ (ebd., S. 15) signalisiert.

Unterrichtsorganisatorische Aktivititen (uorg): Hier wird alles das erfalit, was die Organisation
des Unterrichts erfafit. ,,Dazu z&hlen beispielsweise Regelungen iiber Einteilungen
von Arbeitsgruppen, Hinweise auf Lektionen in Lehrbiichern, Regeln des Arbeits-
verfahrens® (ebd., S.13) usw.

Unterrichtssystemische Aktivititen (usys): Hierher gehdren solche AuBerungen, die den Unterricht
als System aufrechterhalten sollen, die sich daher nicht oder nur mittelbar auf den
Gegenstand des Unterrichts beziehen, so etwa alle disziplinierenden AuBerungen.

Private Inhalte (priv): SchlieBlich findet man in jedem Unterricht auch AuBerungen, die weder
den Gegenstand noch den Unterricht als solchen betreffen, ,,Aspekte der eigenen
Befindlichkeit, Stimmungen, Gefiihle zur Sprache® (ebd.) z. B., aber auch nicht auf
den Unterricht bezogene private Gespriache zwischen Schiilern.

66 Kaiser zhlt zu den strukturierenden Spielziigen allerdings auch solche, die zusammenfassen und ord-
nen (vgl. S. 14). Dies entspricht nicht der Definition von Bellack: ,,Der strukturierende Spielzug ist ein
einleitender Schritt. Er setzt den Kontext fiir das Sprachverhalten im Unterricht, indem er das Sprachver-
halten zwischen Lehrer und Schiilern entweder anregt oder hemmt bzw. ausschlief3t, und indem er die Art
der Interaktion angibt.” (Bellack u. a. 1974, S. 143, Hervorhebung von mir, K.J.) Ich habe mich bei der
Codierung an diese von Bellack vorgegebene Definition gehalten.
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Die Vorgehensweise sah nun wie folgt aus: Zunéchst wurde aus jeder Unterrichtseinheit
eine vollstdndig transkribierte Stunde in einer Datenbank-Tabelle nach unterschiedlich
zu codierenden Sprachspielziigen sortiert, d.h. zusammenhéngende Sprechanteile wur-
den gegebenenfalls in mehrere einzelne AuBerungen aufgeteilt (dies war vor allem bei
den Lehrer-AuBerungen nétig, die in vielen Fillen mehrere unterschiedlich zu codie-
rende Spielziige enthalten). Sodann wurden die Bedeutungen gemdfl der von Kaiser
entwickelten Kategorien dazu notiert. Auf die Identifizierung einzelner Schiiler wurde
dabei verzichtet, da es die computerunterstiitzte Auswertung erheblich erleichtert und
fiir den Unterrichtsinhalt nur eine zweitrangige Rolle spielt. AuBerdem konnten in den
Transkripten nicht alle SchiilerduBerungen eindeutig identifiziert werden. Der folgende
Unterrichtsausschnitt aus C;(3) veranschaulicht das Vorgehen:

Person |Spielziige |Bedeutung [AuBierung

L STRK uorg So, ich will die erstmal kurz anschreiben, die Aufgaben, und dann dazu die
Losungen.

L AUFF wiss Was kann man zu diesem Bruch sagen?

S REAG wiss Grofler als 1.

L AUFF uorg Stephan.

S REAG wiss Daf} der Zahler grofer ist als der Nenner.

L AUFF wiss Also, wie nennt man diese Briiche korrekt?

S REAG wiss Unechte Briiche.

L FORT lern Unechte Briiche.

L AUFF Wiss Was kann man damit machen?

L FORT lern Wer sagt denn , daB3 er’s nicht kann?

L AUFF wiss Jorg! Was kann man mit unechten Briichen machen?

S REAG Wiss Man kann sie in...in ‘ne gemischte Zahl verwandeln.

L AUFF uorg So, dann diktier die mal.

S REAG wiss Ja, das wérn... das wérn siebzig, ne, einundsiebzig ... zwei Zehntel, ein Fiinf-
tel. Zwei Zehntel kann man kiirzen.

L STRK wiss Ja, und das kann man doch sehr schon als Dezimalbruch schreiben.

Die Arbeit mit einem Datenbankprogramm ermoglicht es nun, bestimmte Abfragen zu
erstellen oder Auszdhlungen nach bestimmten Kriterien auszufiihren. Das erwies sich
als besonders interessant bei der Analyse des im Unterricht erscheinenden Wissens.

Die Auszihlung der einzelnen Spielziige gibt einen ersten Einblick in die Herkunft des
Wissens. Sind es z. B. vornehmlich Aufforderungen des Lehrers und entsprechende
Reaktionen der Schiiler oder vor allem Fortfithrungen, aus denen das im Unterricht er-
scheinende Wissen sich zusammensetzt und wie sind die Sprechakte quantitativ auf
Lehrer und Schiiler verteilt? Dies eroffnet einen ersten Zugang zu der Art und Weise,
wie Wissen im Unterricht konstituiert wird. Nimmt man nun noch die Bedeutungen
hinzu, so sind fiir die Konstituierung des Wissens insbesondere die auf Wissenschaft
und Lebenswelt bezogenen AuBerungen interessant, da es hier unmittelbar um den Ge-
genstand des Unterrichts geht. Wie verteilen sich die jeweiligen propositionalen Aspek-
te quantitativ, bezogen auf Lehrer und Schiiler und schlie8lich in bezug auf die Spielzii-
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ge? So konnen Hinweise darauf gewonnen werden, ob das Wissen vornehmlich unter
Hinzunahme mathematischer Begriffe oder Theorien®’ oder der Erfahrungen der Schii-
ler gewonnen wird. Dies deutet die Geltung verbiirgenden Instanzen bereits an, die sich
dariiber hinaus vor allem jedoch in den auf Lernprozesse bezogenen AuBerungen zei-
gen. Ist es der Lehrer, der bestitigt oder korrigiert oder werden andere Instanzen heran-
gezogen? Hier wird deutlich, daB die rein numerische Auswertung allein natiirlich nicht
geniigt. Gleichzeitig miissen die AuBerungen selbst betrachtet werden. Die numerische
Auswertung kann nur den Zugang erleichtern und das Augenmerk auf bestimmte Ten-
denzen lenken, die dann im einzelnen inhaltlich nachzupriifen sind.

Doch auch bei der Interpretation einzelner Sequenzen wird die Arbeit durch die Auf-
nahme in ein Datenbankprogramm erleichtert. Bestimmte Abschnitte konnen leichter
gefunden werden und nicht interessierende Sprechakte (private oder unterrichtssystemi-
sche beispielsweise) konnen ausgeblendet werden.

AuBerdem wurden die Tabellen dazu genutzt, einzelne Stunden miteinander zu verglei-
chen. So wurden zum Beispiel die Stunden A;(1) und A,(1) einander gegeniibergestellt,
um auf den Differenzierungsaspekt aufmerksam zu machen und Hinweise auf wesentli-
che Unterschiede zu gewinnen.

Abschliefend mdchte ich noch auf einige Schwierigkeiten hinweisen, die auch Kaiser
(vgl. ebd., S. 23f) in dhnlicher Form anspricht: Die Codierungen waren vor allem bei
den Bedeutungen nicht immer eindeutig. Insbesondere bei der Unterscheidung von wis-
senschaftsorientierten (wiss-) und lebensweltlich orientierten (lebw-)*® AuBerungen wa-
ren die Unterschiede oft nicht eindeutig zu erkennen, in vielen Fillen mufite es aus dem
Kontext heraus interpretiert werden, welcher Kategorie die AuBerungen zuzuordnen
sind. Und selbst dann bestanden noch Unsicherheiten. Ich vermute, dafl sich diese
Schwierigkeit insbesondere im Mathematikunterricht ergibt, wo die lebensweltlichen
Erfahrungen der Schiiler oftmals nur bedingt oder oberflichlich® im Unterricht erschei-
nen. Andererseits konnte ich feststellen, daB3, selbst wenn eine Aufgabe den Erfahrungs-
hintergrund der Schiiler anspricht, diese sehr schnell von sich aus die mathematische
Sichtweise einnehmen oder es zumindest versuchen. Sind das nun lebensweltliche Au-
Berungen, die nur mathematisch ,verpackt sind oder verweisen sie eindeutig auf ihr im
Mathematikunterricht gebildetes Vorwissen? Diese Frage wird auch unter Hinzunahme
des unterrichtlichen Kontextes selten zu beantworten sein. Ich habe mich dazu entschie-
den, in solchen Zweifelsfillen die AuBerungen als wiss-Sprechakte zu codieren, wenn
in ihnen mathematische Begriffe vorkommen.

57 Alle AuBerungen, in denen mathematische Begriffe vorkamen oder die einen Bezug zu mathemati-
schen Theorien oder Verfahren aufwiesen, wurden als wiss-AuBerungen codiert.

% Im folgenden werde ich meist die entsprechenden Abkiirzungen benutzen.

% Dieses Problem wurde von Voigt (1984) analysiert unter dem Stichwort ,,Das Muster der inszenierten
Alltaglichkeit®, vgl. auch 2.5
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Eine weitere Schwierigkeit besteht darin, einer zu hohen Differenzierung vorzubeugen,
die die Analyse und Interpretation nur uniibersichtlich macht. Darauf macht auch Kaiser
aufmerksam, und ich schliee mich seiner Entscheidung an:

,Nicht selten stellt sich die Frage nach den Grenzen des Sprechakts. Geht man ganz exakt vor,
entsteht eine Tendenz zur Uberdifferenzierung, die kaum noch sinnvoll handhabbar ist. Wir haben
daher pragmatisch begriindet die Regel eingefiihrt, im Zweifelsfall den komplexeren Zusammen-
hang als einen Sprechakt anzusehen.” (ebd., S.23f)

4.2.3 Die Paraphrase

Der néchste Schritt, der sich an die codierte Erfassung der Verbalprotokolle anschlieft,
ist die Erstellung der Paraphrase, die am Anfang jeder Analyse steht und geeignet ist
,,demjenigen, der das Verbalprotokoll nicht kennt, einen Uberblick iiber die unterrichtli-
che Konstitution des Inhalts zu geben* (Wierichs 1989, S.77). Sie besteht aus ,,Uber-
schriften, iber die ganze Stunde sowie iiber einzelne thematische Einheiten. Die Uber-
schriften sollen das Ergebnis der durch das Thema bzw. Unterthema bestimmten Arbeit
zusammenfassen (Menck 1986, S.80). Und sie besteht aus ,,einem Text, der die einzel-
nen Arbeitsschritte, die Interpretationen in ihrer Abfolge wiedergibt. Die verwendete
Sprache sollte dabei, soweit wie moglich, die des Unterrichts selbst sein“ (ebd.).

TOP und Paraphrase bilden somit Ausgangspunkt und Beginn der Analyse, anhand de-
rer eine lokale Topographie entwickelt wird, die ich im folgenden beschreiben mochte.

4.3 Die Methode der lokalen Topographie

Es ist bereits an mehreren Stellen angeklungen, daf3 bei der Analyse von Unterrichtsin-
halten das ganze ,,Beziehungsgefiige® (Menck 1986, S.136), in dem sie stehen, mit er-
fat werden muf3. Der Unterrichtsinhalt ist also nie isoliert von seinem Kontext versteh-
bar, sondern nur, wenn alle Aspekte, bis hin zur gesellschaftlichen Praxis, in der der
Unterricht stattfindet und auf die er verweist, erldutert und transparent gemacht werden.
Der Zusammenhang, in dem der Unterricht steht, wurde in Kapitel 2 erldutert (vgl.
Abbildung 1, S.25) .

Die ,,Methode der lokalen Topographie besteht nun darin, diesen Kontext, in dem der
Unterrichtsinhalt steht, zu beleuchten, um ihn in all seinen Dimensionen verstehen und
beurteilen zu konnen. Dazu geht man vom konkreten Unterricht aus: ,,Der Anfang wird
also beim einzelnen Datum, bei der unverstandlichen Handlung, bei dieser Unterrichts-
stunde und ihren Inhalten gemacht* (ebd., S.103). Man wird nun versuchen, dieses bis
hierhin Unverstidndliche in einen ,,nachvollziehbaren Zusammenhang mit anderen, uns
bereits bekannten Sachverhalten (ebd.) zu bringen, denn nur dadurch kann versténdlich
werden, was dort passiert. Mit der ,,lokalen Topographie* meint Menck somit ,,diejeni-
ge Ordnung, die ich erzeuge, wenn ich einen ganz bestimmten Unterricht und seinen am
Thema orientierten Inhalt in einen geordneten Zusammenhang mit anderen, ihn erldu-
ternden und verstidndlich machenden Sachverhalten bringe* (ebd.).
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Es ergeben sich in diesem Zusammenhang zwei methodische Probleme (vgl. ebd.,
S.104f): Erstens kann man keine genaue Grenze der Umgebung angeben, die den Unter-
richtsinhalt eingrenzt. ,,Vielmehr bestimmen der schulpraktische Kontext ... und das
praktische Interesse an der Analyse ebenso ihren Umfang wie das Ausmal, in dem For-
scher und ihre Adressaten liber gemeinsames Wissen verfiigen™ (ebd., S.104). Insofern
kann eine Analyse nie als abgeschlossen gelten, was das zweite Problem schon impli-
ziert, dall ndmlich die Gefahr besteht, daB man nur diejenigen Zusammenhénge heraus-
stellt, die in ein ,,vorgefertigtes Bild passen“ (ebd., S.105). Diesen Schwierigkeiten
konne man dadurch entgegentreten, da3 man eine ,,prinzipielle Unabgeschlossenheit
und eine ebenso prinzipielle Skepsis gegeniiber der Geltung vorldufiger Interpretatio-
nen“ (ebd.) akzeptiert. Die im empirischen Teil dieser Arbeit dargestellten Ergebnisse
sollen und konnen daher nie endgiiltige Aussagen sein. Sie sollten als Basis fiir weitere
Diskussionen verstanden werden.

4.4 Die einzelnen Schritte der Analyse

Die Analyse wird sich in insgesamt vier Schritte gliedern. Sie entsprechen im wesentli-
chen dem von Wierichs (1989) entwickelten Analyseschema’’. Sie beginnt mit der
Analyse des im Unterricht erscheinenden Wissens. Hier geht es zundchst um die
Herkunft des Wissens, dann um die Geltung verbiirgenden Instanzen fiir das im
Unterricht erscheinende Wissen, und schlieBlich um die Offnung des Wissens. Auf die
letzten beiden Aspekte ist oben bereits eingegangen worden (sieche S.17 und Abschnitt
3.2). Zur Herkunft des Wissens ist folgendes anzumerken:

,,Es konnen formal drei Quellen fiir das im Unterricht herangezogene Wissen unterschieden wer-
den:

— Medien
— die Lehrperson und ihr Sachwissen

— die Schiiler und ihr Vorwissen.* (Wierichs 1989, S.82)

Sofern Medien im Unterricht erscheinen (Schulbiicher, Arbeitspapiere oder dhnliches),
werden sie in der Analyse in ihrer Funktion zur Konstituierung des Wissens untersucht
werden. ,,Das Vorwissen der Lehrperson ist im Unterricht aufgrund ihrer pddagogi-
schen Autoritit das Sachwissen (ebd., S.83). Es hat eine andere Funktion (denn der
Lehrer entscheidet, welches Wissen Geltung erhilt und welches nicht) und eine andere
Qualitét als das Vorwissen der Schiiler. Das Vorwissen der Schiiler kann zum Teil als
Alltagswissen bezeichnet werden. Es entstammt aus dem ,,subjektiven Wissensvorrat®
(Luckmann 1981, S.94), dessen Elemente ,,in eigenstdndig deutenden Akten konstituiert
worden sind“ oder ,,sozial abgeleitet wurden* (ebd., S.97) und damit aus dem gesell-

7 Ausgelassen wurde der Aspekt ,,Einstellungen der Schiiler zum Unterricht. Die mir vorliegenden
Schiilerinterviews erwiesen sich unter diesem Aspekt als wenig fruchtbar. Inhaltlich beziehen diese sich
vor allem auf das Verstindnis der Schiiler vom Unterrichtsergebnis. Sie werden in den Analysen deshalb
unter dem Aspekt der ,Offnung des Wissens* genutzt, in dem es gerade darum geht, unterschiedliche
Interpretationen herauszuarbeiten (vgl. 3.2).
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schaftlichen Wissensvorrat stammen. Es muf3 aber bedacht werden, dal} sich im subjek-
tiven Wissen nicht nur Alltagswissen befindet, das ,,die Alltagswirklichkeit betrifft*
(ebd., S.93), sondern auch ,,Elemente speziellen Expertenwissens® (ebd., S.97). Letzte-
res wird nicht zuletzt durch Schule, hier: durch Mathematikunterricht, vermittelt.

Anschlielend soll die Didaktik des Lehrers untersucht werden. Berufliche Sozialisation,
Annahmen des Lehrers iiber einen ,guten‘ Unterricht, Unterrichtsplanung und Lehrziele
konnen weiteren Aufschluf iiber den Unterrichtsinhalt geben. Sofern vorhanden, kon-
nen die Lehrerinterviews hier sehr hilfreich sein.

Der Lehrer ist weiterhin Reprédsentant des Unterrichtsfaches und der Schule. Dies ergibt
den néchsten Untersuchungsaspekt, in dem Lehrpldne und die Schule als Institution auf
ihre Funktion fiir die Konstitution des Unterrichtsinhaltes befragt werden sollen.

SchlieBlich wird in einem letzten Schritt das oben entworfene Strukturgitter fiir den
Mathematikunterricht herangezogen, um zu priifen, auf welchen Ausschnitt der gesell-
schaftlichen Praxis der Unterricht verweist bzw. welche Aspekte ausgeklammert wer-
den. Auf dieses Problem wurde bereits in Abschnitt 3.1 ausfiihrlich eingegangen.
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5 Unterrichtsanalysen

Gemail der Tabelle auf Seite 74 folgen nun die Analysen von insgesamt 9 Unterrichts-
einheiten, aus denen je eine Stunde ausfiihrlich analysiert wird. Es werden vier Unter-
richtseinheiten von Lehrer A herangezogen, wobei die Einheiten A; und A, im Ab-
schnitt 5.1 zusammengefaft werden, da sie parallel in einem A-Kurs und in einem C-
Kurs stattfanden (vgl. 5.1). Es folgen eine Unterrichtseinheit bei Lehrer B (5.4) und
zwei Unterrichtseinheiten bei Lehrer C (5.5 und 5.6), der als Referendar die Klasse von
Lehrer B iibernommen hatte. Alle Unterrichtsaufnahmen bei den Lehrern A bis C
stammen aus den Jahren 1977 und 1978. In den letzten beiden Abschnitten (5.7 und 5.8)
werden zwei Unterrichtseinheiten von 1998 analysiert, die bei den Lehrern D und E
aufgenommen wurden.

Die einzelnen Analysen sind im wesentlichen gleich aufgebaut: Ich beginne mit der
Paraphrase einer einzelnen Stunde, die bei der Analyse im Vordergrund steht. Es folgen
die Analyse des im Unterricht erscheinenden Wissens, der Didaktik des Lehrers und des
Fachs und der Schule. Abschlieend wird untersucht, welches Bild von Mathematik im
Unterricht konstituiert wird.

5.1 Die Unterrichtseinheiten A; und A,

Im folgenden wird zunéchst ausfiihrlich die erste Stunde der ersten Unterrichtseinheit
bei Lehrer A analysiert. Sie wurde im August 1977 aufgenommen und ist die erste Ma-
thematikstunde nach den Sommerferien im A-Kurs der 6. Klasse eines Schulzentrums
in Niedersachsen. Das gleiche gilt fiir die Stunde A,(1), bis auf den Unterschied, daf} sie
in einem C-Kurs’' stattfand. Die Stunde A,(1) wird im folgenden zum Vergleich
herangezogen, dies insbesondere im Abschnitt 5.1.4.2.

In beide Unterrichtseinheiten A; und A, wird das Themengebiet ,, Teiler und Vielfache*
behandelt, in der jeweils ersten Stunde dieser Unterrichtseinheiten wird in das Thema
eingefiihrt und der Begriff ,, Teiler definiert.

Interviews gibt es zur vierten Stunde im A-Kurs A;(4) (Lehrerinterview) und zur ersten
Stunde im C-Kurs A;(1) (Schiilerinterview).

5.1.1 Paraphrase zu A4(1)

Thema: Die Menge der Teiler einer Zahl aus N

1. Die drei Moglichkeiten, vorgegebene Zahlen in zwei Spalten zu sortieren.

Der Lehrer schreibt Zahlen ungeordnet an die Tafel, ,,die offensichtlich aus zwei Spal-
ten einer Tabelle stammen ... die aber eigentlich vollig durcheinandergewtirfelt waren®,

" In diesem Schulzentrum wurde in der 6. Klasse differenziert nach eher leistungsstarken (A-Kurs) und
eher leistungsschwicheren (C-Kurs) Schiilern.
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die Schiiler sollten sich die Zahlen ,,in Ruhe angucken®. Spontan schlagen die Schiiler
vor: ,,gerade-ungerade®, ,,ein- und zweistellige®, ,,was durch 48 und was durch 35 ge-
teilt werden konnte®. Diese drei Moglichkeiten (A, B und C) notiert der Lehrer an der
Tafel, die Schiiler nennen die entsprechenden Zahlen zu den einzelnen Mdglichkeiten.

2. Die Moglichkeit C: Die Teiler von 48 und 35.

»Die Moglichkeit C, das ist jetzt unsere einzige Moglichkeit, mit der wir ... in diesem
Augenblick arbeiten®, die anderen Moglichkeiten wischt der Lehrer deshalb weg. Die
Schiiler sollen ,,ganz genau erldutern, was denn dahintersteckt™. Man kann die 48 durch
alle Zahlen in der oberen Spalte teilen. ,,Bei einer mdglichen Geteiltaufgabe® steht die
48 vorne und alle anderen Zahlen nach dem Divisionszeichen, den Platz vor dem Divi-
sionszeichen nennt man Divident, den dahinter Divisor und das Ergebnis einer solchen
Aufgabe den Quotienten. Der Lehrer definiert: Die Zahlen, die an der Stelle des Divi-
sors stehen konnen, nennt man auch Teiler. Er fiihrt die Schreibweise T(48) ein; erin-
nert an die Mengenschreibweise und ,,wie man das liest™; erklédrt, daB3 der Strich bei

448 heildt: ,,ist Teiler von*. Die Schiiler lesen ,,5 * 48 als ,,...ist nicht Teiler von*.
3. Stillarbeit: S.9, Aufg. 27

,Bestimme alle Teiler von a) 18; b) 24; ¢) 27; d) 42; ...*

4. Die Tauschaufgabe dient zum Auffinden aller Teiler.

Die Aufgabe 2a) wird ausfiihrlich besprochen ( T(18) ). Nachdem eine Losung vorgele-
sen wurde, fragt der Lehrer nach Losungen mit einer anderen Reihenfolge. Einige wer-
den genannt. Er fragt dann ,,wie man das am giinstigsten machen kann, dafl man kein
Element vergifit“.: ,,der Grofe nach®, ,,ich geh die ganzen Zahlen durch®, ,,man kann
auch immer die Tauschaufgabe nehmen®. Das wird erldutert: 1- 18, 2-9, 3 - 6. Die
Faktoren kann man auch vertauschen. Der Lehrer fahrt fort: ,,4 mal was ist 18? gibt es
nicht®, ebenso mit 5, ,,und dann kdme wieder 6%, dann ,,geht’s also riickwérts. Dann
kann man authoéren®. Es folgt noch ein Vorschlag: ,,Wenn nun 6 ... rauskédme, dann hat
man 3 und 1 und 2.

5. Hausaufgaben: S.9, Aufg. 2, e-h; S.10, Aufg. 3

72 Alle Aufgaben, sofern nicht anders vermerkt, stammen aus dem Schulbuch Mathematik heute (1971),
herausgegeben von Athen/Griesel
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5.1.2 Das im Unterricht erscheinende Wissen

5.1.2.1 Herkunft und Geltung des Wissens
Das Schulbuch

Das Schulbuch ,,Mathematik heute 6, herausgegeben von Athen und Griesel (1971),
wird in dieser Stunde in erster Linie als Aufgabensammlung benutzt. Es kommt als
Wissensquelle daher eigentlich nicht in Frage. Die Vorgehensweise im Unterricht un-
terscheidet sich in einigen Punkten allerdings von der des Schulbuchs. Es soll deshalb
an dieser Stelle etwas ndher betrachtet und dem im Unterricht erscheinenden Wissen
gegeniibergestellt werden, um auf die Differenzen aufmerksam zu machen.

Die erste Unterrichtseinheit A; (die ersten vier Unterrichtsstunden zu Beginn des 6.
Schuljahres im August 1977) behandelt das Thema ,,Teiler- und Vielfachenbeziehung®.
Dies bildet den ersten Abschnitt des ersten Kapitels des Schulbuches. Hier wird in die-
ses Thema anhand von vier Beispielen eingefiihrt, wobei die ersten beiden eher reali-
tatsbezogen, die Beispiele drei und vier mathematisch orientiert sind.

Beim ersten Beispiel besteht die Aufgabe darin, 20 Schiiler im Sportunterricht in gleich
grole Riegen aufzuteilen und herauszufinden, wieviel Moglichkeiten der Sportlehrer
hat. Das zweite Beispiel wirft das Problem auf, 28 quadratische Platten zu Rechtecken
auszulegen. Ebenfalls schlief8t sich hier die Frage an, wieviel und welche verschiedenen
Moglichkeiten es gibt. An diesen Einfithrungsbeispielen wird der Begriff ,, Teiler* und
,»Vielfaches* erlautert. Beide Begriffe werden gleichzeitig eingefiihrt, und es wird schon
hier auf die Bedeutungsgleichheit der Aussagen ,,a ist Teiler von b* und ,,b ist Vielfa-
ches von a* aufmerksam gemacht.

In den nichsten beiden Beispielen werden mit Hilfe von Multiplikationsmaschinen” die
Vielfachenmenge sowie die Teilermenge hergeleitet. Hier wird (allerdings als Zusatz-
stoff gekennzeichnet) aullerdem der Begriff der komplementaren Teiler vorgestellt. Am
Ende dieser knapp dreiseitigen Einfithrung werden noch einmal die wichtigsten Begriffe
und Schreibweisen (,,a ist Teiler von b: a|b* ,, Teilermenge von a: T(a)*) mit konkreten
Zahlenbeispielen zusammengefa3t und anschlieBend, rot hinterlegt, der Begrift des Tei-
lers mathematisch korrekt definiert: ,,Zwischen zwei von Null verschiedenen Zahlen
kann die besondere Bezichung ,ist Teiler von’ bestehen. Eine Zahl a ist Teiler einer
Zahl b, geschrieben alb, wenn man b als Produkt zweier natiirlicher Zahlen schreiben
kann, wobei ein Faktor a ist.“( Mathematik heute 6, S.9). Analog folgt die Definition fiir
,»ist nicht Teiler von“. Der zweite Teil dieser Definition ist als eine erste Erweiterung
gekennzeichnet. Von den anschlieBenden Aufgaben (insgesamt 18) beziehen sich zwei
direkt auf die Einfiihrungsbeispiele (Riegenbildung und Plattenlegen), die iibrigen sind
eher abstrakter Natur (Bestimmung von Teiler- und Vielfachenmengen, mit Hilfe von

7 Mit ,Multiplikationsmaschinen‘ werden Diagramme bezeichnet, die die Multiplikation zweier Zahlen
graphisch darstellen.
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Multiplikationsmaschinen Teilerbeziehungen nachweisen, Obermengen von gegebenen
Mengen und wahre oder falsche Aussagen bestimmen).

Die Art der Aufgaben entspricht den im Lehrerheft angegebenen Lernzielen (vgl. Leh-
rerheft, S.8), in denen keinerlei Realititsbeziige erscheinen. Die beiden ersten Ziele, die
hier genannt werden, sind das Erfassen von ,,ist Teiler bzw. Vielfaches von* als eine
,besondere Relation zwischen natiirlichen Zahlen* (ebd.). Die Schiiler sollen beim Auf-
finden von Teilern oder Vielfachen einer Zahl ,,nicht mehr an eine Produktbildung den-
ken, sondern nur an die Relation zwischen den Zahlen. Hier erweisen sich die Multipli-
kationsmaschinen als wertvolle Hilfe.* (ebd.)

Welche Rolle spielt das Medium Buch im Unterricht und bei der Konstitution des Un-
terrichtsinhalts? Der Einstieg, den der Lehrer zu Beginn der ersten Stunde wahlt, ent-
spricht nicht den Beispielen des Lehrbuches. Sein ,Problem* ist von vornherein mathe-
matisch ausgerichtet, es geht darum, Zahlen auf verschiedene Art und Weise in zwei
Spalten zu sortieren.”* Dieser Einstieg, der sehr schnell auf das gewiinschte Ergebnis
fiihrt (sortieren nach den Teilern von 48 und 35), hat allerdings Folgen fiir den weiteren
Unterrichtsverlauf. Wie auch das Mathematikbuch will der Lehrer im zweiten Teil der
Stunde eine Definition des Teilerbegriffs erarbeiten. Diese aber unterscheidet sich stark
von der (zugegebenermallen sehr wissenschaftlich ausgedriickten, aber mathematisch
korrekten) Definition im Buch.

Nachdem geklart wird, wo ,,bei einer moglichen Geteiltaufgabe* die Zahl 48 und ihre
Teiler stehen und wie diese Stellen heillen, fa3t der Lehrer zusammen: ,,Ja, und uns geht
es ja um diese Zahlen und die Zahlen kdnnen alle an Stelle des Divisors stehen und die
ham nun noch’n anderen Namen ... und zwar nennt man diese Zahlen auch Teiler*.
Wihrend das Buch also die Teilerrelation {iber den in der Algebra iiblichen Weg der
Multiplikation definiert, wihlt der Lehrer den Weg iiber die Division. In mathemati-
scher Fachsprache wiirde seine Definition also lauten: a ist Teiler von b, wenn es eine
Zahl c aus N gibt, so dal3 b geteilt durch a gleich c ist, oder: wenn b geteilt durch a wie-
der eine natiirliche Zahl ist (a, b ungleich Null).”> Konsequenzen hat diese Definition,
die sich direkt aus dem vom Lehrer gewéhlten Anfangsproblem ergibt, vor allem im
letzten Teil der Stunde.

In diesem fiinften Unterrichtsabschnitt néimlich, die sich an die Besprechung der U-
bungsaufgabe (Teilermengen bestimmen) anschlie3t, fragt der Lehrer nach ,,einer ande-

™ Inwieweit die Probleme Riegenbildung und Plattenverlegung, wie sie im Buch erscheinen wirklich
realititsbezogen sind, oder ob sie nicht ebenso wie das Problem des Lehrers der mathematischen Ebene
zuzuordnen sind, soll an dieser Stelle zunéchst offen bleiben (vgl. 5.1.5)

7 Diese Definition ist nicht falsch. Unter gruppentheoretischen Gesichtspunkten allerdings ist N bzgl. der
Multiplikation eine Halbgruppe, die Verkniipfung ,,:* ist in dieser Halbgruppe gar nicht definiert, weil N
bzgl. der Division nicht abgeschlossen ist. Somit kann der Begriff ,,Teiler* algebraisch korrekt so nicht
definiert werden. La6t man aber die (seit der Grundschule bekannte) Division von natiirlichen Zahlen
gelten unter der Bedingung, daf3 sie nur moglich ist, wenn ,,sie aufgeht™, d.h. wenn wieder eine natiirliche
Zahl herauskommt, so kann man auch mit Hilfe der Division den Teiler einer natiirlichen Zahl definieren.
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ren Reihenfolge™ die Teiler zu ordnen. Er will auf einen ,,Trick® hinaus, ,,wie man das
am giinstigsten machen kann, dafl man kein Element vergif3t.“ Darauthin antwortet Susi:
»Man kann auch immer die Tauschaufgabe da hinschreiben* und meint damit offen-
sichtlich, die jeweils komplementiren Teiler der Zahl zusammen aufzuschreiben. Im
Unterrichtsbeispiel, in dem die Teiler von 18 gesucht werden, hiee das: 1 und 18, 2
und 9, 3 und 6, denn, und das wird von einem Schiiler dann sinngemiB auch so gesagt,
das Produkt dieser Zahlen ist jeweils 18. Hier wird von den Schiilern und anschlie8end
auch vom Lehrer die Definition des Schulbuchs verwendet, ohne dal} er dies ausdriick-
lich sagt. Denn dall zwei Faktoren, deren Produkt jeweils 18 ergibt, gleichzeitig auch
Teiler von 18 sein miissen, wurde im Unterricht bisher nicht erwihnt. Es bleibt auch
ungewil}, ob das allen Schiilern, mit Ausnahme von Susi vielleicht, klar wird. Denn es
ist der Lehrer, der die Begriindung, was diese Teilerpaare miteinander zu tun haben,
fortfiihrt:

»30 ... kann man sicher sein, dal man nichts vergifit. Das nichste wire jetzt: 4 mal was ist 18?
Gibt es nicht. 5 mal was ist 18, gibt es auch nicht und dann kéme wieder 6 mal und dann ginge es
mal 3 und dann geht’s wieder riickwérts. Dann kann man aufhéren. Dann hat man alle Elemente
gefunden.”
Es wird also an keiner Stelle explizit gesagt, daB die einzelnen Faktoren Teiler sind,
weil das Produkt 18 ergibt. Es wird scheinbar angenommen, daf3 das so sein muf}. Auf-
grund der im Unterricht eingefiihrten Definition des Teilers ist diese Tatsache so leicht
nicht einzusehen. Ich vermute, da3 die Schiiler beim Begriff des Teilers hauptsidchlich
an das Dividieren denken, so wie es die Definition und die Erarbeitung durch das Bei-
spiel ,Zahlen sortieren‘ nahegelegt haben. Dafiir spricht auch die Tatsache, da3} die
Schiiler bei der Begriindung der ,,Tauschaufgabe® Schwierigkeiten haben, diesen Zu-
sammenhang auszudriicken. Sie sehen zwar, dafl das Produkt der Faktoren jeweils 18
ist, daB sie deswegen aber Teiler sein miissen, sagen sie nicht, und auch der Lehrer geht
explizit nicht darauf ein.

Zusammenfassend: Der Lehrer hilt sich insoweit an die Intentionen des Schulbuches,
als sein Einstieg ebenfalls ,problemorientiert* ist, auch wenn das von ihm gewihlte Ein-
stiegsbeispiel ein rein mathematisches Problem ist. Er legt viel Wert auf eine korrekte
Mengenschreibweise und sicheres Lesen solcher Ausdriicke, deren Schulung und Ver-
wendung ebenfalls ein Ziel des Unterrichtswerkes ist. Sein Einstiegsproblem und die im
Unterricht erarbeitete Definition entsprechen allerdings nicht denen des Buches. Seine
Definition ist mathematisch nicht ganz exakt, sie ergibt sich aber zwangsldufig aus sei-
nem Anfangsbeispiel. Bei der Begriindung der ,, Tauschaufgabe‘ wére die Produktdefi-
nition sehr hilfreich gewesen bzw. wire dies ein guter Anla3 gewesen, sie zuséitzlich
einzufiihren. Der Zusammenhang von Faktoren eines Produkts und der Teilerrelation
wird so nicht deutlich. Er wird implizit zwar benutzt, aber es mufl bezweifelt werden,
ob er tatsichlich auch so verstanden wird.”® Verstindlich wird der Umgang mit dem

76 Zwei Stunden spiter geht der Lehrer explizit auf die Definition im Buch ein. Die Schiiler sollen sie
lesen und Fragen dazu stellen. Sie haben ganz offensichtlich gro3e Schwierigkeiten mit der Formulie-
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Schulbuch und die Einfiihrung einer eigenen Definition durch einen Kommentar des
Lehrers am Ende der dritten Stunde, in der gro3e Schwierigkeiten beim Verstiandnis der
Schulbuch-Definition auftreten (s. FuBBnote 76 ): ,,Eigentlich ging es blo3 darum, den
Beweis dafiir zu erbringen, daf3 dieses Buch nicht viel taugt als Schiilerarbeitsbuch, weil
man selbst wenig damit anfangen kann. Ich flirchte, der Beweis ist erbracht™.

Das Sachwissen des Lehrers und das Vorwissen der Schiiler

Neben dem Unterrichtsmedium ,,Schulbuch® konnen noch zwei andere Wissensquellen
im Unterricht auftauchen: das Wissen von Lehrer und Schiilern, wobei das des Lehrers
eher als Sachwissen (er besitzt die pddagogische Autoritit) und das der Schiiler als zu-
néchst nicht weiter zu identifizierendes Vorwissen zu bezeichnen ist. Letzteres kann
»Alltagswissen™ genauso gut sein wie ,,Schulwissen®, also Wissen, das zuvor im Unter-
richt erworben wurde. Wie wird das Wissen dieser Unterrichtseinheit, das sich in den
Unterrichtsergebnissen manifestiert, aus diesen Wissensquellen konstituiert? Dieser
Frage soll hier nachgegangen werden. Wiederum soll die erste Stunde dieser Einheit
ausfiihrlicher analysiert werden und die nachfolgenden Stunden in Einzelféllen zur Er-
lauterung oder Ergiinzung herangezogen werden.

Einen ersten Zugang zur Herkunft des Wissens verschafft man sich durch die Betrach-
tung der numerischen Auswertung der Sprechakte von Lehrer und Schiilern. Die fol-
genden Tabellen zeigen die Verteilung der Sprechakte von Schiilern und Lehrer wéh-
rend der ganzen Stunde’”.

Spielziige| lern uorg wiss Summe
AUFF 1 1
FORT 8 1 17 26
REAG 5 1 39 45

Summe 13 2 57 72

Tabelle 1 : Sprechakte Schiiler aus A;(1)

Spielziige| lern uorg Usys wiss Summe
AUFF 6 28 14 48
FORT 25 9 1 10 45
STRK 4 1 2 7

Summe 35 38 1 26 100

Tabelle 2: Sprechakte Lehrer aus A;(1)

rung. Der Lehrer geht mit ihnen Satz fiir Satz durch und faBt schlieBlich zusammen: ,,... und mit diesen
Worten da is’ nichts anderes gesagt, als dal immer dann eine Zahl Teiler sein muf} von einer anderen
Zahl, wenn einer der Faktoren dieser anderen Zahl auch der Teiler ist.”“ Auch diese Zusammenfassung ist
mifversténdlich und trifft nicht ganz die Definition im Buch. Leicht hétte man hier noch einmal die
,»Tauschaufgabe® als Beispiel heranziehen kdnnen. Daf3 auch an dieser Stelle die Aussage der Definition
nicht verstdndlich wird, kann daraus gefolgert werden, daf kein Schiiler anschlieBend in der Lage ist, sie
auf eine Definition fiir ,,ist Vielfaches von® zu {ibertragen.

77 Ausgelassen wurde allerdings der erste Teil der Stunde, in dem es — da es die erste Stunde nach den
Sommerferien und ein neu zusammengesetzter A-Kurs ist — allgemein um den Unterschied zwischen A-
und C-Kursen geht. Siehe dazu auch 5.1.4.2.
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Betrachtet man zunédchst die Sprechakte der Schiiler, so féllt auf, dal mit Abstand die
hiufigsten AuBerungen reagierende wiss-AuBerungen sind (39 von insgesamt 72). Da es
praktisch keine auffordernden Sprechakte von Schiilern gibt, handelt es sich hierbei um
Reaktionen auf Aufforderungen des Lehrers. So liegt die Vermutung nahe, daf sich das
Wissen im Unterricht zu einem grofen Teil aus dem Vorwissen der Schiiler konstituiert,
das als Reaktion auf Lehrer-Aufforderungen in den Unterricht eingebracht wird. Dieses
Vorwissen ist weiterhin vermutlich Schulwissen, denn als wiss-Sprechakte wurden die-
jenigen AuBerungen codiert, in denen mathematische Begriffe in irgend einer Weise
vorkommen. Jedenfalls wurde an keiner Stelle ein lebensweltlicher Gehalt identifiziert,
so daB dadurch ebenfalls die Vermutung gestiitzt wird, da3 der Erfahrungsbereich, auf
den sich dieses Wissen bezieht, vor allem der Mathematikunterricht ist. Zum Beispiel,
und damit gehen wir zu einer ndheren inhaltlichen Betrachtung iiber: Wissen, wie man
Zahlen sortieren kann; Wissen, wie man die Stellen in einer Geteiltaufgabe nennt.

Es gibt aber auch Stellen im Unterricht, bei denen eine Identifizierung als Schulwissen
nicht so eindeutig ist, obwohl sie formal als wiss-Sprechakte codiert wurden: Auf die
Frage des Lehrers beispielsweise, wie man 5 /T 48 liest, antwortet ein Schiiler spontan:
,.Is’ kein Teiler von‘ und ein anderer: ,,Is’ nich Teiler von*, was vom Lehrer wiederholt
und damit legitimiert wird. Das Vorwissen besteht hier vermutlich darin, dafl die Schii-
ler (aus dem Mathematikunterricht?) wissen, da3 ein Durchstreichen von Symbolen (in
der Mathematik) eine Verneinung der Aussage bedeutet. Dieses Prinzip gilt natiirlich
auch in anderen (alltdglichen) Lebenszusammenhéngen. Wie gesagt, es kann hier keine
eindeutige Zuordnung getroffen werden. Wichtig ist an dieser Stelle vielleicht nur fest-
zustellen, dal ein moglicher Bezug zur Alltagswirklichkeit der Schiiler nicht explizit
hergestellt wird.

Ahnlich unsicher muf} eine Zuordnung des Vorwissens der Schiiler im letzten Unter-
richtsabschnitt bleiben, wo es um die ,Tauschaufgabe‘ geht, die im letzten Abschnitt
schon zur Sprache kam. Der ,,Trick®, die Zahlen durch die ,,Tauschaufgabe* zu ordnen,
kann nicht aus der Definition der Teilerbeziehung, wie sie in dieser Stunde formuliert
wurde, gefolgert werden. Es ist moglich, daB Susi in den vorangegangenen Ubungen
dieses Prinzip zufillig entdeckt hat. Es bleibt aber insgesamt unklar, ob sie mit dem
Begriff ,Tauschaufgabe‘ wirklich das Prinzip meint, das der Lehrer im Sinn hat. Sie
nennt zwar die Zahlenpaare, die miteinander multipliziert 18 ergeben und genau die
Teiler dieser Zahl sind, aber was da nun ,getauscht’ werden soll und warum, wird nicht
deutlich. Der Schiiler, der diesen Vorschlag von Susi aufnimmt und zu erkliren ver-
sucht, hélt sich an das von ihr gewdhlte Wort und erldutert dazu:

,» ... also sie hat 1 mal 18 genommen und dann hat se gleich alle beiden Teiler aufgeschrieben.
Und bei 2 mal 9 ... Ja, dann hat se wieder 2 mal 9, sind 18, denn wieder 9 mal 2, is” auch 18 und 3
mal 6is’ 18 und 6 mal 3 is’ auch 18.

Die ,Tauschaufgabe‘ von Susi scheint fiir ihn damit erkldrt zu sein, den Zusammenhang

von Faktoren und Teilern hat er damit allerdings nicht erfaBt. Der Lehrer fiihrt seine
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Uberlegungen anschlieBend fort, er gibt ihnen durch sein Sachwissen erst den Sinn, der
beabsichtigt war (s.0.).

Am zweithdufigsten treten bei den Schiilern fortfiihrende wiss-AuBerungen auf. Dies ist
ein Zeichen dafiir, daB3 es durchaus Stellen im Unterricht gibt, in denen Schiiler von sich
aus, als eine Fortfithrung auf eine vorhergehende Schiiler- oder LehrerduB3erung, jeden-
falls nicht direkt auf eine Aufforderung des Lehrers, ithr Wissen in den Unterricht ein-
bringen.

Betrachtet man die Verteilung der SchiilerduBerungen auf die einzelnen Unterrichtsab-
schnitte, so zeigt sich ein relativ konstantes Bild. Die entsprechenden Tabellen werden
daher nicht gesondert aufgefiihrt. Wie in der Verteilung iiber die ganze Stunde, treten in
jedem Abschnitt am hiufigsten reagierende wiss-AuBerungen auf, und zusammen mit
den fortfiihrenden wiss-AuBerungen bilden sie durchgingig den groBten Anteil an
Sprechakten.

Die entsprechenden Tabellen der LehrerduBlerungen zeigen ein nicht ganz so einheitli-
ches Bild. In Tabelle 2 fillt zunachst auf, dall auffordernde und fortfithrende Spielziige
annihernd gleich verteilt sind, ebenso wie lern- und wuorg-AuBerungen. Den groBten
Anteil bilden die auffordernden uorg-AuBerungen, den nichst kleineren die fortfiihren-
den lern- AuBerungen. Wiss-AuBerungen machen insgesamt nur ca. ein Viertel aller
Sprechakte aus.

Die Aufforderungen unterrichtsorganisatorischer Art sind meistens namentliche Auf-
forderungen an einzelne Schiiler oder organisatorische Hinweise zur Bearbeitung einer
Aufgabe und dhnliches. Der Lehrer organisiert somit den Verlauf des Unterrichts mehr
als daB er inhaltliche, direkt auf den Gegenstand bezogene Anweisungen gibt. Dies ent-
spricht der oben aufgestellten Vermutung, dal3 sich das Wissen zum groBlen Teil aus
dem Vorwissen der Schiiler konstituiert. Es gibt jedoch auch Stellen im Unterricht, in
denen der Lehrer sein Wissen direkt in den Unterricht einbringt, es sind dies vor allem
die fortfiihrenden wiss-AuBerungen (insgesamt 10). Schaut man genauer hin, wo diese
Sprechakte auftauchen, so sieht man, daB die Hilfte dieser AuBerungen im zweiten Un-
terrichtsabschnitt auftauchen. Das ist kein Zufall, denn hier ist es der Lehrer, der die
Definition und die Schreibweise von ,,ist Teiler von* einfiihrt. Eine andere entscheiden-
de Stelle befindet sich im letzten Unterrichtsabschnitt, in dem es um die ,Tauschaufga-
be® geht. Erst durch sein Wissen kommt der eigentliche ,, Trick* voll zur Geltung:

So is’ / kann man sicher sein, dal man nichts vergif3t. Das nédchste wire jetzt: 4 mal was ist 18?
Gibt es nicht. 5 mal was ist 18, gibt es auch nich, und dann kdme wieder 6 mal und dann ginge es
mal 3 und denn geht’s wieder riickwérts. Dann kann man aufthéren. Dann hat man alle Elemente
gefunden.
DaB} er im tibrigen nur auf diese eine Moglichkeit, alle Teiler zu finden, hinaus wollte,
wird auch daran deutlich, daB3 ein anschlieBender Vorschlag eines Schiilers, der durch-
aus sinnvoll ist, vom Lehrer nicht mehr aufgenommen wird und damit auch keine Gel-

tung erhélt (vgl. Paraphrase, Abschnitt 4).
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Fragt man nun nach den Geltung verbiirgenden Instanzen, so sind besonders die fortfiih-
renden lern-AuBerungen des Lehrers aufschluBreich. Es wurde oben bereits festgestellt,
daB3 die so codierten Sprechakte neben den unterrichtsorganisatorischen Aufforderun-
gen am hdufigsten auftauchen. Bei genauerem Hinsehen verbergen sich dahinter Besta-
tigungen von Schiilerantworten, eine direkte Zuriickweisung einer Antwort findet sich
wihrend der ganzen Stunde nicht. So ist es fast immer der Lehrer, der durch seine Bes-
tiatigung die Geltung fiir das Wissen verblirgt, das Vorwissen der Schiiler erhélt immer
erst durch die Bewertung des Lehrers seine Giiltigkeit.”® Denn auch wenn der Lehrer
nichts sagt und nur einen anderen Schiiler aufruft, scheint das fiir die Schiiler zu bedeu-
ten, daBl ithre Antwort noch nicht der Vorstellung des Lehrers geniigt oder dal} sie spéter
kommentiert und bewertet, d.h. legitimiert wird oder nicht (ein Beispiel dazu findet sich
im ersten Unterrichtsabschnitt, in dem Moglichkeiten fiir das Sortieren von Zahlen ge-
sucht werden). In dieser Stunde jedenfalls findet sich kein Hinweis darauf, dal ein
Schiiler allein die Geltung von Wissen verbiirgt. Der Lehrer bezieht sich allerdings an
einigen Stellen auf einen allgemeinen Geltungsanspruch des von ihm legitimierten Wis-
sens. Mit Worten wie ,,schreibt man®, ,,nennt man®, ,,liest man‘ macht er deutlich, daf3
nicht nur er allein die Geltung verbiirgt, sondern daf es allgemeines Wissen ist, letzt-
endlich ist es die Wissenschaft Mathematik, die fiir dieses Wissen einsteht.

51.2.2 Offnung des Wissens

Hier soll der Frage nach dem ,,Aufbrechen vorgegebener oder autorisierter Bedeutun-
gen® und der ,,Verdeutlichung des Konstruktionscharakters des im Unterricht herange-
zogenen und verbindlich gemachten Wissens® (Wierichs 1989, S.86) nachgegangen
werden. Das Aufbrechen von Bedeutungen, die Geltung beanspruchen, kann in soge-
nannten ,,Bruchstellen* deutlich werden. Im letzten Abschnitt wurde herausgearbeitet,
daB3 das Wissen durch den Lehrer kraft seiner piddagogischen Autoritit seine Geltung
erhilt. Gibt es nun im Unterricht Anzeichen dafiir, daf diese Geltungsanspriiche in Fra-
ge gestellt werden, dal3 unterschiedliche Interpretationen aufeinandertreffen und wenn
ja, wie wird damit im Unterricht umgegangen?

In dieser ersten Unterrichtsstunde fillt zunédchst auf, da3 der Unterricht auf den ersten
Blick sehr reibungslos ablauft. Es treten keine offensichtlichen Bruchstellen auf. Mogli-
cherweise konnte der letzte Abschnitt, die ,Tauschaufgabe“ als eine solche bezeichnet
werden, da hier vermutlich Schiiler und Lehrer die Bedeutung dieser Antwort anders
interpretieren, worauf oben schon mehrfach eingegangen worden ist. Es ist aber allein
schon deswegen nicht zu entscheiden, weil die Bedeutung nicht ausgehandelt wird. Es

® Nach Voigt ist dies ein typisches Phianomen in der unterrichtlichen Interaktion eines fragend-
entwickelnden Unterrichts: ,,Vom Schiiler wird die Ubernahme der Verantwortung, fiir die Qualitit (den
Wahrheitsgehalt) seiner Aussage geradezustehen, nicht erwartet™ (Streek 1979, zitiert bei Voigt 1984,
S.31). ,,Erst die Bewertung der eigenen und anderer Antworten durch den Lehrer ermdglicht dem Schiiler
retrospektiv die offiziell geltende Bedeutung der Anforderungen und auch der eigenen Antwort zu erfas-
sen“ (Voigt 1984, S.31).
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wird im Unterricht nicht ersichtlich, ob und wenn ja, welche Bedeutung die Schiiler

dieser Antwort zuschreiben, ob sie sich tatsdchlich von der des Lehrers unterscheiden.

Zu dieser Stunde gibt auch kein Schiilerinterview, das dariiber Aufschlull geben konnte.

Nun kénnte man unterstellen, dafl, weil keine Bruchstellen auftauchen, Schiiler und

Lehrer sich ,,verstehen* und das verbindlich gemachte Wissen teilen sowie dessen Gel-

tungsanspriiche akzeptieren. Ich méchte im folgenden einige Uberlegungen anschlie-

en, die bei einer abschlieBenden Bewertung dieses Aspektes mit berticksichtigt werden

sollten.

1.

Wie oben erwihnt, ist es in dieser Stunde der Lehrer, der die Geltung des Wissens
verblirgt, teilweise mit Bezug auf allgemein geteiltes Wissen, das die Wissenschaft
Mathematik bereitstellt. Dieses Wissen in Frage zu stellen, das, wie es fiir die Ma-
thematik charakteristisch ist, so eindeutig daherkommt, diirfte fiir die Schiiler sehr
schwierig sein. Wollten sie Kritik dulern, miilten sie es mit der Autoritét des Leh-
rers und der Mathematik als Wissenschaft aufnehmen. Ein Beleg fiir den Einflu3
der Geltung verbiirgenden Instanzen auf die Offnung des Wissens ist eine Unter-
richtssequenz aus der dritten Stunde, in der das Schulbuch diese Instanz ist. Es tritt
sicherlich auch mit wissenschaftlichem Anspruch auf und dennoch ist es leichter zu
kritisieren: Das Thema dieser Sequenz ist die Definition aus dem Buch (s.o. S. 84).
Die Schiiler duern hier ganz offen ihre Unzufriedenheit und ihre Verstindnis-
schwierigkeiten mit diesem Text. Das konnen sie auch und es hat keine negativen
Konsequenzen fiir sie, sie greifen damit ja nicht den Lehrer an. Es ist nur eine Ver-
mutung, aber es ist zu bezweifeln, ob die Schiiler diesen Text genauso offen kriti-
siert hitten, wenn er dem Munde des Lehrers entstammt hétte.

Ein anderer Grund mag in der Natur eines fragend-entwickelnden Unterrichts in
Mathematik liegen. Voigt hat in seiner Analyse ein ErarbeitungsprozeBmuster
identifiziert, das auch in dieser ersten Stunde, insbesondere bei der
,lauschaufgabe“, wiederzufinden ist. Dieses Interaktionsmuster zeichnet sich
durch drei Phasen aus (Voigt 1984, S.128, siehe auch Kapitel 3.2):

1. ,,Nennung der offenen Aufgabe durch den Lehrer, erste Schiilerangebote und vorldufige Ein-
schitzung durch den Lehrer”. Hier: Die Frage des Lehrers: ,,Hat jemand die Elemente dieser Men-
ge anders geordnet?*, daraufhin einige Antworten, unter anderem ,,der Gréf3e nach®.

2. ,,Kanalisierte Entwicklung der endgiiltigen Losung®. Hier: Der Lehrer schrinkt die Aufgabe ein
auf einen ,,Trick®, ,,wie man das am giinstigsten machen kann, dal man kein Element vergif3t“.
Daraufhin die Antwort von Susi: ,,Tauschaufgabe“.

3. ,Interpretation des Vorgehens®. Hier: ,,Was haben denn diese ... Zweiergruppen miteinander zu
tun®, Erlduterung eines Schiilers und anschliefende Fortfiihrung durch den Lehrer.

In Kapitel 3.2 wurde bereits darauf hingewiesen, da3 dieses Interaktionsmuster mit
dazu beitragen kann, daB3 unterschiedliche Interpretationen nicht thematisiert werden.

Ein weiterer ganz praktischer Grund, ist die Tatsache, da3 dieser letzte Unterrichts-
abschnitt bereits nach dem Pausengong stattfindet. Vielleicht sind Schiiler und Leh-
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rer froh, die Stunde endlich abschlieBen zu konnen. Die Thematisierung eines mogli-
chen Mifverstidndnisses hitte diese Stunde unnétig in die Linge gezogen.

Wie gesagt, es kann nicht eindeutig entschieden werden, ob die Unterrichtssequenz
, Tauschaufgabe® als eine Bruchstelle zu interpretieren ist. Wenn ja, so wird sie nicht
aufgedeckt bzw. thematisiert, so daBl eine geteilt geltende Interpretation moglich wére.
Griinde dafiir habe ich in den obigen drei Punkten zu geben versucht.

Ich mochte nun die zweite Stunde (A;(2)) heranziehen, in der, wie ich meine, mindes-
tens zwei explizite Bruchstellen auftauchen, und untersuchen, wie grundsdtzlich mit
solchen Stellen im Unterricht umgegangen wird.

In dieser Stunde wird in das Thema ,,Vielfaches* und ,,Vielfachenmengen* eingefiihrt,
der Begriff des ,Vielfachen® wird als Umkehrung der Relation ,ist Teiler von* definiert.
Nachdem der Begriff und Schreibweisen geklirt sind, leitet der Lehrer eine Ubungspha-
se ein. Die Vielfachenmenge der Zahl 7 soll bestimmt werden. Ein Schiiler beginnt:
V(7) = {14, 7, 21, ...}. Darauthin entwickelt sich folgendes Unterrichtsgesprich (nach
Inhaltsangabe):

S 7 ist doch nicht Vielfaches von sich selber, das gibt’s doch nicht.

S Doch!

Peter 7 ist doch das Vielfache von 7, denn 1 mal 7 ist ja 7, genauso wie 2 mal 7 14 ist.
Gisela Ja, aber 1 ist doch nicht viele, sondern eben nur 1.

L Dagmar.

Dagmar Ist ja denn nur 1 mal und nicht mehrere mal.

S Bei Vielfaches glaubt man ja immer, dafl es mehrere Male ist, denn 1 ist ja eben nur ein-
mal und nicht mehrere Male.

L Ja, das ist ein Problem, ist nun 7 das Vielfache von 7 oder beginnen die Vielfachen erst
bei 14? ...

L Vielleicht kann uns das, was wir gestern kennengelernt haben — ‘ist Teiler von’ — viel-
leicht kann uns das da auch ein bilchen weiterhelfen zu entscheiden, ob nun 7 hier rein-
gehort oder nicht. ...

S 7 geteilt durch 7 , das geht ja auch. 7 ist ein Teiler davon, also ist 7 auch ein Vielfaches

von 7, denn sonst konnte es ja auch nicht Teiler von 7 sein.

Diese letzte AuBerung wird als Erklirung schlieBlich akzeptiert, es wird noch ein wenig
erldutert, was das genau heillen soll, aber am Ende steht die Begriindung:
L ... Wenn man jetzt davon ausgeht — und das wuBten wir ja schon — 7 ist Teiler von 7,
dann muB ja auch die Umkehrung stimmen. ... Also: 7 ist Element dieser Menge.

Damit ist dieser Unterrichtsabschnitt abgeschlossen.

Hier treffen ganz offensichtlich zwei Denkweisen aufeinander: Das Alltagsdenken, in
dem es logisch erscheint, von ,,Vielfach* erst ab ,,Zweifach* zu sprechen, und das ma-
thematische Denken, in der ,,Einfach® schon zu ,,Vielfach* gehort, da sonst die Wider-
spruchslosigkeit gefdhrdet wiirde. Vom Lehrer wird die Interpretationsdifferenz aus-
driicklich thematisiert, er verweist auf ,das, was wir gestern kennengelernt haben‘ und,
eher implizit, auf die korrekte Definition von ,Vielfaches® als Umkehrung der Teilerre-
lation. Es wird also die Mathematik als die in diesem Fall Geltung verbiirgende Instanz



93

deutlich in Anspruch genommen. Ich vermute allerdings, daB das Wissen nicht in dem
Sinne gedffnet wurde, dall man sich auf einen Konsens wirklich geeinigt hitte. Anlaf3 zu
dieser Vermutung ist das Interview, das anschlieend mit einigen Schiilern gefiihrt wur-
de. Nach Betrachtung der Videoaufnahme der oben genannten Stelle, entwickelt sich
das folgende Gesprich:

Claudia ... Ich glaub das immer noch nicht irgendwie.

Gisela Ich glaub das auch nicht.

Torsten Das is’ ja genau das Gegenteil von ‘Teiler von’.

Gisela Ja, aber guck mal, das Vielfache, das bedeutet, dal mehr da ist, das weill ja wohl jeder,
daf3 es ofters is’, ne.

Torsten Du, Gisi, Gisi, nicht Vielfaches, ... eins ist doch schon Vielfaches, ist doch schon einmal
da.

Gert  Gisi, sonst wére ja 7 auch kein Teiler von 7.

Gisela Naja, das hat er uns auch erklirt, aber / kapier ich trotzdem nicht.

Gisela sieht nicht ein, warum in der Mathematik das Wort , Vielfach® anders zu interpre-
tieren sei als im Alltag, wihrend Torsten darin kein Problem sieht. Er scheint zu verste-
hen, daf} dies eine notwendige Verallgemeinerung darstellt, ohne die der Begriff , Viel-
faches‘ nicht als Umkehrung des Teilerbegriffs verstanden werden kann. Diese Not-
wendigkeit aber, den Begriff mathematisch anders zu interpretieren als im alltidglichen
Sprachgebrauch, wird im Unterricht nicht thematisiert. Dadurch wird nicht deutlich, daf3
die mathematische Interpretation nur eine unter anderen ist. Die alltidgliche Bedeutung
von ,Vielfaches® wird als falsch zuriickgewiesen, obwohl sie unter anderen Vorausset-
zungen durchaus sinnvoll ist. Die mathematische Begriindung wird von den Schiilerin-
nen zwar angenommen, aber ,kapiert’ haben es zumindest Gisela und Claudia nicht. Es
ist flir sie nach wie vor keine logische Argumentation.

Im néchsten Unterrichtsabschnitt findet man eine weitere explizite Bruchstelle, die zwei
Interpretationsdifferenzen in sich birgt, wobei eine nur aus dem Schiilerinterview er-
sichtlich wird.

An der Tafel stehen die Vielfachenmengen von vier (V(4)) bzw. von acht (V(8)) mit
den ersten drei bzw. vier Elementen. Der Lehrer fragt dann, ob man die letzte Menge
»auch noch anders bezeichnen konnte, nicht nur V(8), sondern auch noch anders. Es
kommen Vorschldge von den Schiilern: V(2), V(4) oder auch V(1). Das Ziel des Leh-
rers ist es herauszuarbeiten, da3 V(4) die Obermenge von V(8) ist. Die Frage wird also
konkretisiert: Man mul} ,,das jetzt begriinden, weshalb das V(1), V(2) und V(4) sein
kann, oder aber man muf} den Gegenbeweis antreten, wieso das nicht sein kann.* Zu der
Beziehung zwischen den Mengen V(8) und V(4) sagt Torsten dann: ,,Das ist immer die
Hilfte von dem Ergebnis. und wenig spéter Mark: ,,Bei V(8) ist immer das doppelte
von V(4) drin.* Auf Torstens Antwort geht der Lehrer nicht ein, bei Mark kommentiert
er: ,,Die Mengen sind hier nicht zu Ende, da kommen ja noch unendlich viele Elemente.
Deswegen weil} ich nicht, ob das immer das doppelte ist.“ Neben anderen Antworten,
die der Lehrer aufnimmt und rephrasiert (,,Alles, was in V(8) ist, ist auch in V(4)*)
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kommen von Matthias und Michael dhnliche Antworten wie von Torsten und Mark:
»Das von V(4) ist immer die Hilfte von V(8)* und ,,V(4) ist die Hélfte von V(8)“. Aus
der Sicht des Lehrers ist hier ein Miflverstindnis aufgetreten, das gekléart werden sollte:

,»,Das wollen wir mal ausrdumen mit der Hilfte, was hier so rumgeistert. Nehmen wir doch einfach

'ne andere Darstellungsform fiir Mengen. Gibt’s noch andere Moglichkeiten, Mengen darzustel-

len? ... Ihr kennt doch alle die Méglichkeiten, 'n Mengenbild zu zeichnen.* — Das wird an der Ta-

fel fiir die beiden Mengen gemacht. — ,,Und ich glaube, das ist’n Beispiel zu sehen, daB} hier nir-

gendwo von Hilfte zu sprechen ist. Allenfalls, wenn man diesen Kreis doppelt so gro3 macht,

denn kann man von der Hélfte vom doppelten reden. Aber sonst ist nichts mit Hélfte und doppelt.

— Da sind genausoviel Elemente drin wie dort, und man miilte ja bis ins Unendliche weiterschrei-

ben, da sind also in beiden Mengen gleich viel Elemente, da kann man nicht von Hélfte und dop-

pelt reden.”
Damit ist dieses Unterthema abgeschlossen und es kommt auch von keinem Schiiler
mehr ein diesbeziiglicher Vorschlag. Worin bestand aber das Mi3verstindnis, das einen
reibungslosen Fortgang des Unterrichts aus Sicht des Lehrers erschwerte und das er zu
klaren versucht? Der Lehrer interpretiert die SchiilerduBerungen als ,,Die Anzahl der
Elemente von V(4) ist die Hélfte der Anzahl der Elemente von V(8)“. Das ist natiirlich
nicht richtig, beide Mengen haben unendlich viele Elemente (was allerdings durch das
Mengenbild auch nicht deutlich wird — im {ibrigen ist sein Vorschlag, man kénne von
,Halfte* reden, wenn man die Kreise nur verschieden grof3 zeichne, ebenfalls nicht halt-
bar, solange man sich auf die Anzahl der Elemente bezieht, und das tut er ja offensicht-
lich). Aber ich bezweifle ob die Schiiler das gleiche wie der Lehrer meinen. In der
Aussage: ,,Das von V(4) ist immer die Hilfte von V(8)“ oder ,,Bei V(8) ist ja immer das
doppelte von V(4) drin“ steckt wohl vielmehr die Erkenntnis, daB3 die Elemente von
V(8) immer doppelt so groB sind wie die entsprechenden Elemente von V(4), wenn man
sie der Reihenfolge nach aufschreibt, und so standen sie ja an der Tafel.”” D.h., diese
Bruchstelle erweist sich als ein Mif3verstindnis zwischen Schiilern und Lehrer, das ei-
gentlich gar keines ist. Der Lehrer interpretiert die Schiilerantworten falsch. Festzuhal-
ten bleibt, dal der Lehrer unterschiedliche Interpretationen thematisiert und auszuriu-
men versucht. Allerdings haben die Schiiler hier keine Chance zu erldutern, wie ihre
Aussagen genau zu verstehen sind. Es wird ihnen vom Lehrer eine unsachgeméfle Aus-
legung unterstellt, sie werden somit gezwungen, die Perspektive des Lehrers auf den
Sachverhalt einzunehmen, ohne daf} eine wirkliche Aushandlung erfolgt. So bleibt letzt-
lich dieses Mifverstandnis unaufgedeckt. Man einigt sich an dieser Stelle darauf, nicht
mehr von ,Hélfte* zu sprechen — flir den Lehrer ist das plausibel, fiir die Schiiler diirfte
der Grund dafiir nicht so klar sein.

Im Interview, das nach dieser Stunde mit einigen Schiilern gefiihrt wurde, wird eine
weitere Interpretationsdifferenz deutlich, die wahrscheinlich wie oben aus einer Diffe-
renz zwischen alltdglichem und mathematischem Sprachgebrauch hervorgeht.

7 Diese Interpretationsweise der Schiiler bestitigt auch das anschlieBende Schiilerinterview zu dieser
Stunde. Hier sagt Torsten: ,,Zuerst dacht ich, Ober- und Untermenge miite man immer durch zwei teilen,
eh, zwolf geteilt durch zwei sind sechs.* Er bezieht sich also eindeutig auf die Elemente der Menge.
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Es ist der Begriff der ,Obermenge‘, der zu Schwierigkeiten fiihrt. Gisela sagt im Inter-
view: ,,man glaubt doch immer, dal die groBere Zahl die Obermenge ist, sozusagen,
nun ist aber die kleinere Zahl die Obermenge, und das irritiert einen irgendwie.* Fiir sie
lautet das Unterrichtsergebnis damit: ,,Immer die groBere (Zahl, K.J.) ist die Untermen-
ge.“ Schaut man sich den Unterricht vor diesem Hintergrund noch einmal an, so fallt
eine Stelle auf, die im Unterricht scheinbar untergeht®. Der Lehrer fragt nach einer ,,0-
bermenge von V(25)“. Darauthin die Antwort einer Schiilerin: ,,Obermenge von 25 ist
50.“ Diese Antwort ist falsch, wird vom Lehrer aber nicht thematisiert® . Ich interpretie-
re sie als Ausdruck des Miflverstindnisses, das von Gisela im Interview formuliert wur-
de, und sie zeigt, daf3 nicht nur Gisela das Unterrichtsergebnis anders interpretiert, als es
im Unterricht gemeint ist.

Auch hier werden die Schiiler, die so denken, die entsprechenden Aufgaben 16sen kon-
nen; der Begriff der Untermenge als Teilmenge der Obermenge (obwohl beide Mengen
unendlich sind!) scheint aber in ithren Kopfen nicht das gleiche zu bedeuten wie fiir den
Lehrer oder wie das Unterrichtsergebnis es nahelegt. Auch hier wird die Differenz zwi-
schen alltdglichem und mathematischem Denken nicht thematisiert (es traten im Unter-
richt selbst allerdings auch keine diesbeziiglichen Schwierigkeiten auf).

Zusammenfassend kann festgehalten werden, da3 offensichtliche Bruchstellen in dieser
ersten Unterrichtseinheit eher selten auftauchen. Mdégliche Griinde dafiir, bezogen auf
die erste Unterrichtsstunde, wurden angefiihrt. Die Beispiele aus der zweiten Stunde
zeigten, daf} trotz Thematisierung eines Miflverstidndnisses, nicht unbedingt von einer
Aushandlung gesprochen werden kann. Im ersten Beispiel (7V7) wurde die giiltige In-
terpretation zwar begriindet, der Grund fiir die Interpretationsdifferenz (Unterschied
zwischen alltdglichem und mathematischem Denken) aber nicht ausreichend diskutiert.
Im zweiten Beispiel (V(4) ist Obermenge von V(8)) waren die Schiiler gezwungen, die
vom Lehrer als giiltig zugelassene Interpretation zu iibernehmen, ohne daf3 sie die Mog-
lichkeit erhielten, ihre Perspektive herauszustellen.

Ein weiteres Indiz fiir die Offnung des Wissens ist, wie eingangs festgestellt, die Ver-
deutlichung des Konstruktionscharakters. Wissen ist immer konstruiert, es zeigt immer
eine bestimmte Sichtweise auf die Welt. Wird im Unterricht dieser Konstruktionscha-
rakter deutlich, d.h. haben die Schiiler die Moglichkeit zu erkennen, daf3 die im Unter-
richt eingenommene Sichtweise nur eine unter anderen ist, erscheinen ,,Hinweise auf
seine Herkunft sowie Begriindungen dafiir, daB bestimmtes Wissen ... herangezogen
und verbindlich gemacht wird* (Wierichs 1989, S.87)?

In der ersten Unterrichtsstunde féllt dazu eine Unterrichtssequenz auf, in der der Lehrer
das Thema der Stunde bestimmt: Nachdem die Schiiler drei Mdglichkeiten gefunden

%0 7Zu beachten ist allerdings, daB mir nur eine Inhaltsangabe vorliegt, die den Unterricht nicht vollstindig
und Wort fiir Wort wiedergibt.

#! Es ist aufgrund der Inhaltsangabe nicht zu entscheiden, ob die Antwort vom Lehrer bewuBt nicht be-
achtet wird oder ob er sie wirklich nicht gehort hat.
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haben, die vorgegebenen Zahlen zu sortieren, beginnt er den zweiten Unterrichtsab-
schnitt mit folgenden Worten:

,,Wir hétten also drei Moglichkeiten, dies.fa durcheinandergewiirfelten Zahlen aus zwei Tabellen-
spalten doch wieder zusammenzusetzen. Ah, und heute, ja mit dem heutigen Tag beginnt das, da
interessiert uns ganz besonders die Ordnung hier unten (Ordnung nach Teilern, K.J.). Deswegen
wische ich die anderen Mdglichkeiten mal weg. ... Die Moglichkeit C, das ist jetzt unsere einzige
Maoglichkeit, mit der wir ... in diesem Augenblick arbeiten.*
Warum ist gerade die dritte Moglichkeit (fiir den Lehrer) interessant? Warum sollten die
Schiiler erst nach verschiedenen Mdglichkeiten suchen, wenn diese ohne Begriindung
weggewischt werden? Was ist das Besondere an Moglichkeit C, so dafl nur noch mit ihr
gearbeitet werden soll? Alle drei Ordnungsprinzipien waren den Schiilern bekannt, auch
die dritte ist zundchst nichts Neues fiir sie. Aber der Lehrer gibt keinerlei Hinweise zu
seiner Auswahl, aul3er vielleicht, daf3 es ,,interessant® ist. Er hitte anfithren konnen, dal3
gerade diese Mdoglichkeit Gelegenheit bietet, einen neuen Begriff kennenzulernen, daf3
nun die bekannte Eigenschaft, dal nur bestimmte natiirliche Zahlen durch eine vorge-
geben Zahl teilbar sind (in der Menge der natiirlichen Zahlen), systematischer betrachtet
werden soll. All dies fehlt. Den Schiilern wird es auch dadurch erschwert, Kritik zu du-
Bern, das Thema in Frage zu stellen. Moglichkeiten und Grenzen des Wissens (denn
was ist eigentlich der Sinn einer systematischen Betrachtung der Teilerbeziehung und -
eigenschaften aufler der Vorbereitung auf die Bruchrechnung?) werden nicht erortert.
Reflexiver Unterricht ist das nicht.

Schaut man sich den weiteren Verlauf dieser und der folgenden Unterrichtsstunden an,
so finden sich auch hier wenig Begriindungen fiir das im Unterricht erscheinende Wis-
sen. Wenn sie erscheinen, so sind es meist pragmatische Begriindungen (z.B. wird die
Schreibweise ajb mit dem Hinweis auf die Zeitersparnis eingefiihrt, oder die Anferti-
gung der Teilertabelle (in der vierten Stunde) wird retrospektiv dadurch legitimiert, dal3
man an ihr die Anzahl der Teiler einer Zahl ablesen kann — warum zuvor die Eigen-
schaften der Teilerrelation anhand dieser Tabelle erarbeitet und aufgeschrieben wurden,
wird nicht gesagt). Letztendlich erscheinen keine Begriindungen fiir die Behandlung des
Themas ,,Teiler- und Vielfachenbeziehungen. Was das Besondere an dieser Betrach-
tung von bereits bekannten Tatsachen ist, bleibt den Schiilern verborgen.*

5.1.3 Die Didaktik des Lehrers

Das Ziel einer Analyse der Didaktik des Lehrers ist es herauszuarbeiten, ob spezifische
Einstellungen des Lehrers zu seinem Unterricht, bestimmte Unterrichtsmethoden und -
ziele den Unterrichtsinhalt verstdndlicher machen kénnen. Dazu ziehe ich alle Inter-
views heran, die wihrend des Schuljahres mit dem Lehrer A durchgefiihrt wurden.

%2 Die didaktische Schwierigkeit, dieses Thema zu legitimieren, wird im letzten Abschnitt noch ausfiihrli-
cher dargestellt werden, wenn es um den Unterrichtsinhalt als Ausschnitt aus der gesellschaftlichen Pra-
xis geht (vgl. 5.1.5).
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In der ersten Stunde fillt vor allem der lange Weg von der ,,Moglichkeit C* bis zur De-
finition des Teilers auf. Die Schiiler hatten die Zahlen bereits sortiert nach ,,was durch
48 und durch 35 geteilt werden konnte*. Damit war das Sortierungsprinzip nach Teilern
bereits vorgegeben, die Schiiler wissen, worum es geht, auch wenn sie den Begriff , Tei-
ler noch nicht kennen. Nachdem aber die Zahlen in zwei Spalten aufgeschrieben wur-
den und die anderen Moglichkeiten von der Tafel gewischt waren, beginnt der zweite
Unterrichtsabschnitt, in dem der Lehrer auffordert, ,,mal ganz genau (zu) erldutern, was
denn dahintersteckt”. Und ,,wenn das nicht so klar is’, dal man’s aussprechen kann,
dann darf man Fragen stellen. Man bekommt hier den Eindruck, dafl das so einfach
nicht ist, zu sagen, was dahinter steckt. Dann die Antwort von Stephan: ,,Ja, die Zahlen
in der obersten Spalte kann man die 48 durch teilen.* Das wird korrigiert (war aber ein
»guter Anfang®, wie der Lehrer sagt), denn: ,,Die Zahlen kann man nicht durch 48 tei-
len, aber die 48 kann man durch die Zahlen teilen*, und mit einem Beispiel belegt. Der
Lehrer schriankt den Blickwinkel dann ein auf eine ,,mogliche Geteiltaufgabe®, es wer-
den die mathematischen Ausdriicke fiir die Stellen bei einer solchen Aufgabe benannt,
erst dann gibt der Lehrer die Definition des Teilers (die Zahlen, die an Stelle des Divi-
sors stehen konnen). Diese ersten beiden Unterrichtsabschnitte dauern ca. 20 Minuten,
der néchste, in dem der Lehrer die Definition und Schreibweisen erldutert, dagegen nur
ca. ein bis zwei Minuten.

Hitte der Lehrer direkt im Anschluf3 an das Sortieren der Zahlen die Definition einge-
bracht, z.B.: ,,Die Zahlen, die hier hinter der 48 stehen, nennt man auch Teiler der Zahl
48, weil die 48 durch diese Zahlen geteilt werden kann, so daB3 es ,aufgeht’, d.h. daf
kein Rest bleibt*, wire inhaltlich kein Bruch entstanden. Warum also der lange Weg bis
zur Definition? Die Wiederholung der Begriffe Divisor, Divident, Quotient sind fiir das
Verstindnis der Teilerrelation nicht notwendig. Ich vermute etwas anderes: Es hétte der
Auffassung des Lehrers von einem ,guten Unterricht® widersprochen, wenn er Begriff
und Schreibweisen direkt eingefiihrt hitte, ohne die Schiiler zumindest scheinbar daran
zu beteiligen. Um diese Hypothese zu erldutern, sollen einige Stellen aus den Interviews
herangezogen werden.

Der Lehrer will seinen Unterricht offen gestalten:

,fur mich gesprochen: ich versuche Impulse zu geben und habe nur vor Augen das Lernziel der
Stunde, &h bin relativ offen beim Weg ... Die Methode, ndmlich das offen zu machen, vor allem
die Schiiler mitdenken zu lassen, Vorschldge machen zu lassen...*

Die Schiiler sollen also beteiligt werden an der Erreichung des Unterrichtsziels. Er will
die Schiiler dadurch zum Nachdenken anregen, sie sollen ihren eigenen Uberlegungen
mehr trauen als der Bestétigung des Lehrers:

,,Der Schiiler ist ja nicht immer in der Situation, daB also irgendein Erwachsener oder ein Lehrer,
daB der in der Nédhe ist und sagt: Was du gemacht hast, ist richtig. ... das Ziel des Mathematikun-
terrichts ist ja nicht, verkiirzt gesagt, dal3 er ... viele richtige Antworten gibt in der Stunde, son-
dern ist, daB er ... mit Mathematik umgehen kann. Das heif3it, daf3 er selbsténdig ... sich entschei-
den kann: o.k., das ist jetzt ... richtig, aus den und den ...Griinden. ... Und dazu, um sicher sein
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zu konnen, mufl man eben auch in der Lage sein, das gedanklich noch mal kurz nachzuvollziehen
und sich selbst noch mal zu begriinden, und dann ist man sicher in der Lésung.*
Er will also moglichst wenig vorgeben, die Schiiler sollen den Weg zum Unterrichtsziel
mafgeblich mitbestimmen. Sie sollen dazu veranlaft werden

,hachzudenken, mit Hilfe von Denken zu bestimmten Lésungen zu kommen und nicht mit Hilfe

von schematischem Anwenden von irgendwas Gelerntem.... Das halte ich fiir wichtiger als das

mechanische Anwenden von irgendwelchen Regeln. Das fiihrt eher zu unkritischem Verhalten.
Bezieht man diese Aussagen auf den oben beschriebenen Verlauf der Stunde, so wird
die Vermutung gestiitzt, dal der Weg bis zur Definition so lang sein muf}, damit der
Lehrer seinen eigenen Anspriichen an einen offenen Unterricht gerecht wird. Oder, an-
ders herum ausgedriickt: Hitte er die Definition direkt eingefiihrt, wiren die Schiiler an
der Konstitution des Unterrichtsergebnisses nicht beteiligt gewesen. Seine padagogische
Autoritit, mit der er dem Ergebnis Geltung verschafft, wire so explizit erschienen. Im
Unterricht erscheint sein Monolog als eine Zusammenfassung der Schiilerbeitrige (was
er faktisch nicht ist), Lehrer und Schiiler konnen so das Gefiihl haben, dafl das Unter-
richtsergebnis gemeinsam erarbeitet wurde. Die padagogische Autoritét tritt dadurch
nicht so deutlich sichtbar hervor.

Auch in den gewéhlten Einfithrungsbeispielen wird dieser ,Konflikt* des Lehrers, einer-
seits als Tréger pddagogischer Autoritdt den Schiilern Vorgaben machen zu miissen, um
ein bestimmtes Ziel zu erreichen, andererseits seiner Vorstellung von einem offenen
Unterricht gerecht zu werden, deutlich. Den Unterricht der ersten Stunde beginnt er
folgendermaBlen: ,,Eh, ich habe einige Zahlen gefunden, die offensichtlich aus zwei
Spalten einer Tabelle stammen. ... soviel war noch zu erkennen.... und wir miiten uns
die mal in Ruhe angucken.” Es ist zu bezweifeln, daf der Lehrer zufdllig auf diese Zah-
len gestoBen ist und nun die Schiiler um Hilfe bittet, sie wieder in die Tabelle einzuord-
nen. So macht er sein ,Problem‘ zum Problem der Schiiler, seine Autoritit, die ihn er-
machtigt, die Schiiler zur Auseinandersetzung mit einer von ihm gewéhlten Aufgabe zu
zwingen, kann so oberflidchlich verschleiert werden. Ahnliches in der Folgestunde
Ai(2), in der der Begriff der Obermenge erarbeitet werden soll: ,,Diese Aufgabe habe
ich mal in einer anderen Klasse gemacht, so dhnlich, und da kamen einige auf die Idee,
daB die letzte Menge, beispielsweise, dal man die auch noch anders bezeichnen konnte,
nicht nur V(8), sondern auch noch anders.“ Auch hier fordert der Lehrer die Schiiler
nicht einfach auf, die Beziehungen zwischen den Mengen zu betrachten und zu erliu-
tern, er unterstellt ihnen ein Problem, weil die Schiiler der anderen Klasse dieses Prob-
lem auch hatten. So wird die Auseinandersetzung damit legitimiert, ohne daf
offensichtlich wird, daB8 der Lehrer das Thema kraft seiner padagogischen Autoritit
vorgibt und durchsetzt.

Ein Hinweis darauf, dafl es fiir den Lehrer tatsidchlich ein Konflikt ist, die Schiiler zu
beteiligen und ohne seine Vorgaben, aus einem eigenen Problembewufltsein heraus,
zum Unterrichtsergebnis zu kommen, andererseits aber bestimmte Vorgaben einfach
machen zu miissen, findet sich im Interview zur vierten Stunde der ersten Unterrichts-
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einheit. Hier sollten die Schiiler die Eigenschaften der Teilerrelation anhand der Teiler-
tabelle formulieren. Die Aussage ,,Jede Zahl ist Vielfaches und Teiler von sich selbst*
wurde im Unterricht von den Schiilern zwar so erkannt, aber noch nicht ausdriicklich
formuliert. Der Lehrer hilft nach und schreibt den Anfang des Satzes (,,JJede Zahl ...*)
an die Tafel. Daraufhin kommt dann die Fortsetzung von einem Schiiler. Zu dieser Un-
terrichtssequenz sagt der Lehrer im anschlieBenden Interview:

»An dieser Stelle ging es mir darum, daBl es genau formuliert wurde. Und da hatten die Schiiler
vom Sprachlichen her noch gewisse Schwierigkeiten. Das miissen sie lernen, weil das ja in der
Mathematik haufiger vorkommt. Aber ich bin mir nicht schliissig, ob man das nicht hétte abkiirzen
konnen. Die Schiiler beschreiben das, ich sage: Okay. Und dann schreibe ich die Formulierung an.
Oder soll man eben doch warten, bis dann der Hinweis von einem Schiiler kommt, der ja dann
auch tatsdchlich kam und das dann formulieren als: ,jede Zahl...‘? Ich bin mir nicht schliissig, ob
das nicht vertane Unterrichtszeit war, daf3 ich gewartet habe.*
Wiederum erscheint das Unterrichtsergebnis, die Formulierung an der Tafel, als ein von
den Schiilern selbstindig oder zumindest gemeinsam erarbeitetes Ergebnis. Anderer-
seits war es durch die Formulierung des Satzanfanges vom Lehrer stark vorstrukturiert,
so daf auch der Lehrer zweifelt, ob er den Satz nicht gleich selbst hitte formulieren
sollen. Dann aber wére die Autoritit des Lehrers explizit zum Vorschein gekommen,

was offensichtlich seiner Auffassung von ,gutem‘ Unterricht widerspricht.
5.1.4 Das Fach und die Schule

51.4.1 Die Richtlinien

Der Unterricht fand im August 1977 an einer Orientierungsstufe in Niedersachsen statt.
Es handelt sich um eine integrierte Orientierungsstufe, die alle Kinder nach der Grund-
schule gemeinsam besuchen. 1971/72 wurden die ersten Schulen dieser Art in Nieder-
sachsen eingefiihrt, die Schule, an der die Unterrichtsaufnahmen gemacht wurden, ge-
horte zu diesen ersten.

Die offiziellen Rahmenrichtlinien wurden erst im Oktober 1978 vom Niedersédchsischen
Kultusminister erlassen. Vorher waren die ,,Vorldufigen Handreichungen fiir die Orien-
tierungsstufe* (1971) maligeblich und zur Erprobung erschienen. Darin finden sich die
wichtigsten Inhalte fiir die Klassenstufen 5 und 6, allgemeine Ziele der Orientierungs-
stufe und des Faches Mathematik sowie erste methodische Hinweise zur Differenzie-
rung. 1975 dann erschienen die ,,Grundsatzpapiere fiir die Rahmenrichtlinien der Orien-
tierungsstufe®, auf deren Grundlage die Rahmenrichtlinien erstellt wurden. Hier findet
man allerdings keine Inhalte, sondern vor allem allgemeine und fachspezifische Lern-
ziele, die die nachfolgende inhaltliche Stoffauswahl leiten sollten.

Inhaltlich stimmt der Unterricht mit den Vorgaben der Richtlinien iiberein. In den
,Handreichungen* wird das Thema ,,Teilbarkeit* zwar fiir die fiinfte Klasse vorgesehen,
im Zusammenhang mit dem Schulbuch allerdings ist eine Behandlung dieses Themas in
der sechsten Klasse verstidndlich. Interessanter sind die allgemeinen Ziele der
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,Qrundsatzpapiere®. Demnach soll der Schiiler ,,nach Moglichkeiten suchen, mathema-
tische Probleme durch eigenes Denken zu 16sen® und ,,Freude am selbstindigen Ldsen
mathematischer Probleme gewinnen (Grundsatzpapiere S.49) . Die oben beschriebene
Didaktik des Lehrers, den Unterricht mdglichst offen zu gestalten und die Schiiler den
Losungsweg selbst bestimmen zu lassen, kann auch vor dem Hintergrund dieses Lern-
ziels interpretiert werden. Auch die Konzentration auf eine exakte Sprech- und
Schreibweise von Mengenausdriicken findet ihre Entsprechung in den Lernzielen der
,Qrundsatzpapiere®: Zwei (kognitive) Lernziele sind ,,Formalisieren — Fachsprache
erlernen und benutzen* und ,Konkrete Sachverhalte in Fachsprache darstellen®
(Grundsatzpapiere, S.48).

Erwdhnenswert ist an dieser Stelle noch ein weiteres kognitives Lernziel: ,,Mathematik
anwenden — Probleme der Umwelt im Mathematikunterricht 16sen; — Losungen
interpretieren; — Ergebnisse mathematische Prozesse fiir auBermathematische Bereiche
auswerten und beurteilen; — Entscheidungshilfen geben.“ (ebd.) Dieses Lernziel
impliziert den modelltheoretischen Umgang mit Mathematik (vgl. 3.1.2.2). Dies zeigt
noch einmal, da8 der Anwendungsaspekt keine Erfindung der Mathematikdidaktik der
letzten Jahre ist und schon unter dem Einflu3 der Neuen Mathematik als wiinschenswert
in die Richtlinien integriert wurde. Dafl dieses Ziel allerdings im Unterricht nicht
verwirklicht wird, liegt nicht allein am Lehrer, sondern auch und vor allem am zu
behandelnden Thema. Im Abschnitt 5.1.5 werde ich darauf noch néher eingehen.

5.1.4.2 Der Unterrichtsinhalt und der Differenzierungsaspekt

Eines der wichtigsten Prinzipien der Orientierungsstufe ist das der Differenzierung:

,,Die individuelle und optimale Leistungsforderung des einzelnen wird durch verschiedene Diffe-
renzierungsmafinahmen erreicht. Die Forderung durch duflere Differenzierung in Leistungskursen
wird dort notwendig, wo sich besonders grofle Leistungsunterschiede zeigen oder eine Gruppe
von Schiilern besonderer Forderung bedarf. Dabei sollten in den verschiedenen Kursen gleiche
Lernziele mit Hilfe unterschiedlicher Unterrichtsverfahren verfolgt werden.“(Vorlaufige Handrei-
chungen 1971, S.IV)
Der Mathematikunterricht an dieser Schule war in der sechsten Klasse in zwei Kursen
organisiert, dem A- und dem C-Kurs. Parallel zum Unterricht im A-Kurs (A;), der bis-
lang hier analysiert wurde, wurde der Unterricht im C-Kurs (A;) (ebenfalls vier Stun-
den) bei demselben Lehrer aufgenommen. Die Unterrichtseinheit A, soll nun verglei-
chend herangezogen werden, damit untersucht werden kann, inwieweit das Prinzip der
Differenzierung den Unterricht beeinflult. Das Thema in beiden Kursen ist gleich: Tei-
ler und Vielfache. Wie unterscheidet sich der Unterricht (-sinhalt) im C-Kurs® vom A-

Kurs, und wie ist das vor dem Hintergrund der duBeren Differenzierung zu erkléren?

% Eine ausfiithrlichere Analyse dieser Unterrichtsstunde findet man bei Menck (1986), S.107ff. Aus die-
sem Grund beschrédnke ich mich an dieser Stelle auf einen Vergleich unter dem Aspekt der Differenzie-
rung.
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Abbildung 7: Vergleich von Lehrer-Sprechakten in A;(1) und Ay(1) in Prozent, bezogen auf die
Lehrer-Sprechakte insgesamt
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Abbildung 8: Vergleich von Schiiler-Sprechakten in A;(1) und A,(1) in Prozent, bezogen auf
die Schiiler-Sprechakte insgesamt

Die obigen zwei Abbildungen zeigen die Lehrer- bzw. SchiilerduBerungen der beiden
Stunden im direkten Vergleich. Herangezogen wurden dazu nur die auf den Gegenstand
bezogenen Sprechakte in beiden Stunden: Fiir den Lehrer sind dies die auffordernden
und fortfiihrenden lebw- und wiss-AuBerungen, fiir den Schiiler die fortfiihrenden und
reagierenden lebw- und wiss-AuBerungen. Auffallend bei Lehrer wie Schiilern ist
zuniichst, daB /ebw-AuBerungen nur in der C-Kurs-Stunde A,(1) vorkommen. Im A-
Kurs sind alle auf den Unterrichtsgegenstand bezogenen Sprechakte auf Wissenschaft
bezogen. Insgesamt jedoch ist der Anteil an auffordernden und fortfithrenden
Spielziigen
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beim Lehrer, bzw. der Anteil an fortfithrenden und reagierenden Spielziigen bei den
Schiilern annihernd gleich. D.h. der gréBere Anteil an wiss-AuBerungen im A-Kurs
geht fast vollstindig in den entsprechenden lebw-AuBerungen auf. Woran liegt das?
Wiederum muf} die Stunde inhaltlich néher betrachtet werden.

Bei einem inhaltlichen Vergleich des Unterrichts in beiden Kursen fiéllt sofort die unter-
schiedliche Wahl des Einstiegsproblems auf. Im A-Kurs geht es um das Sortieren von
Zahlen aus einer Tabelle, ein eher innermathematisches Problem also. Im C-Kurs hin-
gegen hilt sich der Lehrer, der im iibrigen auch Sportlehrer ist, an die Vorgabe im
Buch. Er wihlt das Beispiel der Riegenbildung im Sportunterricht und beginnt seinen
Unterricht wie folgt:

,»30, ich habe euch zunéchst von einem kleinen Problem zu berichten. Thr wiflt, dal unsere Sport-
gruppen immer so ungefdhr 24 Schiiler umfassen. Das Problem, von dem ich euch berichten
mdchte, ist folgendes: Fiir eine ganz bestimmte Turnstunde, in der alles ganz toll und reibungslos
laufen soll, hat der Lehrer vor, 24 Schiiler, 24 Schiiler seiner Sportgruppe, in Riegen aufzuteilen.
Dann wird geklért, was Riegen sind, ndmlich Gruppen, ,,und das Besondere dabei ist, dall die Rie-
gen alle gleich groB3 sein sollen. Also 24 Schiiler hat der Lehrer in seiner Sportgruppe, und daraus
will er gleich grof3e Riegen bilden®, wie der Lehrer fortfiihrt.
Im C-Kurs ist das Einfiihrungsbeispiel an eine konkrete Situation gebunden, die Reali-
tatsndhe wird noch dadurch verstirkt, dal der Lehrer erst einmal ,,unsere groflen Athle-
ten vortreten® 1a6t, um den Begriff der Riege zu kldren. Der Lehrer bleibt dann bei die-
sem konkreten Beispiel; es werden die Moglichkeiten gesucht, wie man die Sportgruppe
einteilen kann. Das Unterrichtsergebnis, das am Ende dieser Einheit an der Tafel steht,
ist immer noch an die Bildung von Riegen gebunden. Dort steht z.B. ,,4 Gruppen mit je
6 Schiilern usw. Es folgt sogar noch eine lingere Ubungsphase, in der die Schiiler alle
Moglichkeiten, eine Klasse mit 28, 30, 32 und 36 Schiilern in Riegen aufzuteilen, su-
chen sollen. Erst dann 16st der Lehrer sich von der konkreten Situation, indem er (&hn-
lich wie im A-Kurs) einen Teil von der Tafel wegwischt, so dal nur noch die Zahlen
librigbleiben. Bis hierhin wurden die auf das Thema bezogenen AuBerungen von Lehrer

und Schiilern fast ausschlieBlich als lebw-AuBerungen codiert.

Zieht man die didaktisch-methodischen Hinweise der ,,Handreichungen* (die sich nur
auf Mallnahmen der Differenzierung beschrinken) als Interpretationsfolie heran, wird
die unterschiedliche Vorgehensweise des Lehrers verstindlich. Hier werden verschie-
dene Differenzierungsaspekte erldutert. So heifit es:

»Von der Motivation her: ... In den unteren Leistungskursen werden Modelle im Vordergrund

stehen. In hoheren Leistungskursen ist auch innermathematische Motivation méglich.* (S.38)™
Wiéhrend im A-Kurs die Schiiler durch ein innermathematisches Problem motiviert
werden konnen, scheint im C-Kurs ein konkretes Beispiel notwendig zu sein. Der Beg-

# Unklar erscheint mir in diesem Zusammenhang allerdings der Begriff ,Modell*. Er ist hier wahrschein-
lich eher im Sinne eines konkreten Beispiels zu interpretieren, anhand dessen Sachverhalte verdeutlicht
werden konnen. Im Sinne der Modellbildung (vgl. 3.1.2.2), womit gerade ein Losldsen von einer be-
stimmten Situation gemeint ist, um gewisse allgemeine Strukturen zu erkennen, wird er hier vermutlich
nicht verwendet.
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riff des Teilers, beziechungsweise die Klidrung des Zusammenhangs zwischen der Zahl
24 und ihren Teilern erfolgt erst nach einer Ubungsphase. Auch diese Unterrichtsphase
unterscheidet sich stark von der entsprechenden im A-Kurs. Sie soll deshalb hier zitiert
werden. Hier tauchen verstarkt die wiss-Sprechakte auf.

Der Lehrer wischt von der Anfangsaufgabe die Worte weg, so daf3 von ,,6 Gruppen mit je 4 Schii-
lern® nur noch die Zahlen 6 und 4 stehenbleiben. Ebenso verfahrt er mit den anderen an der
Tafel festgehaltenen Moglichkeiten, 24 Schiiler in Gruppen einzuteilen.

L  Meine Frage ist ganz einfach...Was haben die Zahlen rechts, die vielen Zahlen rechts mit der
einen groflen Zahl links zu tun?...

S Braucht man blof / braucht man blof ja malzunehmen. ...

L  Lies doch die Zahlen rechts mal vor, die wir da noch stehen ham, ... Pedro.

S 482,6,24,3,12,1

L Danke, machst du mal weiter, Marina.

S 6,3,124,1,8,2,24

L Ja, ... Was ham die Zahlen nun zu tun mit der Zahl 24?

S Wenn man die Zahlen zusammenzieht gibt es 24, oder malnimmt.

L  Kannst du’n Beispiel nennen?

S Ja,4 malé6.

L  Andreas

S Ah, 8 mal 3.

L Ja, wir kdnnen hier also lauter Malzeichen setzten und ... mit einer Maliibung kommt dann

immer 24 raus. Oder man kann auch andersrum sagen, die Zahlen 4,8,2,6,24,3,12,1, und das
ist ein neues Wort fiir euch, sind Teiler von 24. ... Teiler von 24 sind also Zahlen, die man
teilen kann durch 24, durch die man 24 teilen kann. Beispiel, 24 geteilt durch 8 geht auf ...
Und so kann man das eigentlich bei allen Zahlen machen.

Obwohl die lebensweltliche Perspektive verlassen wird und es dhnlich wie im A-Kurs
um Zahlen und ihre Beziehung zueinander geht, lassen sich doch einige Unterschiede
ausmachen. Im Gegensatz zum Unterricht im A-Kurs ist der Weg bis zur Definition
erheblich kiirzer. Begriffe wie Divisor, Divident und Quotient tauchen hier gar nicht
auf. Warum werden diese Begriffe im A-Kurs wiederholt, obwohl sie fiir die Definition
des Teilers gar nicht notwendig sind, wie man an der obigen Unterrichtssequenz sieht?
Inhaltlich ist die Definition jedenfalls identisch. Auch dies kann mit Hilfe der Differen-
zierung erklart werden:

Differenziert werden soll auch ,,nach dem Grad des Verstindnisses von Argumentationen: In den
unteren Leistungskursen muf sich die Einsicht in mathematische Zusammenhénge im handelnden
Umgang mit konkreten Modellen und an figural-anschaulichen Gegebenheiten vollziehen. In den
hoheren Kursen ist zunehmend eine Argumentation auf rein rechnerischer (signitiver) Grundlage
moglich ... Ein weiterer Aspekt ist die Differenzierung ,,nach dem Grade der Formalisierung,
Verbalisierung und Reflexion: In den hdheren Leistungskursen wird iiber die mathematischen
Sachverhalte zunehmend reflektiert. (Handreichungen 1971, S.39)

Einerseits also im C-Kurs die enge Bindung an die konkrete Situation ,Riegenbildung®,
die auch dann noch erhalten bleibt, wenn nur noch Zahlen an der Tafel stehen®. Ande-
rerseits im A-Kurs die ausfiihrliche Begriindung fiir das Sortieren von Zahlen nach ih-

% Mit den Zahlen wird genauso (multiplikativ) operiert, wie zuvor mit der Anzahl der Riegen und der
Anzahl der Schiiler pro Riege.
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ren Teilern und Wiederholung von mathematischen Begriffen. Beides entspricht dem in
den Handreichungen erlduterten Prinzip der Differenzierung in Leistungskurse.

Interessant ist noch ein weiterer Aspekt in dieser Unterrichtssequenz. Nach dem Zu-
sammenhang zwischen den Zahlen gefragt, antworten die Schiiler, man miisse die Zah-
len lediglich miteinander multiplizieren, damit 24 herauskommt. Diese Antwort liegt
auch nahe, denn beim Aufteilen in Riegen (6 Gruppen mit je 4 Schiilern) multipliziert
man 6 mit 4 und erhilt die Anzahl der Schiiler. Der Lehrer wiederholt dann zwar die
Antwort und bestitigt damit die Richtigkeit (,,Wir konnen also hier lauter Malzeichen
setzen®), bei der anschlieBenden Definition des Teilers bedient er sich aber wiederum,
wie im A-Kurs, der Erkldrung tiber die Division. Leicht hitte er den Vorschldgen der
Schiiler folgen kénnen und die (mathematisch korrekte) Definition {iber das Produkt
einfithren konnen. Warum wird hier trotzdem die gleiche Definition wie im A-Kurs
benutzt?

Das Verstdndnis fiir den Begriff des Teilers gehort zum Fundamentum dieser Unter-
richtseinheit. Das Fundamentum ,,umfafit im differenzierenden Unterricht die fiir die
Erreichung des Groblernzieles notwendige Summe von Feinlernzielen, die von allen
Schiilern in unterschiedlicher Weise erreicht werden miissen.* (Grundsatzpapiere 1975,
S.49) Das heif3t aber nichts anderes, als dafl der grundlegende Begriff des Teilers, seine
Definition in beiden Kursen gleich sein muf3, wenn sie auch auf unterschiedliche Art
und Weise erarbeitet wird. Moglicherweise verhindert diese Bedingung im C-Kurs eine
Definition, die der mathematischen Konvention entspricht und auflerdem auch im
Schulbuch so zu finden ist. Dal} es den Schiilern durchaus nicht leichtfallt, diese Defini-
tion anzuwenden und sie eigentlich, wie es das Einflihrungsbeispiel nahelegte, eher an
eine Produktbildung beim Auffinden von Teilern denken, wird auch in der Folgestunde
Ci(2) deutlich. Hier sollen sie Teilermengen bestimmen und gleichzeitig eine Begriin-
dung dafiir angeben, warum eine bestimmte Zahl ein Teiler ist. Immer wieder schlagen
die Schiiler vor, man brauche nur malzunehmen, z.B. die Zahl 1 ist Teiler von 24, weil 1
mal 24 gleich 24 ist, oder 3 ist Teiler von 24, weil 3 mal 8 gleich 24 ist. Der Lehrer be-
steht aber darauf, dafl die Begriindung gemdl der von ihm gegebenen Definition anders
lauten miisse: 3 ist Teiler von 24, weil 24 geteilt durch 3 aufgeht, denn das Ergebnis ist
8. Die Vorgehensweise im A-Kurs, bei der die Definition {iber die Division im Zusam-
menhang mit dem gewéhlten Einstiegsproblem durchaus sinnvoll ist, wird damit auch
fiir den C-Kurs maBgeblich, obwohl hier eine andere Definition ndher gelegen und den
Vorstellungen der Schiiler eher entsprochen hitte.

Bei der Gegeniiberstellung von A- und C-Kurs fillt eine weitere Unterrichtssequenz im
C-Kurs ins Auge, die man als eine offensichtliche Bruchstelle im Unterricht bezeichnen
kann. Sie gehdrt zum ersten Unterrichtsabschnitt, in dem es um das Auffinden aller
Moglichkeiten, die Schiiler einer Klasse in Riegen aufzuteilen, geht. Delfi macht einen
Vorschlag:

Delfi48 Gruppen und je ein Halber.
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L  Ja, und dann? Wie kriegst du die auf die Halfte?

S Schneidest’se durch.

S Dann kommt der Kopf weiter.

S Aber es gibt doch halbe Portionen.

L  der Lehrer kann dann so, gerade so in diese 48 Gruppen aufteilen.

DelfiDas ist vielleicht 'n Fettwanst und das so’n Dinner, und der Diinne is’n Halber.

L  Aber wenn ... die Schiiler erstmal halbiert sind, kann er schlecht mit denen noch turnen, ne?

Der Vorschlag von Delfi, der in die Richtung einer Zahlbereichserweiterung zielt, wird
so zuriickgewiesen. Er pallit nicht ins Beispiel, weil man Menschen nicht teilen kann.
Anders kann der Lehrer mit solchen Situationen im A-Kurs umgehen, in dem von vorn-
herein mit Zahlen gerechnet wird. Folgende Sequenz stammt aus der vierten Stunde des
A-Kurses:

Die Schiiler sollen die jeweils komplementdren Teiler der Zahl 144 finden. Ein Schiiler schlagt
vor: ,,10 und 14 Komma 4. Das stellt der Lehrer kurz zuriick, nimmt den Vorschlag aber wieder
auf. Daraufhin Monika: ,,Wir arbeiten ja nur mit natiirlichen Zahlen.*
Damit ist die Sache mathematisch geklart. Gleichzeitig impliziert diese Begriindung
aber auch, daf3, sobald man nicht mehr nur mit natiirlichen Zahlen arbeite, dieser Vor-
schlag durchaus sinnvoll sein kann. Die Moglichkeit, mit Bruchzahlen zu rechnen wird
im A-Kurs also offen gehalten, wiahrend sie im C-Kurs zuriickgewiesen wird, weil sie
bezogen auf die konkrete Situation keinen Sinn macht.

Der mit den Aspekten der Differenzierung zusammenhéngende unterschiedliche Ein-
stieg in das Thema ist also nicht nur eine andere Mdglichkeit der Einfithrung, die letzt-
endlich zum gleichen Ziel fiihrt, sondern hat auch Konsequenzen fiir den Umgang mit
weitreichenderen Sachverhalten. Die enge Bindung an eine lebensweltliche Situation im
C-Kurs verbietet die Mdglichkeit, auch mit ,Halben‘ zu rechnen und versperrt damit
den Blick auf eine Zahlbereichserweiterung, die im anderen Kurs zumindest moglich
erscheint.

5.1.5 Mathematik im Unterricht

Mit Hilfe des im letzten Kapitel entwickelten Strukturgitters soll in diesem Teil der A-
nalyse untersucht werden, welches Bild von Mathematik als ein Ausschnitt aus der ge-
sellschaftlichen Praxis im Unterricht vermittelt wird. Dazu soll zunichst erldutert wer-
den, welche Bedeutung das Thema ,,Teilbarkeit in der (Schul-) Mathematik besitzt
bzw. besitzen kann, auch in bezug auf die Begriffe des Strukturgitters.

In den traditionellen Lehrplanen wurde dieses Thema nicht gesondert behandelt. Es
wurde in die Behandlung der Bruchrechnung integriert, da Teilbarkeitseigenschaften
der Bestimmung von Hauptnenner und Kiirzungszahlen diente.

,,.Die Teilbarkeitslehre stand im traditionellen Stoffaufbau zwischen dem Rechnen mit natiirlichen
Zahlen und dem Rechnen mit Briichen. Dies hatte einen sachstrukturell vorgegebenen Grund:
Beim Kiirzen von Briichen mufl man in der Lage sein, die Teilbarkeit von Zihler und Nenner
durch die Zahl, mit der gekiirzt werden soll, beurteilen zu kénnen. Demgemél standen die Teil-
barkeitsregeln im Mittelpunkt des Unterrichts, unter Umstidnden dariiber hinaus auch deren ma-
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thematische Begriindung. Insgesamt besall das Stoffgebiet nur untergeordnete Bedeutung.” (Da-

merow 1977, S.233)
Das heildt, ein technischer Aspekt stand hier eindeutig im Vordergrund. Teilbarkeitsre-
geln sollten den Umgang mit den Bruchzahlen vorbereiten, es sollten die notwendigen
Techniken, die fiir das Rechnen mit Bruchzahlen notwendig waren, erarbeitet werden.
Dies énderte sich unter dem EinfluB der Neuen Mathematik. In den auf Grundlage
strukturmathematischer Erkenntnisse reformierten Lehrplinen wurde dieses Thema zu
einem eigenen Gebiet umgestaltet. Die Griinde dafiir sind allerdings weitgehend unklar,
zumindest lassen sie sich nicht aus fachwissenschaftlichen Erneuerungen ableiten.
Denn:

»Weder besitzt die Teilbarkeitslehre eine besondere Bedeutung der Systematik und im begriffli-
chen Aufbau der Strukturmathematik ..., noch wird tiberhaupt die strukturmathematische Neufas-
sung und Verallgemeinerung der Teilbarkeitslehre in die Theorie der ‘Ideale’ zur Grundlage der
inhaltlichen Neubestimmung der Teilbarkeitslehre im Curriculum der Schulmathematik genom-
men. ... Die Aufwertung des Themenkreises ist eine Folge der dominierenden Reformkonzeption,
derzufolge die Modernisierung auf der Grundlage des traditionellen Stoffaufbaus durch Einfiih-
rung neuer Begriffe erfolgen soll. Er behilt die Funktion, auf die Bruchrechnung vorzubereiten,
fungiert nun aber dariiber hinaus noch als ein isolierbares Anwendungsgebiet fiir Mengen- und Re-
lationsbegriffe, wobei allerdings der mathematische Gewinn zweifelhaft ist und der didaktische
Gewinn weitgehend undiskutiert bleibt.” (ebd., S.281f , Hervorhebungen von mir, K.J.)
Es kam also noch ein weiterer Aspekt hinzu: der der Anwendung von Mengen- und
Relationsbegriffen. Dabei handelt es sich natiirlich um innermathematische Anwendun-
gen, die den neuen strukturmathematischen Begriffen Rechnung tragen sollten, ohne
allerdings weiter in die Strukturmathematik einzudringen. Diese traditionellen und neu-
en Ziele finden ihre Entsprechung auch in der didaktischen Konzeption des entspre-
chenden Kapitels im Schulbuch:

,Die Teilbarkeitslehre stellt ein echtes Bindeglied zwischen dem Unterrichtsstoff der 5. und 6.
Klasse dar. Sie wiederholt in vertiefender Weise die Begriffe: Menge, Ober- und Untermenge,
Schnitt- und Vereinigungsmenge, wahre und falsche Aussagen. ... Zugleich stellt die Teilbarkeits-
lehre wichtige Hilfsmittel bereit, die zur Behandlung der Bruchrechnung erforderlich sind: Teiler
und Vielfache, Teilbarkeitseigenschaften, kgV und ggT, Vorbereitung des Operatorbegriffes.
(Lehrerheft zu Mathematik heute 1972, S.6) Auch der Begriff der Relation, der unabhingig von
der Produktbildung gesehen werden soll, wird ausdriicklich als Lernziel formuliert. (vgl. ebd., S.8)
Der Hauptaspekt liegt in der Wiederholung und Vertiefung strukturmathematischer
Begriffe, die Vorbereitung auf die Bruchrechnung erscheint als ein eher zweitrangiges
Lehrziel, das nebenbei verfolgt wird. Damit scheint die Teilbarkeitslehre in erster Linie
den Zweck zu erfiillen, bestimmte Begriffe, die die Schiiler in der Tat bereits kennen
(dies wird zum Beispiel in der Stunde iiber Vielfachenmengen deutlich, vgl. auch S.92),

anzuwenden und zu wiederholen.

Im folgenden soll der Unterricht dieser Unterrichtseinheit den im Strukturgitter entwi-
ckelten Begriffen Modell, System und Uberpriifung gegeniibergestellt werden.

Wir finden keine Hinweise, die die Mathematik in ihrer modellbildenden Funktion her-
ausstellen. Es gibt keine lebensweltlichen Beziige, die auf Modelle einer
auBermathematischen Wirklichkeit hinweisen wiirden. Aber auch innermathematische
Modellbildung findet nicht statt. Moglich wire es zum Beispiel gewesen, den
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dung findet nicht statt. Moglich wire es zum Beispiel gewesen, den Relationsbegriff
(wie die didaktischen Uberlegungen zum Schulbuch, s. S.84, es nahelegen) als ein Mo-
dell fiir die Beziehung ist Teiler von‘ zu behandeln.

Wie verhélt es sich unter diesem Aspekt in der Stunde Ay(1) im C-Kurs? Hier wihlte
der Lehrer den Einstieg in das Thema iiber das Problem der Riegenbildung im Sportun-
terricht. Man kann die Teilermenge als ein Modell fiir die Einteilung in verschieden
grofle Gruppen interpretieren. Es ergibt sich dabei allerdings die Schwierigkeit, daf3 die
trivialen Teiler einer Zahl zur Menge aller Teiler gehdren, es im Sportunterricht aber
wenig Sinn macht, eine ,,Riege* mit der Gesamtzahl der Schiiler bzw. ,,Riegen* mit je
einem Schiiler zu bilden. Die Abbildfunktion des Modells ist dann nicht erfiillt. Im
Schulbuch wird diese Unstimmigkeit zwischen Modell und realer Situation geschickt
umgangen, indem einfach die Situation gedndert wird: Der Lehrer ,.kann aber alle 20
Schiiler in einer Gruppe zusammenfassen oder jeden Schiiler allein iiben lassen.” (Ma-
thematik heute 1971, S.7) Ganz @hnlich argumentiert auch der Lehrer:

,lhr habt schon gemerkt, nicht, das sind 24 Gruppen und jede Gruppe besteht aus einem Schiiler,
das ist eigentlich nur 'ne Mdglichkeit, die man so in Gedanken haben kann, im Sportunterricht
kommt das eigentlich wirklich nicht vor, nicht? .. Aber trotzdem wollen wir das aufnehmen, weil
das ja denkbar ist. ...Gibt es noch andere Mdglichkeiten, wenn sie auch nicht so wahrscheinlich
sind? ... Aber Moglichkeiten, die zumindest denkbar sind.*
Das Modell ist der Situation nicht angemessen, es verallgemeinert zu stark. Diese Prob-
lematik wird aber im Unterricht nicht explizit angesprochen, so daf3 auch hier die Mo-
dellfunktion der Mathematik keinen Raum findet. Das Beispiel der Riegenbildung dient
lediglich zur Motivierung der Schiiler, es ist kein wirkliches Problem, das einer mathe-
matischen Losung bedarf. Da3 der Lehrer im A-Kurs ein ganz anderes Einstiegsprob-
lem (Sortieren von Zahlen) wahlt, ist aulerdem ein Zeichen dafiir, dafl es ihm auch im
C-Kurs nicht um die Modellfunktion der Mathematik geht, sondern er im Sinne der Dif-
ferenzierung ein ,alltidgliches Problem* fiir die Einfiihrung in dieses Thema gewéhlt hat,
das zum gleichen Unterrichtsergebnis wie im A-Kurs fiihren sollte.

Die Unterrichtseinheit ist vor allem durch den Aspekt des Systems geprigt: Zahlen wer-
den geordnet, das Ordnungsprinzip wird definiert, dazu wird auf bekannte Begriffe (Di-
visor, Divident, Quotient) zuriickgegriffen, es werden Mengen gebildet und untersucht
usf. Es werden also bestimmte Eigenschaften von Zahlen festgestellt und definiert, die
dann weiter untersucht und in Sétzen festgehalten werden®. Auch die , Tauschaufgabe:
kann dazu gerechnet werden, denn hier geht es darum, einen allgemeinen Satz aufzu-
stellen fiir das systematische Auffinden aller Teiler einer Zahl.

Den Aspekt der Uberpriifung findet man nur an einer Stelle dieser Unterrichtseinheit,
und zwar in der zweiten Stunde (A(2)), in der es um Vielfache und Vielfachenmengen

% Dies geschieht vor allem in der vierten Stunde dieser Unterrichtseinheit (A(4)). Hier wurde eine
Kreuztabelle erstellt, in der die Zahlen 1 bis 15 wechselseitig auf die Beziehung alb bzw. aVb gepriift
wurden. Daraus wurden anschlieBend bestimmte Eigenschaften der Relationen abgelesen, z.B. ,, ,ist Tei-

1133

ler von* ist die Umkehrung von ,ist Vielfaches von‘*.
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geht. Es ist die Unterrichtssequenz, die bereits in Abschnitt 5.1.2.2 thematisiert wurde.
Hier wurde von den Schiilern der Einwand eingebracht, daB3 7 nicht das Vielfache von 7
sein konne, weil ,Vielfaches® wohl gleichbedeutend mit ,Mehrfaches® sei, 7 aber nur
das ,Einfache von 7 sei. Er wurde zuriickgewiesen mit der Begriindung, daf ,ist Viel-
faches von‘ die Umkehrung sei von ,ist Teiler von‘, und da 7|7 gilt, miisse folglich auch
7V7 gelten. Das heif3t, die Vermutung der Schiiler, da3 ,Vielfaches® erst ab ,Zweifa-
ches‘ sinnvoll sei, wird durch die Forderung nach mathematischer Widerspruchsfreiheit
zurlickgewiesen. Dadurch wird deutlich, da8 mathematische Begriffe eine andere Logik
besitzen konnen als alltdgliche, dal} sie ihre endgiiltige Form und Bedeutung oftmals
erst durch Widerspriiche zu ihren Voraussetzungen erhalten. Allerdings, und auch das
wurde in 5.1.2.2 schon gesagt, mull bezweifelt werden, ob das im Unterricht deutlich
genug herausgestellt wurde. Und es bleibt die einzige Stelle, in der dieser Aspekt zu
erkennen ist.

Somit kann festgehalten werden, da3 Mathematik vor allem unter dem Aspekt des Sys-
tems erscheint, wihrend die Begriffe Modell und Uberpriifung nicht oder nur ansatz-
weise aufgenommen werden.

Im folgenden sollen zwei weitere Stunden zur Analyse herangezogen werden, die in
Abstinden von sechs bzw. zehn Monaten zur ersten Unterrichtseinheit aufgenommen
wurden (im Februar A; und im Juni A4). Beide Unterrichtseinheiten stammen aus dem
A-Kurs. Dabei sollen die Analyseabschnitte nur kurz und insofern bearbeitet werden,
als sie aufschluBireich im Vergleich zur ersten Unterrichtseinheit sind. D.h., es sollen
Gemeinsamkeiten und Unterschiede herausgearbeitet werden, ohne daf} bereits genann-
te Aspekte ausfiihrlich wiederholt wiirden. Die leitende Fragestellung ist hier: Lassen
sich die obigen Feststellungen iiber den Unterrichtsinhalt bei diesem Lehrer und in die-
ser Klasse bei der Betrachtung der folgenden Unterrichtseinheiten bestétigen oder wa-
ren es zufillige Erscheinungen und wenn ja, wie ist das zu erkldren?
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5.2 Die Unterrichtseinheit A3

Es wurden im Februar 1978 drei Stunden im a-Kurs der 6. Klasse bei Lehrer A aufge-
nommen, die zu der Einheit A3 gehoren. In der ersten Stunde dieser Einheit wurde das
Ordnen von Bruchzahlen der Gréfle nach eingeiibt. Die zweite Stunde As3(2), die im
folgenden ausfiihrlich analysiert werden soll, hat als Thema die Multiplikationsregel fiir
Bruchzahlen. Sie ist also als Einfiihrungsstunde zu sehen, da den Schiilern bisher kei-
nerlei Rechenregeln fiir Bruchzahlen bekannt sind. In der dritten Stunde dieser Einheit
wird diese Regel an einigen Beispielen, die auch als Hausaufgabe aufgegeben wurden,
eingeiibt. Fiir die zweite Stunde gibt es ein Lehrer- und ein Schiilerinterview.

5.2.1 Paraphrase zu A;(2)
Thema: Die Multiplikationsregel fiir Bruchzahlen

1. Drei Minuten Kopfrechnen.

1 4 3
2. Multiplikation von Briichen; zwei Beispiele (—-—, —-—).
45916
Der Lehrer schreibt das Ziel der Stunde (Multiplikation von Briichen) an die Tafel und

»zwel Beispiele dazu“. Die Schiiler nennen zwei Ergebnisse fiir die erste Aufgabe:

3 15 . . .
—und— und erldutern ihre Vorgehensweise: ,,der Nenner mal dem anderen Nenner

20

und der Zahler mal dem anderen Zahler” und ,,drei mal fiinf mal eins* im Zahler und
vier mal fiinf im Nenner. Das zweite Ergebnis stoBt auf Widerspruch : ,,Wenn man 3
mal 5 mal 1 nimmt, dann nimmt man den halben Bruch beim ersten und den ganzen
Bruch beim zweiten, das geht ja auch nich’*.

3. Nachpriifen, welches Ergebnis richtig ist; ,,die Briiche nehmen wir als Bruch-

0perat0ren“87.

Ein Schiiler schldgt vor: Ob das Ergebnis stimmt, kann man ,,am besten dadurch nach-
priifen, da3 man da, da ’ne Eingabe nimmt und das ausrechnet”. Als Eingabe schlégt
dann der Lehrer 60 Zentimeter vor, die Briiche sind jetzt als Bruchoperatoren zu lesen:

60 cm <3 01> 9 cm.
4 5
Das Tafelbild wird vom Lehrer erweitert: Auf die rechte Tafelhilfte werden alle Aus-

driicke in Operatorenschreibweise geschrieben, wahrend auf der linken Seite der Tafel
weiterhin Bruchzahlen stehen.

%7 (Bruch-) Operatoren sind Abbildungen (Funktionen) von einem GroBenbereich (z.B. Strecken, Fli-
chen) in sich selbst, die jeder GroBe aus diesem Bereich eindeutig eine Grofle zuordnet. Operatoren kon-
nen miteinander verkniipft werden und sind beziiglich dieser Verkniipfung abgeschlossen. Die Menge der
Bruchoperatoren ist bzgl. dieser Verkniipfung kommutativ, assoziativ, sie besitzt ein neutrales Element
und zu jedem Element existiert ein inverses Element. Sie bildet somit eine kommutative Gruppe. Vgl.
Padberg (1978).
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3 15
4. Zwischenthema: ,, Zund% is’ genau das Gleiche®.

Diesen Einwand bringt ein Schiiler ein. Nachdem geklart ist, dal diese beiden Briiche
tatsichlich gleich sind, begriindet ein Schiiler, warum das so sein muf}: ,,Is” doch ganz

klar. Wenn, weil se da, da % nur mal 5 genommen haben. ... Hétten Sie ja tatsdchlich

gleich mal 5 nehmen kénnen.*

5. Der Zusammenhang zwischen der Darstellung als Bruchoperatoren und der
Multiplikation von Briichen.

Die Schreibweise als Operatoren (Verkettet- statt Malzeichen) ist ,,praktisch nichts an-
deres als unsere Anfangsaufgabe“. Der Lehrer erinnert an den Umgang mit verketteten
Streckoperatoren, und ,,auch in diesem Fall suchen wir jetzt einen Operator, einen ein-
zigen, der das Gleiche liefert, dh leistet, wie die beiden zusammen. ... oder die beiden

miteinander verkettet*. Die Schiilerantwort: der Operator % leistet das Gleiche wie

%o%. Der Lehrer falit zusammen: ,,Ja, es scheint sich zu bestétigen, da3 diese Antwort
richtig ist und die falsch ist®.

6. Eine mathematische Begriindung fiir die Regel ,,Zihler mal Zihler und Nenner
mal Nenner®.

Die Bruchoperatoren werden zunéchst in Streck- und Stauchoperatoren zerlegt. Es soll
bewiesen werden, daBl 3040105=3020. 3040105 kann man auch schreiben als
3010405, ,,Nach dem Kommutativgesetz ist das also moglich®. Zusammengefalit ist das
dann ,,Streckoperator 3 mal 1, verkettet mit Stauchoperator ... 4 mal 5%, also Streckope-
rator 3 verkettet mit Stauchoperator 20, und das ist ,,der Bruchoperator 3/20%. ,,Aus der
Behauptung is’ jetzt eine Regel geworden®.

7. Beispielaufgaben

8. Wenn Briiche multipliziert werden, kann es vorkommen, daf} das Produkt klei-
ner ist als die Faktoren.

Der Lehrer macht auf diese Tatsache aufmerksam: ,,Hat jemand jetzt auf die Schnelle
'ne Idee, wieso das so ist? Die Schiiler vermuten, dal} das hier Zufall ist. Es soll aber
an dieser Stelle nicht geklart werden ,,ich wollt’ auch nur darauf aufmerksam machen,
dal} sowas vorkommen kann, nicht dafl man dann liberrascht ist®.

5.2.2 Das im Unterricht erscheinende Wissen

5.2.2.1 Herkunft und Geltung des Wissens

Wie in der ersten Unterrichtseinheit wird das Schulbuch nur als Aufgabensammlung fiir
die Hausaufgaben benutzt. Selbst die Ubungsbeispiele in der Stunde entstammen nicht
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dem Schulbuch. Im Buch wird die Multiplikationsregel fiir Bruchzahlen ebenfalls unter
Riickgriff auf Verkettung von Operatoren eingefiihrt. Allerdings wird hier auf einen
Beweis verzichtet. Es handelt sich hier eher um ein Plausibel-Machen der Regel, indem,
dhnlich wie im Unterricht, die Operatoren auf Eingaben angewendet werden und die
Ausgaben verglichen werden (in diesem Fall werden Flichen von Rechtecken be-
nutzt).*® Die Lernziele dieses Abschnitts sind weiterhin eng mit der Berechnung des
Flacheninhalts eines Rechtecks, ,,dessen Seitenldngen mit Hilfe von Bruchzahlen be-
schrieben sind“ (Lehrerheft 1972, S.48), verkniipft. Die allgemeineren Lernziele zur
Multiplikation von Bruchzahlen lassen sich allerdings auch in diesem Unterricht erken-
nen: ,,Anerkennen, dal man die Verkettung von Bruchoperatoren (Bruchzahlen) als
Multiplikation auffassen kann* und ,,Bruchzahlen multiplizieren.” (ebd.). Eine Begriin-
dung fiir die gefundene Regel wird allerdings nicht verlangt. Lediglich im Nachhinein
und als Zusatzstoff gekennzeichnet findet sich im Buch der Hinweis, da3 die Multipli-
kation von Bruchzahlen als Verkettung von Bruchoperatoren zu verstehen ist und daher
die gleichen Eigenschaften wie die Verkettung besitzt, ndmlich unter anderem Kommu-
tativitdt und Assoziativitit (vgl. Mathematik heute 1971, S.122). Diese Eigenschaften
werden im Unterricht beim Beweis der Regel bereits benutzt. Der Unterricht geht inso-
fern tiber die Lernziele des Schulbuches hinaus, als anschliefend an die Begriindung
durch Ein- und Ausgabe ein mathematischer Beweis folgt, der auf die bekannten Eigen-
schaften der Verkettung von Operatoren zuriickgreift.

Im Vergleich zur ersten Unterrichtseinheit ergeben sich einige Gemeinsamkeiten im
Umgang mit dem Schulbuch, aber auch Unterschiede. Gemeinsam ist in beiden Unter-
richtsstunden, dal der Lehrer seinen Unterricht recht unabhéngig vom Buch gestaltet.
Das Buch wird nur als Quelle fiir Ubungs- bzw. Hausaufgaben benutzt. Die Lernziele
und das Prinzip, auf Operatoren zuriickzugreifen, stimmen mit den Intentionen des
Schulbuches im allgemeinen iiberein. Wéhrend allerdings in den August-Stunden das
im Unterricht erscheinende Wissen gegeniiber dem im Schulbuch angebotenen Wissen
eher eingeschrinkt ist (vgl. 5.1.2.1), geht der Lehrer jetzt dariiber hinaus. Die ,,etwas
mathematischere Begriindung® (6. Unterrichtsabschnitt), der Beweis der Regel, ist im
Schulbuch nicht vorgesehen.

Woher kommt das Wissen, wenn nicht aus dem Schulbuch? Und wer verbiirgt die Gel-
tung dafiir? Erste Hinweise auf Unterschiede zur August-Stunde (A;(1)) geben die fol-
genden Vergleichsdiagramme. Aufgenommen wurden nur fortfithrende und reagierende
(Schiiler) bzw. auffordernde und fortfithrende (Lehrer) Sprechakte:

¥ vgl. Mathematik heute 1971, S.117ff
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Abbildung 9: Vergleich von Schiiler-Sprechakten in A;(1) und A3(2) in Prozent
bezogen auf die Schiiler-Sprechakte insgesamt
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Abbildung 10: Vergleich von Lehrer-Sprechakten in Aj(1) und As3(2) in Prozent
bezogen auf die Lehrer-Sprechakte insgesamt

Bei den Schiilern liegt der groBte Unterschied in den reagierenden wiss-AuBerungen (ca.
10% mehr in A3(2)). Beim Lehrer fallen vor allem die Unterschiede bei den
auffordernden wiss-AuBerungen (ca. 8% mehr in A3(2)) und den fortfiihrenden lern-
AuBerungen (fast 10% weniger in Aj(2)) auf. Dies ldBt folgende Schliisse zu, die
inhaltlich am Verlauf der Stunde belegt werden:

Stiarker noch als in der ersten Unterrichtsstunde setzt sich das Vorwissen, das die
Schiiler in den Unterricht einbringen, aus Schulwissen zusammen. Zu Anfang der
Stunde setzt der Lehrer das Thema fest: Die Aufgabe 3/4 mal 1/5 steht im Raum und
soll gelost werden. Die anschlieBenden AuBerungen der Schiiler (mdgliche Ergebnisse
und wie sie
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darauf gekommen sind, schlieBlich der Vorschlag, man konnte das ,,am besten dadurch
nachpriifen, da3 man da, da ne Eingabe nimmt und das ausrechnet®) sind recht eindeu-
tig einem Wissen zuzuordnen, das aus vorherigem Unterricht stammt. Wie schon in A;
tauchen auch hier keine lebensweltlichen AuBerungen auf. Das Vorwissen der Schiiler
beeinflufit auBerdem entscheidend den Unterrichtsverlauf. Denn der Riickgriff auf
Streck- und Stauchmaschinen war vom Lehrer nicht unbedingt geplant, wie er im an-
schlieBenden Interview bemerkt:

,,Z.B die ganze Sache mit der Maschine hétte von mir aus {iberhaupt nicht zu erscheinen brauchen,

flir mich war nur wichtig, was rechts auf der Tafel war, die verketteten Operatoren. Das Ausei-

nanderpunkten in Streck- und Stauchoperatoren usw., das war fiir mich wichtig. Auf die Maschi-

nen hitte ich auch verzichten kdnnen.*
Der Lehrer geht also auf die Vorschldge der Schiiler ein und lenkt das Unterrichtsge-
sprach dann in die vorgegebene Richtung. Damit erscheint analog zur ersten Stunde und
noch deutlicher das Sachwissen des Lehrers meist nur indirekt, indem er Aussagen der
Schiiler bestdtigt (FORT /lern) oder durch gezielte Fragen den Unterricht auf ein be-
stimmtes Ziel hinlenkt (AUFF wiss). Fortfiihrende wiss-AuBerungen, hinter denen sich
vom Lehrer direkt in den Unterricht eingebrachtes Wissen verbergen kann, findet man
in A3(2) zwar hiufiger als in A;(1), sie sind bei genauerem Hinsehen jedoch nur Zu-
sammenfassungen von Unterrichts(-teil)ergebnissen, in denen er sich auf Antworten der
Schiiler bezieht.

Bei der Frage nach der Geltung des Wissens ergibt sich allerdings ein entscheidender
Unterschied. Darauf weisen der geringere Anteil von fortfiihrenden lern-AuBerungen
des Lehrers und der gro3e Anteil von autf Wissenschaft bezogenen Sprechakten insge-
samt (ca. 60%) hin. Durch eine inhaltliche Betrachtung wird der Unterschied sichtbar:
War es in den August-Stunden (A)) in erster Linie der Lehrer, der die Geltung aufgrund
seiner padagogischen Autoritét verbiirgte, indem er die Vorschldge der Schiiler als rich-
tig legitimierte und an einigen, aber entscheidenden Stellen sein Wissen direkt in den
Unterricht einbrachte, so beruft er sich hier viel deutlicher auf die Wissenschaft Ma-
thematik als die Geltung verbiirgende Instanz. Der Verlauf der Stunde soll vor diesem
Hintergrund noch einmal betrachtet werden:

Zu Beginn steht die erwdhnte Aufgabe, worauthin die Schiiler zu zwei unterschiedli-
chen Ergebnissen kommen.
Lehrer: ,, ...wir miiiten jetzt versuchen herauszufinden, welche Vermutung sich als richtig erwei-
sen wird.*
Die Schiiler beschreiben zunédchst den Rechenweg, der auf die Ergebnisse gefiihrt hat.
Dann kommt der Vorschlag von Stefan, eine Eingabe zu nehmen und die Briiche als
Bruchoperatoren zu verwenden. Es wird gezeigt, dal 3/20 das gleiche leistet wie 3/4
verkettet mit 1/5.

Lehrer: ,,...es scheint sich zu bestitigen, dal} diese Antwort richtig ist ... dadurch, daB es jetzt bei
diesem Beispiel mal geklappt hat, mein ich, 148t sich das noch nich’ ganz so ohne weiteres fiir
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immer, fiir alle Félle behaupten, und deswegen meine ich, sollten wir versuchen, 'ne etwas ma-
thematischere Losung zu finden.*
Erst der anschlieBende Beweis, bei dem auf die bekannten Eigenschaften der Operato-
ren zuriickgegriffen wird, bringt die endgiiltige Bestéitigung fiir die vermutete Regel
bzw. fiir die Richtigkeit des Ergebnisses. Der Lehrer fafit dann zusammen:
,»Ja, genau in dieser Zeile wird deutlich, was wir vorher als Behauptung aufgestellt hatten, Zahler
mal Zdhler und Nenner mal Nenner, und aus der Behauptung ist jetzt 'ne Regel geworden.
Das entscheidende Unterrichtsergebnis erhdlt seine Geltung ausdriicklich durch den
mathematischen Beweis. Damit ist die Instanz, die fiir die Geltung beansprucht wird,
eindeutig die Wissenschaft Mathematik. Dies ist ein wichtiger Unterschied zur ersten
Unterrichtsstunde, der auch fiir die folgenden Interpretationen von Bedeutung sein wird.

5222 Offnung des Wissens

Wie in der zuvor analysierten Unterrichtsstunde tauchen auch hier so gut wie keine
Bruchstellen auf, der Unterricht verlduft reibungslos. Auch im Schiilerinterview lassen
sich keine Hinweise auf mogliche Interpretationsdifferenzen feststellen. Im Gegenteil:
Die fiir den Beweis wohl wichtigste Einsicht, dal Bruchoperatoren etwas anderes sind
als Bruchzahlen, scheint fiir die Schiiler scheinbar ganz einleuchtend zu sein. So sagt
ein Schiiler im Interview:

»Naja, das is’ eigentlich wie ... ein Begriff; wie, zwei Worter fiir einen Begriff sozusagen. Brii-
che, also das gibt es ja, %, das wird ja auch anders angewendet, nicht nur im Mathematischen. ...
Und mit Bruchoperator will man sagen, dal} es also aus Operatoren besteht und dal es jetzt aber

LT3

auch ’n Bruch is’.

Fiir diesen Schiiler scheint der Unterschied zwischen den beiden Begriffen darin zu be-
stehen, daB3 die Bruchzahlen in der Alltagswelt zu finden sind und die Bruchoperatoren
eher mathematische Gebilde, die fiir die Zahlen einen Erklarungswert besitzen. Obwohl
angemerkt werden muf3, daf3 dieser Schiiler den Sachverhalt am klarsten ausdriickt, und
eine andere Schiilerin den Unterschied im Unterricht nicht bemerkt hat, sind sich die
ibrigen am Interview beteiligten Schiiler doch darin einig, dafl die Teilung in Bruchzah-
len und -operatoren sinnvoll und notwendig war, um die Regel zu beweisen.”

Einerseits kann diese Tatsache als ein Indiz dafiir gedeutet werden, dal Lehrer und
Schiiler die verbindlich gemachten Geltungsanspriiche teilen und deshalb keine unter-
schiedlichen Interpretationen aufeinandertreffen, die eine Aushandlung notig machen.
In der ersten Analyse (5.1) wurden verschiedene mogliche Interpretationen dieses
Sachverhalts angegeben, die dieser Deutung zumindest kritisch gegeniiberstanden. Eine

% DaB hier keine dhnlichen Schwierigkeiten wie in A; auftauchen, in der die Interpretationsdifferenz aus
einem Widerspruch zwischen alltédglichem und mathematischem Sprachgebrauch resultierte, liegt vermut-
lich an der — auch durch den Gebrauch von zwei Tafelhilften visualisierten — Diskrepanz des Operato-
renbegriffs zur Wirklichkeit. Wenn die Schiiler den Begriff des Operators, den sie im iibrigen schon
lange aus vorherigen Stunden kennen, als einen rein mathematischen Begriff interpretieren, der bestimm-
te Aufgaben erfiillt (strecken und stauchen von Groéfen), letztlich aber ein abstraktes Gebilde ist, konnen
keine Widerspriiche mit alltdglichen Begriffsinterpretationen auftauchen. Der Begriff ,,Operator* existiert
in ihrer Alltagswelt gar nicht — anders als der Begriff ,,Vielfache” zum Beispiel (vgl. 5.1.2.2).
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bezog sich auf die Identifizierung des von Voigt festgestellten Erarbeitungsprozef3-
musters (vgl. 3.2). Auch der Verlauf dieser Stunde entspricht stark diesem ProzeB-
muster. So konnte man den reibungslosen Verlauf auch hier so verstehen, dal3 er eben
Bedingung fiir die erfolgreiche Erarbeitung des Themas nach diesem Muster ist, das von
Schiilern wie vom Lehrer stark verinnerlicht ist.

Andererseits wurde oben festgestellt, daB3 in dieser Stunde im Gegensatz zur ersten es
nicht allein der Lehrer ist, der die Geltung des Wissens verbiirgt, sondern vor allem die
Mathematik an sich, der mathematische Beweis und das logische SchluBlfolgern, das er
mit sich bringt. Diese innere Logik ist fiir jeden (wenigstens prinzipiell) nachvollzieh-
bar und erzeugt von daher wahrscheinlich weniger Widerstdnde. Somit konnte das Feh-
len von Bruchstellen in dieser Stunde tatsdchlich so gedeutet werden, daf3 es keine sich
widersprechenden Interpretationen gibt, die eine Aushandlung iiber die Geltung ndtig
machten. Oder anders ausgedriickt: Die Aushandlung von unterschiedlichen Interpreta-
tionen, wie sie sich z.B. in den zwei verschiedenen Ergebnissen zu Anfang der Stunde
ausdriicken, erfolgt durch mathematisch-logische Schluf3folgerungen, die keinen Wider-
spruch erzeugen. Insofern konnte man die ganze Stunde auch als Aushandlung und
schlieBliche Einigung auf eine Interpretation, ndmlich die richtige Regel fiir die Multi-
plikation, deuten.

Gleichzeitig wird durch die mathematische Begriindung der Konstruktionscharakter des
im Unterricht erscheinenden Wissens deutlich. Den Schiilern wird die Mdglichkeit ge-
geben, die Multiplikation auf Bekanntes zuriickzufiihren und dadurch zu begriinden,
und das heilt, die Herkunft des Wissens nachzuvollziehen. Natiirlich bezieht sich der
Beweis nur auf die innermathematische Begriindung. Warum, und das wére eine weiter-
fiihrende Frage, tiberhaupt das Thema ,,Multiplikation von Bruchzahlen* im Unterricht
erscheint, wird nicht gesagt, das setzt der Lehrer fest und wird auch an keiner Stelle in
Frage gestellt. Ob dies im Nachhinein oder eventuell schon in den vorherigen Stunden
beantwortet wurde, mull hier offenbleiben. Es bleibt aber festzuhalten, daf} hier der
Konstruktionscharakter des verbindlich gemachten Wissens um einiges deutlicher wird
und daf} die Schiiler die Geltung des Wissens begriinden kdnnen. Somit kann abschlie-
Bend gesagt werden, dal der Grad an Reflexivitdt in dieser Unterrichtsstunde hdher ist
als in A;.

5.2.3 Die Didaktik des Lehrers

Auch wenn wir die Didaktik des Lehrers betrachten, ergeben sich in diesem Unterricht
Unterschiede zum vorherigen. Im entsprechenden Analyseabschnitt der ersten Unter-
richtseinheit wurde vermutet, dafl der Lehrer sich in einem Konflikt befindet, der daraus
resultiert, dafl er einerseits bestimmte Anspriiche an einen guten Unterricht hat (offener
Unterricht), anderseits den Unterricht stark lenken muf3, um sein Unterrichtsziel zu er-
reichen. Dies filihrte dazu, dal3 er seine padagogische Autoritit nicht offensichtlich ma-
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chen konnte und sie dennoch einsetzte.” Jetzt ergibt sich ein anderes Bild: Die Autori-
tit des Lehrers kommt klar zum Vorschein. Er gibt das Thema der Stunde vor, ohne ein
scheinbares Problem zur Motivierung zu suchen, er bestimmt also ganz klar, was ge-
macht werden soll und gibt das Ziel der Stunde gleich zu Anfang vor. Nachdem der
Vorschlag mit der Eingabe gefallen ist, lenkt er das Unterrichtsgespréch stark in diese
Richtung weiter. SchlieBlich die ,,etwas mathematischere Begriindung*: ,,Und dazu
mein Vorschlag, da3 wir vielleicht hier noch mal ansetzen ...*, wie der Lehrer diesen
Unterrichtsabschnitt einleitet.

Gleichzeitig ist der Unterricht insofern ,,offen*, als der Weg iiber den Eingabe- Ausga-
be-Vergleich von einem Schiiler vorgeschlagen wurde, und der Lehrer den spezifischen
Unterrichtsverlauf nicht unbedingt so geplant hatte. Auflerdem entspricht der Beweis
seiner Vorstellung von einem guten Unterricht, in dem die Schiiler einer logischen
SchluBfolgerung mehr trauen sollen, als seiner Bestdtigung (s. Interviewzitate S. 97).
Der Konflikt der ersten Stunde wird hier nicht sichtbar oder ist vielleicht gar nicht vor-
handen.

Dieser Unterschied zur ersten Unterrichtseinheit liegt vermutlich darin begriindet, daf3
es hier tatsdchlich etwas zu erarbeiten gibt. In der ersten Stunde handelte es sich um
eine Definition, die lediglich plausibel gemacht werden konnte, die aber schlieBlich
vom Lehrer vorgegeben werden mulite. Bei der Erarbeitung der Multiplikationsregel
allerdings konnten die Schiiler beteiligt werden, sie konnten maf3gebliche Beitrige zum
Unterricht leisten, die auch thematisch weiterfiihrten. Sein Anspruch konnte hier reali-
siert werden, wihrend thm in der August-Stunde vom Thema her Grenzen gesetzt wa-
ren. Der Sinn des Themas muf} hier nicht kiinstlich legitimiert werden, sondern ergibt
sich von selbst, weil man eben wissen will oder muf}, wie man zwei Bruchzahlen mit-
einander multipliziert.

5.2.4 Das Fach und die Schule

Wie in A; ergeben sich auch hier keine Widerspriiche zu den Richtlinien. Der Unter-
richt steht in Einklang sowohl mit den allgemeinen als auch den speziellen Lernzielen.
Die Stunde ist dem Lernziel ,,Die Multiplikation von Bruchzahlen an einem Modell
beschreiben.“ (Rahmenrichtlinien 1978, S.54) zuzuordnen. Weder in den Rahmenricht-
linien noch in den Vorldufigen Handreichungen wird allerdings festgelegt, welches
Modell herangezogen werden soll. Der Riickgriff auf das Operatoren-Modell ist daher
vermutlich auf das verwendete Schulbuch (Mathematik heute, 1971) zuriickzufiihren
(vgl. S. 110).

% Einem MiBverstindnis soll hier vorgebeugt werden: DaB ein Lehrer padagogische Autoritit einsetzt,
um ein Unterrichtsziel zu verfolgen, soll keineswegs negativ verstanden werden. Es liegt vielmehr in der
Natur der Sache. Der Lehrer ist per definitionem mit paddagogischer Autoritét ausgestattet. Wenn kritisiert
wird, dann mii3te die Kritik dort ansetzen, wo diese nicht sichtbar wird und wo durch sie Geltung ver-
biirgt wird, ohne dal3 es den Schiilern bewuf3t werden kann.
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5.2.5 Mathematik im Unterricht

Im Gegensatz zu A; kommt in diesem Unterricht der Aspekt des Modells ganz aus-
driicklich zur Sprache: Die Bruchzahlen werden iibertragen auf das Modell der Bruch-
operatoren, mit deren Hilfe dann die Rechenregel fiir die Multiplikation von Bruchzah-
len bewiesen wird. Die Ubertragung wird im Unterricht deutlich herausgestellt, indem
auf zwei Tafelhélften operiert wird: auf der einen Seite stehen die Bruchzahlen, auf der
anderen die Operatoren, die nicht multipliziert, sondern verkniipft werden. Es handelt
sich allerdings um eine rein innermathematische Modellierung, ein Zusammenhang mit
der auflermathematischen Wirklichkeit wird nicht hergestellt.

Ebenfalls kommt die Mathematik als ein System zur Sprache: Es wird eine Regel, ein
Satz gesucht und auf seine Richtigkeit untersucht und bewiesen. Dazu wird der Sach-
verhalt in einen groBeren Zusammenhang (Operatoren, die gleichzeitig als Modell fun-
gieren) eingeordnet und anschlieBend zuriickiibertragen. Damit erscheint der Satz nicht
losgelost, sondern kann interpretiert werden im Zusammenhang mit dem System der
(bekannten) Operatoren.

SchlieBlich wird auch der Aspekt der Uberpriifung, wenn auch eher implizit, angespro-
chen: Zu Anfang der Stunde stehen sich zwei Vermutungen gegeniiber. Der Beweis mit
Hilfe der Operatoren zeigt, daB3 nur eine Moglichkeit die richtige sein kann, die andere
wird dadurch widerlegt. Es findet sich auch ein direkter Widerspruch zur anfanglichen
falschen Losung. Ein Schiiler merkt an, da3 15/20 das Gleiche ist wie 3/4 (vgl. 4. Unter-
richtsabschnitt). Das wird zwar vom Lehrer aufgenommen und als richtig legitimiert,
allerdings nicht als Widerspruch zur urspriinglichen Vermutung interpretiert. Damit
hitte man die Losung 15/20 bereits ausschlieen konnen.

Zusammenfassend kann man festhalten, daB3 in dieser Stunde alle Aspekte der Mathe-
matik mehr oder weniger explizit aufzufinden sind. Allerdings finden sich auch hier
keinerlei Beziige zur auBermathematischen Wirklichkeit. Innermathematisch jedoch
haben die Schiiler die Moglichkeit, wichtige Funktionen und Eigenschaften der Mathe-
matik zu erkennen.
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5.3 Die Unterrichtseinheit A,

Die drei Stunden der Unterrichtseinheit A4 wurde im Juni 1978 aufgenommen, also ge-
gen Ende des Schuljahres in der 6. Klasse des A-Kurses bei Lehrer A. Thematisch geht
es in diesen Stunden um Dezimalbriiche: Umwandlung von Dezimalbriichen in gewdhn-
liche Briiche (1. Stunde), Umwandlung von Bruchzahlen in Dezimalbriiche (2. Stunde,
die im folgenden ausfiihrlich analysiert wird) und Voraussetzungen fiir die Umwand-
lung von Bruchzahlen in Dezimalbriiche (3. Stunde). Nach der 2. Stunde wurde ein In-
terview mit dem Lehrer durchgefiihrt.

5.3.1 Paraphrase zu A4(2)
Thema: Umwandlung einer Bruchzahl in einen Dezimalbruch
1. Kontrolle der Hausaufgaben.

Mathematik heute, S.192, Aufg. 6a): Umwandlung von Dezimalbriichen in Bruchzah-
len, die in mehreren Schritten so weit wie mdglich gekiirzt werden sollen.

2. Wiederholung: Die Bedeutung der einzelnen Stellen bei einem Dezimalbruch.
3. Umwandeln von Bruchzahlen in Dezimalbriiche.

An der Tafel steht bereits die Aufgabe: 4/25 = ?. Astrid nennt sofort das Ergebnis: 0,16.
Darauthin wird das Ergebnis von den Schiilern begriindet (ohne dafl der Lehrer eine
entsprechende Frage stellt): Man muf3 den Bruch so erweitern, dafl im Nenner 100 steht,
in diesem Fall mit 4. Auf die richtige Antwort von Astrid geht der Lehrer zunéchst nicht
weiter ein, er stellt zusammenfassend und verallgemeinernd fest, dal man eine Bruch-
zahl so erweitern miisse, dafl im Nenner eine Zehnerpotenz steht, d.h. 4/25 wird im ers-
ten Schritt auf 16/100 erweitert.

4. Eine Begriindung fiir 16/100 = 0,16.

Der Lehrer fiihrt fort: ,,So, und jetzt ... der ndchste Schritt: Zwei Stellen haben wir hier,
irgendwo kommt 'nen Komma hin, das wissen wir schon, weil’s ... 'nen Dezimalbruch
werden soll ... Jetzt fehlt nur noch 'ne Begriindung® fiir den richtigen ,,Vorschlag®
0,16. Als erstes wird von einem Schiiler gesagt, da3 eine Null vor dem Komma stehen
mul, weil der Bruch 16/100 ,,kein Ganzes* enthélt. ,,Aber das heifit ja nun nicht, dal3 es
0,16 sein muB, es konnte ja auch 0,016 sein* fiihrt der Lehrer das Gesprich fort. Eine
Schiilerin verweist auf das, was Petra gestern gesagt hat: dafl die Anzahl der Stellen
nach dem Komma gleich der Anzahl der Nullen im Nenner sei. Diese Begriindung
reicht noch nicht aus, denn Petra hat das ,,aus einer ganz bestimmten Uberlegung her-
aus‘ gesagt, wie der Lehrer anfiihrt. Er mochte ,,noch einen Zwischenschritt machen, so
daB ... die 16 praktisch zerlegt wird, ... daB3 im Zihler jeweils nur eine Ziffer steht®.
Darauthin antworten die Schiiler: 16/100 kann man in 10/100 und 6/100 zerlegen, die
10/100 kann man kiirzen zu 1/10. Jetzt kann die 1 und die 6 in die Stellentafel einge-
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ordnet werden (was im Unterricht nicht explizit gemacht wird, ,,ihr habt diese Stellenta-
fel noch vor Augen®), und daraus kann die Zahl 0,16 abgelesen werden (0 Einer, 1
Zehntel, 6 Hundertstel).

5. Ubung

Der Bruch 3/500 wird gemeinsam in einen Dezimalbruch umgewandelt, wobei zur Be-
griindung die Stellentafel herangezogen wird, vom Lehrer aber auch noch einmal expli-
zit auf die Regel von Petra (s.0.) hingewiesen wird. Der zweite Bruch (17/40) wird nur
noch mit Hilfe dieser Regel umgewandelt. Die Hausaufgabe (S.192, 5b)) wird noch in
der Stunde begonnen und soll zu Hause beendet werden.

5.3.2 Das im Unterricht erscheinende Wissen

5.3.2.1 Herkunft und Geltung des Wissens

Auch hier soll zunéchst ein Vergleich mit den beiden zuvor analysierten Stunden einen
ersten Einblick in Unterschiede und Gemeinsamkeiten verschaffen. Aufgenommen wur-
den wiederum nur die fiir die Konstitution des Wissens relevanten Merkmale bei Schii-
lern und Lehrer aus A;(1), A3(2) und A4(2).
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Abbildung 11: Vergleich der Schiiler-Sprechakte in A;(1), A3(2) und A4(2) in Prozent bezogen
auf die Schiiler-Sprechakte insgesamt
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Abbildung 12: Vergleich der Lehrer-Sprechakte in A;(1), A3(2) und A4(2) in Prozent bezogen
auf die Lehrer-Sprechakte insgesamt

Die Unterschiede, die im Vergleich von A3(2) zu A;(1) festgestellt wurden, zeigen sich
hier noch deutlicher’'. Demzufolge ergeben sich im Vergleich zu A3(2) sehr viele Ge-
meinsamkeiten und ganz dhnliche Unterschiede zu A;(1).

Auch in dieser Stunde konstituiert sich das Wissen im Unterricht vor allem aus dem
Vorwissen der Schiiler. Das Schulbuch jedenfalls wird erneut nur als Aufgabensamm-
lung benutzt. Und nur an ganz wenigen Stellen erscheint das Sachwissen des Lehrers
direkt im Unterricht. Das Vorwissen der Schiiler ist wie in A3(2) recht eindeutig einem
Schulwissen zuzuordnen (fast 80% aller Schiiler-Sprechakte sind reagierende wiss-
AuBerungen), es stammt vor allem aus der vorangegangenen Stunde, in der das Um-
wandeln von Dezimalbriichen in gewo6hnliche Briiche anhand einer Stellentafel erarbei-
tet und gelibt wurde.

Eine weitere Ahnlichkeit zur Februar-Stunde: Die Geltung verbiirgt wiederum ganz
ausdriicklich die Wissenschaft Mathematik. Dies wird unter anderem an einer Stelle
ganz offensichtlich, wo sich ein Schiiler bei der Begriindung des Ergebnisses 0,16 auf
die Aussage von Petra aus der letzten Stunde beruft. Daraufhin der Lehrer:
»Wenn wir jetzt wiiiten, dafl Petra in allen Dingen, die Mathematik betreffen recht hat, dann
konnten wir jetzt weitermachen, nicht, dann wér das Problem erledigt.*
Also nicht irgendeine Person steht fiir die Geltung ein, sondern erst der widerspruchslo-
se mathematische Beweis. Explizit stellt der Lehrer die Geltung verbiirgende Instanz
(die Schiilerin) in Frage und beruft sich auf eine hohere Autoritit: die Mathematik.

°! Eine Ausnahme bilden die auffordernden uorg-AuBerungen des Lehrers. Sie bilden aber wie in allen
Stunden die haufigste Kategorie, ein Zeichen dafiir, dal der Lehrer den Unterricht durchweg eher organi-
siert, als inhaltlich relevante Hinweise zu geben.
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53.2.2 Offnung des Wissens

Auch in dieser Stunde lassen sich keine Bruchstellen im Unterricht identifizieren. Zum
einen wird auch hier das Erarbeitungsprozemuster deutlich sichtbar, zum anderen kon-
nen vom Thema her wenig Widerspriiche auftreten, da die logische Schluf3folgerung so
etwas zum groflen Teil ausschlieBt. D.h. man kann die Tatsache, dal} offensichtlich kei-
ne Bruchstellen im Unterricht auftauchen, ganz dhnlich interpretieren, wie oben in der
Februar- Stunde (A3). Die Frage nach der Offnung des Wissens kann daher nicht ein-

deutig beantwortet werden®”.

5.3.3 Die Didaktik des Lehrers

In dieser Stunde fillt eine Tatsache auf, die eventuell auf die in den obigen Analysen
dargestellte Einstellung des Lehrers zuriickzufiihren ist. Schaut man sich das Unter-
richtsergebnis an, das am Ende der Stunde an der Tafel steht, ( 4/25 = 16/100 = 10/100
+6/100 =1/10 + 6/100 = 0,16 ) und verfolgt den Weg bis dahin, so stellt man fest, daf3
die entscheidenden Beweisschritte schon sehr frith von einigen Schiilern genannt wer-
den. Z.B. Henning:

,und also, es sind nur 16/100 da. Und wenn man jetzt die Ziffer, also die Zehntel, das dadriiber
schreiben konnte, is’ also 1/10 und 6/100, gleich 16/100. Wie der Bruch da auch steht, wie wir das
da jetzt als Dezimalstelle haben.*

Und wenig spiter Susi:

»Wenn man jetzt also wieder hinterm Komma in Zehner, Hunderter, Tausender usw. einteilen

wiirde, dann steht hier 16/100, das erkennt man doch schon. Also miissen, dh, ein Zehner und

6/100 eben sein hinterm Komma.*
Auch wenn Susi hier scheinbar Zehner mit Zehntel verwechselt, der Hinweis auf die
Stellentafel ist korrekt, und auch von Henning wird sie implizit angesprochen. Dies ist
genau das, was der Lehrer eigentlich will, er hatte zuvor die Frage aufgeworfen, warum
die Dezimalzahl 0,16 lauten miisse und nicht vielleicht 0,016. Diese Frage wird auch
zum SchluB3 mit Riickgriff auf die Stellentafel beantwortet, die die Schiiler aus der letz-
ten Stunde kannten. Auf die oben zitierten AuBerungen geht der Lehrer aber in keiner
Weise ein. Sie bleiben im Raum stehen, ohne daB sie fiir den Unterrichtsverlauf genutzt
werden. Aus Hennings Antwort zieht der Lehrer lediglich die Tatsache heraus, daB3 die
Dezimalzahl mit Null anfangen miisse. Der Rest der AuBerung bleibt unbeachtet. Statt
dessen bleibt die Frage nach der angemessenen Begriindung zunichst unbeantwortet,
bis der Lehrer ein ,,scheinbares® Problem aufwirft:

,»lch glaube die Schwierigkeit liegt darin, daf ... wir hinter dem Komma ja jeweils immer nur eine
Stelle fiir, dh, haben, die eine ganz bestimmte Bedeutung hat. Und bei dieser Zahl hier haben wir
nun zwei Ziffern, diese Zahl hier im Zéhler besteht aus zwei Ziffern, die irgendwie untergebracht
werden miissen. Und die konnen ja nicht auf derselben Stelle untergebracht werden, auf einer
Stelle kann ja immer nur eine Ziffer untergebracht werden.*

%2 Zu dieser Stunde wurden leider keine Schiilerinterviews gemacht, die niheren Aufschluf dariiber
geben konnten.
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Anschlieffend dann wird 16/100 zerlegt in 10/100 und 6/100, 10/100 kann man kiirzen
zu 1/10, und das ergibt, wenn man ,,die Stellentafel noch vor Augen* hat, wie der Leh-
rer sich ausdriickt, die Dezimalzahl 0,16. Hier siecht man deutlich, dal} diese Schritte
ausdriicklich von den zitierten Schiilern schon genannt wurden.

Warum also dieser lange Weg bis zum Unterrichtsergebnis, warum das Scheinprob-
lem?” Das hingt wahrscheinlich wieder mit der Einstellung des Lehrers, mit seinem
Anspruch an einen guten Unterricht zusammen. Die Schiiler sollen ja ihren eigenen U-
berlegungen mehr trauen als der Bestdtigung des Lehrers, sie sollen mitdenken, Be-
griindungen liefern und den Weg zum Unterrichtsergebnis mafBigeblich mitgestalten.
Dazu ein weiteres Zitat aus dem Lehrerinterview:

,,Die meisten Schiiler hatten also im Grunde schon akzeptiert gehabt, daB ... 4/25 0,16 ist, mindes-
tens so gefiihlsmaBig: Ja das konnte hinkommen. Und wenn ‘se dann natiirlich ‘n Umkehrschluf3
machen, das, was sie gestern gemacht ... haben, ndmlich ... 0,16 wieder umwandeln in einen ge-
wohnlichen Bruch, das ham sicherlich einige insgeheim gemacht, ... dann kam 4/25 gekiirzt raus,
und das war fiir sie Beweis genug.*

,...das andere Ziel, was ich damit im Auge habe, ist ...aber ein bestimmtes Verhalten...beim

Schiiler, da3 er sich also nicht von vornherein dann zufrieden gibt, wenn der Lehrer sagt: Ja, das

ist richtig, sondern daB er in seiner Haltung dahin gebracht wird, fiir sich kritisch zu fragen, wa-

rum das denn nun richtig ist, nicht. Das bedeutet fiir mich jetzt, dafl ich mich eben nicht damit zu-

frieden gebe, wenn das eine Madchen sagt: Das hat die Petra doch gestern schon gesagt.*
Es wird hier deutlich, wie wichtig dem Lehrer ein ,kritisches* Verhalten mathemati-
schen Ergebnissen gegeniiber ist. Angesichts des Vorwissens der Schiiler aus der letzten
Stunde, das sich einerseits in den oben zitierten AuBerungen der Schiiler und implizit in
dem richtigen Ergebnis, auf das sie wahrscheinlich durch den naheliegenden ,,Um-
kehrschluB“ gekommen sind®, duBert, erscheint der lange Beweisweg allerdings etwas
gekiinstelt. Auch das scheinbare Problem, das der Lehrer aufwirft, ist vermutlich kein
Problem der Schiiler. Zumindest wird nirgends deutlich, dal3 es fiir die Schiiler eine
Schwierigkeit darstellt, die beiden Ziffern an einer Stelle der Dezimalzahl unterzubrin-
gen. Hitte der Lehrer allerdings die AuBerungen von Henning oder Susi aufgegriffen,
wire die relative Trivialitdt sichtbar geworden, das scheinbar Anspruchsvolle des Un-
terrichts wére verlorengegangen.

Der EinfluB3 der Sache, die im Unterricht bearbeitet wird, auf die Umsetzung eines im
Sinne des Lehrers guten Unterrichts, tritt hier noch einmal klar hervor. Wéhrend es in
A3(2) sinnvoll und notwendig erscheint, die Vermutung zu beweisen und dies in einer
sehr anspruchsvollen Weise geschieht, die sich aber aus der Sache selbst ergibt, er-
scheint das Bestehen auf einer mathematischen Begriindung auf dhnlich hohem Niveau
in Aj(1) und A4(2) eher gekiinstelt. In der August-Stunde (A;(1)) gab es nichts zu be-

% Der Lehrer selbst sagt dazu im Interview: ,,... das Problem, was ich scheinbar ... dort aufgebaut habe,
dal ndmlich also die Eins und die Sechs, weil’s ja sich um Hundertstel handelt, auf dieselbe Stelle miis-
sen, das existiert ja gar nicht, weil die Eins ja gar nicht auf der Hundertstel Stelle steht, das sind ja
10/100.

*Dieser ist in der Tat Beweis genug , denn es entsteht ja die gleiche Gleichungskette, nur andersherum
aufgeschrieben.
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griinden, da es sich um die Erarbeitung einer Definition handelte. In der Stunde jetzt
hitte der ,,Umkehrschluf3 ausgereicht, er unterscheidet sich qualitativ nicht vom Unter-
richtsergebnis, bzw. wire das ,,Scheinproblem® nicht notwendig gewesen, da entschei-
dende Hinweise schon sehr viel frither kamen.

Ich mochte an dieser Stelle noch auf eine weitere Unterrichtssequenz aufmerksam ma-
chen, die sich in der vorhergehenden Stunde A4(1) findet. Hier erkennt man recht deut-
lich das ,,Muster der inszenierten Alltdglichkeit™ (Voigt 1984), das in 2.5 unter dem
Gesichtspunkt der Vermittlung zwischen objektiven und subjektiven Bediirfnissen der
Schiiler interpretiert wurde.

Die Dynamik dieses Interaktionsmusters beschreibt er wie folgt:

— ,, Der Lehrer stellt eine offene Frage, deren Antwort aullerschulische Alltagsvorstellungen der
Schiiler beinhalten muf.

— Wegen der vom Lehrer geschaffenen Notwendigkeit, aus den subjektiven auflerschulischen Er-
fahrungen heraus zu argumentieren, ergeben sich Schiilerantworten, die den Zielen des Lehrers
nicht dienen oder sogar entgegenstehen.

— Um seinen Anspruch aufrechtzuerhalten, an Alltagsvorstellungen der Schiiler anzukniipfen
und ein vorab bestimmtes Ziel zu erreichen, dndert der Lehrer spontan die Bedingungen der
Aufgabe.

— Die Schiiler miissen die Anderung der Aufgabe akzeptieren.* (Voigt 1984, S.180)

Dazu nun ein Unterrichtsausschnitt;

Der Lehrer schreibt als Thema dieser und der folgenden Stunden an die Tafel: Dezimalzahlen (-
briiche).

L: Meine Frage ist zunéchst einfach mal, was ihr fiir’'ne Vorstellung vom Thema habt, bzw.
was ihr denkt, was im Laufe der Zeit, bis das Thema abgeschlossen ist, alles behandelt
werden sein muf3, so dal zum Schluf} jeder fiir sich sagen kann: Naja, das hab’ ich jetzt
einigermafen drauf. ... Vielleicht fdllt es euch leichter schon mal zu vermuten, was alles
behandelt werden muf3 an Unterthemen.

Lehrer schreibt an die Tafel: Beispiele fiir Dezimalzahlen

S: Zehnerzahlen.

L: Richtig lustig. Jeden Tag habt ihr damit zu tun, und trotzdem kann sich keiner was darun-
ter vorstellen. Fiir die Fahrt nach Anderten, was habt ihr denn da bezahlt?

Gerd: 3 Mark 70.

Dagmar:Ich wiiite noch ’ne Zahl. 5 Komma und 60 oder so.

L: Vielleicht mal *ne Zahl, die anders aussieht, als diese beiden.

Arno: 11 Mark 11.

L: VergiBl mal die DM, es gibt ja noch andere Dezimalzahlen oder andere Grof3en, bei denen
Dezimalzahlen verwendet werden. ...

S: 1 Meter 30.

L: Ohne GroBe bitte.

S: 1 Komma 30.

Hier fillt folgendes auf: Der Lehrer fordert die Schiiler zunichst ausdriicklich auf, ihre
eigenen Vorstellungen zum Thema in den Unterricht einzubringen. Die Schiiler wissen
aber anscheinend gar nicht, was mit dem Begriff ,,Dezimalzahlen® genau gemeint sein
konnte. Erst nach dem Hinweis des Lehrers auf einen Geldbetrag, kommen verschiede-
ne Dezimalzahlen, die immer mit einer Gréfle verbunden sind. Dann jedoch wird deut-
lich, worauf der Lehrer hinaus will: Er will die Zahlen ohne Gréfeneinheit genannt ha-
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ben und abstrahiert damit von den konkreten Erfahrungen der Schiiler, die er zu Beginn
doch gerade herausgefordert hat. Denn: Die Schiiler haben nicht jeden Tag mit den Zah-
len an sich zu tun, sondern in ihrer Alltagswelt kommen sie als Bezeichnung von kon-
kreten GroéBen vor, sie sind MafBzahlen fiir Groeneinheiten (DM, Meter, Liter usw.).

Die Akzeptanz der vom Lehrer gednderten Sichtweise durch die Schiiler wird im nach-
folgenden Unterrichtsabschnitt sehr deutlich. Im Anschlufl an den obigen Ausschnitt
nennen die Schiiler nur noch Dezimalzahlen ohne GroBeneinheiten. Als es aber darum
geht, die Bedeutung der einzelnen Stellen vor und nach dem Komma herauszuarbeiten,
bleiben die Schiiler weiterhin auf der mathematischen Ebene, obwohl der Lehrer an-
scheinend im Sinn hat, das durch ein Grofenbeispiel zu begriinden. Er fragt viermal
nach einer Begriindung dafiir, dal die Stellen hinter dem Komma Zehntel und
Hundertstel angeben. Dann der indirekte Hinweis von ihm:

,,Ja, ihr habt schon recht. Nur so wie’s bislang gesagt worden ist, war’s schlicht ‘ne Behauptung,

ohne dal man das anndhernd belegt hat durch Beispiele, die alle kennen, oder auch durch regel-

rechte Begriindungen.
,Durch Beispiele, die alle kennen®, damit legitimiert er wieder die Sichtweise, die
schon zu Anfang von den Schiilern eingenommen wurde, er zeigt damit an, dafl nun
wieder die Alltagsvorstellungen eingebracht werden diirfen, die er vorher ausgeschlos-
sen hatte. Und prompt lautet die ndchste Antwort eines Schiilers:

,»Z.B. bei Geld, wenn man da null Komma null eins Mark hétte, das wére dann ein Pfennig. Ein

Pfennig ist ein Hundertstel von einer Mark.*
Es folgen weiter dhnliche Beispiele von den Schiilern. Hier wird deutlich: Die Perspek-
tiven der Schiiler, die zundchst vom Lehrer direkt gefordert werden, sind fiir die Bear-
beitung des Themas, so wie der Lehrer es vorgesehen hat, eigentlich nicht notwendig.
Die Schiiler wissen das und spielen das Spiel mit, indem sie sofort bereitwillig davon
ablassen und die mathematische Perspektive des Unterrichts einnehmen. Ist dieser Per-
spektivenwechsel einmal vollzogen, ist es schwer, sich wieder auf Alltagsvorstellungen
einzulassen, die Schiiler erwarten das scheinbar nicht. Diese Erwartungshaltung, die
man aus dem oben beschriebenen Verlauf des Unterrichts ablesen kann, spricht dafiir,
dal} es sich hier tatsdchlich um ein Interaktionsmuster handelt, das von Schiilern und
Lehrer internalisiert wurde (wie auch das ErarbeitungsprozeBmuster) und das wiederum
mit dazu beitrigt, da der Unterricht so reibungslos abléutft.

Wie schon angedeutet, kann nicht mit Sicherheit gesagt werden, daf dieses Muster ty-
pisch fiir diesen Unterricht ist. Es ist die einzige Stelle, in allen Unterrichtsprotokollen,
die dieses Muster — zumindest im A-Kurs” — derart sichtbar macht. Aber so viel kann
festgehalten werden: Es deckt sich insofern mit der Didaktik des Lehrers, als er die
Schiiler einbeziehen mochte in den Verlauf des Unterrichts, sie sollen selbst ,,Vorschla-
ge machen® konnen. Andererseits verfolgt er insbesondere im A-Kurs das Ziel, daf3 die

% Im C-Kurs stellt sich die Sache etwas anders dar. Die Einfiihrung in das Thema , Teiler und Vielfache®
kann ebenfalls vor dem Hintergrund dieses Interaktionsmusters interpretiert werden (vgl. 5.1.4.2).
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Schiiler ,,mit Mathematik umgehen konnen; an keiner Stelle der Interviews jedenfalls
wird deutlich, daB3 der Bezug zum Alltag in seinem Unterricht eine besondere Rolle
spielt. Dies zeigt sich auch in dem Fehlen von lebensweltlichen AuBerungen in allen
drei ausfiihrlich analysierten Unterrichtsstunden. Die Perspektiven der Schiiler auf die
behandelte Sache werden nur oberfldchlich thematisiert, selbst hier, wo sie direkt ange-
sprochen werden, tragen sie nicht notwendig zur Konstitution des Unterrichtsergebnis-
ses bei. Denn selbst wenn schlie3lich die Begriindung mit Hilfe von Gréfen erarbeitet
wird, so stellt dies im Unterricht nur einen kurzen Perspektivenwechsel dar, dem die
Schiiler mit der GewiBheit folgen, daB3 diese Vorstellung von Dezimalzahlen letztlich
nicht mehr gefragt ist. Am Ende steht die Stellentafel, unabhédngig von GréBeneinheiten
und auch die Ubungen und Hausaufgaben bestehen darin, Dezimalzahlen in Bruchzah-
len umzuformen, ohne daB3 dabei die alltdgliche Vorstellung davon noch zum Tragen
kommt.

Da der Unterricht auch in dieser Stunde in Einklang mit den Richtlinien steht’®, wird
der entsprechende Analyseabschnitt ausgelassen. Ich gehe direkt {iber zur Analyse von

5.3.4 Mathematik im Unterricht

In dieser Stunde kommt der Aspekt des Modells praktisch nicht vor. Lediglich in der
vorangegangenen Stunde dieser Unterrichtseinheit ist er ansatzweise zu erkennen. Hier
werden die Dezimalzahlen erstmals eingefiihrt und die Bedeutung der Dezimalstellen
vor und nach dem Komma erldutert. Dazu wird eine Stellentafel erstellt, in die die ein-
zelnen Ziffern der Stellen eingetragen werden. Diese Stellentafel kann als ein Modell
fiir Dezimalzahlen interpretiert werden. Wiederum handelt es sich aber auch hier um ein
rein innermathematisches Modell, anhand dessen die ,neuen‘ Zahlen veranschaulicht
werden. Denn im Unterricht wird zwar anfangs auf Dezimalzahlen als Mal3zahlen fiir
konkrete GroBen zuriickgegriffen, diese Perspektive wird aber nicht lange eingehalten
(s.0.); letztlich bleiben die Zahlen ohne GroBeneinheit an der Tafel stehen, die dann in
die Tabelle eingetragen werden (siche dazu auch Abschnitt 0).

Wihrend der ganzen Unterrichtseinheit steht dagegen der Aspekt des Systems sehr stark
im Vordergrund. Die erste Stunde beginnt damit, dafl der Lehrer als neues Thema vor-
gibt: ,Dezimalzahlen (-briiche)‘. Nachdem geklirt ist, wie Dezimalzahlen aussehen,
werden die Unterthemen fiir die nidchsten Stunden (von den Schiilern) genannt und an
die Tafel geschrieben: Umwandeln in gewdhnliche Briiche, Umwandeln in Dezimalbrii-
che, Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division. Es sollen also die ,neuen‘ Zahlen
systematisch untersucht werden: ihr Zusammenhang mit den gewdhnlichen Bruchzah-
len, die Rechenregeln. Die einzelnen Unterthemen sollen nach und nach abgearbeitet
werden, das Ziel ist der sichere mathematische Umgang mit Dezimalzahlen.

% Vgl. Rahmenrichtlinien 1978, S. 53
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Der Aspekt der Uberpriifung taucht in dieser Stunde nur einmal auf, in den anderen bei-
den Stunden ist er nicht zu erkennen. Es ist die Stelle, die im Abschnitt 0 bereits zur
Sprache kam, in der der Lehrer das ,Scheinproblem® aufwirft, dal die Dezimalzahl zu
4/25 auch 0,016 anstatt 0,16 lauten konnte. Er widerspricht damit der Vermutung der
Schiiler, die eigentlich eine Erkenntnis ist (siche ebenfalls 0). Das heif3t, die Notwen-
digkeit der Uberpriifung wird hier vom Lehrer provoziert, sie ergibt sich fiir die Schiiler
nicht zwangslaufig aus der Sache heraus. Das Verhalten des Lehrers wurde oben als
Konsequenz seiner didaktischen Einstellung interpretiert. Hier wird dadurch deutlich,
daB es sich nicht um einen echten Widerspruch handelt, in dem Sinne, daf} eine Vermu-
tung aus sachlichen und einsichtigen Griinden widerlegt wiirde, sondern um einen Trick
des Lehrers, die Schiiler dazu aufzufordern, ihre Erkenntnis auf anderem Wege zu be-
griinden.
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5.4 Die Unterrichtseinheit B

Die Unterrichtseinheit B wurde im August 1977 in einer 6. Klasse eines Gymnasiums in
Niedersachsen aufgenommen. Sie besteht aus insgesamt drei Stunden, von denen die
erste im folgenden ausfiihrlich analysiert wird. Wie schon bei der ersten Einheit bei
Lehrer A ist auch diese Stunde die erste nach den Sommerferien, allerdings ist die Klas-
se nicht neu zusammengesetzt worden, weil an dieser Schule nicht differenziert wurde.
Die beiden folgenden Unterrichtseinheiten bei Lehrer C (5.5 und 5.6) wurden in dersel-
ben Klasse durchgefiihrt.

Thematisch geht es in den drei Stunden um die Einfiihrung und die Addition von Bruch-
zahlen (erste Stunde) und um das Ordnen von Bruchzahlen der Grof3e nach (zweite und
dritte Stunde). Interviews wurden leider keine durchgefiihrt.

5.4.1 Paraphrase B(1)

Thema: Einfithrung der Bruchzahlen und Addition von gleichnamigen Briichen
1. Zwei Reihen von Zahlen: Wieviel Schokolade bekommt jedes Kind?

Der Lehrer schreibt zu Beginn der Stunde Zahlen in zwei Reihen an die Tafel. Die erste
Reihe soll die ,,Anzahl von Tafeln Schokolade* darstellen, die zweite Zahlenreihe ,,ist
'ne Anzahl von Kindern®. Die Frage dazu sollen die Schiiler selbst stellen: ,,Wieviel
Schokolade auf jedes Kind fillt.” Die Antworten, in denen auch Bruchzahlen vorkom-
men, werden an der Tafel notiert.

2. 1/3 ist ein Bruch.

Die Ergebnisse sollen ndher untersucht werden: ,,Was ist denn das eigentlich, was da
steht?* Die Schiiler machen verschiedene Vorschldge: ,,Zahlen®, ,,Briiche®, ,,Bruchtei-
le“. Eine Schiilerin sagt: ,,Wenn man eine Tafel Schokolade in drei Teile schneidet, ist
das eine Teil ein Drittel.* Der Lehrer notiert an der Tafel die Stichworte ,,Teile®,
»Bruch®, | Bruchteile®. Auf den Vorschlag eines Schiilers wird eine ,,Tafel Schokola-
de®, also ein Rechteck, an die Tafel gemalt und ein Drittel davon markiert. Der Lehrer
will ,,zwischendurch noch was festlegen* und schreibt den Satz: ,,1/3 ist ein Bruch.” an
die Tafel.

3. Riickgriff auf die bislang bekannten natiirlichen Zahlen

Nachdem der Begriff ,,Bruch® feststeht, soll dieser ndher bestimmt werden: ,,was ist
denn so’n Bruch? Der Lehrer fragt weiter: ,,Womit haben wir uns denn vorher immer
beschiftigt?* Die Schiiler antworten darauf: ,,mit Rechnen®, mit ,,Dividieren, Multipli-
zieren™ und dhnliches. Der Lehrer fafit zusammen und ergénzt: ,,Und das haben wir mit
Zahlen gemacht®. Er schliet die Frage an: Die Briiche, ,,sind das auch Zahlen?*, die
von den Schiilern mit ,,Ja* beantwortet wird.
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4. Wenn Briiche Zahlen sind, mufl man damit auch rechnen konnen: Mogliche
Ergebnisse fiir die Addition zweier Briiche.

Die Frage des Lehrers, ob man ,,damit auch rechnen* kénne, wird ebenfalls mit ,Ja*
beantwortet. ,,Wenn man damit rechnen kann, miiBten wir auch Ergebnisse angeben.*:
Fiir die Aufgabe 1/3 + 1/3 werden von den Schiilern zwei verschiedene Ergebnisse ge-
nannt: 2/6 oder 2/3. Die dritte Moglichkeit, die zusammen mit den vorherigen an der
Tafel festgehalten wird, stammt vom Lehrer: ,,Ich konnte mir vorstellen, statt der oberen
Zahl, daB} ich die addiere, konnt ich auch die unteren addieren.” Er schldgt damit als
weiteres Ergebnis 1/6 vor.

5. Ein Drittel plus ein Drittel ist gleich zwei Drittel.

Es soll nun iiberpriift werden, ,,wer recht hat, so dal} es jeder einsieht. Dies geschieht
wiederum mit Hilfe einer Zeichnung: Von zwei gleich grolen Rechtecken wird jeweils
ein Drittel markiert und diese Stiicke bilden zusammengesetzt zwei Drittel des Recht-
ecks. AnschlieBend wird das gleiche Verfahren mit Sechsteln durchgefiihrt, damit wird
das zweite Ergebnis widerlegt. Das richtige Ergebnis 2/3 wird an der Tafel eingerahmt,
die beiden anderen werden durchgestrichen.

6. Ubungen und Hausaufgaben

Im letzten Unterrichtsabschnitt sollen die Schiiler Aufgaben zur Addition von Briichen
von der Tafel abschreiben und mit der Losung beginnen. Eine weitere Hausaufgabe
besteht in der Formulierung einer Regel fiir die Addition gleichnamiger Briiche.

5.4.2 Das im Unterricht erscheinende Wissen

5.4.2.1 Herkunft und Geltung des Wissens

Im folgenden gehe ich die einzelnen Abschnitte des Unterrichts durch und befrage sie
nach der Herkunft des hier erscheinenden Wissens sowie nach den Geltung verbiirgen-
den Instanzen.”” Die Tabellen bezichen sich jeweils auf die einzelnen Unterrichtsab-
schnitte, da die Verteilung der Sprechakte unterschiedlich ist, was Konsequenzen fiir
den Unterrichtsinhalt hat.

’7 Die zur Verfiigung stehenden Unterlagen geben keine Auskunft dariiber, ob der Lehrer in irgendeiner
Form ein Schulbuch verwendet oder nicht. Die Unterrichtsprotokolle der hier zugrunde liegenden Stun-
den jedenfalls geben keinerlei Hinweise auf ein verwendetes Schulbuch. Als Wissensquellen kommen
daher nur das Vorwissen der Schiiler und das Wissen des Lehrers in Betracht.
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Spielziige | lebw Wiss lern uorg usys | Summe
AUFF 2 1 3
FORT 8 3 3 2 16
REAG 7 3 2 12

Summe 15 6 5 4 1 31

Tabelle 3 :Sprechakte Schiiler aus B(1), 1. Unterrichtsabschnitt

Spielziige | lebw wiss lern uorg usys | Summe
AUFF 1 10 7 18
FORT 2 1 9 2 14
STRK 3 3 2 8

Summe 6 1 9 15 9 40

Tabelle 4: Sprechakte Lehrer aus B(1), 1. Unterrichtsabschnitt

Bei der Auszdhlung der Sprechakte im ersten Abschnitt fallt zundchst auf, daB3 der
Schwerpunkt bei den Schiilern auf dem lebensweltlichen Aspekt liegt, beim Lehrer hin-
gegen auf dem unterrichtsorganisatorischen. Dies legt die Vermutung nahe, daf3 sich
das Wissen im Unterricht vor allem aus dem Alltagswissen der Schiiler zusammensetzt,
wéhrend der Lehrer den Unterrichtsablauf im wesentlichen nur strukturiert und organi-
siert und sich mit inhaltlich bedeutsamen AuBerungen zuriickhilt. Die inhaltliche Be-
trachtung bestitigt diese Vermutung:

Der Lehrer schreibt zunichst einige Zahlen in zwei Reihen an die Tafel und fragt die
Schiiler nach einer entsprechenden Frage: ,,So, wer fragt denn jetzt mal, was das werden
soll, warum ich die Zahlen angeschrieben habe.* Es fallen die Antworten: ,,’ne Tabelle*
und ,,wieviel mal die Zahl da reinpaf3t“. Die erste Antwort wird vom Lehrer zuriickge-
wiesen, die zweite mit: ,,so was dhnliches isses, gar nicht schlecht”, kommentiert. Dann
erst bestimmt der Lehrer, was diese Zahlen bedeuten sollen und stellt damit einen le-
bensweltlichen Bezug her: Anzahl von Tafeln Schokolade und Anzahl von Kindern.
Deutlich wird dieser Bezug in der iiberwiegenden Anzahl von lebw-AuBerungen der
Schiiler. Der Lehrer fordert die Schiiler auf, die passende Frage zu stellen. Ein Schiiler
vermutet: ,,Ich glaube, wieviel Schokolade auf jedes Kind fillt.* Die Antworten, die im
folgenden auf diese Frage gesammelt werden, beziehen sich auf das Problem der (ge-
rechten) Verteilung von Schokolade auf eine bestimmte Anzahl von Kindern, z.B.: ,,je-
der kriegt 'n Drittel.“ Die Bruchzahlen, die bei den letzten drei Zahlenpaaren auftau-
chen, werden hier also lebensweltlich interpretiert. Das Wissen, das im Unterricht er-
scheint, setzt sich daher vor allem aus dem Alltagswissen der Schiiler zusammen. Sie
wissen, dafl, wenn man eine Tafel Schokolade gerecht an drei Kinder verteilen will,
jedes Kind genau ein Drittel bekommen muf3*®.

Ihre Geltung erhalten die Antworten einerseits vom Lehrer, der sie positiv bewertet
(,,Prima!*) oder gar nicht kommentiert, nachdem sie an der Tafel festgehalten wurden,

% DaB die Verteilung gerecht sein soll, d.h. also, daB ausgeschlossen werden soll, daB ein Kind mehr als
ein anderes erhélt, wurde im Unterricht iibrigens nicht explizit erwdhnt. Das scheint fiir die Schiiler
selbstverstindlich zu sein.
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und sie dadurch implizit als richtig gelten 146t. Andererseits konnen auch die Schiiler
mit ihrer Alltagsvorstellung als legitimierende Instanz angesehen werden. An einer Stel-
le wird dies besonders deutlich:

Eine Tafel Schokolade soll an drei Kinder verteilt werden, das ist der erste Fall, bei dem eine
Bruchzahl auftaucht.

S: Das ist aber, das geht ja kaum noch.

S Doch, das geht.

S: Das geht zwar, aber ... so viel kdnn’ wa/

S Doch das geht, jeder kriegt 'n Drittel. (wird von mehreren Schiilern wiederholt)

Hier erhilt die Antwort ,,1/3* ihre Geltung durch die mehrheitliche Ubereinstimmung
unter den Schiilern (und durch das Schweigen des Lehrers).

Im zweiten Unterrichtsabschnitt sieht die Verteilung wie folgt aus:

Spielziige | lebw Wiss lern prak uorg usys Summe
AUFF 1 1 6 1 9
FORT 2 1 2 5
REAG 3 6 2 1 12

Summe 5 7 5 2 6 1 26

Tabelle 5 : Sprechakte Schiiler aus B(1), 2. Unterrichtsabschnitt

Spielziige | wiss lern prak uorg usys | Summe
AUFF 4 3 4 6 5 22
FORT 5 1 1 1 8
REAG 3 3
STRK 2 2

Summe 4 8 5 12 6 35

Tabelle 6: Sprechakte Lehrer aus B(1), 2. Unterrichtsabschnitt

Wihrend im ersten Unterrichtsabschnitt das Alltagsverstindnis von einer gerechten
Verteilung im Vordergrund stand und somit die lebensweltlichen AuBerungen iiberwo-
gen, lenkt der Lehrer im zweiten Abschnitt von diesem Bezug ab. Mit seiner Frage:
»Was ist denn das eigentlich, was da steht?*, d&ndert er zunichst die Perspektive auf den
Gegenstand. Die Schiiler reagieren darauf mit auf Wissenschaft bezogenen Antworten.
Ohne daB der Lehrer es also ausdriicklich betont, scheint es fiir die Schiiler logisch zu
sein, daB nun eine ,,mathematische” Betrachtung des Sachverhalts folgt. Sie bringen
verschiedene Vorschlidge in den Unterricht ein: ,,Briiche, ,,Bruchrechnung®, ,,Bruchtei-
le““. Woher sie diese Ausdriicke kennen, kann nicht beantwortet werden. Da das Thema
jedoch neu ist, ist zu vermuten, dall es einem Alltagswissen im weitesten Sinne ent-
stammt. Die Begriffe ,,Bruch® und ,,Bruchteile werden vom Lehrer an die Tafel ge-
schrieben und damit vorldufig legitimiert. Die Begriffe ,,Bruchrechnung® hingegen und
auch ,,Zahlen*, ein weiterer Schiilervorschlag, werden nicht kommentiert und erhalten
somit keine Geltung. Ein Schiiler antwortet auf die eingangs gestellte Frage: ,,Wenn
man eine Tafel Schokolade in drei Teile schneidet, ist das eine Teil ein Drittel.” Der
Lebenswelt-Bezug wird damit wieder hergestellt. Der Lehrer legitimiert jedoch nur ei-
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nen Teil dieser Aussage: ,,Also, es sind Teile.” Der Begriff ,, Teile* wird ebenfalls an die
Tafel geschrieben. Der Lehrer weist den Vorschlag des Schiilers zwar nicht zurtick,
schriankt ihn aber so weit ein, dal der lebensweltliche Bezug verloren geht. So ist es zu
erkliren, daB lebensweltliche AuBerungen nur bei den Schiilern auftauchen. Der Lehrer
mochte von dem konkreten Problem abstrahieren und eine Moglichkeit finden, diese
neuen ,,Gebilde* in mathematischer Sprache auszudriicken (er hitte ja auch ,,Teile einer
Schokolade* gelten lassen konnen).

Dann kommt der Vorschlag von einem Schiiler, eine Tafel Schokolade zu zeichnen und
in drei Stiicke zu teilen (in diesem Teil des zweiten Abschnitts tauchen die prak-
Spielziige auf). Er wird vom Lehrer aufgenommen: ,,Is’ ja kein schlechter Vorschlag,
das mit ’ner Zeichnung zu machen.” Er selbst zeichnet ein Rechteck an die Tafel, von
dem ein Schiiler ein Drittel markiert. Das Rechteck soll eine Tafel Schokolade symboli-
sieren, damit wird der Bezug zum Ausgangsproblem wieder hergestellt. Die Geltung
dieses Wissens, in diesem Falle also das Wissen um die Grof3e eines Drittels von einer
gegebenen Fliache, wird durch das Alltagsverstdndnis der Schiiler verbiirgt.

Am Ende dieses Abschnitts will der Lehrer ,,zwischendurch noch was festlegen™. Er
legitimiert nun ausdriicklich den Ausdruck ,,Bruch® fiir die Zahl 1/3, indem er als Defi-
nition den Satz : ,,1/3 ist ein Bruch.” an die Tafel schreibt. Hier erscheint sein Wissen
explizit im Unterricht und es wird auch nur von ihm, aufgrund seines Sachwissens, ver-
biirgt. Er wihlt aus den anfangs gemachten Vorschldgen aus und verschafft so diesem
Begriff seine Geltung.

Im dritten Abschnitt zeigen die Tabellen, dafl nun eindeutig die auf Wissenschaft bezo-
genen AuBerungen iiberwiegen:

Spielziige | lebw wiss priv Summe
AUFF 2 2
FORT 1 7 8
REAG 2 15 2 19

Summe 2 16 11 29

Tabelle 7: Sprechakte Schiiler aus B(1), 3. Unterrichtsabschnitt

Spielziige | wiss lern uorg usys | Summe
AUFF 7 1 2 3 13
FORT 1 6 7
STRK 1 1

Summe 9 7 2 3 21

Tabelle 8: Sprechakte Lehrer aus B(1), 3. Unterrichtsabschnitt

Der Wechsel der Perspektive von dem konkreten Problem der Teilung einer Tafel Scho-
kolade zu einer mathematischen Betrachtung der Bruchzahlen, der sich im letzten Ab-
schnitt bereits andeutete, scheint nun vollstindig vollzogen zu sein.
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Der Begriff ,Bruch‘, der ja nun feststeht und benutzt werden darf, soll noch néher be-
trachtet werden. Der Lehrer fafit zusammen und fragt dann weiter: ,,Wir haben jetzt
festgelegt, das ist ein neuer Name, is’n Bruch. Womit haben wir uns denn vorher immer
beschiftigt?*. Die Logik seiner Vorgehensweise besteht nun darin, da3 er wie folgt ar-
gumentieren mochte: Kann man diese neuen Gebilde, die Briiche, auch als Zahlen be-
zeichnen? Wenn ja, dann miiite man mit ihnen genauso rechnen kdnnen wie mit den
bekannten natiirlichen Zahlen. GeméaB dieser Logik sind die meisten (inhaltlich relevan-
ten) AuBerungen von Schiilern und Lehrer auf Wissenschaft bezogen.

Die Schiiler allerdings scheinen zundchst nicht zu wissen, worauf der Lehrer hinarbei-
tet. Sie zdhlen die vier Grundrechenarten auf (,,normal rechnen® eben, das sagen gleich
mehrere Schiiler), so dall der Lehrer schlieBlich selbst zusammenfaft, freilich mit Bezug
auf die gefallenen AuBerungen der Schiiler: ,,Ganz richtig ... wir haben vorher Addie-
ren geiibt, Subtrahieren, Multiplizieren und Dividieren. Und das haben wir mit Zahlen
gemacht.” Auch hier erscheint das Wissen des Lehrers direkt im Unterricht. Es wird von
ihm indirekt legitimiert durch das Schulwissen der Schiiler, die in den genannten AuBe-
rungen deutlich wurden.

Die néchste Frage folgt der erwihnten Logik: ,,Und was ist denn hier mit den Briichen?
Sind das auch Zahlen?* Es folgen zwei untereinander recht dhnliche Schiilerantworten:

S: Das ist’n Bruchteil von ’ner Zahl. ... Das ist’n Stiick von ’ner Zahl.

L: Hm, so konnte man’s sagen, ja. ... Meinst du das Gleiche?

S: Also ein Drittel ist der dritte Teil von einer Menge, also ... die in drei gleiche Teile ge-
gliedert wurde.

Es stellt sich die Frage nach der Herkunft dieses Wissens. Ich vermute hier, daf} es
durch Ubertragung der Ergebnisse des Einstiegsproblems entstanden ist. Das ,Stiick
Schokolade® wird zu einem ,Stiick von einer Zahl‘ oder einem ,Teil von einer Menge*.
Man sieht hier die Ahnlichkeit in der Formulierung. Der Wechsel der Perspektive von
einem konkreten Problem zu einer mathematischen Betrachtung wird hier in der Ande-
rung der Begriffe deutlich; die entsprechenden Sprechakte wurden deshalb als wiss-
AuBerungen codiert, obwohl sie auch einer lebensweltlichen Betrachtung entstammen
konnten.

Der Lehrer nimmt den ersten Vorschlag auf (der zweite bleibt unkommentiert) und lei-
tet den nidchsten Unterrichtsabschnitt ein: ,,Wenn’s Teile von Zahlen sind ... dann konn-
ten wir uns ja mal iiberlegen, konnen wir damit auch rechnen?*

Spielziige | wiss lern uorg usys priv | Summe
AUFF 1 1 2
FORT 15 1 1 1 18
REAG 5 1 1 7

Summe 20 2 1 2 2 27

Tabelle 9: Sprechakte Schiiler aus B(1), 4. Unterrichtsabschnitt
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Spielziige | wiss lern uorg usys | Summe
AUFF 1 1 3 5
FORT 6 3 2 11
STRK 1 1

Summe 8 3 3 3 17

Tabelle 10: Sprechakte Lehrer aus B(1), 4. Unterrichtsabschnitt

Dieser Unterrichtsabschnitt zeichnet sich durch eine grole Anzahl von fortfiihrenden
wiss-AuBerungen der Schiiler aus. Dementsprechend wenig Aufforderungen lassen sich
beim Lehrer feststellen. Insgesamt iiberwiegen die auf Wissenschaft bezogenen AuRe-
rungen. Das Wissen setzt sich vor allem aus Fortfithrungen der Schiiler zusammen. In-
haltlich geht es um das Sammeln von verschiedenen Mdglichkeiten, wie man zwei
Bruchzahlen ( hier: 1/3 + 1/3) addieren konnte: Man addiert die Zahler und die Nenner
und erhilt 2/6, oder man addiert nur die Zdhler und behélt den Nenner bei, so dal3 das
Ergebnis 2/3 lautet. Diese beiden Vorschlige machen die Schiiler. Ein Schiiler scheint
sogar schon das Erweitern zu beherrschen: ,,2/6 sind genau das gleiche wie 1/3.“ Woher
die Schiiler das wissen, wie sie auf diese Ergebnisse kommen, wird nicht klar. Wieder-
um eine Vermutung von mir: Das (richtige) Ergebnis 2/3 leiten die Schiiler aus dem
Schokoladenbeispiel ab, die im zweiten Abschnitt angefertigte Zeichnung steht immer
noch an der Tafel. Dafiir wiirde auch der Erklidrungsversuch eines Schiilers sprechen, in
dem das Wort ,Drittel* ganz dhnlich wie das Wort ,Stiick (von einer Tafel Schokolade)*
gebraucht wird: ,,Es ist doch ganz logisch, dafl es 2/3 sind, denn ... ein Drittel und
noch’n Drittel, das sind zwei Drittel.” Explizit taucht aber ein solcher lebensweltlicher
Bezug nicht auf, die AuBerungen der Schiiler sind zum groBten Teil auf Wissenschaft
bezogen. Der andere Vorschlag (2/6) konnte als eine Ubertragung der bekannten Re-
chenregeln fiir natiirliche Zahlen gedeutet werden: Man addiert alle Zahlen, die neben-
einander stehen. Es wire in diesem Falle also einem Schulwissen zugeordnet.

Der Lehrer hilt sich in diesem Unterrichtsabschnitt sehr zuriick, was an der Anzahl von
AuBerungen insgesamt abzulesen ist. Er bewertet keines der Ergebnisse in irgendeiner
Form, sie werden vorldufig an die Tafel geschrieben, wobei er die Vorldufigkeit durch
Kreise um das Operationszeichen ,Plus® und durch ein Fragezeichen iiber dem Gleich-
heitszeichen symbolisiert. Die AuBerung, daB 2/6 = 1/3 sei, bleibt vollig unkommen-
tiert, obwohl dies ja eigentlich schon ein Widerspruch zum Ergebnis 2/6 wire. Der Leh-
rer selbst schldgt noch ein weiteres (ebenfalls falsches) Ergebnis vor (1/6) , worauf sich
das folgende Unterrichtsgesprach entwickelt:

L: Ich kénnte mir vorstellen, statt der oberen Zahl, dafi ich die addiere, konnt’ ich auch die un-
teren addieren.

S: Ja, das kdnnte man machen.... Das kdnnte man machen, denn 2/3 sind ja genauso viel wie
1/6. (Unruhe)

S: Das stimmt nicht ... denn 1/6 sind ja genau die Halfte von 1/3, also kann das nicht das glei-
che sein. Da mufl man schon 2/6 hinschreiben, dann wir das das gleiche.

L: Du sagst also schon viel mehr als die andern. Achim hatte eben schon mal so’n Vergleich

gezogen, hatte gesagt, 2/6 ist 1/3. ... 1/6 ist nur die Hilfte. Wir wollen uns nicht lange dar-
iiber streiten. Wie kdnnen wir das iiberpriifen, wer recht hat, so dal3 es jeder einsieht?
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In der zweiten Schiiler-AuBerung stecken gleich mehrere Argumente: Zunichst wendet
sie sich gegen die Begriindung des anderen Schiilers, der das neue vom Lehrer vorge-
schlagene Ergebnis als richtig bewertet. 1/6 ist eben nicht gleich 2/3, und damit ist die
Begriindung falsch. Implizit wird dadurch auch das Ergebnis 1/6 als falsch herausge-
stellt, auch unter Hinzunahme der Feststellung, dal 1/6 die Hilfte von 1/3 sei. Da 1/3
aber auch das gleiche wie 2/6 ist, kann man die AuBerung weiterhin als ein Gegenargu-
ment zum Ergebnis 2/6 interpretieren. Der Lehrer nimmt diese Argumente daraufhin
teilweise auf, geht aber anschliefend direkt zum néchsten Unterrichtsabschnitt {iber und
fragt nach einer anderen Strategie, die Richtigkeit der Ergebnisse zu priifen. Die
Vermutungen (oder das Wissen?) der Schiiler iiber die Gleichwertigkeit verschiedener
Bruchzahlen, die sie moglicherweise ihrer Anschauung anhand der Zeichnung entneh-
men, werden von ihm nicht legitimiert, sie erhalten (zunéchst) keine Geltung.

Die folgenden Tabellen fiir den fiinften Unterrichtsabschnitt zeigen, dal das Wissen
sich jetzt wieder stirker aus Aufforderungen des Lehrers und entsprechenden Reaktio-
nen der Schiiler zusammensetzt:

Spielziige | lebw wiss lern prak uorg usys priv | Summe
AUFF 1 1 5 1 2 10
FORT 1 9 6 2 4 2 8 32
REAG 15 1 1 2 19

Summe 1 25 7 3 10 3 12 61

Tabelle 11: Sprechakte Schiiler aus B(1), 5. Unterrichtsabschnitt

Spielziige | lebw Wiss lern prak uorg usys priv | Summe
AUFF 1 8 2 6 15 8 1 41
FORT 4 17 5 5 2 33
REAG 3 3
STRK 1 2 2 2 7

Summe 2 14 21 11 25 10 1 84

Tabelle 12: Sprechakte Lehrer aus B(1), 5. Unterrichtsabschnitt

Das richtige Ergebnis wird durch weitere Zeichnungen an der Tafel gefunden, daher
erscheinen auch hier wieder prak-AuBerungen. Auf diese Methode weist der Lehrer
indirekt hin, indem er auf die bereits angefertigte Zeichnung an der Tafel zeigt. Erst
darauthin macht ein Schiiler den Vorschlag, noch einmal eine Tafel Schokolade zu
zeichnen und davon Stiicke ,abzuschneiden® und anschlieBend zu vergleichen. Es wird
jeweils ein Drittel der Flache von zwei (gleich groBen) Rechtecken untereinander ge-
zeichnet und dann zu einer Fldche von zwei Dritteln des Rechtecks zusammengesetzt.
Das zweite Ergebnis (2/6) wird widerlegt, indem das gleiche Verfahren mit Flachenstii-
cken wiederholt wird, die 1/6 der gesamten Fldche ausmachen. Das Wissen, das die
Schiiler hier in den Unterricht einbringen, entstammt der direkten Anschauung, die auch
die Geltung des Wissens verbiirgt. Das Ergebnis 2/6 wird durch den Vergleich von Fla-
chen widerlegt, wihrend das dritte Ergebnis (1/6) nicht mehr explizit mit dem richtigen
Ergebnis verglichen wird.
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Am Ende dieses Abschnitts schleicht sich noch ein Fehler ein, der scheinbar nicht be-

merkt wird:
L: Unsere Aufgabe hieB3: 1/3 + 1/3 entweder 2/3 oder 2/6, 1/6.
S:  2/3/2/3 ... (mehrere Schiiler)
L  Jetzt ist Karsten dran bitte.
S: 273
L: Ja, und 2/6, wieviel Drittel wér’n das der Zeichnung nach?
S: Je zwei.

Die letzte Antwort bleibt so im Raume stehen und erhélt damit auch Geltung, obwohl
sie offensichtlich falsch ist. Vielleicht bemerkt der Lehrer diesen Fehler nicht, da er bei
seiner letzten Frage damit beschiftigt ist, das richtige Ergebnis an der Tafel hervorzu-
heben und die anderen beiden durchzustreichen, vielleicht interpretieren er und die an-
deren Schiiler die Antwort auch in dem Sinne, daf} ,je zwei‘ Sechstel das gleiche ist wie
ein Drittel der Flache. Jedenfalls wird der Sachverhalt weder von ihm noch von anderen
Schiilern richtiggestellt und es muf3 offenbleiben, ob er von den Schiilern richtig inter-
pretiert wird.

Im letzten Unterrichtsabschnitt wird kein neues Wissen konstituiert, hier geht es um
Ubungen und Hausaufgaben.

Zusammenfassend kann festgehalten werden, dal der Lehrer nur an wenigen Stellen
sein Wissen direkt in den Unterricht einbringt. In den meisten Fillen entstammt es dem
Alltagswissen der Schiiler; eher selten ist es eindeutig einem Schulwissen zuzuordnen.
Die Geltung fiir dieses Wissen verbiirgt vor allem die Anschauung und das Alltagsver-
stindnis der Schiiler vom gerechten Teilen. Nur an einigen Stellen (z.B. im 2. Ab-
schnitt) ist es allein die paddagogische Autoritit des Lehrers, die die Geltung verbiirgt.

54.2.2 Offnung des Wissens

In diesem Abschnitt wird es um die Analyse von Bruchstellen im Unterricht gehen, also
solchen Stellen, in denen explizit oder implizit unterschiedliche Interpretationen aufein-
andertreffen, sowie um den Grad der Herausstellung des Konstruktionscharakters des
im Unterricht erscheinenden Wissens. Leider liegen mir zu dieser Unterrichtseinheit
weder Lehrer- noch Schiilerinterviews vor, so daf sich die Interpretation allein auf die
Unterrichtsprotokolle stiitzen muB.

Die erste Bruchstelle findet sich im ersten Unterrichtsabschnitt. Hier hat ein Schiiler die
Frage falsch verstanden und antwortet zur ersten Aufgabe: ,,Vier Kinder bekommen
jeder 12 Tafeln Schokolade.” Diese Antwort, die der Intention des Lehrers entgegen-
steht, wird verstidndlich, wenn man sich die Frage, die von einem Schiiler formuliert
wurde, und die entsprechenden Zahlenpaare anschaut, die der Lehrer zu Anfang der
Stunde an die Tafel schreibt. Hier steht jeweils eine Anzahl von Tafeln (12) und eine
Anzahl von Kindern (4). Die Frage zu diesen Zahlen stellt ein Schiiler: ,,Ich glaube,
wieviel Schokolade auf jedes Kind féllt.“ Gemeint ist: Man soll berechnen, wieviel
Schokolade jedes Kind erhilt, wenn 12 Tafeln Schokolade gerecht zu verteilen sind.
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Man kann die ,Frage‘ des Schiilers aber auch so verstehen: Die obere Zahl gibt an,
,wieviel Schokolade auf jedes Kind fdllt‘. In diesem Falle wire freilich nichts mehr zu
berechnen, sondern nur noch abzulesen. Aber genau so versteht es vermutlich dieser
Schiiler. Er sieht hinter dem Zahlenpaar nicht eine Verteilungsaufgabe, sondern inter-
pretiert die obere Zahl als Anzahl von Tafeln pro Kind. Dieses Mifverstaindnis wird
vom Lehrer durch eine erneute und klarere Aufgabenstellung aus dem Weg gerdumt:
»Wenn wir 12 Tafeln haben und vier Kinder, dann soll die Frage sein: Wieviel Tafeln
bekommt jedes Kind?* In dieser Formulierung wird ausdriicklich darauf hingewiesen,
daBl die Anzahl von Tafeln eine feste GroBe ist, die gleichmiBig aufgeteilt werden soll.
Das MiBverstdndnis wird damit geklart. Beziiglich der Aufgabenstellung treten im fol-
genden keine unterschiedlichen Interpretationen mehr auf, so dafl davon ausgegangen
werden muB}, dafl diese Schwierigkeit durch die erneute Formulierung der Aufgabe be-
hoben wurde.

Eine weitere Bruchstelle befindet sich im zweiten Unterrichtsabschnitt. Ein Schiiler hat
einen Einwand, der sich auf das Teilen einer Schokolade auf drei Kinder bezieht:
,,Wenn man ’ne Tafel Schokolade hat, wenn ich die durch drei teilen soll oder eins oder
sowas, das is’, das macht immer ungerade, also so, daf} irgendwer mehr kriegt als der
andere.” Er ist offensichtlich der Meinung, dal} eine gerechte Teilung durch drei nicht
moglich sei, und scheinbar spielt bei der Begriindung die Assoziation ,ungerade = un-
gerecht® eine Rolle. Diese Assoziation konnte von der alltdglichen Erfahrung herriihren,
daBl eine Aufteilung in eine gerade Anzahl von Stiicken immer einfacher (und damit
gerechter) ist, als in eine ungerade Anzahl, da man bei ersterer immer nur Hélften zu
bilden braucht. Diese Interpretation kann jedoch nur eine Vermutung bleiben, auch des-
halb, weil der Lehrer auf dieses Problem explizit nicht weiter eingeht. Im Anschluf3 an
diese Bruchstelle wird die Zeichnung angefertigt, und es muf3 offenbleiben, ob durch
die Veranschaulichung der Bruchzahl das Problem geklart wird.

Eine dritte Bruchstelle taucht im fiinften Unterrichtsabschnitt auf. Sie bezieht sich auf
die Zeichnungen, die zur Uberpriifung des richtigen Ergebnisses der Aufgabe 1/3 + 1/3
angefertigt wurden: ,,Aber wenn das so aussieht, wenn die zwei Drittel/ aber wenn die
zwei Drittel eine Tafel bilden sollen, dann miifiten das doch eigentlich zwei Hilften
sein.* Es wird nicht ganz klar, warum der Schiiler meint, 2/3 miiften eine Tafel bilden.
Die AuBerung konnte unter Riickbezug zu der zu Anfang der Stunde gestellten Aufgabe
verstidndlich werden: Hier sollte eine ganze Tafel aufgeteilt werden, also miifite, wenn
man die einzelnen Stiicke wieder zusammensetzt, wieder eine ganze Tafel entstehen.
Der Schiiler iibersieht nun, daf3 es in dieser Unterrichtsphase nicht mehr um das Teilen
einer Tafel geht, sondern um die Uberpriifung einer mathematischen Aufgabe, die aber
unter Zuhilfenahme des Zusammensetzens von Stiicken einer Schokolade plausibel
wird. Ahnlich interpretiert wohl auch der Lehrer die Schwierigkeit des Schiilers. Sein
Erklarungsversuch: ,,Ja, guck mal, ich hab das da abgebrochen, hier hingelegt, da ab-
gebrochen, hier daneben gelegt, so miissen wir’s uns vorstellen.” Er versucht zu ver-
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deutlichen, dall von der ,Schokolade® zwei Stiicke ,abgebrochen® und zusammengelegt
wurden, so daf3 diese zwei Stiicke also nicht die ganze Tafel bilden kénnen. Er 148t sich
auf die lebensweltliche Perspektive des Schiilers ein, indem er sich auf das Anfangs-
problem bezieht.

Sowohl die zweite als auch die dritte Bruchstelle konnen als ein Aufeinandertreffen von
lebensweltlicher und mathematischer Perspektive interpretiert werden. In beiden Fillen
interpretieren die Schiiler die Situation weiterhin lebensweltlich, wéhrend der Lehrer
die Perspektive bereits auf eine mathematische Betrachtung gelenkt hat. Bei der letzten
Bruchstelle geht der Lehrer auf diese Interpretationsdifferenz ein, und das Wissen erhilt
insofern eine Offnung, als es dem Schiiler ermdglicht wird, seine Interpretation zu be-
richtigen und damit die Grundlage fiir das Verstdndnis der mathematischen Interpretati-
on zu schaffen.

Es lassen sich neben diesen offensichtlichen Bruchstellen aber auch Stellen aufweisen,
die eher implizit auf eine Interpretationsdifferenz hindeuten. Wéhrend des ganzen Un-
terrichtsverlaufs wird von verschiedenen Schiilern immer wieder geduflert, da3 zwei
unterschiedliche Bruchzahlen denselben Wert haben kénnen. Z.B.: ,,2/6 ist ja genau das
gleiche wie 1/3.%, oder: ,,1/3 und 1/3 sind 4/6.“ Diese AuBerungen werden vom Lehrer
an keiner Stelle direkt aufgenommen oder thematisiert. Sie werden meist libergangen
oder auf einen spiteren Zeitpunkt verschoben. Schaut man sich die zwei nachfolgenden
Stunden an, so wird das verstidndlich. Die Tatsache, da3 Bruchzahlen beliebig oft erwei-
tert werden konnen, ist erst in der tibernichsten Stunde ein Thema des Unterrichts. Erst
dort erhélt das Wissen der Schiiler seine Geltung. Somit ist es im Sinne der Unterrichts-
planung des Lehrers, daf diese Momente iibergangen werden””.

Ein weiteres Indiz fiir die Offnung des Wissens ist die Verdeutlichung des Konstrukti-
onscharakters. Das Thema ,Bruchrechnung® erhilt seine Legitimation implizit durch das
Anfangsproblem: Wenn man eine Tafel Schokolade auf drei Kinder verteilen will,
braucht man neue Zahlen, die Bruchzahlen, um den jeweiligen Anteil pro Kind ausdrii-
cken zu konnen. Die Notwendigkeit dieser neuen Zahlen, die den Schiilern allerdings
schon lidngst bekannt sind, wird so verdeutlicht. Durch die verschiedenen Zeichnungen
haben die Schiiler weiterhin die Moglichkeit, die Herkunft und die Geltung der Rechen-
regel nachzuvollziehen und zu verfolgen. Die Konstruktion der Rechenregel wird of-
fengelegt.

Es 148t sich zusammenfassend sagen, dall das Wissen im Unterricht vor allem durch die
Verdeutlichung des Konstruktionscharakters eine Offnung erfihrt. Die Bruchstellen
werden teilweise genutzt, unterschiedliche Interpretationen zu thematisieren. Bei der
zweiten Bruchstelle bleiben Zweifel, ob die Schiiler anschlieBBend ihre eher lebenswelt-

% Im ersten Abschnitt hatte ich bereits angedeutet, daB eine Thematisierung dieses Aspekts eine weitere
Moglichkeit der Uberpriifung der Ergebnisse geboten hitte.
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lich bestimmte Interpretation des Gegenstandes {iberwinden und zu der vom Lehrer ein-
genommenen mathematischen Sichtweise gelangen.

5.4.3 Die Didaktik des Lehrers

Auch hier mufl zunichst angemerkt werden, daB3 die Datengrundlage sehr beschrinkt ist,
da keine Lehrerinterviews vorliegen. Ich gehe daher so vor, daB3 ich anhand des Stun-
denverlaufs einige auffdllige Momente des Lehrerverhaltens herausstelle, von denen zu
vermuten ist, daB3 sie typisch fiir diesen Lehrer sind. AnschlieBend werden die folgenden
zwei Unterrichtsstunden (B(2) und B(3)) herangezogen, um diese Hypothesen zu stiit-
zen. Dennoch muf} darauf hingewiesen werden, daB3 die folgenden Interpretationen nur
Vermutungen bleiben kénnen.

In dieser ersten Unterrichtsstunde B(1) fillt folgendes Schema auf:

1. Der Lehrer beginnt mit einer alltdglichen Situation, mit einem Problem, das den Schiilern be-
kannt ist (Teilen einer Tafel Schokolade). Er kniipft damit an das Vorwissen der Schiiler im
Umgang mit Bruchzahlen direkt an.

2. In einem zweiten Schritt sollen diese neuen ,Gebilde* ndher untersucht werden, wobei er auch
hier zunéchst das Vorwissen der Schiiler aktiviert und anschliefend einen Schiilervorschlag
als Definition legitimiert.

3. Nachdem eher intuitiv von den Schiilern mogliche Ergebnisse fiir die Addition genannt wur-
den, werden diese Ergebnisse {iberpriift, und zwar durch die Visualisierung von entsprechend
groflen Flachenstiicken.

4. Erst nach dieser Uberpriifung, die unabhingig vom Vorwissen oder dem Sachwissen des Leh-
rers durchgefiihrt wurde, wird das richtige Ergebnis der Addition legitimiert und als Unter-
richtsergebnis festgehalten.

Man findet somit die folgende Vorgehensweise: Ankniipfen an Alltagswissen, Lo-
sungsvorschlige aufgrund des Alltagswissens, mathematische Uberpriifung der Losung.
Die folgenden Stunden sollen zeigen, da3 man tatséchlich von einem Schema, d.h. ei-
nem relativ stetigen Unterrichtsablauf bei diesem Lehrer sprechen konnte.

Die zweite Stunde B(2) beginnt mit einer Wiederholung der Ergebnisse der letzten
Stunde. Dann fiihrt der Lehrer eine weitere Moglichkeit ein, die Richtigkeit der Additi-
on von zwei gleichnamigen Briichen zu iiberpriifen: Man interpretiert die Bruchzahlen
als Mafzahlen der Grofleneinheit ,Meter® und rechnet diese Groflen in Zentimeter um.
Dazu schreibt er eine entsprechende Aufgabe an die Tafel. Die Schiiler sollen nach der
Umrechnung ihre Vorgehensweise darstellen und begriinden. Die Methode des Zeich-
nens von Flichenstiicken wird damit um eine zusitzliche Methode ergidnzt, die den
Schiilern ebenfalls schon bekannt ist. Als nidchstes werden die Hausaufgaben bespro-
chen. Neben einigen Ubungsaufgaben sollten die Schiiler eine Regel fiir die Addition
gleichnamiger Briiche formulieren. Ein Schiiler schldgt vor: ,,Wir addieren den Nenner
und schreiben das Ergebnis als neues auf. Dann schreiben wir den Teiler unter den
Nenner. So ist die Aufgabe gelost.“ Davon ausgehend wird zundchst geklart, was der
Begriff ,Nenner® und ,Zdhler* zu bedeuten hat; einige Schiiler wissen das schon. Die
Definition wird vom Lehrer an die Tafel geschrieben. Dann wird der Inhalt der vom
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Schiiler formulierten Regel interpretiert und am Beispiel einer Aufgabe auf seine Rich-
tigkeit gepriift. Die Regel wird verbessert und an die Tafel geschrieben. Im néichsten
Unterrichtsabschnitt geht es um das Vergleichen von Bruchzahlen. Der Lehrer beginnt
wie folgt:

,»30, wir haben jetzt gesehen, wie man Briiche addiert. Bevor wir anfangen, uns Gedanken zur
Subtraktion zu machen und zu den anderen Rechenoperationen, ... wollen wir uns iiberlegen, was
man denn mit den sonst bekannten natiirlichen Zahlen noch alles machen kann, auller den norma-
len Rechenarten.*
Er schreibt zwei natiirliche Zahlen an die Tafel, worauf die Schiiler ,ist grofer als® bzw.
,ist kleiner als‘ vorschlagen. AnschlieBend werden dann Bruchzahlen verglichen und

die Ergebnisse mit Hilfe der Methode des Umrechnens in Zentimeter begriindet.

Man sieht hier: Die neue Methode des Umrechnens in eine kleinere Grofeneinheit wird
zwar vom Lehrer initiiert, sie wird aber von den Schiilern aufgrund ihres Vorwissens
erarbeitet und begriindet. Bei der Definition von ,Nenner‘ und ,Z&hler® ergibt sich eine
direkte Parallele zur ersten Stunde: So wie dort der Begrift ,Bruch® von den Schiilern in
den Unterricht eingebracht und vom Lehrer definiert wurde, werden auch die Begriffe
,Nenner‘ und ,Zahler’ zunichst von den Schiilern benutzt und dann vom Lehrer defi-
niert, d.h. zur Geltung gebracht. Die von einem Schiiler vorgeschlagene Regel wird mit
Hilfe des Vorwissens aus der ersten Stunde iiberpriift. Das Vergleichen von Bruchzah-
len folgt der gleichen Logik wie das Addieren von Bruchzahlen in der ersten Stunde:
Erst wird ein mdgliches Ergebnis von den Schiilern genannt, dann die Uberpriifung auf
Richtigkeit durch Umrechnen in eine kleinere Einheit.

In der folgenden Stunde B(3) werden auch fiir den Vergleich von Bruchzahlen Regeln
formuliert (Vergleich von Bruchzahlen mit gleichen Nennern, Vergleich von Bruchzah-
len mit gleichen Zdhlern). Somit 148t sich das oben formulierte Schema ergéinzen, wenn
man die Unterrichtseinheit insgesamt betrachtet:

Ankniipfen an das Vorwissen der Schiiler (Teilen einer Schokolade — Vergleich von natiirlichen
Zahlen).

Losungsvorschlige auf der Basis des Vorwissens der Schiiler (Addieren — Vergleichen).

Mathematische Uberpriifung der Vorschlige durch eine bestimmte, von den Schiilern eingeiibte
und bekannte Methode.

Formulierung einer allgemein giiltigen Regel (diese wird in beiden Fillen erst von den Schiilern
vorgeschlagen und dann unter Riickbezug auf das bislang erarbeitete Wissen tiberpriift).
Sicherlich ist diese Zusammenfassung eine starke Reduzierung der Didaktik des Leh-
rers, und es kann, wie oben erwéhnt, nicht ausgeschlossen werden, daf3 die drei vorlie-
genden Stunden zufillig diese Struktur aufweisen. Nimmt man jedoch an, daB3 sie gera-
dezu typisch fiir diesen Lehrer ist, werden einige Feststellungen aus dem ersten Analy-
seabschnitt verstandlicher:

Das im Unterricht erscheinende Wissen entstammt zum grof3en Teil dem Vorwissen der
Schiiler. Der Lehrer bringt sein Sachwissen nur selten direkt in den Unterricht ein.
Selbst bei Definitionen, deren Geltung letztlich allein der Lehrer durch sein Sachwissen
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verbiirgt, bezieht er sich auf das Vorwissen der Schiiler. Legitimiert wird das Wissen
vor allem durch eine Uberpriifung, die einer bestimmten mathematischen Methode
folgt. Dies ist nach den vorigen Uberlegungen auf die didaktischen Vorstellungen des
Lehrers zuriickzufiihren.

5.4.4 Das Fach und die Schule

Der Unterricht fand in einer sechsten Klasse einer Orientierungsstufe in Niedersachsen
statt. Die Orientierungsstufe ist an ein Gymnasium angeschlossen, das heif3t, anders als
in den Stunden bei Lehrer A, gab es hier keine dullere Differenzierung in unterschiedli-
chen Kursen. Es galten aber auch hier die gleichen Richtlinien bzw. Vorldufigen Hand-
reichungen fiir die Orientierungsstufe.

Das Thema ,Bruchzahlen® wird in den Vorldufigen Handreichungen unter den Themen-
kreis: ,,Erweiterung der Menge N der natiirlichen Zahlen zur Menge Q" der positiven
rationalen Zahlen.” (Vorl. Handreichungen 1971, S.43) gestellt. Diese Formulierung
legt eine Sichtweise fest, die auch in diesem Unterricht eingenommen wird: Die Menge
N wird erweitert zu einer neuen Menge, die bestimmte Eigenschaften aus N erbt. Im
Unterricht wird die Einsicht in die Mengenstrukturen von N und Q" realisiert, indem
festgestellt wird, dafl die neugefundenen Objekte dieselben Eigenschaften besitzen wie
die natiirlichen Zahlen und demnach auch zu einer Menge von Zahlen zusammengefal3t
werden konnen.

Diese Sichtweise, die die Eigenschaften von Verkniipfungen in Mengen in den Vorder-
grund stellt, deckt sich weiterhin mit den allgemeinen Zielen des Mathematikunter-
richts, wie sie in den Vorldufigen Handreichungen formuliert werden. So heif3t es iiber
den Beitrag des Faches Mathematik zu den allgemeinen Zielen der Orientierungsstufe:

,,Ein wesentliches Ziel des Mathematikunterrichts ist es, dem Schiiler Verstindnis fiir mathemati-
sche Strukturen zu vermitteln, da unsere moderne rationalisierte Welt das Denken in Strukturen
erfordert.” (ebd., S.IX)

Zu den spezifischen Zielen des Mathematikunterrichts heif3t es dann:

,Neue Erkenntnisse gewinnt der Schiiler bei der Erweiterung der Menge N zur Menge Q" der po-
sitiven rationalen Zahlen bzw. zur Menge Z der ganzen Zahlen.

Dabei erfahrt er ferner, dafl Eigenschaften von Verkniipfungen auch in umfassenderen Mengen
erhalten bleiben konnen. (ebd., S.37)

Die inhaltliche Logik, die der Lehrer in diesem Unterricht verfolgt, ist damit nicht allein
Option des Lehrers, sondern deckt sich dariiber hinaus mit den Vorgaben der geltenden
Richtlinien.

5.4.5 Mathematik im Unterricht

In diesem Abschnitt soll untersucht werden, welches Bild der ,Mathematik® im Unter-
richt zur Sprache kommt. Dazu werden die im Strukturgitter entwickelten Begriffe be-
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nutzt. Im folgenden soll die hier interpretierte Unterrichtsstunde im Zusammenhang mit
den ihr folgenden Stunden untersucht werden.

Die erste inhaltlich abgeschlossene Einheit bilden die erste und der Anfang der zweiten
Stunde, d.h. der Weg vom Teilen einer Schokolade bis hin zur Formulierung einer all-
gemeinen Regel fiir die Addition von gleichnamigen Briichen. Verfolgt man diesen
Weg bis zum Unterrichtsergebnis, so findet man unterschiedliche Mathematisierungen:

Ausgangspunkt sind die Zahlenpaare, die je eine Anzahl von Tafeln Schokolade und
eine Anzahl von Kindern symbolisieren. Das Problem, die Frage, wird von den Schii-
lern formuliert: Wieviel Schokolade erhilt jedes Kind? Wie man das ausrechnet, also
mit mathematischen Mitteln 16st, wissen die Schiiler schon: Man dividiert die entspre-
chenden Zahlen. Dabei entstehen neue Zahlen, die Bruchzahlen. Das Problem, eine Ta-
fel an drei Kinder zu verteilen wird durch eine Zeichnung visualisiert, indem 1/3 der
Flache eines Rechtecks markiert wird. Damit steht das Modell fiir Bruchzahlen fest: Sie

werden interpretiert als Teil einer Grof3e.

Dieses Modell wird dann fiir den ,Beweis® einer Rechenregel fiir die Addition zweier
gleichnamiger Briiche nochmals herangezogen. Die Addition der Bruchzahlen wird
modelliert durch das Zusammensetzen von Teilen eines Rechtecks.

Der Aspekt des Systems kommt ebenfalls zur Sprache: Der Lehrer stellt die Frage, ob
Briiche iiberhaupt Zahlen sind. Wenn das zutrifft, miilte man mit ithnen genauso rech-
nen konnen, wie mit den bekannten natiirlichen Zahlen. D.h., die neuen Ausdriicke, die
durch die Losung des Ausgangsproblems gefunden wurden, werden nun in einen grof3e-
ren Zusammenhang eingeordnet: Damit wird die Mathematik als ein System angespro-
chen, in dem bestimmte Regeln bereits bekannt sind und in das sich neue Strukturen
widerspruchsfrei einordnen lassen miissen. Die eingangs gestellte Frage kann am Ende
der Unterrichtseinheit noch nicht als beantwortet angesehen werden. Sie bestimmt ins-
gesamt das weitere Vorgehen und wird in der nidchsten Stunde, wo es um das Verglei-
chen der Bruchzahlen geht, explizit wieder angesprochen. Sie kann damit als iiberge-
ordnete Frage gedeutet werden: Wenn Briiche Zahlen sind, so muf3 man sie addieren
konnen, sie der GroBe nach vergleichen kdnnen, und die anderen Grundrechenarten mit

ihnen durchfiihren konnen.

Im letzten Schritt wird eine allgemeine Regel fiir die Addition von gleichnamigen Brii-
chen formuliert. Das Ausgangsproblem wird verallgemeinert. Unabhéngig von der In-
terpretation der Bruchzahl (als Stiick einer Tafel Schokolade oder als Teil eines Meters)
wird eine mathematische GesetzmifBigkeit aufgestellt, die wiederum eine Abstraktion
von der konkreten Ausgangssituation darstellt.

Gleichzeitig bleiben die neu gefundenen Zahlen und die Regeln fiir den mathematischen
Umgang mit ihnen nicht abstrakt, sondern sie werden immer wieder inhaltlich gefiillt,
indem sie als Grofen interpretiert werden. Die Bedeutung der Zahlen wird damit so-
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wohl innermathematisch (man muf3 mit ihnen rechnen kénnen) als auch aulermathema-
tisch (man braucht sie, um Teile einer GroBe bezeichnen zu kénnen) hervorgehoben.

SchlieBlich finden wir auch den Aspekt der Uberpriifung: Zu Anfang stehen sich unter-
schiedliche Mdoglichkeiten einer Losung fiir die Addition gegeniiber. Zwei Vorschlige
machen die Schiiler, eine dritte Moglichkeit wird vom Lehrer genannt. Aber nur eine
kann richtig sein. Das richtige Ergebnis wird durch die Zeichnung gefunden, und damit
werden die anderen widerlegt. Die Losung 2/6 wird zusitzlich noch durch ein Gegen-
beispiel widerlegt: Weil 1/6 + 1/6 nach der neu gefundenen Regel 2/6 ist, kann 2/6 nicht
auch gleichzeitig das Ergebnis von 1/3 + 1/3 sein.

Zusammengefaft 16t sich fiir diese Unterrichtseinheit sagen, daf3 alle Aspekte der Ma-
thematik zur Sprache kommen. Die Schiiler erhalten so die Moglichkeit, die Mathema-
tik als eine Wissenschaft zu erfahren, die ihren Ausgangspunkt bei einem konkreten
Problem nimmt, die sich als ein System auszeichnet, das bestimmten Regeln folgt und
erweiterbar ist, dessen Begriffe und Sétze aus Vermutungen und Beweisen hervorgehen,
die so lange widerlegt werden, bis vorldufige Widerspruchsfreiheit gesichert ist.
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5.5 Die Unterrichtseinheit C,

Lehrer C war zur Zeit der Unterrichtsaufnahmen Referendar und hatte die Klasse 6 von
Lehrer B im zweiten Halbjahr des Schuljahres 1977/78 {ibernommen. Die Unterrichts-
einheit C; wurde im Februar 1978 aufgenommen und umfalt insgesamt drei Stunden,
von denen die dritte im folgenden ausfiihrlich analysiert werden soll.

In allen drei Stunden geht es thematisch um das Umwandeln von Dezimalbriichen in
Briiche und umgekehrt. Im Anschluf3 an die dritte Stunde C;(3) wurde ein Lehrer- und
ein Schiilerinterview erstellt.

5.5.1 Paraphrase zu C4(3)
Thema: Umwandeln von gewdhnlichen Briichen in Dezimalbriiche

1. Umwandeln von Zehnerbriichen

Es werden die Hausaufgaben der letzten Stunde an der Tafel gerechnet: Drei Aufgaben
zum Umwandeln von Zehnerbriichen in Dezimalbriiche (Beispiel: 712/10). Es wird her-
ausgestellt, dall dies unechte Briiche seien, die man zunéchst in eine gemischte Zahl und
dann in eine Dezimalzahl umwandeln kann. AnschlieBend werden noch sieben weitere
Aufgaben des gleichen Typs, allerdings schon als gemischte Zahl geschrieben, bearbei-
tet.'?

2. Briiche umwandeln, die keine Potenz von 10 im Nenner haben: durch Erwei-
tern

Der Lehrer beginnt diesen Unterrichtsabschnitt: ,,Jetzt wird man ja nicht immer Briiche
vorfinden, die im Nenner eine Potenz von 10 haben. Beispiel: 1/5.“ Die Bruchzahl 1/5
wird zunéchst als Grof3e interpretiert: ,,Angenommen, ihr habt ausgemessen, ein Karton
ist ein Fiinftel Meter.” 1/5 m wird in Zentimetern ausgedriickt (20cm) und dann in eine
Dezimalzahl verwandelt. Die anschlieBenden Aufgaben erscheinen ohne Grof3eneinheit.
Sie werden gelost, indem die Bruchzahl auf die ,,ndchsthohere Zehnerpotenz* im Nen-
ner erweitert wird, wie ein Schiiler zusammenfaft.

3. Briiche umwandeln: durch Kiirzen

Die nichste Aufgabe (21/300) ist von einem anderen Typ: Hier muf3 durch 3 gekiirzt
werden, um auf eine Zehnerpotenz im Nenner zu kommen. Diesen Vorschlag machen
auch die Schiiler, nachdem sie mit dem Prinzip des Erweiterns nicht zum Ziel kamen.
Es bleibt die einzige Aufgabe zu diesem Typ.

4. Briiche, die weder durch Erweitern noch Kiirzen auf einen Zehnerbruch ge-
bracht werden konnen: ,,1/3 1463t sich nicht als Dezimalbruch darstellen.*

" Diese Aufgaben stammen aus dem hier verwendeten Schulbuch Einfiihrung in die Mathematik (1974),
S.113, Aufg. 3.
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Der Lehrer schreibt den Bruch 1/3 an die Tafel. Es kommen verschiedene Vorschlige,
wie diese Bruchzahl in einen Dezimalbruch umzuwandeln sei: Durch Erweitern mit 10
oder mit 100 und anschlieBend kiirzen, mit dem Kehrwert malnehmen. Andere sagen
gleich zu Anfang, dal das nicht geht. Das soll dann begriindet werden, denn ,,Carola hat
erstmal recht”, wie der Lehrer die Aussage, da3 der Bruch nicht umzuwandeln sei, bes-
tatigt. Dann wirft ein Schiiler ein: ,,Natiirlich geht das.... Brauchen Sie nur anschreiben,
Herr C: drei drei drei drei drei drei drei ... Darauf geht der Lehrer nicht ein, er leitet
den néchsten Unterrichtsabschnitt ein.

5. Eine Vermutung: Man kann nur Briiche umwandeln, deren Nenner nur die
Primfaktoren 2 und 5 enthalten.

Der Lehrer beginnt diesen Abschnitt: ,,Wie sehen bisher Dezimalbriiche aus, die wir
kennen?* Ein Schiiler sagt, dal der Nenner immer durch 5 teilbar sein miisse. Daraufhin
ein Gegenbeispiel von einem anderen Schiiler: ,,Wenn man jetzt Flinfundvierzigstel hat,
wie will man das denn machen? Dann ein weiterer Schiilervorschlag: Der Nenner darf
nicht durch 3 teilbar sein. Dies widerlegt der Lehrer: 1/7 sei auch nicht umzuwandeln.
SchlieBlich kommt vom Lehrer die Aufforderung: ,,Dann wollen wir uns noch mal diese
Briiche hier ansehen (gemeint sind die zuvor gelosten Aufgaben aus dem 2. Abschnitt,
K.J.) und jeweils vom Nenner eine Primfaktorzerlegung machen.” Dabei wird wieder-
holt, was Primfaktoren sind und festgestellt, da3 immer nur die Zahlen 2 und 5 auftau-
chen. ,,Und welche Vermutung kdnnen wir denn vielleicht duern, die wir dann néchste
Stunde untersuchen miiffiten?* Martin fat zusammen: ,,Dal} sich nur Briiche in Dezi-
malzahlen verwandeln lassen, wenn ihre Primfaktorzerlegung nur 2 und 5 enthélt.*

5.5.2 Das im Unterricht erscheinende Wissen

5.56.2.1 Herkunft und Geltung des Wissens

Im folgenden gehe ich die fiinf Unterrichtsabschnitte durch und befrage sie nach der
Herkunft des hier erscheinenden Wissens und nach den Geltung verbiirgenden Instan-
zen. Die Unterrichtsabschnitte werden einzeln untersucht, da sie sich in einigen Hin-
sichten voneinander unterscheiden, was Konsequenzen fiir den Unterrichtsinhalt hat.

Es gibt in dieser Unterrichtsstunde drei mogliche Wissensquellen: Das Vorwissen der
Schiiler (Alltags- oder Schulwissen), das Sachwissen des Lehrers und das Schulbuch.
Letzteres dient lediglich als Aufgabensammlung; die zu Anfang besprochenen Hausauf-
gaben und die anschlieBenden Ubungsaufgaben, die gemeinsam an der Tafel gelost wer-
den, stammen aus diesem Buch. Ansonsten wird es in keiner Weise genutzt, so daf3 es
als Wissensquelle auB8er acht gelassen werden kann.

Auch hier sollen zunichst die AuBerungen von Schiilern und Lehrer in tabellarischer
Form und nach Unterrichtsabschnitten differenziert dargestellt werden, um einen ersten
Zugang zur Konstitution des Wissens im Unterricht zu erhalten.
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Spielziige Wiss lern priv uorg | usys | Summe
AUFF 2 1 6 3 12
FORT 10 17 4 1 32
REAG 40 5 1 1 47

Summe 50 24 6 8 3 91

Tabelle 13: Sprechakte Schiiler aus C;(3), 1. Unterrichtsabschnitt

Spielziige | wiss lern priv uorg usys | Summe
AUFF 24 16 17 9 66
FORT 1 19 20
REAG 1 1 2 4
STRK 4 4 8

Summe 30 35 1 23 9 98

Tabelle 14: Sprechakte Lehrer aus C;(3), 1. Unterrichtsabschnitt

In Tabelle 13 fallt die liberwiegende Anzahl von wiss-Sprechakten auf: 50 von insge-
samt 91. Der niichstgroBere Anteil sind /ern-AuBerungen (24). Hier handelt es sich zu-
meist um Zwischenrufe wie ,,Ja ich hab’s richtig!* oder: ,,Das kann ich nicht.” Die 50
wiss-Sprechakte teilen sich wiederum auf in 40 reagierende und 10 fortfiihrende Spiel-
ziige. Dementsprechend grof3 ist die Anzahl der auffordernden Sprechakte beim Lehrer
(66 von 98). Diese Aufteilung macht zunichst deutlich: Der Unterricht ist stark durch
die Fragen des Lehrers bestimmt, auf die die Schiiler antworten. Gleichzeitig besteht
das Wissen, das die Schiiler auf diese Weise in den Unterricht einbringen ausschlieBlich
aus Schulwissen, das sich in den wiss-AuBerungen manifestiert: Bei den Aufgaben zur
Umwandlung von Zehnerbriichen (Briiche, die im Nenner eine Potenz von 10 enthalten)
handelt es sich um eine Wiederholung aus der letzten Stunde. Hier wurde eine Stellenta-
fel angelegt, in die die Zdhler solcher Briiche eingetragen und anschlieBend in einen
Dezimalbruch umgewandelt werden konnten. Die ersten vier der insgesamt acht U-
bungsaufgaben werden dementsprechend so bearbeitet, da3 sie zundchst als Summe von
Zehnerbriichen mit einstelligem Zdhler geschrieben und dann in einen Dezimalbruch
umgewandelt werden. Die anderen vier Briiche bzw. gemischten Zahlen werden direkt
als Dezimalbruch geschrieben.

Betrachtet man in Tabelle 14 zunédchst nur die Summe der Spielziige des Lehrers, so
siecht man, wie oben bereits festgestellt, ein groBes Ubergewicht an auffordernden
Spielziigen. Insbesondere die wiss-AuBerungen sind in diesem Zusammenhang nun in-
teressant, denn hier sind die AuBerungen zusammengefaft, in denen sich das Wissen,
das im Unterricht erscheint, dokumentiert. Von 30 AuBerungen insgesamt finden sich
hier 24 auffordernde Spielziige. Die vier strukturierenden Spielziige beziehen sich je-
weils auf eine zu bearbeitende Aufgabe. Die verbleibenden zwei Spielziige (ein reagie-
render und ein fortfithrender) bezeichnen genau die beiden Stellen im Unterricht, an
denen der Lehrer sein Wissen direkt einbringt. Einmal beantwortet der Lehrer selbst
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eine von ihm gestellte Frage, das andere Mal fiihrt er eine Antwort eines Schiilers fort
und ergéinzt sie.

Man sieht hier deutlich: Das Wissen, das im Unterricht erscheint, konstituiert sich
hauptséchlich durch Fragen des Lehrers und entsprechende Antworten der Schiiler. Sel-
ten finden sich fortfiihrende wiss-AuBerungen der Schiiler, die das Einbringen von
Vorwissen unabhingig von den Fragen des Lehrers charakterisieren. Noch seltener
bringt der Lehrer sein Wissen direkt in den Unterricht ein. Es zeichnet sich in diesem
Unterrichtsabschnitt ein recht starres Frage-Antwort-Schema ab, das sich, wie wir sehen
werden, in den niachsten Abschnitten fortsetzt.

Es stellt sich nun die Frage nach den Geltung verbiirgenden Instanzen. Fiir die Beant-
wortung dieser Frage ist die nihere Betrachtung der /ern-AuBerungen des Lehrers inte-
ressant. Hier findet man bestitigende, korrigierende usw. AuBerungen oder weiterfiih-
rende Fragen nach Begriindungen u.d., allgemein: auf Lernprozesse der Schiiler bezo-
gene Aussagen, die Aufschliisse auf die Art und Weise der Legitimation und damit auf
die Geltung des Wissens geben konnen.

Aus Tabelle 14 wird ersichtlich, daB sich die lern-AuBerungen relativ gleichmiBig in
auffordernde und fortfilhrende Spielziige aufteilen. In den fortfithrenden Spielziigen
finden wir zumeist bestitigende Aussagen. Der Lehrer wiederholt die richtige Antwort
oder bestitigt mit: ,,Ja.”, oder: ,,Jawoll.”. In vielen Féllen allerdings bestitigt er nonver-
bal eine richtige Antwort, indem er das Ergebnis (es geht im ersten Abschnitt um das
Losen von Aufgaben) an die Tafel schreibt und damit die Antwort des Schiilers legiti-
miert. Diese nonverbalen Bestédtigungen sind nicht eigens codiert worden und tauchen
in der Tabelle nicht auf. Nur zweimal korrigiert er direkt bzw. dullert er sich negativ zu
einer Schiiler-Antwort. In diesen Féllen ist es also der Lehrer, der dem Wissen seine
Geltung verschafft. In den anderen Féllen einer falschen Schiiler-Antwort reagiert der
Lehrer mit einer Gegenfrage, die die Falschheit herausstellt und zum richtigen Ergebnis
fiihren soll. Diese wurden meist als auffordernde wiss-Sprechakte codiert. Hier wird
also auch die Wissenschaft Mathematik als Legitimationsinstanz in Anspruch genom-
men.

Betrachtet man die auffordernden lern-AuBerungen, so tritt die Mathematik als Geltung
verbiirgende Instanz noch deutlicher hervor. Der Lehrer fragt bei fast allen (bis auf
zwei) Aufgaben nach einer Begriindung oder einer Erlduterung der Vorgehensweise.
Diese Fragen verbergen sich hinter den oben genannten Sprechakten. Ein Beispiel dazu:

27 12 soll in einen Dezimalbruch umgewandelt werden:
10000

27 Komma 00...

Null ... erzéhl noch mal. (L schreibt mit.)

Null eins zwei.

So, dann muft du jetzt mal erklaren, wie du darauf gekommen bist.

Naja, das sind 27 Ganze, 0 Zehntel, 0 Hundertstel, 1 Tausendstel, 2 Zehntausendstel.
Wie bist du denn auf 1 Tausendstel gekommen?
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Tausend Zehntel, ... Naja, vielleicht wenn man, wenn man ...

Na, du mufit doch irgendwie drauf gekommen sein.

... Also, aus 12 macht man 10, also 12 sagt man nicht, man nimmt 10, dh, 10 Zehntausends-
tel und 2 Zehntausendstel, und 10 Zehntausendstel kann man kiirzen, und zwar durch 10, und
das sind dann 1 Tausendstel.

L: Ein Tausendstel, richtig.

Der Lehrer bestétigt also zunédchst die Losung des Schiilers, indem er das richtige Er-
gebnis an die Tafel schreibt. Nachtriglich werden dann die einzelnen Schritte niher
erldutert, so dafl das Ergebnis nachvollziehbar wird. Die Geltung verbiirgt damit die
Mathematik, nach deren Regeln und GesetzméBigkeiten man zur richtigen Losung
kommt.

Der zweite Unterrichtsabschnitt ergibt ein ganz &hnliches Bild: Die Tabellen 15 und 16
zeigen, dal auch hier auf Lehrer-Seite die Aufforderungen und auf Schiiler-Seite die
Reaktionen liberwiegen. Das Frage-und-Antwort-Schema ist also auch hier zu finden.
Insbesondere bei den wiss-AuBerungen lassen sich groBe Ahnlichkeiten feststellen.

Spielziige | lebw | wiss lern uorg usys | Summe
AUFF 1 2 3 6
FORT 2 13 7 1 23
REAG 34 6 1 41

SUMME 2 47 14 4 3 70

Tabelle 15: Sprechakte Schiiler aus C;(3), 2. Unterrichtsabschnitt

Spielziige | lebw wiss lern uorg usys | Summe
AUFF 19 14 14 1 47
FORT 2 10 12 0 0 25
REAG 0 0 1 1 2
STRK 3 1 0 0 4

SUMME 2 32 27 15 2 78

Tabelle 16: Sprechakte Lehrer aus C;(3), 2. Unterrichtsabschnitt

Ein Unterschied fdllt allerdings bei dem Vergleich von erstem und zweitem Unter-
richtsabschnitt auf: Hier tauchen zum ersten Mal auch lebw-AuBerungen auf. Dies liegt
daran, daB3 der Lehrer den Abschnitt mit einem zunichst lebensweltlich geprigten Satz
beginnt:
»Angenommen, ihr habt ausgemessen, ein Karton ist ein Fiinftel Meter. ... Nun, ihr habt das he-
rausbekommen, ihr habt ein Stiick Pappe von ein Meter Lange in fiinf gleich groB3e Teile zerlegt
und wilt damit, daf der Kasten 20 cm / ein Fiinftel Meter lang ist.*
Dieser Satz wurde als lebw-AuBerung codiert, da der Lehrer die Perspektive auf ein
praktisches, lebensweltliches Problem lenkt. Allerdings ist dies ein stark konstruiertes
Problem (denn wer mif3t schon ,,ein Fiinftel Meter*?). Aulerdem verspricht er sich of-
fenbar, als er das Ergebnis (1/5m sind 20cm) schon vorwegnimmt. Auch dies macht
deutlich, daB3 es dem Lehrer nicht um das ,Problem* an sich geht, sondern nur um eine
etwas andere Art und Weise, eine Bruchzahl, in deren Nenner keine Zehnerpotenz steht,
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in eine Dezimalzahl umzuwandeln. In diesem Sinne scheinen auch die Schiiler das
,Problem‘ zu interpretieren, denn ohne dafl der Lehrer dazu auffordert, geben einige
Schiiler direkt die entsprechende Dezimalzahl an, und zwar ohne eine GroBeneinheit.
Die folgenden Schiiler-AuBerungen sind daher auch wieder als wiss-AuBerungen co-
diert. Charakteristisch ist dafiir die Erklarung eines Schiilers, wie die 20cm in einen
Dezimalbruch umgewandelt werden:
,,Das macht man am besten, wenn man 1/5 auf 2/10 erweitert, dann hat man null Komma zwei,
null Komma zwei Meter.*
Er bezieht sich nur nachtrdglich auf die GréBeneinheit Meter, ansonsten rechnet er mit
Bruchzahlen, die mit dem Karton oder dem Stiick Pappe nichts mehr zu tun haben. In-
sofern ist auch in diesem Abschnitt das Wissen der Schiiler recht eindeutig einem
Schulwissen zuzuordnen.

Das Wissen des Lehrers erscheint auch in diesem Unterrichtsabschnitt nur selten direkt
im Unterricht. Von 10 fortfiihrenden wiss-AuBerungen sind es nur zwei, in denen der
Lehrer sein Wissen direkt einbringt: Einmal 16st er selbst eine einfache Rechenaufgabe
(Erweitern des Zihlers), das andere Mal fa3t er Schiiler-Antworten zusammen, die noch
nicht richtig formuliert waren. Die anderen Sprechakte sind Gegenargumente oder wei-
terfiilhrende Hinweise. Die Mehrzahl der wiss-AuBerungen sind wiederum Aufforderun-
gen, d.h. zumeist Fragen an die Schiiler, durch deren Antworten das Wissen konstituiert
wird.

Schaut man sich nun die lern-AuBerungen des Lehrers an, so findet man auch hier unge-
fahr gleich viele Aufforderungen wie Fortfithrungen. In den fortfithrenden Spielziigen
bestétigt der Lehrer Antworten der Schiiler, wiederholt er sie, und an einigen Stellen
bewertet er sie auch negativ. In den auffordernden Spielziigen finden sich wie im ersten
Abschnitt Gegenfragen und Aufforderungen zur weiteren Erlduterung der Vorgehens-
weise (z.B.: ,,Warum nimmst du denn gerade 100?7*). Das Wissen verbiirgen damit der
Lehrer, der die Aussagen als richtig legitimiert, und die Mathematik, die im Vorwissen
der Schiiler verankert ist und durch die Fragen des Lehrers ,hervorgelockt® wird.

Der relativ kurze dritte Unterrichtsabschnitt (32 Zeilen) zeichnet sich im Unterschied zu
den vorherigen dadurch aus, daB3 der Anteil der Schiilerduflerungen insgesamt etwas
groBer ist als der des Lehrers, der Lehrer hier nur wenige Fragen stellt und sich das
Wissen im Unterricht vor allem aus fortfithrenden Beitrdgen der Schiiler konstituiert,
wie die folgenden zwei Tabellen verdeutlichen:

Spielziige wiss lern uorg Summe
AUFF 1 1 2
FORT 6 5 11
REAG 4 1 5

SUMME 10 7 1 18

Tabelle 17: Sprechakte Schiiler aus C;(3), 3. Unterrichtsabschnitt
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Spielziige wiss lern uorg Summe
AUFF 1 2 4 7
FORT 3 2 1 6
STRK 1 1

SUMME 5 4 5 14

Tabelle 18: Sprechakte Lehrer aus C,(3), 3. Unterrichtsabschnitt

Andererseits werden hier keine weiteren Erklarungen zum Unterrichtsergebnis gegeben.
Auf den Vorschlag eines Schiilers, dal man den Bruch 21/300 durch 3 teilen konne (er
meint wohl kiirzen, wird aber vom Lehrer nicht verbessert), fragt der Lehrer zwar: ,,Wa-
rum denn das?“, er beantwortet anschlieend seine Frage jedoch indirekt selbst, indem
er die gekiirzte Bruchzahl an die Tafel schreibt und zusammenfaft: ,,Ja, jetzt haben wir
also erst gekiirzt.” Die darauf folgende Umwandlung in einen Dezimalbruch wird dann
wie vorher durchgefiihrt. Das Wissen wird damit vor allem vom Lehrer verbiirgt, die
Mathematik wird implizit dadurch in Anspruch genommen, da3 das Kiirzen ein (vom
Lehrer berechnetes) Ergebnis bringt, das sich problemlos in einen Dezimalbruch um-
wandeln 14t.

Der vierte Abschnitt zeigt ein dhnliches Bild wie der vorherige:

Spielziige | wiss lern uorg | usys | Summe
AUFF 1 1 8 10
FORT 8 16 1 25
REAG 6 3 2 1 12

SUMME 15 20 11 1 47

Tabelle 19: Sprechakte Schiiler aus C;(3), 4. Unterrichtsabschnitt

Spielziige | wiss lern uorg | usys | Summe
AUFF 5 13 3 21
FORT 2 7 5 14
STRK 1 1

SUMME 3 12 18 3 36

Tabelle 20: Sprechakte Lehrer aus C;(3), 4. Unterrichtsabschnitt

Auch in diesem Unterrichtsabschnitt finden wir mehr Schiiler- als Lehrerduflerungen.
Bei den Schiilerduflerungen in Tabelle 19 fallt auf, daB mehr als die Hilfte fortfiihrende
und nur ungefahr ein Viertel reagierende Spielziige sind. Auch bei der Betrachtung des
Bedeutungsaspekts ergeben sich Unterschiede zu den vorherigen Abschnitten: Es tau-
chen mehr lern-AuBerungen als wiss-AuBerungen auf. Der groBe Anteil an fortfiihren-
den [lern-AuBerungen besteht ausschlieBlich aus Kommentaren wie: ,Das geht ja
nicht.”, oder: ,,Klar geht das.” Die Schiiler sind sich offenbar uneinig, ob man den
Bruch 1/3 in einen Dezimalbruch umwandeln kann oder nicht. In den fortfithrenden
wiss-AuBerungen findet man Vorschlige, was man machen kénne, damit aus 1/3 ein
Zehnerbruch wird: ,,Vielleicht mal 10 nehmen und dann durch drei teilen., oder: ,,Mit

‘CC

dem Kehrwert malnehmen!* Dies sind alles Vorschldge, die ohne direkte Aufforderung

des Lehrers in den Unterricht eingebracht werden. Die vielen Fortfithrungen der Schiiler
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sind durch den relativ geringen Anteil an Aufforderungen des Lehrers zu erkldren. Zwar
sind die meisten Lehrerduflerungen immer noch Aufforderungen (vgl Tabelle 20), die
Mehrzahl sind aber unterrichtsorganisatorischer Art, keine Aufforderung wurde als
wiss-Sprechakt codiert. Die unterrichtsorganisatorischen Aufforderungen sind Fragen
wie: ,,Und was soll ich jetzt hiermit machen?*, oder: ,,Moment Moment, was soll ich da
hinschreiben?* Es sind Riickfragen auf Vorschldge der Schiiler, die dem Lehrer damit
die nichsten Schritte vorgeben. Begriindungen werden vom Lehrer nur selten gefordert.
Erst nach mehreren Versuchen, die nicht zum gewliinschten Ziel fiihrten, nimmt der
Lehrer die Aussage eines Schiilers explizit auf, , die auch vorher schon mehrere Male
gefallen ist (,,Das geht gar nicht.”), und fragt nach einer Begriindung:

L: Warum meinst du denn, daf3 das nicht geht?
S:  Weil’s nicht geht.
L: Ja, das ist keine Begriindung. ... So, Carola hat also erstmal, mal recht.

AnschlieBend schreibt er an die Tafel: ,,1/3 ldft sich nicht als Dezimalbruch darstel-
len.* Damit wird das, was einige Schiiler schon langst vermutet hatten, endgiiltig vom
Lehrer legitimiert. Interessanterweise sind damit aber noch nicht alle Schiiler einver-
standen. Die folgende Unterrichtssequenz folgt noch nachdem der Lehrer den obigen
Satz an die Tafel geschrieben hat:

Das geht Herr C, das geht. Herr C, ich hab es.

Ich hab es auch!

Mit dem Kehrwert malnehmen!

Herr C, das geht!

Steht doch schon dran, da3 es nicht geht.

Natiirlich geht das ... Brauchen Sie nur anschreiben, Herr C drei, drei, drei, drei, drei, drei,
drei ...

Der Lehrer geht auf keine dieser Aussagen ein. Insbesondere der letzte Satz des Schii-
lers zeigt, dall er schon so etwas wie eine periodische Darstellung im Sinn hat. Wie er
darauf gekommen ist, 148t sich nicht sagen. Dies ist die einzige Stelle, bei der das Vor-
wissen der Schiiler nicht eindeutig einem Schulwissen zuzuordnen ist. Es erhilt jedoch,
wie gesagt, keine Geltung.

Zusammenfassend kann fiir diesen Abschnitt gesagt werden, da3 das Vorwissen der
Schiiler bis auf eine Ausnahme recht eindeutig einem Schulwissen zugeordnet werden
kann und dal der Lehrer sein Wissen nicht direkt in den Unterricht einbringt, aber die
Geltung des Unterrichtsergebnisses allein verbiirgt. Das wird vor allem daran deutlich,
dal} weitere Vorschldge, vor allem der oben zitierte, durch den indirekt auf periodische
Dezimalbriiche hingewiesen wird, vom Lehrer nicht mehr aufgenommen werden. Er
bleibt unkommentiert im Raume stehen und erhélt somit keine Geltung, obwohl er ma-

101

thematisch richtig und vollkommen berechtigt ist ~ . Auch werden keine weiteren ma-

191 Es ist hier anzumerken, daB8 der Satz, so wie ihn der Lehrer aufschreibt, mathematisch nicht richtig ist.
Der Bruch 1/3 148t sich sehr wohl in einen Dezimalbruch umwandeln, nur nicht in einen endlichen. Das
ist es, was hinter der Aussage des Schiilers am Schluf} dieses Abschnitts vermutet werden kann. Der Un-
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thematischen Begriindungen angegeben, warum der Bruch nicht umgewandelt werden
kann. Die Wissenschaft Mathematik erscheint somit in dieser Phase des Unterrichts
nicht als die Geltung verbiirgende Instanz.

Die fehlende Begriindung des vierten Unterrichtsabschnitts folgt nun im fiinften, in dem
die bereits (durch Erweitern) umgewandelten Bruchzahlen betrachtet werden und eine
Vermutung dariiber formuliert wird, wie die Nenner eines umwandelbaren Bruches aus-
sehen miissen (sie diirfen nur die Teiler 2 und 5 haben). Zunéchst sollen jedoch wieder-
um die Sprechakte von Schiilern und Lehrer betrachtet werden.

Spielziige | wiss lern uorg | usys | Summe
AUFF 2 2
FORT 13 7 1 21
REAG 31 2 2 35

SUMME 44 9 2 3 58

Tabelle 21: Sprechakte Schiiler aus C;(3), 5. Unterrichtsabschnitt

Spielziige | wiss lern uorg | usys | Summe
AUFF 19 1 22 3 45
FORT 8 12 3 23
STRK 2 2 4

SUMME 29 13 27 3 72

Tabelle 22: Sprechakte Lehrer aus C;(3), 5. Unterrichtsabschnitt

Hier ergeben sich wieder groBe Ahnlichkeiten zu der Verteilung der Sprechakte im ers-
ten und zweiten Unterrichtsabschnitt: Die meisten SchiilerduBBerungen sind reagierend
und auf Wissenschaft bezogen; dem entspricht die hohe Anzahl von auffordernden
Spielziigen des Lehrers (wiss und worg). Es gibt auerdem wieder mehr Lehrer- als
SchiilerduBerungen. Insgesamt lassen diese Verteilungen den Schluf3 zu, dal3 das ,Frage-
Antwort-Schema“ sich hier wieder durchsetzt. Bei genauerer inhaltlicher Betrachtung
wird das noch deutlicher. Der folgende Ausschnitt, in dem allerdings nur auffordernde
und reagierende wiss-Spielziige zusammengefaf3t sind, ist typisch fiir die Konstitution
des Wissens in diesem Unterrichtsabschnitt.

Welche Primfaktoren enthilt hier der Nenner?
Das sind die 1 und die 5....

Eins und 5,

20, wie sieht das da aus?

Die 5.

Und welche Primzahl taucht noch auf?

Vier.

Sonst keine.

Durch welche Zahlen ist denn 10 teilbar?

Ach so, 20.

Was verstehen wir denn unter Primzahlen?
Unter Primzahlen ... die sich nur durch sich selbst und durch eins teilen lassen.

terschied zwischen endlichen und unendlichen Dezimalbriichen wird aber nicht thematisiert. Auch das
Unterrichtsergebnis des ndchsten Abschnitts ist nur richtig unter der Voraussetzung, da3 endliche Dezi-
malbriiche behandelt werden.
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L  Wie lauten also die Primzahlen, deren Produkt 20 ergibt?
S: 5
S: 2

Der Lehrer fragt, die Schiiler antworten auf der Grundlage ihres Schulwissens. Der Leh-
rer bringt sein Wissen nicht direkt in den Unterricht ein, indirekt jedoch dadurch, daf3 er
in den lern-AuBerungen Schiilerantworten bestitigt (oft auch non-verbal, indem er die
richtige Antwort an die Tafel schreibt). Oder, bei falschen Antworten, meist Gegenfra-
gen stellt. Durch die Gegenfragen oder Gegenbeispiele wird als Geltung verbiirgende
Instanz auch wieder die Mathematik als Wissenschaft in Anspruch genommen: Nicht
der Lehrer bewertet eine Antwort als falsch, sondern ein mathematisches Gegenbeispiel
fihrt zu der Einsicht. Z.B. vermutet ein Schiiler, dafl ein Bruch in einen Dezimalbruch
umgewandelt werden konne, wenn der Nenner nicht durch drei teilbar sei. Daraufhin
fiihrt der Lehrer das Gegenbeispiel 1/7 an: Dieser Bruch ist auch nicht umzuwandeln,
obwohl der Nenner nicht durch drei teilbar ist (so explizit wird es im Unterricht zwar
nicht gesagt, es ist vom Lehrer aber wohl so gemeint). Das Wissen, das in diesem Un-
terrichtsabschnitt erscheint, wird also ganz dhnlich wie im ersten und zweiten Abschnitt
konstituiert, und wiederum durch den Lehrer und teilweise durch die Mathematik ver-
blirgt.

Insgesamt 148t sich festhalten, dal das Wissen im ersten, zweiten und fiinften Unter-
richtsabschnitt durch relativ enge Fragen des Lehrers und entsprechende Antworten der
Schiiler konstituiert wird. Dies zeigt die hohe Anzahl von Aufforderungen des Lehrers
bzw. Reaktionen der Schiiler. Seine Geltung erhilt es einerseits durch den Lehrer, der
die Antworten bestdtigt, andererseits auch durch die Mathematik, die immer wieder und
meist zusétzlich zur Bestdtigung durch den Lehrer durch Fragen nach Begriindungen
oder Gegenfragen herangezogen wird. Ausnahmen bilden der dritte und vierte Ab-
schnitt. Hier setzt sich das Wissen hauptsichlich aus fortfithrenden AuBerungen der
Schiiler zusammen, die nicht durch Aufforderungen des Lehrers initiiert sind. Dies hat
zur Folge, daf} insbesondere im vierten Abschnitt die Mathematik nicht als Geltung ver-
biirgende Instanz in Anspruch genommen wird, sondern allein der Lehrer die Geltung
garantiert.

5522 Offnung des Wissens

Nachdem nun herausgearbeitet wurde, welcher Art das im Unterricht erscheinende Wis-
sen ist, wie es im Unterricht konstituiert wird und welche Instanzen die Geltung dafiir
verbiirgen, soll es nun um die Frage der Offnung des Wissens gehen. Der Grad der Off-
nung laBt sich am Umgang mit sogenannten Bruchstellen und an der Verdeutlichung
des Konstruktionscharakters festmachen. Zunéchst zu den Bruchstellen im Unterricht:

Wir finden hier eine sehr explizite Bruchstelle, die oben schon zitiert wurde: Die Stelle
im vierten Unterrichtsabschnitt, in der ein Schiiler anmerkt, dal der Bruch 1/3 sehr
wohl in einen Dezimalbruch umzuwandeln sei: ,,Brauchen Sie nur anschreiben, Herr C,
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drei, drei, drei, drei, drei, drei, drei.” Es wurde bereits erwahnt, dal der Lehrer diese
AuBerung nicht aufnimmt, sondern direkt zum niichsten Unterrichtsabschnitt iibergeht.
Wie ist dieses Verhalten zu interpretieren? Eine Thematisierung hitte durchaus zu inte-
ressanten Aspekten fiihren kdnnen, die so unausgesprochen bleiben. Zundchst wire es
aufschluBBreich gewesen, zu erfahren, wie der Schiiler zu dieser Aussage kommt. Die
vorangegangenen Vorschlige lassen vermuten, dal er durch Erweitern und anschlie-
Bendes Kiirzen bzw. Dividieren zu seinem Ergebnis kam'*?. Das Problem der Unend-
lichkeit hétte so angesprochen werden kdnnen, denn es scheint so zu sein, dafl man die-
ses Verfahren unendlich lange fortfiihren kann. So hitte es zu einer Unterscheidung
zwischen endlichen und unendlichen Dezimalbriichen kommen konnen, und das Unter-
richtsergebnis, das der Lehrer zuvor an die Tafel geschrieben hatte, hitte korrigiert
werden miissen (s. FuBBnote 101). So aber wird der Bruch 1/3 als nicht umwandelbar
interpretiert, was mathematisch nicht korrekt ist. Im Lehrerinterview nach dieser Stunde
wurde diese Unterrichtsszene angesprochen:

I:  Dabei der drei hat dann auch jemand/ bei den ein Drittel — mal gesagt: Null Komma drei drei
drei drei, hast du das mitgekriegt?

L: Mmh, das habe ich mitgekriegt. Aber das hitte in dem Augenblick nicht geholfen, denn dann
hitte ich wirklich noch mal weiterfragen miissen, denn der hat das ndmlich wahrscheinlich
nur rausbekommen, indem er das gleich/ 'n Bruchstrich durch ’n Divisionszeichen ersetzt hat
und dann irgendwo geteilt hat, oder er hat das auch schon im Buch nachgeguckt. ...

I Aber jetzt sagst du ja, dal du denen das im Grunde genommen nicht zutraust, ne, zu sagen
0,3333.

L: Ja, ich hétte ja, wenn ich das jetzt aufgenommen hitte, die Schiiler noch mehr verwirrt. ...
Ne, ich glaube, aus dem Momentanen hitte er nicht darauf kommen kdnnen.

Hier werden drei Dinge deutlich: Erstens hat der Lehrer den Vorschlag des Schiilers
sehr wohl (akustisch) verstanden, zweitens glaubt er, dal der Schiiler das Ergebnis
wahrscheinlich aus dem Buch hat (er scheint sich allerdings in diesem Punkt nicht ganz
sicher zu sein), jedenfalls ist er drittens der Meinung, da3 eine Thematisierung bei den
anderen Schiilern nur Verwirrung gestiftet und nicht dazu gedient hétte, den Sachverhalt
aufzukliren. Es kann hier nicht entschieden werden, woher der Schiiler sein Wissen
nimmt. Dadurch aber, daB3 es nicht im Unterricht aufgenommen wird und der Lehrer
aufgrund seiner padagogischen Autoritdt entscheidet, dal es der Sache nicht dienlich
ist, wird eine Offnung des Wissens verhindert. Das Unterrichtsergebnis beinhaltet somit
eine verkiirzte Interpretation des Sachverhalts.

Schaut man sich noch einmal die im letzten Abschnitt gewonnenen Erkenntnisse zur
Konstituierung und Geltung des Wissens an, so scheint es kein Zufall zu sein, da3 die
einzige explizite Bruchstelle sich im 4. Unterrichtsabschnitt befindet. Dieser namlich
zeichnete sich im Unterschied zu den anderen dadurch aus, da3 das Wissen hauptsich-
lich durch Fortfithrungen der Schiiler konstituiert wurde'® und damit nicht so stark

102 1_ 1000 _ 999 , 1 _ 333 , 1 _ 1
3= 3000 = 3000 T 3000 = 1000 + 3000 = 0333+ 3555 WSW-

' Eine weitere Ausnahme bildet der 3. Abschnitt, der sich allerdings in der Linge wiederum stark vom
4. unterscheidet.
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durch Fragen des Lehrers gelenkt wurde (vgl. Tabelle 19). Vor dem Hintergrund des
von Voigt entwickelten ErarbeitungsprozeBmusters (vgl. Voigt 1984, S.120ff) kann die
angesprochene Szene weiter interpretiert werden. Das ErarbeitungsprozeBmuster glie-
dert sich in drei Phasen: In der ersten stellt der Lehrer eine sehr offene Frage, auf die die
Schiiler zunéchst relativ beliebige Vorschldge machen, bis ein ,,vorldufiges Aufgaben-
verstidndnis hergestellt” ist (ebd., S.128). Dann wird ,fragend-entwickelnd‘ die Losung
erarbeitet und in der dritten Phase schlieBlich im nachhinein interpretiert. Auf diese
Stunde bezogen, kann nun der vierte Abschnitt als erste und zweite Phase dieses Mus-
ters interpretiert werden:

Die einleitende Frage (,,Jetzt mochte ich gern mal ein Drittel haben.*) ist insofern offen,
als sie inhaltlich nicht in das zuvor erarbeitete Schema palit. Es wird relativ schnell klar,
daf} dieser Bruch sich nicht mit den herkdmmlichen Methoden (erweitern oder kiirzen)
in einen Zehnerbruch umwandeln 146t. Nun beginnt eine Phase, in der die Schiiler will-
kiirlich Vorschldge machen, die der Lehrer zunichst aufnimmt und an der Tafel durch-
fiihrt. Er nimmt dann den Hinweis auf, dal3 das gar nicht umzuwandeln sei. Das wird an
die Tafel geschrieben und als Unterrichtsergebnis festgehalten'®; und erst danach
kommt der Vorschlag, der sich auf die periodische Darstellung bezieht. Er kommt viel-
leicht einfach zu spit, denn die Routine (vgl. dazu auch Voigt 1984) im Umgang mit
diesem Muster legt fest, dal das Raten, das Einbringen von relativ unverbindlichen
Vorschldgen mit der Fixierung der Losung ein Ende hat. Neue, dem widersprechende,
Ergebnisse konnen jetzt nicht mehr beriicksichtigt werden. Dies macht auch der Kom-
mentar eines anderen Schiilers deutlich: ,,Steht doch schon dran, daB3 es nicht geht!*
Was an der Tafel steht, das gilt, die Schiiler haben ihre Pflicht in diesem Fall getan.

Die dritte Phase kann mit dem letzten Unterrichtsabschnitt identifiziert werden, denn
hier wird (wenn auch eher implizit) eine Begriindung dafiir geliefert, warum man den
Bruch nicht umwandeln konnte. Hier haben die Schiiler per definitionem nicht mehr die
Moglichkeit, willkiirlich Vorschldge zu machen, sondern sie miissen sich an den klar
umrissenen Erwartungen des Lehrers orientieren'®. Dies verhindert weitere Interpreta-
tionsdifferenzen weitgehend.

Auch in dem anschlieBenden Schilerinterview ist diese Unterrichtsstelle ein Thema.
Dazu zwei Zitate:

S:  Bei dem 1/3, da hat er uns natiirlich ganz schon reingelegt, weil das nicht klappte. Er wulite
das alles, bloB er sagt’s uns nicht.

S:  Das macht er ofters so.

I:  Dann schreibt er irgendwas an und ihr rétselt erst mal rum, oder wie?

% Die zweite Phase des Voigtschen Musters, in der die Losung entwickelt wird, ist von der ersten hier
nicht klar zu trennen. Das mag daran liegen, daB es hier keine Losung gibt, die irgendwie berechnet wer-
den miifite, sie besteht darin, daB3 festgestellt wird, dall die Aufgabe nicht 16sbar ist.

19 Klar umrissen® sind seine Erwartungen allerdings erst, als der Lehrer zu der Primfaktorzerlegung
iibergeht. Die einleitende Frage des 5. Abschnitts ist zunichst offen, woraus sich die zweite Bruchstelle
dieser Stunde entwickelt (s.u.).
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S:  Er 14Bt uns 10 Minuten griibeln, wir briillen alle/ wir rufen rein, was uns gerade einfillt, ob
es nun stimmt, was uns gerade einfillt, und dann nach 10 Minuten sagt er, es geht iberhaupt
nicht.

Wenig spéter geht es noch einmal um diesen Abschnitt. Ein Schiiler kritisiert, dal der Lehrer auf

seinen Vorschlag, den Kehrwert zu nehmen nicht eingegangen ist:

S1: Ja, er hitt’s machen konnen, aber er will’s ja nicht. Er 148t ndmlich immer uns probieren,
sagt meistens immer schon: nein, das geht nicht.

S2: Ja, was hitt er denn da noch grof sagen sollen? Also mit dem Kehrwert, das wér ja auch
nicht gegangen.

S1: Er hitte uns ja beweisen konnen, daB er/ daB das nicht mit dem Kehrbruch malgeht.

Hier wird deutlich, da3 die Schiiler die Vorgehensweise des Lehrers sehr genau durch-
schauen. Sie spielen das Spiel mit, in dem es darum geht, die Antwort, die der Lehrer
genau kennt, herauszufinden. Dabei ist der Inhalt dessen, was die Schiiler einbringen,
relativ unwichtig, es wird so lange geraten, bis der Lehrer eine Antwort als richtig her-
ausstellt'®. Bei dem zuletzt zitierten Schiiler scheint es nun aber so zu sein, dal} er sei-
nen Vorschlag ernst nimmt und von seiner Untauglichkeit fiir die Losung des Problems
noch nicht iiberzeugt war. Er kritisiert die Spielregeln und fiihlt sich nicht ernst ge-
nommen, er mochte davon liberzeugt werden, daf3 sein Vorschlag falsch war. Davon ist
im Unterricht selbst freilich nichts zu spiiren. Hier wird das Spiel voll akzeptiert und
routineméfig weitergespielt, im Unterricht stoft dieses Vorgehen bei den Schiilern
nicht auf Widerspruch. Das muf3 aber, wie man sieht, nicht unbedingt heilen, dal3 die
Schiiler ihren eigenen Beitrdgen keinerlei Bedeutung zumessen.

Vor diesem Hintergrund kann auch das Fehlen weiterer expliziter Bruchstellen noch
einmal gedeutet werden: Wenn im Unterricht die Ideen der Schiiler eingefordert wer-
den, so werden sie nur unter der Zielperspektive der vom Lehrer angestrebten Losung
gesehen. Dient ein Vorschlag diesem Ziel nicht (so wie der Vorschlag, 1/3 als periodi-
schen Dezimalbruch zu schreiben), so wird er ausgesondert, eine Begriindung dafiir ist
nicht unbedingt notwendig; und das wird im Unterricht von den Schiilern akzeptiert. Sie
wiinschen sich zwar offensichtlich, dafl der Lehrer auf ihre Vorschldge ndher eingeht
und eine Zuriickweisung auch begriindet, andererseits verstehen sie selbst ihre Vor-
schldge als Mittel zum Zweck: ,,wir rufen rein, was uns gerade einféllt” , und dies
scheinbar mit der Erwartung, daf} der Lehrer schon sagen wird, was richtig ist und was
falsch. Dal3 das Wissen nicht gedffnet wird und die Geltung hinterfragt und ausgehan-
delt wird, liegt also auch an der Erwartungshaltung der Schiiler. Eine Aushandlung von
divergierenden Interpretationen wird so erschwert, wenn nicht gar unmdéglich gemacht.

Eine zweite, jedoch eher implizite Bruchstelle befindet sich im fiinften Abschnitt. Der
Lehrer fragt danach, wie ,,bisher Dezimalbriiche aus(sehen), die wir kennen?*. Diese
relativ offene Frage, die eigentlich keinen Hinweis darauf enthélt, daB3 es im folgenden
um eine Betrachtung der Nenner gehen soll, wird so beantwortet: ,,Der Nenner, der muf3

1% vg]. dazu Voigt 1984, S.145: Er schreibt zur Routine in der zweiten Phase des ErarbeitungsprozB-
musters: ,,Die Antworten der Schiiler werden zunehmend beliebiger, willkiirlicher und sinnloser. (Ihr
Verhalten erinnert an das Verhalten der Kandidaten in der Fernsehsendung ,Die Montagsmaler*.) Sie
folgen einer Handlungsroutine, die man Versuch-Irrtum-Verfahren nennen konnte.*
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durch fiinf teilbar sein.* Das ist eine richtige Antwort, sie wird allerdings nicht akzep-
tiert, denn ein Schiiler widerlegt sie durch ein Gegenbeispiel, das der Lehrer aufnimmit:

Wenn man jetzt ein Fiinfundvierzigstel hat, wie will man das dann machen? ...

Wie sieht denn die Zerlegung fiir ein Fiinfundvierzigstel aus? ...

Geht nicht. ...

Gibt es trotzdem ‘ne Darstellung? ... Denn wenn wir Katja hier richtig verstanden haben, so
ist hier die 5 enthalten, also konnen wir das in einen Zehnerbruch verwandeln.

S Nein, kénnen wir nicht.

= wn

Dann ein weiterer Versuch eines Schiilers: ,,Man kann nur Briiche als Dezimalzahl dar-
stellen, die nicht durch drei teilbar sind.* Auch das ist richtig, wird aber wiederum nicht
akzeptiert. Diesmal fiihrt der Lehrer ein Gegenbeispiel an: ,,Wie sieht das mit 1/7 aus?
Dieser Bruch sei auch nicht umzuwandeln, obwohl der Nenner nicht durch drei teilbar
sel.

Wie ist es zu erkldren, dall der Lehrer den richtigen Antworten der Schiiler keine Gel-
tung verschafft? Eine mogliche Erklarung ist ein unterschiedliches Aufgabenverstind-
nis. Wiahrend der Lehrer auf eine hinreichende Bedingung hinaus will, geben die Schii-
ler notwendige Bedingungen an. Diese allein reichen natiirlich fiir eine allgemeine Be-
stimmung der umwandelbaren Bruchzahlen nicht aus, sind aber, wie gesagt, nicht
falsch. Sie passen nur nicht zum Aufgabenverstdndnis des Lehrers — das wie erwihnt
durch seine Frage nicht zum Ausdruck kommt — und werden deshalb zuriickgewiesen.
Die Antworten der Schiiler erhalten keine Geltung, weil der Lehrer anscheinend die
unterschiedliche Interpretation der Aufgabe nicht bemerkt. Hitte er die Antworten der
Schiiler legitimiert und die Gegenbeispiele dazu genutzt herauszustellen, dafl die von
den Schiilern genannten Bedingungen noch nicht ausreichend sind, wére diese Interpre-
tationsdifferenz moglicherweise deutlich geworden. So aber werden die Interpretationen
der Schiiler als falsch zuriickgewiesen, und eine Offnung des Wissens wird auch hier
verhindert.

Ein weiterer MaBstab fiir die Offnung des Wissens war die Verdeutlichung des Kon-
struktionscharakters des Wissens. Dieser wird in Ansédtzen im letzten Unterrichtsab-
schnitt deutlich, in dem es um eine Begriindung dafiir geht, welche Bruchzahlen sich in
einen Dezimalbruch (richtig miifite es heilen: in einen Zehnerbruch) umwandeln lassen
und welche nicht. Dazu werden die Nenner der Briiche des 2. Abschnitts untersucht und
durch Primfaktorzerlegung festgestellt, dafl die Nenner nur die Zahlen 2 und 5 als Teiler
enthalten diirfen. Damit werden Voraussetzungen angesprochen, die notwendig fiir eine
Umwandlung sind. Innermathematisch haben die Schiiler die Moglichkeit, die Geltung
der ,Vermutung‘ nachzuvollziehen und zu {iberpriifen, sie sind nicht auf ,Probieren*
angewiesen, sondern konnen vorher entscheiden, ob ein Bruch als Zehnerbruch dar-
stellbar (und damit umwandelbar) ist oder nicht.

Verdeutlichung des Konstruktionscharakters meint jedoch mehr: Unter diesem Ge-
sichtspunkt tauchen z.B. Fragen nach der ZweckmaBigkeit von Dezimalbriichen auf,
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auch im Gegensatz zu gewdhnlichen Briichen, nach dem Dezimalsystem im allgemei-
nen (das nicht von Natur aus gegeben, sondern von Menschen konstruiert wurde) und

Vor- und Nachteilen dieses Systems gegeniiber anderen (z.B. dem Sexagesimalsystem).

107

Derartige Fragen werden in diesem Unterricht nicht gestellt ™'. Vor allem aber wird im

Unterricht die Chance nicht genutzt, auf Grenzen der Giiltigkeit von mathematischen
Aussagen einzugehen, wie es im 4. Abschnitt moglich gewesen wire, als es um die Dar-
stellung von 1/3 als Dezimalbruch ging.

5.5.3 Die Didaktik des Lehrers

Es ist oben bereits einiges zur Didaktik des Lehrers angeklungen, das nun etwas aus-
fiihrlicher betrachtet werden soll. Es wurde insbesondere festgestellt, dal der Lehrer
den Unterricht sehr stark durch relativ enge Fragen lenkt und da3 er darauf bedacht ist,
mathematische Begriindungen einzufordern. Ein weiteres Charakteristikum dieses Leh-
rers, das bisher noch nicht betrachtet wurde, ist die im Unterricht verwendete Sprache
bzw. der von ihm geforderte Umgang mit ihr. Er legt groen Wert auf die Benutzung
der Fachausdriicke, wie das folgende etwas ausfiihrlichere Beispiel aus dem 2. Unter-
richtsabschnitt zeigt:

Warum nimmst du denn gerade 100?

weil das/weil das

Warum meinst du gerade, da3 wir auf Hundertstel erweitern miissen?

Das schétz ich

Oder auf ein Viertel.

Mensch, ist doch ganz einfach

Katrin, warum meinst du das ...

Weil, das ist nimlich so: wenn man das mit Hundertstel rechnet, dann wird das alles viel ein-
facher ...

Da kdnnt man ja alle in die Tabelle da eintragen und so ...

Sie hitte doch auch ... sie hitte auch Tausend nehmen koénnen.

Ja, aber Hundert ist das nichstkleinste.

Das néchstniedrigste ist das.

Das ist die néchste. ..

nichst Niedrigste

Néchst Niedrigste, das ist aber ungenau formuliert.

Naja, die nédchst Niedrigste mit "ner eins vorne.

Das nichst Niedrigste, was es gibt

Naja, du meinst bestimmt das richtige, aber so mathematisch ausgedriickt ist das nicht.
Ich bin ja auch kein Mathematiker.

Wer kann also auch das noch, was Katrin hier eben angefiihrt hat, 'n bilichen genauer formu-
lieren?

Néchst niedrigste Zehner...

Was meint sie denn mit néchst Niedrigste?

Hundertstel, Zehntel ...

Ah, jetzt weil} ich, was sie gemeint hat.

Ja, dann verbesser sie doch mal.

Das ist das néchst niedrigste, was man in der Tabelle eintragen kann.

Und welche Zahl kann man in die Tabelle eintragen?

10, 100, 1000, 10000, 100000, 1000000, eine Million Hunderttausendstel

FunrCurnunCunCtnneEyn NERNnREnH

nCnEnneE®

"7 In der vorangegangenen Stunde wird beildufig das Wort ,Dezimalsystem* erklirt, indem auf den
Wortstamm eingegangen und auf den Unterschied zum Sexagesimalsystem aufmerksam gemacht wird,
das die Schiiler aus der Zeitmessung kennen.
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Und was sind das alles fiir Zahlen? Was sind das alles fiir Zahlen? Sascha.
Die kann man alle durch 10 teilen.

20 kann ich auch durch 10 teilen und trotzdem kommt das nicht hin.

Aber sie konnen oben nicht die zwei durch 10 teilen.

So weit waren wir ja noch gar nicht.

Herr C, sagen Sie uns doch’n Trick, wie’s geht, dazu.

Martin.

Das is ganz einfach: weil Hundert die ndchsthdhere Zehnerpotenz ist.
Jawoll! Kannst du das nochmal laut und deutlich wiederholen?

Hundert ist die ndchsthéhere Zehnerpotenz!

nrryunrrunrwnec e

Diese Unterrichtssequenz bildet ca. %4 des gesamten 2. Abschnitts. Es hat den Charakter
eines Ratespiels, in dem der Lehrer die Antwort weill und die Schiiler die Ratenden
sind. Der Begriff ,Zehnerpotenz* ist in den vorangegangenen Stunden zwar schon ein-
mal gefallen, trotzdem wissen die Schiiler lange nicht, worauf der Lehrer hinaus will,
was er horen will. Den Sachverhalt haben sie jedoch anscheinend sehr wohl verstanden.
Warum also dringt der Lehrer darauf, genau diesen Begriff zu benutzen, und warum
sagt er ihn nicht direkt, nachdem klar ist, da3 die Schiiler ithn nicht mehr parat haben?

Schauen wir uns darauthin einige Ausschnitte aus dem Lehrerinterview an:

,,Aber, was fiir mich viel wichtiger ist, deshalb konzentriere ich mich meistens auf den Ton, ob ich
préazise und deutlich genug spreche. Das ist ndmlich fiir Schiiler sehr wichtig, daf3 der Lehrer deut-
lich und vor allem fiir sie auch verstdndlich spricht, und man kann viele Fehler von vornherein
vermeiden, oder Undeutlichkeiten vermeiden, wenn man genau genug formuliert, die Fragen und,
dh, die Hilfen exakt genug gibt. ...

Einerseits versuche ich, mich selbst prizise auszudriicken, andererseits aber auch von Schiilern
durch — das wird vielleicht in diesen Stunden nicht ganz deutlich — dh, zu erreichen, da$} sie in ih-
rer eigenen Sprache noch mal das erldutern, was hier als Definition vielleicht steht....

Das ist vielleicht auch ’n eigenes Problem. Ich bin im Examen so auf die Nase gefallen, daf} ich
nicht genau genug mathematische Formulierungen gegeben habe, und, dh, das passiert mir auch
immer wieder in Priifungen, das kann man auch im Abi nachvollziehen, dal Schiilern angekreidet
wird, daB3 sie nicht mathematisch genau formuliert haben, daf sie Dinge in ihrer Formulierung
nicht beachtet haben, die man bei genauer mathematischer Betrachtung hétte sehen miissen.*
Aus diesen Zitaten wird deutlich: Dem Lehrer ist die Sprache im Unterricht sehr wich-
tig. Insbesondere versucht er, deutlich und prizise zu sprechen, damit keine MiB3-
verstdndnisse auftreten. Andererseits ist auch die Umgangssprache im Unterricht von
Bedeutung, die Schiiler sollen den Zusammenhang zwischen der alltiglichen und der
mathematischen Sprache erkennen konnen, und nur wenn sie in der Lage sind, mathe-
matische Formulierungen zu ,ilibersetzen®, scheint fiir ihn das Verstindnis gesichert zu
sein. SchlieBlich finden wir noch eine Begriindung fiir die ausgeprégte Sprachbetonung
im Unterricht: Einerseits mochte er die Schiiler auf Priifungen vorbereiten, in denen der
richtige Umgang mit der mathematischen Sprache besonders wichtig zu sein scheint,
andererseits resultiert sie aus seinen wohl eher schlechten eigenen Erfahrungen aus der
Examenspriifung (die vermutlich noch nicht so weit zuriickliegt, denn Lehrer C ist wie
gesagt Referendar an der Schule).

Vor diesem Hintergrund wird die oben zitierte Unterrichtssequenz verstandlicher, sie
findet ihre Entsprechung in der Didaktik des Lehrers, oder besser: in der ,,subjektiven
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Unterrichtstheorie* (vgl. Heymann 1984, S. 100ff). Allerdings mit einem Unterschied:
Er selbst spricht davon, dal} es wichtig sei, dal} die Schiiler die mathematischen Ausdrii-
cke ,,noch mal in ihre Umgangssprache ersetzen konnen*. Der Weg, der im Unterricht
beschritten wird, verlduft genau andersherum. Umgangssprachlich wissen die Schiiler,
warum der Bruch auf Hundertstel erweitert werden muf3. Diese Formulierung 148t der
Lehrer jedoch so nicht gelten, er will den mathematischen Ausdruck dafiir horen. D.h.,
er verlangt von den Schiilern die Ubersetzung von der Umgangssprache in die mathe-
matische Sprache. Diese Formulierung bleibt am Ende der Szene stehen, wird sogar
noch einmal wiederholt, was die Wichtigkeit unterstreicht. Das Erlernen der prézisen
Fachsprache steht dabei eindeutig im Vordergrund. Der Lehrer nimmt dabei in Kauf,
daB3 es moglich sei,

,»daB die Schiiler sich ... vergewaltigt ist zwar der falsche Ausdruck dafiir, vielleicht etwas zu

stark, aber daf} sie aber hier etwas lernen miissen, was ihnen gar nicht so klar ist.
Dies wiederum liegt seiner Meinung nach daran, daB3 es in der Mathematik nur wenig
unterschiedliche Perspektiven gibt, ,,mit denen man Losungen betrachten kann/ Proble-
me betrachten kann.” Es gibt immer nur eine Zugriffsweise, ,,die letztendlich richtig
ist.” Und mit dieser Zugriffsweise meint er die iiber die mathematische Symbolsprache
vermittelte, die mit Hilfe der formalen Regeln zur eindeutig richtigen Losung fiihrt, wie
er im weiteren Verlauf des Interviews an einem Beispiel erlautert.

Er sieht die Mathematik also eher als ein statisches Gebédude, in dem eine bestimmte
Fachsprache benutzt wird, die man erlernen und beherrschen muf3, um sich darin zu-
rechtzufinden. Der Weg dorthin fiihrt zwar tiber die Umgangssprache, diese mufl aber
iiberwunden werden. Die Riickiibersetzung sollte seiner Meinung nach freilich auch

1% Die Tendenz,

beherrscht werden, das wird aber in diesem Unterricht nicht sichtbar
immer wieder mathematische Begriindungen einzufordern — der oben zitierte Unter-
richtsausschnitt ist gerade ein Beispiel dafiir — kann nun interpretiert werden als Ein-
iibung in die mathematische Sprache. Denn es ist auffallend, daf3 er bei allen Begriin-
dungen eine korrekte fachsprachliche Formulierung einfordert. Daraus resultiert zum
grofBen Teil auch starke Lenkung des Unterrichtsgespréchs, das gleichzeitig Bestandteil

des ErarbeitungsprozeBmusters ist.

5.5.4 Das Fach und die Schule

Der Unterricht fand in einer sechsten Klasse einer Orientierungsstufe in Niedersachsen
statt. Im folgenden sollen die ,Rahmenrichtlinien fiir die Orientierungsstufe’ von
1978'” und die ,Grundsatzpapiere fiir die Rahmenrichtlinien der Orientierungsstufe
von 1975 herangezogen werden.

1% Es wird zu priifen sein, inwieweit er seinen eigenen Anspriichen in den anderen Stunden gerecht wird,
oder ob er nicht vielmehr eindeutig den Schwerpunkt auf die mathematische Sprache legt.

1% Es ist nicht sicher, ob diese Richtlinien dem Lehrer schon zur Verfiigung standen, da sie erst im Okto-
ber 1978 in Kraft traten, der Unterricht fand im Februar 1978 statt. Ich habe an anderer Stelle (5.1.4.1)



160

Das Thema dieser Stunde ist dem Themenkreis ,,Bruchzahlen* zuzuordnen. In den Rah-
menrichtlinien tauchen die Dezimalbriiche als dritter Unterabschnitt auf: ,,Dezimal-
briiche und gewohnliche Briiche als verschiedene Bezeichnungsweisen von Bruchzah-
len®. Es folgen drei Lernziele, die verbindlich gelten:

Wissen, dal} Dezimalbriiche Zeichen fiir Bruchzahlen sind

Den Aufbau von Dezimalbriichen erldutern

Briiche in Dezimalbriiche und abbrechende Dezimalbriiche in Briiche umwandeln

Als zusitzliches Lernziel wird angegeben:

-Periodische Dezimalbriiche in Briiche verwandeln. (vgl. Rahmenrichtlinien 1978, S.52f)

Es geht aus der Formulierung nicht klar hervor, ob in diesen Lernzielen auch das Um-
wandeln von Briichen in periodische Dezimalbriiche enthalten ist. Einerseits spricht
dafiir, daB im dritten Lernziel Briiche im allgemeinen in Dezimalbriiche umgewandelt
werden sollen und Differenzierung nach abbrechenden und nicht-abbrechenden nur in
umgekehrter Richtung erfolgt, andererseits taucht der Begriff ,periodischer Dezimal-
bruch® nur im zusitzlichen Lernziel auf. Jedenfalls sollte laut Rahmenrichtlinien der
Begriff ,abbrechender Dezimalbruch® auf jeden Fall im Unterricht zur Sprache kom-
men. Es bleibt die Frage, wie er ohne die Gegenbegriffe ,nicht-abbrechender® oder ,pe-
riodischer Dezimalbruch® thematisiert werden soll. Diese Schwierigkeit scheint auch
der Lehrer zu haben, der die Mdéglichkeit nicht nutzt, den Unterschied zu verdeutlichen,
auf den ein Schiiler aufmerksam macht. Dies mag nun daran liegen, da3 der Lehrer,
hitte er den Vorschlag aufgenommen, den Begriff ,periodischer Dezimalbruch® hatte
nennen miissen. Dieser wiederum ist aber als Zusatz in den Richtlinien gekennzeichnet
und schien ihm von daher vielleicht ungeeignet im Unterricht zu thematisieren. Kurz:
Vor dem Hintergrund der Richtlinien wird die Zuriickweisung verstandlicher.

Ein weiteres auffilliges Moment war die Betonung der mathematischen Sprache im
Unterricht. Auch dazu lassen sich Parallelen in den Richtlinien und den Grundsatzpa-
pieren feststellen. Als erstes allgemeines Lernziel wird in den Richtlinien ,,Sachgerech-
tes Sprachverhalten* (S.38) genannt. Erlduternd heil3t es:

-Sprechbereitschaft entwickeln

-Sachgerechte mathematische Ausdrucksweisen entwickeln

-Notwendigkeit anerkennen, eindeutige Formulierungen zu verwenden

In den Grundsatzpapieren, in denen die allgemeinen Ziele noch ausfiihrlicher dargestellt
werden, heillt es auBBerdem:
Formalisieren

-Fachsprache erlernen und benutzen (vgl. Grundsatzpapiere 1975, S.48)

jedoch gezeigt, daB sie sich in den Inhalten und Zielen nicht wesentlich von den zuvor erschienenen
Grundsatzpapieren und Handreichungen unterscheiden.
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Die Betonung der Sprache findet also ihre direkte Entsprechung nicht nur in der Didak-
tik des Lehrers, sondern dariiber hinaus in den Richtlinien. In den Grundsatzpapieren
wird noch ein weiterer Akzent gesetzt:

Konkrete Sachverhalte in Fachsprache darstellen

-Ubergang von einer Darstellungsform zur anderen (auch von formalisierter zu umgangssprachli-

cher Darstellung, von symbolischer zu graphischer, usw.) (vgl. ebd.)

Dieses Lernziel (Ubergang von formalisierter zu umgangssprachlicher Darstellung) ist
zwar in den Vorstellungen des Lehrers von einem ,guten‘ Unterricht verankert, es wird
im Unterricht aber, wie oben gezeigt, nicht realisiert. Warum das nicht geschieht kann
hier nicht beantwortet werden. Mdglicherweise, weil die Ubersetzungsféhigkeit ,in die
andere Richtung‘ sowohl in den Richtlinien als auch in den Grundsatzpapieren weitaus
starker betont wird.

5.5.5 Mathematik im Unterricht

Das im Unterricht erscheinende Wissen soll nun den gesamten Mdglichkeiten der Ma-
thematik als Teil der gesellschaftlichen Praxis gegeniibergestellt werden. Im Struktur-
gitter wurden dazu die Begriffe Modell, System und Uberpriifung bereitgestellt. Lassen
sich im Unterricht Hinweise finden, da3 das Wissen unter diese Begriffe subsumiert
werden kann oder wird etwas systematisch auller acht gelassen?

An keiner Stelle im Unterricht wird deutlich, dal Mathematik eine modellbildende
Funktion hat. Es erscheinen abstrakte Zahlen, die umgewandelt werden konnen in De-
zimalzahlen, aber es erscheint kein Bezug zur auBermathematischen Wirklichkeit. Das
ist selbst dort nicht der Fall, wo der Bruch 1/5 als Mal3zahl fiir eine Grof3e benutzt wird
(im 2. Abschnitt, s. S.147). Auch innermathematisch kommt der Aspekt des Modells
nicht zum Vorschein.

Der Schwerpunkt dieser Unterrichtsstunde liegt ganz eindeutig auf dem Begriff des Sys-
tems. Das wird deutlich in der Betonung der mathematischen Sprache, an der Verwen-
dung der mathematischen Ausdriicke, auf die der Lehrer besteht (vgl. 5.5.3). Was darf
man mit den Zahlen machen und was nicht (z.B. erweitern und nicht multiplizieren),
was sind Primzahlen, wie sieht die Primfaktorzerlegung aus, welche Briiche lassen sich
umwandeln und welche nicht, — all dies sind Fragen, die die Mathematik als ein forma-
les System beriihren. Eins wird allerdings auch hier nicht deutlich: daB3 jeder mathema-
tische Satz immer bestimmte Voraussetzungen hat, unter denen der giiltig ist. Die Sitze:
,,1/3 146t sich nicht als Dezimalbruch darstellen. und ,,Es lassen sich nur Briiche in
Dezimalzahlen umwandeln, deren Nenner nur die Primfaktoren 2 und 5 enthélt., sind
nur richtig unter der Voraussetzung, dal man nur von abbrechenden Dezimalzahlen
spricht. Sie erscheinen im Unterricht jedoch als uneingeschrinkt giiltig.

Ein Widerspruch hétte darauf aufmerksam machen konnen: der Vorschlag eines Schii-
lers, daf} der Bruch 1/3 doch umzuwandeln sei. Dadurch hitte die eingeschrankte Giil-
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tigkeit sichtbar werden konnen, und die unausgesprochenen Voraussetzungen hétten
formuliert werden miissen. Dieser Widerspruch wird vom Lehrer nicht aufgenommen,
das Unterrichtsergebnis wird dadurch weder iiberpriift noch korrigiert.

An anderer Stelle, im flinften Unterrichtsabschnitt, werden Gegenbeispiele aufgenom-
men: Die Aussagen, daB3 die Nenner der Briiche, die in Dezimalzahlen umzuwandeln
seien, durch 5 bzw. nicht durch 3 teilbar seien, werden durch Gegenbeispiele widerlegt.
Ein Gegenbeispiel gibt der Lehrer selbst an. Dadurch werden die Aussagen jedoch voll-
standig zuriickgewiesen, obwohl sie richtig sind — wenn auch nicht hinreichend (vgl.
5.5.2.2).

Insgesamt zeigt sich hier ein deutlich eingeschrinktes Bild der Mathematik. Hinweise
auf Aspekte des Modells oder die Notwendigkeit der Uberpriifung zugrundeliegender
Voraussetzungen findet man nicht oder sie werden nicht aufgenommen, was zur Konse-
quenz hat, daf} das Unterrichtsergebnis mathematisch nicht korrekt ist. Die Mathematik
erscheint vor allem als ein System. Es ist wichtig ist, die thm eigene Sprache zu beherr-
schen. Es erscheinen aber nur wenig Hinweise auf den Sinn und Nutzen eines solchen
Systems und darauf, dal Aussagen und Sitze immer an bestimmte Voraussetzungen
gebunden sind.
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5.6 Die Unterrichtseinheit C,

Die folgende Analyse einer weiteren Unterrichtsstunde bei Lehrer C, jetzt aus der Un-
terrichtseinheit C,, soll nun vor dem Hintergrund der obigen Ergebnisse dargestellt
werden. Sie wird auf Gemeinsamkeiten und Unterschiede aufmerksam machen, die die
bisherigen Interpretationen stiitzen oder widerlegen kdnnen.

Die Unterrichtseinheit C, wurde im Juni 1978 aufgenommen, also zum Ende des Schul-
jahres. Die hier ausfiihrlich zu analysierende zweite Stunde von insgesamt drei Stunden
behandelt wie die erste Stunde dieser Einheit die Einfithrung in die Prozentrechnung. In
der dritten Stunde folgen Ubungen zum Berechnen des Prozentwertes. Nach der dritten
Stunde wurde ein gemeinsames Interview mit dem Lehrer und einigen Schiilern durch-
gefiihrt.

5.6.1 Paraphrase zu C,(2)

Thema: Einflihrung in die Prozentrechnung und Berechnung des Prozentwerts

1. Wiederholung: Die Begriffe ,,Prozentwert, Grundwert, Prozentsatz* und die
Zahl 100

Auf die Frage des Lehrers: ,,Wer kann mir bitte noch mal die Begriffe nennen, die letzte
Stunde gefallen waren?, antworten die Schiiler: ,,Grundwert.”, ,,Prozentwert.“ und
»Prozentsatz.“. Diese werden an die Tafel geschrieben, aber ,,da fehlt jetzt noch eine
GroBe. Darauthin ein Schiiler: ,,Grundsatz.* ,,Das wire zwar logisch, aber man hat fiir
den Begriff Grundsatz etwas anderes gesetzt.” Es wird geklart, dal 1% gleich 1/100 ist,
worauf wiederum die Frage folgt, wie groB3 der ,,Grundsatz* sei. ,,1/100%, antwortet ein
Schiiler. ,,Nein, nicht 1/100, sondern nur die ...“ ,,100“, wie ein Schiiler den Satz des
Lehrers beendet.

2. Ordnen der Begriffe nach mathematischen Gesichtspunkten: Frozower _ Prozettsarz |
rundwert 100

Die vier Begriffe sollen dann ,,nach mathematischen Gesichtspunkten* geordnet wer-
den. Dazu wird eine Aufgabe aus der letzten Stunde herangezogen: 8/25 = 32/100. Den
einzelnen Zahlen werden die entsprechenden Begriffe zugeordnet. Diese werden neben
die jeweiligen Zahlen geschrieben. Mit den Worten: ,,So, habe ich denn jetzt nicht die
Briiche im Grunde genommen aus diesen vier Begriffen hergestellt?* schlie3t der Leh-
rer diesen Unterrichtsabschnitt ab.

3. Der Prozentsatz gibt den Anteil von 100 an, der Prozentwert den Anteil vom
Grundwert.

Es soll herausgearbeitet werden, ,,wie sich der Prozentwert und Grundwert zueinander

verhalten®. Die Schiilerantworten beziehen sich wieder auf die Beispielaufgabe: Man

hat erweitert, multipliziert und dhnliches. Auf die Frage des Lehrers, warum man ,,hier
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z.B. auf Hundertstel erweitert habe, antwortet ein Schiiler: ,,Also wenn man die Pro-
zente ausrechnen will, mu3 man immer auf Hundert kommen.“ ,,Also was gibt jeweils
der Prozentsatz an?“, fragt der Lehrer weiter. Die Frage wird von Martin beantwortet:
»...den Teil von 100.“ AnschlieBend soll geklart werden, was der Prozentwert in der
Aufgabe angibt. Die entsprechende Frage, die der Lehrer insgesamt dreimal wiederholt,
wird nach einiger Zeit von Hans-Jiirgen beantwortet: ,,Den Anteil von 25 am Grund-

13

wert.

4. Es handelt sich um quotientengleiche Paare: Der Prozentwert verhilt sich zum
Grundwert wie der Prozentsatz zu 100.

Das im vorherigen Unterrichtsabschnitt erarbeitete Ergebnis sollen die Schiiler ,,noch
mal versuchen, ...in eigenen Worten darzustellen.” Es wird wieder auf das Zahlenbei-
spiel 8/25 = 32/100 zuriickgegriffen. Der Lehrer gibt weitere Hinweise: ,,Was driicken
denn die beiden Zahlen aus? ; ,,was driickt denn eigentlich hier der Bruchstrich aus?*
Von einem Schiiler féllt darauthin das Stichwort ,,Quotient. ,,Kénnt ihr jetzt mit dem
Begriff Quotient was anfangen?*, fiihrt der Lehrer fort. ,,Quotientengleich®, antwortet
ein Schiiler. Der Lehrer fordert dazu auf, Zahlenpaare aufzustellen: Die Paare (8;25),
(32;100) werden an die Tafel geschrieben, und es soll die Eigenschaft dieser Paare ge-
nannt werden. Es handelt sich um quotientengleiche oder, ,,ein anderer Ausdruck®, um
verhéltnisgleiche Paare. Dann die nichste Frage: ,,Wie kann man den Zusammenhang
zwischen Grundwert, Prozentwert, der Zahl 100 und Prozentsatz ausdriicken?* Weil
keine Antworten von den Schiilern kommen, beantwortet der Lehrer selbst seine Frage:
,,Der Prozentwert verhilt sich zum Grundwert wie der Prozentsatz zu 100.

5. Ubungen, Besprechung der Hausaufgaben

Es werden anschliefend einige Aufgaben zur Berechnung des Prozentwertes gemein-
sam bearbeitet, ein Teil dieser Aufgaben gehort zu den Hausaufgaben aus der letzten
Stunde. Die erste Aufgabe (4% von 300DM) haben die Schiiler bereits richtig berechnet
(4 mal 300 geteilt durch 100). Der Lehrer mochte aber wissen, wie man ,,auf diese Glei-
chung kommt®. Die Schiiler beschreiben in ihren Antworten den Rechenweg. Schliel3-
lich beantwortet der Lehrer wieder selbst seine Frage: ,,So, ... dann muf} ich’s wieder
selbst machen, quotientengleiche Paare aufstellen. Die 4 verhilt sich zu 100 wie x zu
300. ... Und wenn ich jetzt hier nach x auflose, steht genau diese Gleichung hier.“ An
der Tafel stehen am SchluB3 dieser Aufgabe die folgenden Losungsschritte: 4/100 =
x/100; x = 4/100 - 300; x = 12DM. Die folgenden drei Aufgaben werden nach dem glei-
chen Schema bearbeitet.

6. Eine Formel zur Berechnung des Prozentwertes.

,»Wir wollen jetzt diesen Zahlen wieder Begriffe zuordnen®, beginnt der Lehrer diesen
Unterrichtsabschnitt und bezieht sich auf die letzte Aufgabe ( x = (6 - 150)/100): Die 6
entspricht dem  Prozentsatz  usf.  SchlieBlich steht an der  Tafel:
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Prozentsatz - Grundwert . . .. .
Prozentwert = . Diese Formel wird von den Schiilern dreimal vorge-

100

lesen.

5.6.2 Das im Unterricht erscheinende Wissen

Diese Stunde ist die zweite aus einem Komplex von drei aufgenommenen Unterrichts-
stunden im Juni. Es ist einleitend anzumerken, daf3 diese Stunde zum groBen Teil eine

Wiederholung der ersten ist. Der Inhalt von Cx(1) ist wie folgt zusammenzufassen''”:

= Wiederholung: Zwei Briiche kdonnen nur verglichen werden, wenn die Nenner gleich sind, zwei
Beispiele.

= Aufgabe: Wenn auf 300DM 9DM Rabatt gewéhrt werden, so wiirden auf 100DM 3DM Rabatt
gewihrt werden, (300;9) und (100;3) sind verhéltnisgleiche Paare.

= Aufgabe: ,,Zwei Klassen haben gleichzeitig eine Arbeit geschrieben. In der einen Klasse mit 20
Schiilern sind 7 Arbeiten mit gut, in der anderen mit 25 Schiilern 8 Arbeiten mit gut bewertet
worden. Wollen wir nun wissen, welche Klasse den groferen Anteil guter Arbeiten hat, so miis-
sen wir die Briiche 7/20 und 8/25 miteinander vergleichen.“ (Einfithrung in die Mathematik,
1975, S.191) Die beiden Briiche werden auf den Nenner 100 gebracht.

*  Festlegung der Begriffe der Prozentrechnung, Ubung und Hausaufgaben.

5.6.2.1 Herkunft und Geltung des Wissens

Es soll in diesem Abschnitt der Frage nachgegangen werden, wie das Wissen im Unter-
richt konstituiert wird und wer die Geltung dafiir verbiirgt. Es wird vor allem auf Unter-
schiede und Gemeinsamkeiten im Vergleich mit der Februar-Stunde eingegangen. Dazu
werden zundchst die Sprechakte von Schiilern und Lehrern dieser beiden Stunden ge-
geniibergestellt. Aufgenommen wurden nur die fiir die Herkunft und Geltung des Wis-
sens entscheidenden Sprechakte. Die /ebw-AuBerungen wurden sowohl bei den Schii-
lern als auch beim Lehrer fortgelassen, da sie insgesamt nur ca. 1% oder weniger von
allen AuBerungen ausmachen.

"% Die Gliederung der Stunde ist fast identisch mit der Einfiihrung in die Prozentrechnung in : Einfith-
rung in die Mathematik 1975, S.191f. Wahrscheinlich lag dieses Buch im Unterricht den Schiilern aber
nicht vor, denn im Februar wurde noch ein anderes Buch benutzt. Aulerdem schreibt der Lehrer die
Aufgaben an die Tafel und wandelt die Textaufgaben in kleine ,Geschichten® um: ,,Zwei Lehrer treffen
sich im Lehrerzimmer, und wie das immer so bei Lehrern ist, sie behaupten, jeder hat die bessere Klas-
se....”
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Zu den Schiilern (Abbildung 13): Betrachtet man zunédchst nur die Spielziige, so fallt auf,

daB in C,(2) die reagierenden AuBerungen ca. 10% mehr ausmachen als in C;(3),

dementsprechend weniger hiufig treten fortfiihrende Spielziige auf. Dies ist ein erster

Hinweis darauf, da3 der Unterricht noch stirker als im Februar durch Reaktionen der

Schiiler und Aufforderungen des Lehrers bestimmt ist. Schaut man sich nun die

Bedeutungsdimensionen an, so stellt man fest, da8 die reagierenden wiss-AuBerungen

mehr als die Hélfte aller SchiilerduBBerungen ausmachen (in C;(3) bilden sie ebenfalls

die am hiufigsten auftretende Kategorie, es sind dort jedoch nur 40,5%). Dies ist Anlal3

zu der Vermutung, dal3 das Wissen im Unterricht in erster Linie durch die Reaktionen

der
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Schiiler konstituiert wird. Fortfiihrende wiss-AuBerungen treten weniger hiufig als in
Ci(3) auf, d.h. die Schiiler bringen ihr Wissen weniger oft von sich aus in den Unter-
richt ein.

Bei der Analyse von C;(3) hatten wir festgestellt, da3 das Wissen dort ebenfalls durch
Reaktionen der Schiiler konstituiert wird, wobei allerdings zwei Unterrichtsabschnitte
aus dem Rahmen fielen, in denen die Schiiler Vermutungen duflerten und Vorschlige
machen konnten, die zum groBBen Teil nicht durch entsprechende Fragen des Lehrers
initiiert wurden. Solche Ausnahmen gibt es in dieser Stunde nicht. Die reagierenden und
fortfiihrenden wiss-AuBerungen verteilen sich relativ gleichmiBig auf die einzelnen
Unterrichtsabschnitte, so dal man festhalten kann, dal3 sich das Frage-Antwort-Schema
in dieser Stunde noch stérker durchsetzt.

Betrachtet man nun entsprechend die Sprechakte des Lehrers (Abbildung 14), so findet
man hier erwartungsgemiB mehr auffordernde wiss-AuBerungen als in C(3), wihrend
die fortfiihrenden wiss-AuBerungen in beiden Stunden annihernd gleich hiufig sind. Es
146t sich dennoch ein nicht unerheblicher Unterschied feststellen, der nur bei der inhalt-
lichen Betrachtung der Sprechakte deutlich wird: Der Lehrer bringt in dieser Stunde
sein Wissen zwar nicht hdufiger direkt in den Unterricht ein, aber an sehr entscheiden-
den Stellen. Er allein ist es, der das Unterrichtsergebnis des 4. und 5. Unterrichtsab-
schnitts formuliert. Er mul} es seiner Ansicht nach tun, weil auf seine Fragen nicht die
gewiinschten Antworten kommen:
4. Abschnitt:

Also, dann muB} ich’s wohl machen, damit wir heute noch zu den Hausaufgaben kommen. Also,
wie ... Monika, jetzt reichts aber langsam. Bleib mal sitzen da! Achim ...dreh dich nach vorne
um. Wir haben hier nun , das ist richtig herausgearbeitet worden von euch, verhiltnisgleiche Paa-
re, das heifit diese beiden ... diese beiden Worte: der Prozentwert verhélt sich zu dem Grundwert,
wie der Prozentsatz zu 100.

5. Abschnitt:

Wie kommt man hierdrauf? Und das muf} ja wohl méglich sein, ohne daf} ihr ...also lange iiberle-
gen miiflt. ... Ich habe doch in der ...angeschrieben ...Mdglicherweise hast du das auch im Heft
stehen, da. ... Ich seh das nicht, dafl das hier irgend jemand hier stehen hat ... So, ich kann jetzt
aus, dann muf} ich’s wieder selbst machen, quotientengleiche Paare aufstellen. ...Die 4 verhilt
sich zu 100 wie x zu 300. Und wenn ich jetzt hier nach x auflose, steht genau diese Gleichung
hier.

Das Wissen im Unterricht setzt sich also zu einem groflen Teil aus reagierenden wiss-

AuBerungen der Schiiler und an entscheidenden Stellen durch ein Sachwissen des Leh-

Iers zusammen.

Die nichste Frage ist die nach der Geltung des erscheinenden Wissens. Geltungsansprii-
che verbergen sich vor allem hinter den lern-AuBerungen des Lehrers. Bei ungefihr
gleich vielen lern-AuBerungen insgesamt, finden wir hier mehr fortfiihrende und weni-
ger auffordernde lern-AuBerungen als in C;(3). In den fortfithrenden finden wir wie in
Ci(3) bestitigende, korrigierende oder zuriickweisende Bemerkungen. Hier ist es der
Lehrer, der die Geltung verbiirgt bzw. nicht bestétigt und damit zuriickweist. In C;(3)
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hatten wir dariiber hinaus festgestellt, da3 der Lehrer auch die Mathematik als Geltung
verbiirgende Instanz in Anspruch nimmt, vor allem dadurch, da3 er Gegenfragen oder
Fragen nach der Begriindung einer Aussage stellt. Letztere finden sich in den auffor-
dernden lern-AuBerungen. In dieser Stunde lassen sich davon jedoch nur wenige aus-
machen. Lediglich im 5. Abschnitt fragt der Lehrer zweimal nach einer Begriindung fiir
die Berechnung des Prozentwertes, die Antwort darauf gibt er schlieBlich selbst (s.o.).
Er zieht in diesem Fall zwar die Mathematik als Geltungsinstanz heran (Ldsen einer
Gleichung), setzt die Begriindung jedoch allein durch seine padagogische Autoritit
durch.

Zusammenfassend kann also festgehalten werden, da3 sich das Wissen in noch stérke-
rem Mal3e als in der Februar-Stunde durch Fragen des Lehrers und Antworten der Schii-
ler zusammensetzt, daf3 der Lehrer an entscheidenden Stellen sein Wissen direkt in den
Unterricht einbringt und die Geltung des Wissens hauptsédchlich durch die padagogische
Autoritdt des Lehrers verbiirgt wird. Wurde in der Februar-Stunde noch an einigen
Stellen die Mathematik als legitimierende Instanz herangezogen, so erscheint sie in die-
ser Stunde nur noch implizit.

5.6.2.2 Offnung des Wissens

Zunichst zu den Bruchstellen: Es lassen sich in dieser Stunde drei mehr oder weniger
explizite Bruchstellen ausmachen. Die erste befindet sich ganz zu Anfang der Stunde:
Der Lehrer fordert die Schiiler dazu auf, die Begriffe aus der letzten Stunde zu nennen.
Grundwert, Prozentwert und Prozentsatz sind schnell gefunden und werden an die Tafel
geschrieben. Es fehlt noch die vierte GroBe, die Zahl 100:

L  So, da fehlt jetzt noch eine Grofle. Was fehlt jetzt hier noch? Achim

S Grundsatz ... Grundwert, Grundsatz

L Naja, das wire zwar logisch, aber, dh, man hat fiir den Begriff Grundsatz etwas anderes ge-
setzt. ...Ja, welches wire das fiir Achims Grundsatz gesetzte?

Prozent oder so.

Worauf bezieht man denn eigentlich Prozent immer wieder?

Auf Hundert.

Wenn ich sage 1 Prozent. ... Wieviel ist das eigentlich?

Immer von 100.

1 Prozent, wieviel ist das eigentlich? Martin.

100 geteilt durch irgendwas.

Also, das ist gleich 1 Hundertstel. ...So groB} ... Wie gro8 ist also jetzt, wie Achim sagte, der
Grundsatz?

1 Hundertstel.

Nicht 1 Hundertstel, sondern?

Ein Prozent.

Nein, nicht 1 Hundertstel, sondern nur die

100

100

Jawohl, die 100.

a2 el el el

Hunwnewneon

Achim bringt ein neues Wort in den Unterricht ein: ,Grundsatz‘ sei die noch fehlende
GroBe. Dieses Wort ist in der Tat logisch: Es entspricht der Wortbildung der anderen
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Begriffe: Prozentwert, Prozentsatz, Grundwert und eben: Grundsarzz. Auflerdem ist es
auch semantisch sinnvoll: Grundsatz konnte die zugrundeliegende gesetzte Grofe be-
deuten, und das ist die Zahl 100. Dal} es um die Zahl 100 geht, scheint den Schiilern
ohnehin klar zu sein, wie die folgenden Antworten zeigen (Prozent bezieht man auf
100). Was ihnen vermutlich nicht einleuchtend ist, ist die Tatsache, daf3 es fiir die Zahl
100 keinen eigenen Begriff gibt, obwohl doch fiir alle anderen Zahlen mathematische
Ausdriicke existieren. Auch die einleitende Frage des Lehrers: ,,So, wer kann mir bitte
noch mal die Begriffe nennen...?* erweckt den Anschein, als ob es fiir alles einen be-
stimmten Ausdruck gébe.

Wie geht der Lehrer nun mit dieser Antwort um? Er nimmt den neuen Begriff zunéchst
ausdriicklich auf, betont, dal er zwar logisch wire, dal man die fehlende GréBe jedoch
anders nennt. Auf seine Frage, worauf man ,Prozent® eigentlich beziehe, kommt die
Antwort: ,,Auf Hundert”. Damit wire die Frage eigentlich beantwortet, jedoch lenkt der
Lehrer mit seinen folgenden Fragen die Aufmerksamkeit zunichst auf ein anderes Prob-
lem, das zwischendurch noch geklart wird: 1% = 1/100. Danach nimmt er wieder den
,Grundsatz® auf, die Antwort folgt auf die suggestive Frage: ,,...nicht ein Hundertstel,
sondern?*

Zwei Dinge fallen hier auf: Erstens gelangt das urspriingliche Problem, die vierte Grof3e
zu finden, durch seinen oben erwédhnten Einschub aus dem Blick; der Zusammenhang
wird auseinandergerissen, so dal am Ende offenbleiben muf}, ob das Unterrichtsergeb-
nis dieses ersten Unterrichtsabschnitts fiir die Schiiler nachvollziehbar ist. Die gesuchte
Zahl 100 wird zwar neben die iibrigen Begriffe an die Tafel geschrieben, so dal3 der
Zusammenhang visuell erhalten bleibt, durch die Vorgehensweise im Unterricht wird er
jedoch nur implizit verdeutlicht. Zweitens wird nicht geklirt, warum der Begriff
,Grundsatz‘ durchaus sinnvoll wére, und warum man dennoch diesen Begriff nicht be-
nutzt (z.B. weil Hundert eine feste Grof3e ist, die unabhédngig von der jeweiligen Auf-
gabe ist, und man deshalb auf einen eigenen Begriff verzichten kann). Die Interpretation
des Schiilers wird nicht zum Anlafl genommen, eine gemeinsame Interpretationsbasis
wiederherzustellen.

Die zweite Bruchstelle befindet sich im 3. Unterrichtsabschnitt. Hier wurde festgestellt,

daB die beiden Briiche £ und % quotientengleich sind. Der Lehrer fordert dann dazu

auf, Zahlenpaare aufzustellen:

L  Ja gut, das ham wir erstmal festgestellt. Beide haben den gleichen Quotienten, man kénnte
jetzt auch Zahlenpaare aufstellen. Thomas, vielleicht stellst du mal aus den 4 Begriffen oder
vielleicht vorher mal aus den 4 Zahlen im Zéhler und Nenner mal Paare zusammen.

(schreibt: (8;32), (25;100))

Carola, hittest du die gleichen Paare aufgestellt?

Ja.

Gibt es noch ’ne andere Moglichkeit, Paare aufzustellen? Nahib.

8/25 und 32/100.

Dann schreib bitte mal.

(schreibt: (8;25), (32;100))

Aber bitte nicht zu klein.

a2 el el el
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L  So, dh, warum ist es nun geschickter, dieses Zahlenpaar hier aufzustellen. Wichtig sind bei-
de, aber warum ist es vorteilhafter dieses untere hier aufzustellen? ... Wenn wir dieses Bei-
spiel da oben haben?

... Katja.

Weil 8/25 der Bruch ist, also 8/25 ...

Ja, Heiko, hast du das verstanden eben?

nein.

Ja, dann pal3 auch auf. Katja, wiederhol das bitte noch mal.

Also, 8/25 ...

Was? Lauter!

Ich habe ehrlich gesagt hier hinten auch nichts verstanden....Also Katja sagte beim ersten
Mal jedenfalls 8/25 sei der Bruch ...

Cunwrnruyuncr e

Thomas schreibt zunichst zwei Zahlenpaare auf, die, wie sehr schnell klar wird, nicht
der Erwartung des Lehrers entsprechen. Er handelt aber dennoch im Sinne der Auffor-
derung des Lehrers, der ja nur sagte, er solle aus diesen vier Zahlen (quotientengleiche)
Paare zusammenstellen. Beide Bedingungen sind erfiillt, sein Vorschlag ist nur nicht
,geschickt® oder ,vorteilhaft®, aber, wie der Lehrer betont, trotzdem ,wichtig’. Warum
nun die anderen beiden Paare ,vorteilhafter® sind, wird, mit Verweis ,,auf das Beispiel
da oben* dadurch begriindet, dall 8/25 der Bruch sei, der an der Tafel stehe, und nicht
8/32. Dies scheint mir fiir eine Begriindung nicht ausreichend. Der Sinn der zweiten
Zahlenpaare wird nur dadurch deutlich, daf} die Zahlen eine bestimmte Bedeutung ha-
ben: 8 entspricht dem Prozentwert usw., und der Prozentwert gibt den Anteil vom
Grundwert an (das ist in diesem Falle also 25): Deshalb gehoren diese beide Zahlen
zusammen. Vor dem Hintergrund ihrer inhaltlichen Bedeutung und mit Bezug auf das
Thema ,Prozentrechnung‘ sind die Paare von Thomas nicht nur nicht ,vorteilhaft‘, son-
dern in der Tat unwichtig. Die Geltung des zweiten Zahlenpaares kann also nur durch
den Verweis auf den Bedeutungsgehalt der Zahlen legitimiert werden. Dal} dieser zu-
mindest von Thomas anscheinend noch nicht durchschaut wurde, zeigen seine dem wi-
dersprechenden Zahlenpaare. Der Hinweis auf den Bruch, der an der Tafel steht, hat nur
einen impliziten Erklirungswert. Letztlich erfihrt das Wissen nur eine teilweise Off-
nung, die Bedeutung der Zahlen, die fiir das Aufstellen der Zahlenpaare unerldBlich ist,
wird explizit nicht gekldrt. Es bleibt daher zweifelhaft, ob die offensichtliche Inter-
pretationsdifferenz, die hier zum Ausdruck kommt, {iberwunden wird.

Im 5. Abschnitt schlielich finden wir eine dritte Bruchstelle: Die Aufgabe ,4% von
300DM* war Hausaufgabe aus der letzten Stunde und soll nun gemeinsam gelost wer-
den. Die Schiiler haben das Ergebnis bereits richtig berechnet (300/100 - 4 = 12). Das
wird auch an die Tafel geschrieben, doch der Lehrer méchte wissen, was man ,,am bes-
ten zweckmaifigerweise vorher noch macht: quotientengleiche Paare aufstellen und
dann nach x auflosen. Es entwickelt sich nun folgendes Unterrichtsgespriach (leicht ge-
kiirzt), in dem nachvollziehbar wird, wie sich ein Miflverstindnis zwischen Lehrer und

Schiiler entwickelt und erhalten bleibt''":

L  Was macht man am besten zweckmaBigerweise vorher noch? Peter.

"' Die entscheidenden AuBerungen sind hervorgehoben.
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300 geteilt durch 100
Und weiter ?
Mal 4.

v wm

S Es geht aber doch aber viel einfacher, wenn man einfach rechnet 4 mal 300 und das Ergebnis
dann durch 100.

L Wenn ich hier jetzt zum Beispiel Nahib frage, wie man auf...

S 300 durch 100 ist 3 mal 4 ist 12

L  diese Gleichung kommt ... dann weil} sie das nicht, also offensichtlich ist das wohl nicht
klar. Davon ist das ja nicht abhingig, ob das richtig oder falsch ist.

S Bei mir aber.

S das ist richtig.

L  Wie kommt man denn hierauf? Das ist ja nicht falsch, aber irgendwie mu3 man doch dahin-
kommen. ...Stephanie.

S Also, von dem Bruch der Zihler ist die ... das sind die 300 DM und dhm, mal 4 das ... sind
die 4 Prozent und, und die 100 ... der Nenner, also die 100 ist dh ... 100 Pro... sind 100 Pro-
zent und das rechnet man dann eben.

L  Der Richtige, das Richtige war da jetzt bei dir enthalten, nur kannst du das bitte noch mal so

schreiben ... so nennen, daf3 ich’s hier nachschreiben kann. ...Du hast also Begriffe Zédhler

und Nenner gebraucht, die muBte jetzt natiirlich noch mal richtig, noch mal ordnen.

Ziahler und Nenner sind 300 und 100.

Also so soll ich das hinschreiben?

Nein, erst kommt ja die Punktrechnung.

Na, dann nenn mir das doch richtig.

Also 300 mal 4 ...

oh, Mensch, das habe ich die ganze Zeit gesagt ...
300 mal 4 und dann das Ergebnis 1200 ... durch 100, meinetwegen Bruchstrich ...

Das ist aber immer noch nicht das, was ich horen wollte, ich habe gesagt, du mochtest

ganz gern das, was du richtig gesagt hast, den Begriff Zahler und Nenner, so zusammenstel-

len, daB ich ... genauso aufstellen kann, wie da driiben.

Im Nenner 'ne 100.

Warum wischen’se das alles wieder weg?

Und in dem Zihler 'ne 1200.

Das ist doch das Ergebnis der Rechenart.

Oh, Mensch!

Ich méchte ganz gern den Schritt davor haben.

Sie haben selbst gesagt, Punktrechnung vor Strichrechnung. ... und im Nenner 'ne 100.

Ich mochte ganz gerne den Schritt haben, der davor gehdrt. Wie kommt man hierdrauf? Und

das muf3 ja wohl moglich sein, ohne daf} ihr ...also lange iiberlegen miifit. ... Ich habe doch

in der ...angeschrieben ... Moglicherweise hast du das auch im Heft stehen, da. ... Ich seh
das nicht, daf} das hier irgendjemand hier stehen hat ... So, ich kann jetzt aus, dann muf3

ich’s wieder selbst machen, quotientengleiche Paare aufstellen. ...Die 4 verhélt sich zu 100

wie x zu 300. Und wenn ich jetzt hier nach x auflose, steht genau diese Gleichung hier.

S Sie machen das so umsténdlich!

Crnwrnunt~h-wn

Cbhhrfwnrtythnn

Zunidchst ist festzuhalten, da3 die Schiiler iiberhaupt nicht wissen, worauf der Lehrer
hinaus will (ein Zeichen dafiir, da3 der Sinn der quotientengleichen Paare nicht deutlich
wurde?). Die Schiiler scheinen das Problem darin zu sehen, in welcher Reihenfolge man
die Rechnung am besten ausfiihrt: Erst 300 mal 4 und dann geteilt durch 100 oder erst
300 geteilt durch 100 und dann mal 4. Die erste Moglichkeit wird favorisiert, denn, und
hier entsteht das Miflverstindnis, Punktrechnung geht vor Strichrechnung — die Strich-
rechnung wird dabei ganz offenbar mit dem Bruchstrich identifiziert. Diese Regel, die
ein Schiiler nennt, wird vom Lehrer implizit bestétigt: ,,Na, dann nenn mir das doch
richtig!“ Die folgenden Antworten beziehen sich dann auf die Rechenschritte nach der
ersten Moglichkeit. Der Lehrer ist trotzdem noch nicht zufrieden, worauthin ein Schiiler
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protestierend einwirft: ,,Sie haben selbst gesagt, Punktrechnung vor Strichrechnung!*
Spatestens hier wird deutlich, dal Lehrer und Schiiler aneinander vorbei reden. Die
Schiiler wollen das Ergebnis der Aufgabe berechnen, dem Lehrer scheint es vor allem
um das Aufstellen verhéltnisgleicher Paare zu gehen, aus denen die Rechnung dann
zwangsldufig folgt. DaB} sich dabei neben das unterschiedliche Aufgabenverstindnis
noch ein inhaltlicher Fehler einschleicht, scheint er nicht zu bemerken. Er geht in keiner
Weise auf diese Interpretationsdifferenz ein und beantwortet seine Frage schlieBlich
selbst. Eine Offnung des Wissens wird auch hier verhindert, und das vom Lehrer formu-
lierte Unterrichtsergebnis wird, wie in 5.6.2.1 bereits vermutet, von den Schiilern nur
schwer nachvollziehbar sein, da sie die Unterrichtssituation anders definierten.

Bei einem Vergleich dieser Bruchstellen féllt auf, dal die Fragen des Lehrers, aus de-
nen heraus die Milverstindnisse entstehen, in allen drei Fallen relativ offen sind. Offen
in dem Sinne, daB3 der Lehrer wenig oder keine Anhaltspunkte dafiir gibt, worauf er
hinaus will. Die Interpretationsrichtung ist nicht eindeutig, bzw., wie im ersten Fall,
weisen seine Fragen in eine andere Richtung (ein ,Begriff* ist gesucht). Ahnliches
konnte auch in C;(3) beobachtet werden. Die erste Bruchstelle tauchte dort in einem
Unterrichtsabschnitt auf, in dem die Bearbeitung der Aufgabe zunichst ausdriicklich
offengehalten und erst nach mehreren Schiilervorschldgen eingeschrinkt wurde, die
zweite Bruchstelle entwickelte sich aus einer nicht eindeutig formulierten, aber mit ein-
deutigen Erwartungen des Lehrers verkniipften Aufforderung.

In der Analyse der Februar-Stunde wurde festgestellt, daf die Schiiler im Unterricht das

lc112

,Spie zwar mitspielen, im anschlieBenden Interview aber Kritik {ibten, da sie sich

nicht ernst genommen fiihlten. Die Unzufriedenheit mit dem Unterricht tritt in dieser
Stunde noch deutlicher hervor, teilweise schon wéhrend des Unterrichts und ganz klar
in einem Interview, das im Anschlufl an die Folgestunde — sie war von der inhaltlichen
Strukturierung eine fast vollstindige Kopie dieser Stunde — mit dem Lehrer und einigen
Schiilern aufgezeichnet wurde. Im Interview wird Bezug auf diese Stunde genommen,
im folgenden Zitat auf den 5. Unterrichtsabschnitt, in dem es um eine Begriindung der
Gleichung x = 300/100 - 4 geht:

S Alle haben es ndmlich viel einfacher gerechnet, nicht so wie Sie.

S Eben.

S Ja, eben.

L  Ich glaube, ihr habt nichts davon, wenn ich euch einfach Formeln gebe, hier, nun setzt da ein,
das und das wird gemacht. ... Das ist lediglich eine Mathematisierung des Sachverhalts ja
und

Den kennen wir aber so wenig.

Herr C, Sie sind ja auch Mathematiker, Sie konnen das ja auch alles, aber wir kénnen das
doch gar nicht.

S Richtig.

S Sie miissen es uns doch erkléren.

L  (unverstindlich)

S
S

"> Gemeint war damit, daB die Schiiler zwar Vorschlige in den Unterricht einbringen diirfen, diese aber
nur Mittel zum Zweck sind und ohne Begriindung vom Lehrer zuriickgewiesen werden konnen, wenn sie
der Sache seiner Meinung nach nicht dienlich sind.
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S Ja deswegen wir kapieren das aber nicht. Sie erkléren es ja nie. Sie schreiben immer nur an
die Tafel, bla bla bla, und dann erkldren Sie es uns nicht mehr dazu.

Liegt das nicht vielleicht auch zum Teil daran, dafl du dich mit anderen Dingen beschéftigst?
Ja.

Wir langweilen uns.

Das liegt aber auch daran, daB3 ich sowieso nicht kapier, was Sie da erklaren.

Also ist es ganz egal, mit was man sich beschéftigt.

Manchmal nehmen Sie auch zu wenig dran. Dann rechnen Sie allein an der Tafel und dann
schreiben Sie irgendwas an

S Doch das stimmt.

S und fragen: stimmt das nun oder nicht.

nwnnwnwnn-

Ganz klar betonen die Schiiler hier, dafl ihnen die Vorgehensweise des Lehrers un-
durchsichtig bleibt, und das liege daran, da3 der Lehrer nicht gentigend erkldre und ih-
nen nicht die Moglichkeit gebe, selbst etwas zum Unterrichtsergebnis beizutragen. Die
Vermutung, die in 5.6.2.1 zu diesem Unterrichtsabschnitt formuliert wurde, da3 nimlich
die Begriindung, die der Lehrer zur Umformung der Gleichung angibt, nur durch seine
padagogische Autoritét Geltung erhilt und nicht durch die Mathematik, wird hier durch
die Schiiler bestétigt. Wiederum finden wir aber auch hier im Unterricht selbst eher we-
nig Hinweise auf die Unzufriedenheit der Schiiler. Wie gesagt, sie spielen das ,Spiel*
mit und folgen dem Interaktionsmuster, das eine Offnung im Unterricht mit verhindert.

Zusammenfassend kann festgehalten werden, daf} in allen drei Unterrichtsausziigen die
Bruchstellen nicht dazu genutzt werden, das Wissen zu 6ffnen, d.h. unterschiedliche
Interpretationen zuzulassen, zu kléren und zu begriinden, welche angemessen ist und
welche nicht, kurz: die Interpretationsdifferenzen auszurdumen und eine gemeinsame
Basis wiederherzustellen. Die Schiiler sind gezwungen, sich auf die Interpretation des
Lehrers einzulassen, ohne daB3 gekldrt wird, warum ihre Sichtweise auf die behandelte
Sache im Sinne des Lehrers nicht zweckmifBig bzw. zwar ,logisch® oder ,wichtig®, aber
nicht angebracht ist.

Auch der Konstruktionscharakter wird, wie schon in der Februar-Stunde, nicht deutlich.
Dies liegt vor allem daran, daB3 es in erster Linie der Lehrer ist, der die Geltung des
Wissens verbiirgt. Auch die oben analysierte Art und Weise des Umgangs mit Bruch-
stellen im Unterricht verhindert eine Verdeutlichung dieses Aspekts. Insbesondere die
erste Interpretationsdifferenz hitte Anlall dazu sein konnen, zu zeigen, warum der Beg-
riff ,Grundsatz* zwar logisch, aber nicht unbedingt nétig ist, warum die Zahl 100 keinen
eigenen Begriff braucht. All diese Fragen werden im Unterricht nicht gestellt.

Es ist allerdings anzumerken, dal in der ersten Stunde der Unterrichtseinheit im Juni
Cy(1) auf diesen Aspekt ansatzweise eingegangen wurde. Nachdem verschiedene
Bruchzahlen miteinander verglichen wurden, indem man sie auf den gemeinsamen
Nenner 100 erweitert hatte und dieses Vorgehen anhand von zwei Textaufgaben geiibt
wurde (s. S.165), definiert der Lehrer den Begriff ,Prozent® wie folgt:

,»@enau den gleichen Schritt hat man gemacht, als man/ genau diesen gleichen Schritt, nimlich im
Verhiltnis zu 100/ genau den gleichen Schritt hatte man unternommen, als man Prozente definier-
te. Man hat ndmlich vereinbart, ein Prozent als 1/100 zu sehen.*
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Hier wird deutlich, daB3 es sich bei dem Begriff ,Prozent‘ um eine menschliche ,Erfin-
dung‘ handelt, die nicht von Natur aus gegeben ist. Warum nun aber gerade die Zahl
1/100 von Bedeutung ist, wird lediglich implizit dadurch deutlich, dal man die durch
die Aufgaben gegebenen Briiche nur vergleichen konnte, indem man sie auf 100 erwei-
terte'?

nicht unbedingt notwendig ist, dieser Nenner aber bestimmte Vorteile bietet (Einheit-

. DaB eine Erweiterung auf den Nenner 100 fiir einen Vergleich von Bruchzahlen

lichkeit, einfache Berechnung, Dezimalsystem ...) wird nicht deutlich. So fehlen auch
hier weitgehend Hinweise auf die Herkunft und Begriindungen fiir das Heranziehen
bestimmten Wissens.

5.6.3 Die Didaktik des Lehrers

Bei der Analyse von C;(3) hatten wir als auffilligstes Merkmal der Didaktik des Leh-
rers seine Betonung der mathematischen Fachsprache im Unterricht festgestellt. Daraus
und aus einigen AuBerungen im Interview wurde gefolgert, daB er die Mathematik eher
als ein statisches System und weniger als ein dynamisches, induktiv gewonnenes Ge-
dankengebdude betrachtet. Darauf war es zuriickzufiihren, da3 die Umgangssprache der
Schiiler, sofern sie im Unterricht tiberhaupt erschien, iiberwunden und durch die Fach-
sprache ersetzt werden muf3te. Im Interview betonte der Lehrer zwar wie wichtig auch
die umgekehrte Ubersetzung (also von der Fachsprache in die Umgangssprache) sei, wir
konnten im Unterricht selbst jedoch keinen Anhaltspunkt fiir eine Realisierung dafiir
finden.

Hier, in der Stunde C,(2), lassen sich einige Hinweise finden, die diese Interpretation
bestitigen. Am auffalligsten ist dazu der 4. Unterrichtsabschnitt, der im folgenden aus-
schnittweise zitiert wird:

L  Aber wir wollen jetzt noch mal versuchen, das, was jetzt hier so abstrakt in mathematischen
Ausdriicken steht, in eigenen Worten darzustellen. Also, es war eben gesagt worden: der An-
teil vom Grundwert wird vom Prozentwert angegeben und der Prozentsatz gibt den Anteil an
der Zahl 100 an....

L Konnte man vielleicht dieses dh, was dort an der Tafel steht, noch mal anders ausdriicken?

S Sie konnen das bestimmt am besten.

Der Lehrer betont, da3 das zuvor erarbeitete Unterrichtsergebnis ,abstrakt® sei und for-
dert die Schiiler ausdriicklich auf, den Sachverhalt mit eigenen Worten, also umgangs-
sprachlich auszudriicken. Dies entspricht zunédchst der oben erlduterten Vorstellung des
Lehrers, daB es fiir das Verstiindnis notwendig sei, auch den ,umgekehrten® Uberset-
zungsprozeB3 zu beherrschen. Gleichzeitig gibt er keinerlei Hinweise darauf, wie diese
Ubersetzung zu bewerkstelligen ist. Meines Erachtens ist sie nur moglich, wenn Bezug

auf eine konkrete Situation genommen wird, wie sie das Einfiihrungsbeispiel aus der

'3 Ein anderer gemeinsamer Nenner war aber auch nicht méglich, die Zahl 100 war bei allen zuvor ge-
16sten Aufgaben das kleinste gemeinsame Vielfache.
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letzten Stunde bieten kdnnte . Anscheinend sind auch die Schiiler mit dieser Aufgabe

iiberfordert, wie es die letzte AuBerung oben vermuten 1iBt. Der Lehrer gibt nun weitere
Hinweise, die allerdings weiterhin abstrakt bleiben:

L Will ich aber nicht machen. Ihr sollt das ja mit euren eigenen Worten ausdriicken. ...Wir
ham noch dazu ein ... Beispiel hier. 8/25 und 32/100 beide sind gleich. Warum sind die bei-
den denn eigentlich gleich?

S Naja, wenn man ... wenn man 8/25 mal vier nimmt, den Zahler und den Nenner, dann

kommt 32/100 raus.

Wo ... dann?

Wenn man beides malgenommen hat, hat man erweitert.

Ja gut, aber was dh ... driicken denn die beiden Zahlen aus?

Prozentwert, Grundwert und Prozentsatz.

el B

Die Schiiler bleiben beim mathematischen Sprachgebrauch und entsprechen damit der
Interpretationsrichtung des Lehrers. Er sagt wohl noch einmal, daf die Schiiler ,eigene
Worte* benutzen sollen, seine anschlieBenden Fragen verweisen aber ganz eindeutig auf
eine mathematische Formulierung. Die Antworten entsprechen jedoch nicht seinen Er-
wartungen, und so zieht er doch explizit das Beispiel aus der letzten Stunde heran. Die
folgende Frage schrinkt den Bezug auf dieses Problem jedoch sofort wieder ein, sie
zielt wiederum auf eine rein mathematische Interpretation:

L Seht mal, wir sind doch auf solche Briiche gekommen mit Hilfe von Textaufgaben. Da sollte

ermittelt werden, welcher ... Da sollte ermittelt werden, welche Klasse nun die grofleren An-

teile an Arbeiten, an guten Arbeiten hat..... Dazu hatten wir zwei Briiche auf den gleichen

Nenner gebracht. Was driickt denn nun eigentlich ... das haben wir schon vorher beim Drei-

satz gesehen, was driickt eigentlich hier der Bruchstrich aus?

Fiir das Geteiltzeichen.

Geteiltzeichen.

Divisionszeichen.

Wie lautet das Ergebnis der Division?...

Quotient.

Nene, so dhnlich.

Produkt, Wert.

Wert des Quotienten.

Ja, aber nicht Wert des Quotienten, sondern schlichtweg Quotient. So, konnt ihr jetzt mit

dem Begriff Quotient was anfangen? ... Vielleicht fillt euch bei dem Stichwort Quotient

noch mal was ein....

Ach, quotientengleich.

Kannst du das mal ‘n biichen anders formulieren, ...

Quotientengleich ist, wenn der Bruch ... wenn die beiden geteilt, die gleichen Quotienten

haben. Und bei beiden Aufgaben, meinetwegen, da wére es ja auch, also 8 geteilt durch 35,

25. In diesem Fall kommt das gleiche Ergebnis raus wie bei, wie bei &h 32 get/

L  Ja gut, das ham wir erstmal festgestellt. Beide haben den gleichen Quotienten, man konnte
jetzt auch Zahlenpaare aufstellen.

FrnrnununeEyneE®

nrew

Die urspriingliche Absicht des Lehrers, den Sachverhalt umgangssprachlich ausdriicken
zu lassen, ist nun vollig aus dem Blick geraten. Es folgt die Unterrichtsszene, die oben
(5.6.2.2, S. 169) bereits zitiert und unter dem Aspekt der Bruchstellen interpretiert wur-
de. Die Zahlen 8, 25, 32 und 100 aus der Anfangsaufgabe werden zu Paaren geordnet.

"4 Beispielsweise konnte die umgangssprachliche Ubersetzung dann lauten: ,,Der Bruch 8/25 bedeutet,
dal} von insgesamt 25 Schiilern 8 Schiiler eine gute Arbeit geschrieben haben, die 8 gibt also den Anteil
von guten Arbeiten bezogen auf alle Arbeiten an. Wenn man sich vorstellt, da3 nicht 25 sondern 100
Schiiler in der Klasse wéren, so hétten 32 Schiiler eine gute Arbeit geschrieben.*
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Nachdem die Zahlenpaare an der Tafel festgehalten wurden, fragt der Lehrer nach den
Eigenschaften, eine Frage, die wohl nur mit Hilfe der mathematischen Fachsprache zu
beantworten ist. So werden dann auch im folgenden die Eigenschaften der Zahlenpaare
durch die zwei Adjektive ,quotientengleich® und ,verhéltnisgleich® ausgedriickt.

Welche Eigenschaft haben diese Zahlenpaare?

Sie ... sind gleichwertig....

Torsten, welche Eigenschaft haben diese Zahlenpaare?

Ja, also die sind alle identisch.

Identisch?

Was is’n das?

Also, ich seh da ’ne 8 und ’ne 32.

Naja, Sie kdnnen ja noch 'ne 8 hinmachen.

Mach ich aber nicht....

Zahlenpaare.

Ja, das hatte ich vorher schon gesagt, aber ich mochte ganz gern die Eigenschaft horen.
Die Eigenschaft. Also ... wie soll ich das sagen? Die 8§ Komma ... 8/32 Quotienten...
Quotientengleich.

Was sind das nun fiir Zahlenpaare?... Ich will nicht immer da vorne jemanden haben. ...
Angela, was sind das fiir Zahlenpaare?

Ganz normale...

Also, Angela spricht ja immer sehr leise ... Also Angela sagte richtig, aber wieder mal ganz
leise, das sind quotientengleiche Paare.

funrrununrryunrunrunryunrync

So, ein anderer Ausdruck nun fiir quotientengleiche Paare ... anderer Ausdruck fiir quotien-
tengleiche Paare.

Verhéltnisgleich.

Quotientengleiche Briiche.

Eben war das Wort gefallen hier irgendwo. Steffi.

Verhiéltnisgleich.

Verhéltnisgleich.

Ja, die Wortwahl ist hier sehr beschrénkt, ich hor immer die gleichen Ausdriicke. (schreibt)
So, jetzt wieder die gleiche Frage.... Wie kann man den Zusammenhang zwischen Grund-
wert, Prozentwert , der Zahl 100 und Prozentsatz ausdriicken? Wenn man weil3, daf} es sich
hier um quotientengleiche oder verhiltnisgleiche Paare handelt?

o

Hwnwewnon

L Also noch mal. Ich mochte das ganz von ... gern von euch formuliert haben und zwar in eu-
ren Worten, und wenn das nicht von vornherein geht, machen wir das noch’n biichen mit
Hilfe der Begriffe verhiltnisgleich und quotientengleich.

Die erneute Aufforderung an die Schiiler, ,eigene Worte* zu benutzen, wird wiederum
eingeschrinkt, aber offengehalten. Es stellt sich allerdings die Frage, ob der ,Zusam-
menhang* leichter in eigenen Worten auszudriicken ist, wenn man ihn zunéchst ,mit
Hilfe der Begriffe verhéltnisgleich und quotientengleich® beschreibt. Im folgenden Satz,
der den Abschlufl dieses Unterrichtsabschnittes bildet, wird dann deutlich, dafl es dem
Lehrer letztlich um eine mathematische Formulierung geht.

L  Also, dann muf} ich’s wohl machen, damit wir heute noch zu den Hausaufgaben kom-
men.... Wir haben hier nun , das ist richtig herausgearbeitet worden von euch, verhéltnisglei-
che Paare, das heiflit diese beiden ... diese beiden Worte: der Prozentwert verhilt sich zu dem
Grundwert, wie der Prozentsatz zu 100.

Er kommt auch im Anschlul daran nicht mehr auf eine umgangssprachliche Uberset-
zung zuriick. Das von ihm selbst formulierte Unterrichtsergebnis erscheint in einer abs-
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trakten mathematischen Sprache, ohne daB} irgendein Bezug zur Sprache der Schiiler
geschaffen wird.

Noch deutlicher als in C;(3) wird an diesem Beispiel klar, dal der Lehrer seinen eige-
nen Anspriichen an den Unterricht nicht gerecht wird. Sein Schwerpunkt liegt ganz ein-
deutig auf der Verwendung der mathematischen Sprache, eine Riickiibersetzung wird
nur scheinbar von ihm gefordert, die einleitende Aufforderung scheint nicht wirklich
ernst gemeint zu sein, sonst hitte er sicherlich mehr Hilfen gegeben und seine weiter-
filhrenden Fragen anders formuliert. Die Interpretation der Stunde C;(3) kann hier ein-
deutig bestitigt werden.

Zusammengefallt treten die Merkmale des Unterrichts bei diesem Lehrer und in dieser
Klasse, die schon im Februar konstatiert wurden, hier noch klarer hervor: Das Wissen
wird in erster Linie durch die Aufforderungen und entsprechende Antworten der Schii-
ler, an einigen Stellen auch direkt durch das Sachwissen des Lehrers konstituiert. Er ist
es auch, der dem Wissen seine Geltung verleiht. Die Wissenschaft Mathematik als Gel-
tung verbilirgende Instanz wird nur oberflachlich herangezogen. Dies duBert sich in sei-
nem Umgang mit sogenannten Bruchstellen, die er nicht zum AnlaB3 nimmt, divergie-
rende Interpretationen in den Unterricht einzubeziehen, und so eventuelle Mi3verstind-
nisse auszurdumen oder andere Perspektiven auf die Sache zuzulassen, und hiangt wie-
derum eng zusammen mit seiner Didaktik und seiner Sicht auf die Mathematik als ein in
sich abgeschlossenes Gedankengebdude, in dem es letztlich nur eine richtige Interpreta-
tion gibt.

Auf die Richtlinien mdchte ich nicht mehr gesondert eingehen. Zum einen mdéchte ich
Wiederholungen vermeiden, da die allgemeinen Lehrziele, die zum Beispiel den
Sprachgebrauch im Unterricht betreffen, auch in diesem Unterricht ihre Giiltigkeit ha-
ben. Zum anderen wird das Thema ,Prozentrechnung® oder allgemeiner: ,Schlufirech-
nung‘ in den Richtlinien fiir die Orientierungsstufe und auch in den Vorgéngern nicht
genannt. Warum dieses Thema trotzdem behandelt und dafiir wahrscheinlich (s. Fuf3no-
te110) sogar ein anderes Schulbuch als im Februar benutzt wurde, 146t sich nicht mehr
sagen.

Als letzter Punkt folgt nun die Gegeniiberstellung des hier erscheinenden Wissens mit
den gesamten Moglichkeiten der Mathematik als Teil der gesellschaftlichen Praxis.

5.6.4 Mathematik im Unterricht

Unter Beriicksichtigung der vorangegangenen Stunde (C,(1)) aus dieser Unterrichtsein-
heit C, erscheint der Aspekt des Modells im Unterricht bei der Mathematisierung des
Ausgangsproblems (Welche Klasse ist besser?). Dieses Problem wurde auf den Ver-
gleich von Bruchzahlen zuriickgefiihrt, was nur bei gleichen Nennern mdglich ist. In
einem weiteren Abstraktionsschritt wurden den konkreten Zahlen allgemeine mathema-
tische Begriffe (Prozentwert, Grundwert, Prozentsatz) zugeordnet. Allerdings taucht
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dieses Ausgangsproblem dann nie wieder auf, es wird im weiteren Verlauf nicht mehr
sichtbar, was das Thema ,Prozentrechnung‘ mit der auBermathematischen Wirklichkeit
zu tun hat. Das wird auch dort deutlich, wo der Lehrer versucht, auf die Aufgabe der
letzten Stunde zuriickzukommen:

L  Seht mal, wir sind doch auf solche Briiche gekommen mit Hilfe von Textaufgaben. Da sollte
ermittelt werden, welcher ... Da sollte ermittelt werden, welche Klasse nun die groBeren An-
teile an Arbeiten, an guten Arbeiten hat..... Dazu hatten wir zwei Briiche auf den gleichen
Nenner gebracht. Was driickt denn nun eigentlich ... das haben wir schon vorher beim Drei-
satz gesehen, was driickt eigentlich hier der Bruchstrich aus?

Die Antworten der Schiiler beziehen sich in keiner Weise auf die Einfithrungsaufgabe,
der Bezug zu einer auBBermathematischen Realitdt scheint fiir sie gar nicht mehr zu exis-
tieren; und der Lehrer scheint mit den Antworten der Schiiler zufrieden zu sein, denn

auch er kommt anschlieBend nicht mehr darauf zuriick.

Wie erscheint der zweite Aspekt der Mathematik im Unterricht? Das Verstindnis der
Mathematik als ein formales System entspricht am ehesten der Auffassung des Lehrers,
das hatten wir insbesondere in 5.6.3 gesehen. Es ist insofern nicht verwunderlich, daf3
dieser Aspekt — wie schon in der Februar-Stunde — besonders stark zum Ausdruck
kommt. Dies macht sich zum einen in der Betonung des mathematischen Sprach-
gebrauchs bemerkbar (Begriffe der Prozentrechnung, quotienten- und verhéltnisgleiche
Zahlenpaare), zum anderen in der deduktiven Vorgehensweise des Lehrers (quotienten-

gleiche Paare, daraus folgt: Prozentwert verhédlt sich zum Grundwert wie der Prozent-
Prozentsatz - Grundwert
100

doch deutlich, welchen Sinn und Nutzen dieses System bietet, dall die benutzten Begrif-

satz zu 100, daraus folgt: Prozentwert = ). An keiner Stelle wird je-

fe nie bedeutungsleer sind. Dies wird unter anderem dort sichtbar, wo der Vorschlag,
den Begriff ,Grundsatz‘ fiir die Zahl 100 zu benutzen, zuriickgewiesen wird, oder im
dritten Unterrichtsabschnitt, in dem es darum geht, ,sinnvolle* verhéltnisgleiche Zah-
lenpaare aufzustellen. Warum das eine Paar sinnvoller ist als das andere, wird nicht
geklart. Mathematik erscheint somit vor allem als ein Sprachspiel, bei dem man be-
stimmte Begriffe benutzen muf3, die man nach bestimmten festgelegten Regeln verwen-
den darf, die aber praktisch keine Bedeutung besitzen.

Der Aspekt der Uberpriifung schlieBlich taucht gar nicht auf. An keiner Stelle wird das
Wissen in Frage gestellt, kritisiert oder auf seine Voraussetzungen gepriift. Dies hitte
zum Beispiel gerade durch Verweise auf die auBermathematische Bedeutung geschehen
konnen.

Zusammenfassend kann festgehalten werden, dall der Aspekt des Modells nur rudimen-
tar und der der Uberpriifung gar nicht zur Sprache kommen. Gerade dadurch wird die
Moglichkeit verschenkt, Sinn und Nutzen der systematischen Darstellung zu verdeutli-
chen und inhaltlich zu fiillen. Fragen wie: Was leisten die Begriffe der Prozentrech-
nung? Warum ist es sinnvoll, hier zu abstrahieren und die Rechenschritte systematisch
darzustellen? Warum bezieht man sich immer auf die Zahl 100 und warum kann man
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keinen beliebigen ,Grundsatz‘ nehmen? — diese und dhnliche Fragen bleiben unausge-
sprochen und unbeantwortet.

5.7 Die Unterrichtseinheit D

Die folgenden zwei Kapitel zu den Unterrichtseinheiten D und E wurden im Mai 1998
in zwei 6. Klassen eines Gymnasiums in Nordrhein-Westfalen aufgenommen. Es wurde
ein Interview mit Lehrer D im Anschluf} an die erste von insgesamt drei Stunden durch-
gefiihrt. Diese erste Stunde wird im folgenden ausfiihrlich analysiert werden.

Grundsitzlich folgen auch diese Analysen demselben Untersuchungsschema wie die
vorangegangenen. Insbesondere aber interessiert hier die Frage, ob es wesentliche Un-
terschiede im Vergleich zu den 20 Jahre élteren Unterrichtsstunden gibt, die sich auf
verdnderte didaktische Grundsédtze zuriickfiihren lassen.

5.7.1 Paraphrase zu D(1)

Thema: Fliachenberechnung von Rechtecken mit Bruch- und Dezimalzahlen als MaB-
zahlen

1. Der Grundrif3 eines Wasserschlosses: Was kann man berechnen und in welcher
Reihenfolge?

Der Lehrer verteilt ein Arbeitsblatt, auf dem der Grundrif3 eines Wasserschlosses darge-
stellt ist. Der zugehorige Text: ,,Ein WasserschloB ist von einem iiberall 7 1/2m breiten
und 3 1/2m tiefen Graben umgeben.“, wird von einem Schiiler vorgelesen. Auf die Fra-
ge des Lehrers: ,,Was fallt dir denn dazu ein?*, werden drei verschiedene Fragen for-
muliert: Wieviel Wasser ist im Graben, wie grof} ist das Schlof3, und wie groB} ist die
Flache? Der Lehrer fragt nach der Reihenfolge der Bearbeitung. Von verschiedenen
Moglichkeiten wird vom Lehrer die Reihenfolge ,,von unten nach oben* festgelegt.

2. Die Fliche eines Rechtecks berechnet man durch Linge mal Breite.

Der Lehrer fragt, wie man Flichen berechnet. ,,Lénge mal Breite®, ist die Antwort eines
Schiilers. ,,Fiir was?*, fragt der Lehrer weiter. Es kommen verschiedene Antworten, ehe
das Wort ,,Rechteck* fallt.

3. ,Man rechnet die Fliche vom Schlof} aus, und dann minus den Wassergraben,
der noch im Schlof} drin ist.«

Der Lehrer wiederholt die ersten beiden Aufgaben (siehe 1.). Die Schiiler sollen sich
mit ihrem ,,Nachbarn iiberlegen, wie man’s macht.” Fiir die Berechnung der Fldche des
Schlosses werden unterschiedliche Mdglichkeiten genannt: Gesamtfliche minus Flache
des Wassergrabens, die Schlofflache in einzelne Teile zerlegen, oder: ,,Man rechnet die
Flache vom Schlof aus, und dann minus den Wassergraben, der noch im Schlof3 drin
ist.”“ Der letzte Vorschlag ist ,,eine ganz kluge Losung, da hat man nicht so viele Stiicke
... Ich glaube, das ist der schnellste Weg.“, wie der Lehrer kommentiert.
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4. Losung der Aufgabe

Die Schiiler berechnen mit ihren Nachbarn zusammen die Losung der ersten beiden
Aufgaben. Die Losungswege werden am Overhead-Projektor erklart und an die Tafel
geschrieben.

5.7.2 Das im Unterricht erscheinende Wissen

5.7.2.1 Herkunft und Geltung des Wissens
Das Schulbuch (LS 6, 1996) wird — wie in auch in den anderen Parallelklassen — als

Aufgabensammlung benutzt. Auch die ,SchloBaufgabe® stammt aus diesem Buch, sie
wurde vom Lehrer auf eine Folie kopiert. Als Wissensquelle kann es jedoch auBer acht
gelassen werden.

Als Wissensquellen kommen daher nur das Vorwissen der Schiiler und das Sachwissen

des Lehrers in Betracht. Die folgenden Tabellen geben weitere Hinweise''”:

Spielziige lebw lern uorg wiss | Summe
FORT 2 3 8 13
REAG 6 1 4 31 42

SUMME 8 5 4 40 58

Tabelle 23 : Sprechakte Schiiler aus D(1)

Spielziige lebw lern uorg wiss | Summe
AUFF 1 6 33 12 59
FORT 21 9 3 34
STRK 2 1 3

SUMME 1 29 43 16 97

Tabelle 24: Sprechakte Lehrer aus D(1)

Den weitaus groBten Anteil bei den Schiilern bilden die reagierenden wiss-AuBerungen.
Beim Lehrer sind es die auffordernden uorg-AuBerungen. Daraus ist zu schlieBen, daf
sich das Wissen im Unterricht fast ausschlieBlich aus dem Vorwissen der Schiiler zu-
sammensetzt. Dieses Vorwissen ist einem Schulwissen zuzuordnen, es stammt aus vo-
rangegangenem Unterricht, denn die Flachenberechnung von Rechtecken ist eine Wie-
derholung aus der 5. Klasse und wurde bei Lehrer D auch in diesem Schuljahr zu An-
fang des zweiten Halbjahres schon behandelt.

Schwierig ist eine eindeutige Zuordnung bei den lebensweltlich gepriigten AuBerungen
der Schiiler. Diese tauchen vor allem im ersten Unterrichtsabschnitt auf. Hier verteilt
der Lehrer das Arbeitsblatt, auf dem der Grundrif3 eines Wasserschlosses dargestellt ist.
Die anschlieBende Frage des Lehrers: ,,Was fillt dir denn dazu ein?*, wurde als lebens-

"5 Nicht aufgenommen wurden prak- und usys-AuBerungen sowie bei den Schiilern die auffordernden
und beim Lehrer die reagierenden Spielziige, die in nur sehr geringer Anzahl identifiziert wurden und fiir
die Herkunft und Geltung des Wissens unerheblich sind. Die Randsummen beziehen sich jedoch auf alle
Sprechakte.
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weltliche Aufforderung codiert, da die Fragestellung keinen mathematischen Bezug

<116 problem bezieht. Darauthin wurden auch die

aufweist und sich auf ein ,alltidgliches
Antworten der Schiiler als lebensweltliche AuBerungen codiert, da sie sich ebenfalls auf
dieses Problem beziehen. Es ist allerdings anzumerken, dall die Antworten der Schiiler,
trotz der offenen Aufgabenstellung, alle innerhalb des durch den Mathematikunterricht
abgesteckten Rahmens bleiben. Die erste Antwort lautet zum Beispiel: ,,Da soll man
ausrechnen, ja, wieviel m*> Wasser, also wieviel Liter ... in dem Graben drin sind.” Die
Frage des Lehrers wird von den Schiilern ganz offensichtlich verstanden als: ,,Was
konnte man da berechnen?* — und so ist sie vom Lehrer wohl auch gemeint. Somit sind
auch die lebensweltlichen AuBerungen mit groer Wahrscheinlichkeit einem Schulwis-

sen zuzuordnen.

Der Lehrer hingegen organisiert den Unterrichtsverlauf und bringt sein Sachwissen
nicht direkt in den Unterricht ein. Aber er verbiirgt die Geltung fiir das durch die Schii-
ler eingebrachte Wissen, indem er die Antworten bestétigt oder ablehnt. Dies wird vor
allem in den fortfithrenden /ern-AuBerungen deutlich, die den zweitgroBten Anteil aller
Sprechakte des Lehrers ausmachen. Zum Beispiel im zweiten Unterrichtsabschnitt, in
dem der Lehrer nach ,,Flichenberechnung* fragt. ,,Ldnge mal Breite* ist die schnelle
Antwort eines Schiilers. Dann entwickelt sich ein ldngeres Unterrichtsgesprich, in dem
die Schiiler viele Vorschlige machen, ,,von was*“ diese Formel die Flache liefert:
»Quadrat®, ,,Rechtecke®, ,,irgendwelche eckigen®, ,,rechtwinklige Vierecke®. Alles wird
vom Lehrer zuriickgewiesen bzw. als nicht ausreichend bewertet, bis schlieBlich das
Wort ,, Rechteck fillt. ,,Aha, endlich!*, ist der Kommentar des Lehrers und damit ist
der Abschnitt abgeschlossen. Ein Frage-und-Antwort-Spiel, bei dem die Verantwortung
fiir die Richtigkeit der Losung allein beim Lehrer liegt.

Auch im ersten und dritten Unterrichtsabschnitt finden wir ein &hnliches Muster. Im
ersten Abschnitt wird nach einer ,,sinnvollen* Reihenfolge fiir die Losung der einzelnen
Teilaufgaben gefragt. Fast alle Kombinationen werden von den Schiilern genannt, bis
der Lehrer schlieBlich festlegt: ,,Gibt sicher mehrere Mdglichkeiten. Thr sollt jetzt mal
die, die hier an der Tafel vorgeschlagen ist, ruhig die erste nehmen.“ Warum diese Mog-
lichkeit — in der Tat — sinnvoll ist und andere von den Schiilern vorgeschlagene nicht,
wird hingegen nicht gesagt. Es erscheint durch die Formulierung des Lehrers fast eine
willkiirliche Entscheidung zu sein, die sie faktisch nicht ist. Dadurch aber, daB sie ihre
Geltung allein durch den Lehrer erhélt und keine weiteren Geltungsinstanzen herange-
zogen werden, bleibt das ,Sinnvolle‘ der gewidhlten Reihenfolge verborgen.

16 Alltaglich® ist die Aufgabe zumindest im Sinne des Schulbuches. Alle Kapitel sind hier so aufgebaut,
daB nach der Einfiihrung in ein neues Themengebiet zunichst einige Rechenaufgaben ohne jeglichen
Anwendungsbezug gestellt werden, und im Anschluf} daran Textaufgaben, die teilweise mit der Uber-
schrift ,,Aufgaben aus dem Alltag* gekennzeichnet sind. Dieses Schema ist durchgéngig zu finden, und
obwohl die genannte Uberschrift in diesem Abschnitt zu ,,Raum- und Oberflicheninhalt von Quadern®
nicht explizit erscheint, kann man davon ausgehen, daf auch die ,SchloBaufgabe‘ im Sinne des Buches
zu den ,,Aufgaben aus dem Alltag™ gehort. Inwiefern diese Aufgabe wirklich eine alltigliche Aufgabe ist,
wird spiter behandelt (siehe 5.7.5)
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Im dritten Abschnitt, in dem nach Losungsmoglichkeiten fiir die einzelnen Teilaufgaben
gefragt wurde, ist es der Lehrer, der eine Moglichkeit als die beste festlegt. Auch hier
bringen die Schiiler verschiedene Vorschldge in den Unterricht ein, der Lehrer bewertet
sie und legt dann eine (,kliigste‘) Losung fest. Er liefert auch eine Begriindung: ,,Da hat
man nicht so viele Stiicke.” Dennoch ist auch hier der Lehrer, der aus den Vorschldgen
der Schiiler die beste und ,,schnellste* Losung auswéhlt und festlegt.

5722 Offnung des Wissens

In dieser Stunde finden wir keine sichtbaren Bruchstellen, das heif3t, es lassen sich keine
Interpretationsdifferenzen feststellen, die einer Klarung bediirften. Auch in den folgen-
den zwei Stunden finden wir ein dhnliches Bild, auch hier wird an keiner Stelle offen-
sichtlich die Geltung des Wissens in Frage gestellt. Ein Grund dafiir diirfte in der Tat-
sache liegen, daf} es vor allem — wie oben festgestellt — der Lehrer ist, der fiir die Gel-
tung einsteht. Andererseits ist das Thema dieser und der nidchsten Stunden im Grunde
eine Wiederholung, so daB3 von daher vermutlich weniger Interpretationsdifferenzen
auftauchen. Da keine Schiilerinterviews vorliegen, die ndheren Aufschluf} {iber eventu-
elle implizite Bruchstellen geben kénnten, bleibt als einziges Kriterium fiir die Offnung
des Wissens der Grad der Herausstellung des Konstruktionscharakters.

Der Unterricht beginnt mit moglichen Fragen an die Aufgabe. Wie oben bereits er-
wiahnt, wird die Reihenfolge vom Lehrer festgelegt, und zwar ohne Begriindung. Es
wird nicht gekldrt, warum diese Reihenfolge sinnvoll ist, obwohl der Lehrer danach
fragte. Die mathematische Grundlage dieser Stunde ist die Formel fiir die Berechnung
eines Rechtecks. Diese ist den Schiilern bereits bekannt und wird wahrscheinlich des-
halb weder begriindet noch hergeleitet. Auch die verschiedenen Mdglichkeiten, die
Grundfldche des Schlosses auszurechnen (Zerlegung in einzelne Flichen oder Gesamt-
fliche minus Fldche des innen liegenden Wassergrabens) erhalten unhinterfragt Gel-
tung. Warum die zweite Moglichkeit besser ist als die erste, wird vom Lehrer mit einem
kurzen Hinweis darauf, dafl die Rechnung einfacher ist, begriindet (,,Da hat man nicht
so viele Stiicke.”). Die anschlieBende Rechnung wird dann aber ausfiihrlich dargelegt;
die einzelnen Rechenschritte werden an die Tafel geschrieben, erkldrt und wiederholt.
Dieser letzte Unterrichtsabschnitt ist der ldngste der Unterrichtsstunde.

Das heiit zusammenfassend, lediglich die Rechnung wird ausfiihrlich offen gelegt und
begriindet, die anderen Unterrichtsschritte werden gar nicht oder nur ansatzweise in
einen Begriindungszusammenhang gestellt.

Weiterhin fehlen Fragen, die den Konstruktionscharakter der Aufgabe betreffen. Diese
Aufgabe wurde zu dem Zweck konstruiert, die Berechnung von Flichen und Volumina
einzuiiben, und genau so wird sie im Unterricht auch behandelt. Die Tatsache, dal die
zu berechnende Flache den Grundrill eines Schlosses darstellt, ist fiir diesen Zweck un-
erheblich. Das ist lediglich schmiickendes Beiwerk und fiir den Unterrichtsverlauf nicht
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entscheidend. Gerade dadurch aber wird die Moglichkeit verschenkt, auf Mdglichkeiten
und vor allem Grenzen der Flachenberechnung aufmerksam zu machen. So kdnnte man
zum Beispiel fragen, inwiefern die MaBBangaben realistisch sind oder ob sie nicht viel-
mehr nur Ndherungen darstellen; ob es iiberhaupt mdglich ist, so genau zu messen, und
wenn ja, wie; was passiert, wenn die Wiande ,krumm* sind? usw. So konnte deutlich
werden, dafl der Grundrif3 nur ein Modell sein kann, das die reale Situation vereinfacht,
und die mathematische Berechnung deshalb nur eine Annéherung an die gegebene Situ-
ation sein kann.

Auch in den beiden Folgestunden findet man nur selten Begriindungen. Auch hier liegt
der Schwerpunkt ganz eindeutig auf der Rechnung, hier werden jedoch auch keine ein-
gekleideten Aufgaben zugrunde gelegt. In D(2) wird ebenfalls Fliche und Umfang be-
rechnet, allerdings von abstrakten Figuren. Und auch hier sollen mehrere Moglichkeiten
aufgezeigt werden. Auf Hinweise darauf, welche Moglichkeit besser wire und warum,
wird auch hier verzichtet. Im Gegenteil, diese Frage wird geradezu ausgeklammert:

L: J. guckt so ungldubig. Hast du’s noch nicht verstanden?

S: Ja, also das bei der S. war eben viel einfacher!

L: Ja, das ist ja nicht die Frage jetzt. Ich hab ja nur gefragt, wie man’s anders machen kann.
Ob dir das jetzt klar ist, wie er’s machen jetzt will?

S: Jaja.

Warum also sollen die Schiiler mehrere Moglichkeiten fiir die Berechnung einer Fliche
nennen, wenn es scheinbar nicht wichtig ist, welche Moglichkeit einfacher ist? Diese
Frage wird im Unterricht weder gestellt noch beantwortet.

In D(3) kommt der Aspekt des Einiibens in sicheres Rechnen noch deutlicher zum Aus-
druck. Hier wird das Vorgehen auch begriindet — mit dem Hinweis auf die anstehende
Klassenarbeit:

L: Was eben einige von euch schon so toll im Kopf 16sen konnten, aber mit Sicherheit nicht
alle, machen wir jetzt mal schriftlich. Weil es auch sehr wichtig ist fiir die Arbeit ... Das
ist aber auch wirklich *ne ganz wichtige Angelegenheit hier.
Warum das wichtig ist (auBler fiir die Klassenarbeit) wird auch hier nicht gesagt. Insge-
samt fehlt in allen Stunden ein Begriindungszusammenhang, der sich auf Bereiche au-
Berhalb der Schule erstreckt. Das Wissen wird insofern nicht gedffnet, als nicht deutlich
wird, daf3

— die Aufgaben mit dem Ziel konstruiert wurden, das Rechnen mit Dezimalzahlen
und Bruchzahlen einzuiiben; es wird vor allem bei der ersten Aufgabe (Schlo-
Baufgabe) ein lebensweltlicher Zusammenhang suggeriert, der faktisch nicht vor-
handen ist;

— das Wissen, das in diesen Stunden Geltung erhélt (Berechnung von rechteckigen
Flidchen nach verschiedenen Verfahren), spezifische Mdoglichkeiten (z.B. Uber-
tragbarkeit auf andere, aus Rechtecken zusammengesetzte Flachen, Entscheidung
iiber den ,giinstigsten® Rechenweg) und Beschrinkungen (ungenaue Ergebnisse
durch Meffehler und Notwendigkeit der Vereinfachung in einem Modell) bietet;
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— es fiir das im Unterricht zur Geltung gebrachte Wissen auch andere Begriindungen
als die Vorbereitung auf die Klassenarbeit geben kann (Anwendungsmdoglichkei-
ten im ,Alltag® oder einfach nur sicheres Rechnen mit Bruch- und Dezimalzahlen,
selbst das wird nicht explizit gesagt).

5.7.3 Die Didaktik des Lehrers

Nach der ersten protokollierten Unterrichtsstunde (D(1)) wurde ein Interview mit Leh-
rer D durchgefiihrt, das weiteren Aufschluf} iber den Unterrichtsinhalt geben kann.

Das Ziel dieser Stunde war nach Auskunft des Lehrers, ,,da}3 die die Fldche berechnen
konnen®. Das Thema ,Flichenberechnung® wurde in dieser Klasse bereits im Januar
kurz wiederholt, so dal} er auf grundlegende Begriffe zuriickgreifen konnte und ,,nicht
neu in den Flacheninhalt einsteigen muBite“. Hier wird noch einmal die Interpretation
bestitigt, da3 es im Unterricht in erster Linie um das Einiliben der Rechentechnik geht.
Es ist auf das vom Lehrer gesetzte Unterrichtsziel zuriickzufiihren, da3 die Rechnung
zur SchloBaufgabe so ausfiihrlich besprochen wurde.

Im Riickblick auf den Verlauf der Stunde hebt Lehrer D den Unterrichtsabschnitt 2 her-
vor:

,--- aber man hat dann wieder gesehen, wie schnell die durch die Reizliberflutung alles wieder

vergessen. Wenn Sie namlich im Vergleich sehen, dieses Kopfrechnen am Anfang der Stunde''’,

da sind die jetzt eigentlich relativ gut schon, nicht alle, aber da bin ich eigentlich mit zufrieden. ...
Aber dann lag das halt jetzt wieder weiter zuriick, Januar, dann kam natiirlich nicht der Begriff
Rechteck. Da hing’s dran, ’ne. ... Ja, rechtwinklig hat hat einer gesagt, rechtwinklig und Quadrat,
war ja nicht falsch, aber das dauerte halt 'n Weilchen, aber ich wollte da auch nicht weg in dem
Fall, ’ne. Das war mir da egal, ich mufite die Zeit opfern, um auf den Begriff Rechteck wieder zu
kommen. Ich hitte jetzt, wenn’s immer noch nicht gekommen wir, notfalls auch ’ne Skizze an die
Tafel gemalt von Vierecken, weil ndmlich der Begriff Viereck fiel.
Dal} dieser Abschnitt so lange dauerte, war vom Lehrer also nicht geplant, dennoch war
es ihm wichtig, auf den Begriff zu warten. Dabei geht es nur um den Begriff an sich, um
die korrekte mathematische Benennung der geometrischen Figur. Wie oben bereits an-
gesprochen, bricht er den Abschnitt sofort ab, nachdem eben der Begriff ,Rechteck® von
einem Schiiler genannt wurde. Damit ist er zufrieden, er bestdtigt die Antwort des Schii-
lers und leitet den néchsten Abschnitt ein. Nur ,,notfalls“, wenn der Begriff nicht gefal-
len wiére, hétte er noch eine Skizze ,,an die Tafel gemalt von Vierecken®. Er interpre-
tiert also die falschen Antworten der Schiiler nicht als inhaltlichen Fehler, sondern als

,VergeBlichkeit‘, die durch die Nennung des richtigen Begriffs aufgehoben wird.

Wie wichtig es thm war, hier ,nicht locker zu lassen‘ und auf den korrekten Begriff zu
warten, wird noch deutlicher, wenn man seine Selbstkritik zum Abschnitt 3 hort, denn
wiahrend ithm im obigen Abschnitt die Zeit nicht zu schade war, verweist er hier auf
Zeitknappheit:

"7 Lehrer D beginnt jede Stunde mit einer miindlichen Ubung im Kopfrechnen.
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,,Dann sind natiirlich auch mehrere Wege gefunden worden. Das ist natiirlich jetzt die Frage, wenn
ich mir mehr Zeit genommen hitte, aber da unsere Arbeit ja auch Ende Mai wieder ansteht, hétte
ich wahrscheinlich die andere Methode auch noch genommen, aber vielen war schon klar, daf} das
schneller geht, ne, wenn ich jetzt dieses Innengewaésser abziehe. Andere hatten ja gesagt, okay,
ich berechne die SchloBstiicke. Wenn der Weg nicht gekommen wér mit dem Binnengewisser,
wir ich den schwierigeren Weg sicherlich gegangen.*
In dieser Situation nahm er sich nicht die Zeit, auch die andere Moglichkeit ausfiihrlich
durchfiihren zu lassen und verweist auf die anstehende Arbeit. Er selbst ist es im Unter-
richt, der festlegt, dafl die Losung durch Ergéinzung und Subtraktion der innen liegenden
Flache die einfachere sei. Hier begriindet er diese Entscheidung durch die Zeitknappheit
im Hinblick auf die anstehende Klassenarbeit und die Vermutung''®, daB es den Schii-

lern ,,schon klar (war), dal das schneller geht™.

5.7.4 Das Fach und die Schule

Die Aufnahmen dieser und der Unterrichtsstunden bei Lehrer E fanden in zwei Parallel-
klassen am Ende der 6. Jahrgangsstufe eines Gymnasiums in Nordrhein-Westfalen statt.
Als Folge der Ergebnisse, die die TIMS-Studie (vgl. Baumert 1997) geliefert hat, wurde
an dieser Schule beschlossen, erstmals in allen drei Parallelklassen'"” die gleiche Arbeit
zur gleichen Zeit zu schreiben. Dies sollte als MaBnahme zur Qualitédtssicherung ver-
standen werden, und hatte notwendig zur Folge, daf sich die drei Lehrer vorher tiber die
zu behandelnde Thematik einigen muflten. Es wurden dazu bestimmte Seiten aus dem
Schulbuch festgelegt (Seite 158 bis 166, das sind die Kapitel zu ,,Flicheninhalt und
Umfang von Rechtecken* und ,,Rauminhalt und Oberflicheninhalt von Quadern®). Die
Klassenarbeit und der Bewertungsmafstab wurden von den beteiligten Lehrern gemein-
sam erarbeitet und festgelegt. Aus diesen Griinden stand der Termin fiir die anstehende
Klassenarbeit bereits fest.

Der feste Termin und die Tatsache, daB3 die Klassenarbeit dem Vergleich der Unter-
richtsqualitit und des Leistungsstands der Schiiler dienen sollte, tragt sicher mit dazu
bei, dall Lehrer D an mehreren Stellen die Bedeutung der Klassenarbeit als Begriindung
fiir die im Unterricht behandelte Sache heranzieht. Die Mallnahmen der Qualititssiche-
rung sind seiner Meinung nach auflerdem der Grund dafiir, daf3 einiges nur kurz ange-
sprochen wurde, wie er im Interview sagt und wie er selbst kritisiert (s. 0.):

»... die andere (Maflnahme, K.J.) liegt ja jetzt Ende des Monats nahe, deshalb kann ich mich hier
jetzt nicht so intensiv auf manche Dinge einlassen wie ich mochte, das ist der Nachteil von Quali-
titssicherung, Ergebnissicherung, wir haben verabredet, am gleichen Tag, zur gleichen Stunde am
Ende der Erprobungsstufe jetzt *ne Arbeit zu schreiben, gleichen Inhalts, damit wir innerhalb un-
serer Schule wenigstens schon mal vergleichen kdonnen den Leistungsstand der einzelnen Schii-
ler.”

18 Im Unterrichtsmitschnitt jedenfalls lassen sich keine Hinweise finden, daf3 den Schiilern das ,,schon
klar war®.

9 Insgesamt gibt es an dieser Schule drei Parallelklassen in der Jahrgangsstufe 6. Auch die dritte Klasse,
deren Unterricht hier nicht analysiert wurde, nahm an den MaBinahmen teil.
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Thematisch ist der Unterricht nicht eindeutig den in den Richtlinien vorgegebenen obli-
gatorischen Inhalten zuzuordnen. Einerseits ist das Thema dem Bereich Bruch- und
Dezimalzahlen zuzuordnen, andererseits dem Bereich Liangen, Fldchen- und Raumin-
halte. Auch der schulinterne Lehrplan gibt dariiber keine weitere Auskunft. Hier werden
lediglich die obligatorischen Inhalte der Richtlinien wortlich wiedergegeben.

Das Schulbuch behandelt dieses Thema unter dem Aspekt der Anwendung der Bruch-
rechnung bei Flachen- und Rauminhalten. Auler dal man dem benutzten Schulbuch
gerecht werden wollte, ist dieses Thema aber auch vor dem Hintergrund der beschlos-
senen MafBnahmen im Rahmen der Qualititssicherung zu interpretieren. Es wurde fest-
gelegt, bestimmte Themengebiete regelmdfig zu wiederholen. Wie aus dem Interview
mit Lehrer E hervorgeht (vgl. 5.8.4) gehort auch das Thema ,Flachenberechnung® zu
den Wiederholungsschwerpunkten.

5.7.5 Mathematik im Unterricht

Abschliefflend soll der Unterrichtsinhalt nun den im Strukturgitter entwickelten Begrif-
fen gegeniibergestellt werden. Die leitende Frage unter diesem Aspekt ist hier: Verweist
der Unterrichtsinhalt auf die gesellschaftliche Praxis und wenn ja, inwiefern?

Unter dem Aspekt des Modells ist zunichst die einfiihrende ,SchloBaufgabe‘ auftillig.
Der dargestellte Grundrif3 ist ein Modell eines Schlosses, in dem ganz bestimmte As-
pekte zur Geltung kommen und von anderen abgesehen wird. Diese Tatsache wird im
Unterricht jedoch nicht angesprochen. Die Aufgabe und ihre Behandlung im Unterricht
erscheinen ohne einen Bezug zur Realitdt. So hitte man zum Beispiel fragen konnen, ob
es realistisch ist, von einem {iberall gleich breiten Graben auszugehen, ob es Griinde
dafiir gibt, warum das Schlo3 so symmetrisch gebaut ist oder dhnliches. Das alles wird
ausgespart, im Unterricht wird nur die Berechnung des Flacheninhalts thematisiert. Die
Aufgabe hitte denselben Zweck erfiillt, wenn die ,Einkleidung'?’ als GrundriB gefehlt
hitte, denn sie spielt im Unterricht fiir die Konstituierung des Inhalts keine Rolle. Damit
wird die Moglichkeit vergeben, den Aspekt des Modells aufzuzeigen.

Auch in den anderen zwei Unterrichtsstunden wird der Aspekt des Modells nicht thema-
tisiert. Hier wird auf eingekleidete Aufgaben verzichtet, wodurch das Ziel des Unter-
richts, die Rechentechniken einzuiiben, deutlicher zum Vorschein kommit.

Wesentlich sichtbarer sind hingegen Aspekte, die den Begriff des Systems betreffen. In
der ersten Stunde wird auf die Formel fiir die Berechnung des Fliacheninhalts bei Recht-
ecken eingegangen, wobei der Lehrer Wert auf die exakte Formulierung legt. In der
dritten Stunde soll aus einem gegebenen Umfang und einer gegebenen Seitenldnge die

120 7um Begriff der ,eingekleideten Aufgaben vergl. Heymann 1996, S.195f: |, Als ,eingekleidete Aufga-
ben‘ seien solche bezeichnet, die gegeben werden, um ein zuvor im Unterricht behandeltes Losungsver-
fahren zu iiben. ... Durch die iiblichen eingekleideten Aufgaben wird ein auermathematisches Problem
seines (potentiellen) lebensweltlichesn Kontextes weitgehend beraubt; es wird isoliert prasentiert, damit
das anstehende mathematische Verfahren in Reinform zum Zuge kommen kann.*
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Lénge der anderen Seite eines Rechtecks berechnet werden. Hierzu wird auf die Formel
fiir die Berechnung des Umfangs zuriickgegriffen, die schrittweise nach einer Seiten-
lange umgeformt wird. Dabei wird deutlich, inwiefern die allgemeine Formulierung in
mathematischer Symbolsprache fiir die Berechnung konkreter Aufgaben hilfreich sein
kann.

Der Aspekt des Uberpriifung ist hingegen nicht festzustellen. An keiner Stelle im Un-
terricht wird etwas kritisch hinterfragt oder widerlegt. Dies mag zum einen daran liegen,
daf} die im Unterricht behandelte Sache eine Wiederholung ist: sowohl das Rechnen mit
Bruch- und Dezimalzahlen, als auch die Berechnung von Flacheninhalt und Umfang
von Rechtecken wurde bereits behandelt. Zum anderen werden gerade solche Fragen
ausgespart, die AnlaB zum kritischen Uberdenken geben konnten: Interpretation der
Losung vor dem Hintergrund eines realistischen Zusammenhangs (das Ergebnis kann
nur eine Anndherung an den tatsidchlichen Flacheninhalt des Schlosses sein), oder The-
matisierung der Frage, ob die bekannte Formel zur Berechnung des Flacheninhalts auch
gilt, wenn die Mallzahlen Bruch- oder Dezimalzahlen sind.

Der Unterricht ist zusammenfassend gekennzeichnet durch die Einlibung in das sichere
Beherrschen der Rechentechniken. Dabei wird ansatzweise die Mathematik als System
in Anspruch genommen, das fiir die Berechnung allgemein giiltige Formeln liefert. Ein
auBermathematischer Zusammenhang wird nur oberfldchlich hergestellt, der Aspekt des
Modells kommt dabei nicht zur Sprache. Das fiihrt unter anderem dazu, daf3 der Unter-
richt keine Gelegenheit bietet, Losungswege und Ergebnisse kritisch zu hinterfragen.
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5.8 Die Unterrichtseinheit E

Die drei aufgenommenen Unterrichtsstunden bei Lehrer E fanden in der gleichen Wo-
che wie die von Lehrer D statt, also ebenfalls im Mai 1998. Lehrer E unterrichtet in der
Parallelklasse von Lehrer D. Auch hier wird die erste von drei Unterrichtsstunden aus-
fiihrlich analysiert, die in das Thema ,,Flichenberechnung™ neu einfiihrt, wobei den
Schiilern die Berechnung von Rechtecken an einfachen Beispielen bereits aus der fiinf-
ten Klasse bekannt ist. Das Lehrerinterview wurde im Anschlufl an die zweite Stunde
(eine Doppelstunde) durchgefiihrt.

5.8.1 Paraphrase zu E(1)
Thema: Flacheninhalt und Umfang von Rechtecken
1. Eine Aufgabe und zwei Losungsvorschlige

Die zu bearbeitende Aufgabe liest ein Schiiler aus dem Buch vor: ,,Eine Tischplatte hat
die Ausmalle 1 Meter 25 mal 78 cm. Sie soll mit einer Tischdecke bedeckt werde, die
an jeder Seite 15cm iiberhdngt. Wieviele Quadratmeter ist die Tischdecke grof3?* Es
werden von den Schiilern zwei Losungsvorschldge gemacht und an der Tafel erldutert:

1.Vorschlag: A=1,25m - 0,78m +4 - 15cm
2.Vorschlag: B=1,40m - 0,93m

Die beiden Vorschlige werden von anderen Schiilern kommentiert, sie werden aber
noch nicht bewertet.

2. Fliacheninhalt eines Rechtecksista-b

Die Tischdecke ist rechteckig, ,,in Klasse 5 haben wir uns mit Rechtecken befaf3t. Fla-
cheninhalt eines Rechtecks? ,,Lange mal Breite* oder ,,a - b*.

3. Beide Losungsvorschlige sind falsch.

Zum ersten Vorschlag wird festgestellt: 1,25m - 0,78m ist der ,,Flicheninhalt der Tisch-
decke®; 4 - 15cm ist der Umfang eines Quadrats. ,,Das kann sicherlich nicht stimmen.
... hier hast du ’ne Fliache, da haste 'n Umfang, wie willst du die addieren?*

Der zweite Vorschlag wird widerlegt, indem gezeigt wird, daB3 die Langen 1,40m und
0,93m nur einen Teil der Seitenldngen der Tischdecken ausmachen.

4. Die richtige Losung
Der zweite Vorschlag wird verbessert, ,,so falsch liegt der P. ja hier nicht. :

A =(1,25m + 30cm) - (0,78m + 30cm) = 1,08m - 1,55m
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5. Der Umfang der Tischdecke und von Rechtecken allgemein.

Die Aufgabe wird vom Lehrer erweitert: ,,Jetzt soll rundherum ... so 'n Band aufge-
sdumt werden. ... Meine Frage: Wieviel mul sie von der Rolle abschneiden?* Die L&-
sung (1,55m - 2 + 1,08m - 2) wird an die Tafel geschrieben.

,»Wie konnten wir das nennen, was K. hier berechnet?* ,,Umfang.”“ Die ,allgemeine
Definition* lautet: 2 - a + 2 - b. Das Ergebnis und die Formel werden an die Tafel ge-
schrieben und sollen anschlieend von den Schiilern ins Heft {ibertragen werden.

6. Eine andere Moglichkeit den Flicheninhalt zu berechnen: Durch Zerlegung in
einzelne Rechtecke.

»Hat jemand noch 'ne andere Idee, diese Aufgabe, dieses Problem mit der Tischdecke
da zu 16sen?* Man kann das Rechteck in einzelne Rechtecke ,,zerlegen®. Diese werden
in der Tafelskizze schraffiert und mit A; bis A4 gekennzeichnet. Die Fliache berechnet
man dann: A= A;+ 2A, + 2A; + 4A4. Auch das schreiben die Schiiler ab.

7. Hausaufgabe

Die Hausaufgabe besteht in der vollstandigen Berechnung des Flacheninhalts der Tisch-
decke nach der zweiten Moglichkeit und der Aufgabe 16a, S. 160.

5.8.2 Das im Unterricht erscheinende Wissen

5.8.2.1 Herkunft und Geltung des Wissens

Zunichst wird die Auswertung der Sprechakte in tabellarischer Form dargestellt, um

. . . . 121
Hinweise auf die Wissensquellen zu erhalten “:

Spielziige | lebw lern prak | uorg wiss | Summe
FORT 4 9 1 2 18 38
REAG 19 4 4 11 57 97

Summe 23 14 5 20 75 144

Tabelle 25 : Sprechakte Schiiler aus E(1)

Spielziige | lebw | lern prak uorg wiss Summe
AUFF 5 7 10 49 46 120
FORT 2 39 2 19 4 67
STRK 1 2 7 1 11

Summe 8 48 13 80 52 205

Tabelle 26: Sprechakte Lehrer aus E(1)

Bei den Schiilern iiberwiegen deutlich die auf Wissenschaft bezogenen Reaktionen,
beim Lehrer sind die auf Wissenschaft und Unterrichtsorganisation bezogenen Auffor-
derungen annédhernd gleich hdufig. Er organisiert den Unterricht demnach und lenkt ihn

2! Auch hier wurden die priv- und usys-AuBerungen sowie bei den Schiilern die auffordernden und beim
Lehrer die reagierenden Sprechakte ausgelassen. Die Randsummen beziehen sich wiederum auf alle
Sprechakte (vgl. FuBnote 115)



190

durch auf den Gegenstand des Unterrichts bezogene Fragen, bringt sein Wissen aber
nicht direkt in den Unterricht ein. Das Wissen, das die Schiiler durch die reagierenden
wiss-AuBerungen in den Unterricht einbringen, ist durchgingig einem Schulwissen zu-
zuordnen. Hier gilt das gleiche, was zuvor schon in der Analyse von D(1) festgestellt
wurde, dafl das Thema eine Wiederholung aus der fiinften Klasse ist. Die Berechnung
des Flicheninhalts von Rechtecken ist den Schiilern auch hier bereits bekannt.

Bei der Frage nach der Geltung sind zunichst die fortfiihrenden /ern-AuBerungen des
Lehrers interessant. Diese kommen nach den oben genannten Aufforderungen am dritt-
hiufigsten vor. Meistens bestdtigt der Lehrer hier Beitrdge der Schiiler, in selteneren
Féllen weist er sie auch zuriick. Dennoch ist es nicht allein der Lehrer, der die Geltung
des Wissens verbiirgt. Vor allem in den ersten vier Unterrichtsabschnitten, in denen es
um die Losung der eingangs gestellten Aufgabe geht, wird die Mathematik zur Begriin-
dung herangezogen: Am Anfang der Stunde steht eine Aufgabe, zu deren Losung von
den Schiilern zwei Vorschldge an die Tafel geschrieben werden. Darauthin werden bei-
de Vorschldge diskutiert. Es wird herausgestellt, dal beide Vorschldge nicht stimmen
konnen, was mathematisch begriindet wird: Im ersten Fall kann die Losung nicht richtig
sein, weil hier eine Strecke (genauer: der Umfang eines Quadrates) zu einer Fliache ad-
diert wird, das ist mathematisch nicht moglich. Im zweiten Fall wird herausgestellt, daf3
die Liangen nicht den tatsdchlichen Liangen der Skizze entsprechen, es wurden Teilab-
schnitte nicht beriicksichtigt. Die Losung wird den Voraussetzungen der Aufgabe ge-
geniibergestellt und begriindet zuriickgewiesen. Die dadurch gewonnenen Erkenntnisse
werden genutzt, um den Vorschlag zu verbessern und zu einer richtigen Losung zu
kommen.

In den folgenden zwei Abschnitten (Berechnung des Umfangs und Berechnung des Fla-
cheninhalts durch Zerlegung) wird in erster Linie auf das Vorwissen der Schiiler zu-
riickgegriffen. Die Geltung verbiirgende Instanz ist damit vor allem der vorangegangene
Mathematikunterricht: Die Formel fiir die Berechnung des Umfangs ist bekannt sowie
die Moglichkeit der Zerlegung mit anschlieBender Addition der Teilrechtecke. Festzu-
halten bleibt abschlieSend, dal3 es an keiner Stelle allein der Lehrer ist, der mittels sei-
ner padagogischen Autoritdt die Geltung des Wissens verbiirgt. Er greift entweder auf
das (mathematische) Vorwissen der Schiiler oder auf die Mathematik zuriick.

5822 Offnung des Wissens

Wir finden in dieser und der Folgestunde keine offensichtlichen Bruchstellen in dem
Sinne, dal die Geltung des Wissens in irgendeiner Art von den Schiilern in Frage ge-
stellt und dadurch der Unterrichtsablauf gestort wiirde. Die Frage nach der Geltung des
Wissens wird allerdings vom Lehrer selbst gestellt. Wie im obigen Abschnitt gezeigt
wurde, ist es charakteristisch, daf} die Geltung mit mathematischen Mitteln — und vom
Lehrer geleitet — hinterfragt wird. Die Vorschldge der Schiiler werden dazu zunéchst
aufgenommen und anschlieBend kritisch betrachtet. Die Begriindungen werden also
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vom Lehrer explizit eingefordert und die letzte Geltungsinstanz ist die Mathematik.
Dadurch wird der Konstruktionscharakter insofern deutlich, als im Unterrichtsergebnis
zugleich die mathematische Begriindung mit aufgehoben ist.

Neben der innermathematischen Begriindung fiir die einzelnen Losungen, findet man
insbesondere in der folgenden Doppelstunde E(2) eine Begriindung fiir die verschiede-
nen Losungsmoglichkeiten. Hier sollten Flache und Umfang verschiedener Figuren be-
rechnet werden. Zwei Moglichkeiten werden genannt: durch Zerlegung oder Ergdnzung
der Flache zu einem Rechteck und anschlieBendem Subtrahieren der zuviel berechneten
Teilflichen. Folgendes Gespriich schlieBt sich an die Ubungsaufgaben an:

L: Herrschaften, kurze SchluBbewertung. Drei Losungen haben wir vorgefiihrt bekommen.
Welcher wiirdet ihr den Vorzug geben? M.

Die hier. ... der letzten. (durch Ergénzung, K.J.)
Warum?
Geht schneller.

Weil da keine doofe Kante ist.

Keine doofe Kante?

(unverstindlich)

Jetzt wissen wir immer noch nicht das Ergebnis.

0., das ist erst mal gar nicht das Problem, sondern das Problem ist, sich klar zu machen,
wie krieg ich das Ganze. Das bifichen rechnen nachher, das ist kein Problem. Ich denke,
wer jetzt aufgepal3t hat, stellt fest, hier in dem Fall lohnt es sich tatsdchlich, so 'ne Ergén-
zungslosung zu machen, d.h ’n grofles Rechteck zu produzieren und abzuziehen. Erstens
spar ich eine Rechnung, und D. hat eben sehr schon klar gemacht, eigentlich haben wir
alles, was wir brauchen fiir diese Rechnung sofort gegeben, ohne Probleme. Also die Lo-
sung gelb, denk ich, ist hier die bessere.

Nicht das Rechnen steht hier im Vordergrund, sondern das zweckméfige Anwenden der
unterschiedlichen Losungsverfahren. Auch die Berechnung der Flache der Tischdecke
durch Zerlegung (E(1)) erhilt so riickwirkend eine Begriindung: Es ist notwendig ver-
schiedene Verfahren zu kennen, damit man sich je nach Aufgabenstellung fiir die einfa-
chere entscheiden kann.

Freilich reicht auch diese Begriindung nicht iiber den Mathematikunterricht hinaus.
Hinweise auf Begriindungen fiir das im Unterricht erscheinende Wissen, die sich auf
Bereiche auBlerhalb des Unterrichts beziehen findet man nur implizit. In E(2) soll die
Anzahl der Mosaiksteinchen eines Mosaikmotivs im Aachener Dom berechnet werden
(Aufg. 13, S.160 im Schulbuch). Die gemeinsam an der Tafel berechnete Losung lautet
5500 Steinchen. Daraufhin kommentiert der Lehrer:

,,Herrschaften, 5500 Mosaiksteinchen, ich weif} nicht, ob von euch schon mal einer sich so ein
Kirchenmosaik sich angeguckt hat. Normalerweise gucken sich Schiiler das mit eher weniger Inte-
resse an. Nur, stellt euch mal bitte folgendes vor, welche Leistung es ist, ein Mosaikbild von etwas
mehr als drei m? herzustellen, nicht einfach so ’n paar Scherben reinzudriicken, sondern tatséch-
lich ein Bild zu erzeugen aus 5500 Mosaiksteinchen. Bei den Stundenléhnen, die wir heute haben,
wire das, was wir heutzutage in Italien sehen, tiberhaupt nicht mehr zu bezahlen. Da denkt viel-
leicht mal ab und zu dran, wenn ihr so ’n Mosaik seht.”

Er weist mit diesen Bemerkungen darauf hin, dafl die Mathematik die Mittel bereitstellt,
bestimmte menschliche Leistungen besser einschitzen und wiirdigen zu kdnnen. Damit
macht er aufmerksam auf die Bedeutung der Mathematik fiir das Verstehen der Wirk-
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lichkeit. Die implizite Begriindung, die in seiner Aussage steckt, konnte man so formu-
lieren: Wenn ihr die Leistung, die in der Herstellung eines solchen Kunstwerkes steckt,
einschitzen wollt, miifit ihr die Fldchenberechnung von Rechtecken und das Rechnen
mit Bruch- und Dezimalzahlen beherrschen. Dies ist allerdings die einzige Stelle, in der
ein Begriindungszusammenhang, der sich auf die aulerschulische Wirklichkeit bezieht,
ansatzweise angesprochen wird.

Weiterhin finden wir auch hier keine Hinweise, die den Konstruktionscharakter der
Aufgaben ansprechen. Dal} die Aufgaben mit dem Ziel konstruiert wurden, das Rechnen
mit Bruch- und Dezimalzahlen einzuiiben, wird nicht deutlich. Im Gegenteil, das Rech-
nen an sich wird als weniger bedeutsam eingestuft. Dies hat zum Beispiel zur Folge,
daB3 bei der ,Mosaikaufgabe‘ die uniibliche und nur durch die genannte Zwecksetzung
der Aufgabe zu begriindende Seitenldngenangabe des Mosaikbildes (1,25m und 2 % m)
nicht diskutiert wird.

Ebensowenig wird auf Moglichkeiten und Grenzen des Wissens eingegangen. Diese
liegen bei diesem Thema vor allem in den Moglichkeiten und Grenzen des Messens
(vgl. Analyse zu D(1)). Dal} die GroBenangaben und Ergebnisse immer nur Annéherun-
gen sein konnen, wird nicht thematisiert.

Insgesamt zeigt sich in dieser Unterrichtseinheit der Konstruktionscharakter vor allem
innermathematisch. Hinweise auf einen gréferen Begriindungszusammenhang lassen
sich nur ansatzweise feststellen, und Angaben zur didaktischen Transformation des
Wissens fehlen ganz.

5.8.3 Die Didaktik des Lehrers

Im Anschluf3 an die Doppelstunde E(2) wurde ein Interview mit Lehrer E durchgefiihrt.
Es soll nun herangezogen werden, um bestimmte Gesichtspunkte weiter zu erklaren.

Ein Aspekt, der in diesem Unterricht auftéllig ist, ist die Bearbeitung von Textaufgaben.
Wihrend in den Stunden bei Lehrer D nur eine Textaufgabe (die ,SchloBaufgabe‘) be-
handelt wurde, sind es bei Lehrer E drei Textaufgaben, die ausfiihrlich bearbeitet wer-
den. Auch das steht fiir Lehrer E im Zusammenhang mit der Qualitdtssicherung:

,»Ja, und dann grundsétzlich sowieso Textaufgaben, der Umgang mit Textaufgaben ist uns in die-
sem Zusammenhang ’n Anliegen. ... Ja, die andere Uberlegung ist einfach so aus der Erfahrung
heraus, wenn Sie in der Klasse 6 zum Beispiel 'ne Klassenarbeit stellen zum Multiplizieren von
Dezimalzahlen, dann kénnen die Schiiler das in der Regel mehr oder weniger einwandfrei. Klei-
den Sie das Ganze in eine Textaufgabe, das heif}t also, aus 'nem gegebenen Flidcheninhalt ist eine
Seitenlédnge zu berechnen oder dhnliches, dann haben Sie vielleicht noch ’n Drittel oder die Halfte,
hat die Halfte der Schiiler die Aufgabe gelost. Einfach, weil der Zugang 'n anderer ist. Also, wir
wollen 'n biichen weg von diesem Einpauken der Rechenverfahren, die ja ohnehin nach der 6
nichts mehr bringen, weil keiner mehr 1,375 mal 0, 265 per Hand ausrechnet.*

Nicht nur, dafl Textaufgaben im Mittelpunkt des Unterrichts stehen, wird aus diesen
Aussagen verstindlich, sondern auch die Art und Weise, wie im Unterricht mit ihnen
umgegangen wird. Durchgéngig steht nicht das Rechnen, das Ergebnis der Aufgaben im
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Vordergrund, sondern der Losungsweg. Das Berechnen der Ergebnisse wird in zwei
Fillen als Hausaufgabe aufgegeben, und auch bei der ,Mosaikaufgabe‘, die in der Stun-
de gelost wird, wird zuerst der Losungsweg diskutiert und anschlieend an der Tafel
gerechnet. Dies wird vor dem Hintergrund verstiandlich, dall es dem Lehrer um den ,Zu-
gang‘ und nicht um das ,Einpauken der Rechenverfahren® geht.

Die Betonung der verschiedenen Mdoglichkeiten bei der Berechnung des Flacheninhaltes
findet ebenfalls ihre Entsprechung in den didaktischen Vorstellungen des Lehrers. Auf
die Frage nach dem Ziel der Stunde E(2) sagt er:

,»Ja, ganz wichtig bei diesen Figuren, oder einfach bei der Berechnung dieser Flacheninhalte von
diesen Figuren, daf3 die Schiiler nicht eingleisig da gucken, sondern bewuft durch Perspektiven-
dnderung einen Zugang zu der Aufgabe bekommen. ... ja, und das frithzeitig anzutrainieren, daf3
das Ganze keine Einwegstra3e ist, denke ich, ist ganz wichtig. Ja, also nicht in dem Sinne, aha,
wir haben 'ne Aufgabenlosung, fertig, zufrieden. Sondern nachgucken und neu sehen, kénnen wir
noch weiteres erfahren iiber die Figur oder iiber die Losung.*

Insgesamt zeigt sich, dal die ausfiihrliche Diskussion verschiedener Losungswege, die

Behandlung von Textaufgaben und das Zuriickstellen der Rechentechniken auf die di-

daktischen Uberlegungen des Lehrers zuriickzufiihren sind.

5.8.4 Das Fach und die Schule

Es wurde oben (5.7.4) bereits festgehalten, dall das Thema ,,Flichen- und Rauminhalte*
nicht eindeutig den in den Richtlinien angegebenen Themengebieten zuzuordnen ist
(vgl. Richtlinien Mathematik, 1993). Das Schulbuch weist das Thema als Anwendung
von Bruch- und Dezimalzahlen aus. Im Interview mit Lehrer E wird dariiber hinaus
deutlich, dal} es in einem weiteren Zusammenhang mit den Maflnahmen der geforderten
Qualititssicherung steht. Denn eine MaBBnahme, die von den Lehrern dieser Schule ge-
troffen wurde, ist die Wiederholung bestimmter Themengebiete:

,»Wir waren dariiber hinaus der Meinung, daB es sicherlich sinnvoll ist, verstarkt auf wiederholen-
de Phasen zu achten, das heiflit zum Beispiel jetzt, was wir in der sechsten Klasse machen, Fli-
cheninhalte, Rauminhalte, ist ja ein praktischer und auch sehr zentraler Gegenstand, der sich ja
durch die, ja, gesamte Unter- und Mittelstufe hinzieht, und wir waren der Meinung, dal wir auch
hier verstiarkt darauf achten sollten, immer wieder in Klassenarbeiten Aufgaben dazu, wenn es
sich anbietet, mit rein zu nehmen. Einfach, um das wieder aufzufrischen.*

5.8.5 Mathematik im Unterricht

Als letzter Punkt der Analyse soll auch hier der Unterrichtsinhalt den Begriffen des
Strukturgitters gegeniibergestellt werden. Der Aspekt des Modells kommt bei der Bear-
beitung der ersten Aufgabe in E(1) zum Ausdruck. Hier wird eine Skizze angefertigt,
die die Tischdecke modelliert. Dabei wird darauf geachtet, dal ,,das Wesentliche da
auch vorhanden ist“, wie der Lehrer formuliert. Anhand dieser Skizze werden dann die
Losungsvorschlige gepriift (,,das gibt 'ne komische Tischdecke®) bzw. berichtigt. An-
ders als bei der ,SchloBaufgabe‘ von Lehrer D ist das Modell in dieser Aufgabe noch
nicht explizit enthalten und muf} erst entwickelt werden.
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Mathematik als System kommt in den Formeln fiir die Berechnung von Fliche und Um-
fang zur Sprache sowie im korrekten Umgang mit diesen Formeln (so wird zum Bei-
spiel das Kommutativgesetz zur Begriindung der Umstellung der einzelnen Faktoren in
der Formel fiir den Flacheninhalt herangezogen).

SchlieBlich finden wir auch den Aspekt der Uberpriifung. Die beiden zu Anfang der
Stunde genannten (falschen) Losungsansdtze werden zundchst aufgenommen und wer-
den dann einer kritischen Priifung unterzogen. Auf der Basis der so gewonnenen Ein-
sichten wird ein neuer Vorschlag gemacht, der alte wird verbessert.

Insgesamt zeigt sich hier ein recht ausgewogenes Bild der Mathematik. In dieser Unter-
richtseinheit werden alle drei Aspekte Modell, System und Uberpriifung mehr oder we-
niger explizit angesprochen.



195

6 Zusammenfassung und Interpretation der Ergebnisse

Die Ergebnisse der Unterrichtsanalysen sollen nun abschlieBend zusammengefalit wer-
den. Es werden im folgenden vor allem Gemeinsamkeiten dargestellt, die eine vorsich-
tige Verallgemeinerung erlauben. Die Zusammenfassung gliedert sich nach drei Aspek-
ten:

1. Wissen und Geltung: Hier wird danach zu sehen sein, welche Wissensquellen im
Unterricht herangezogen wurden, und wer die Geltung fiir das Wissen verbiirgt.

2. Offnung des Wissens: GemiB Abschnitt 3.2 wird es hier um die Frage gehen, inwie-
fern im Unterricht deutlich wurde, dal das Wissen immer eine Auswahl darstellt,
das fiir Schule transformiert wurde; ob es Hinweise auf andere Interpretationsmog-
lichkeiten — insbesondere von Schiilern — gibt; ob den Schiilern dadurch Gelegenheit
gegeben wird, das Wissen zuriickzubeziehen auf sich. Methodisch wurde dieser As-
pekt durch die Untersuchung des Konstruktionscharakters und den Umgang mit
Bruchstellen im Unterricht verdeutlicht.

3. Mathematik im Unterricht: In diesem Analyseabschnitt, der jeweils eine Einzelana-
lyse abschloB3, ging es darum, das Bild oder das Verstindnis von Mathematik im
Unterricht zu untersuchen. Als MaRstab wurden die drei Begriffe des Strukturgitters
(Modell, System und Uberpriifung) an den Unterricht angelegt. Diese Ergebnisse
werden hier ebenfalls mit Hilfe der genannten Begriffe zusammengefalt.

AuBer einer tibersichtlichen Darstellung der Ergebnisse, wird es auch um die Priifung
der im Abschnitt 4.1 aufgestellten Arbeitshypothese gehen. Als Nullhypothese wurde
aufgestellt:

Nullhypothese: Im Unterricht (in dem dieser Analyse zugrundeliegenden Unterricht) wird auf ei-

nen Ausschnitt aus der gesellschaftlichen Praxis verwiesen, der diese Praxis vollstindig reprasen-

tiert; und das im Unterricht erscheinende Wissen wird in dem Sinne gedffnet, dafl die Auswahl fiir

den Unterricht sichtbar wird und unterschiedliche Interpretationsmoglichkeiten erhalten bleiben.
Gleichzeitig hatte ich die Frage aufgenommen, ob es Unterschiede zwischen dem Un-
terricht der 70er Jahre und heutigem Unterricht gibt. In einem weiteren Abschnitt (6.4)
wird dieser Frage nachgegangen werden. Dazu werde ich mich nicht nur auf die hier
analysierten Unterrichtsstunden beziehen, sondern auflerdem noch die von Baumert
(1997) vorgelegten deskriptiven Ergebnisse der TIMSS-Video Studie zum Vergleich
heranziehen. Mit TIMSS-Video liegen typische Merkmale des heutigen Mathematikun-
terrichts vor, die mit den Ergebnissen dieser Arbeit verglichen werden konnen und si-
cherere Schluf3folgerungen zulassen.
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6.1 Zusammenfassung unter dem Aspekt von Wissen und Geltung

In keiner der analysierten Stunden wurde das verwendete Schulbuch als Wissensquelle

122, ausnahmslos

in Anspruch genommen. Zwar lag allen Klassen ein Schulbuch vor
wurde es jedoch, wenn iiberhaupt, ausschlieBlich als Aufgabensammlung fiir Stillar-
beitsphasen und Hausaufgaben benutzt. Es konnte fiir die Analyse der Wissensquellen

deshalb auBer acht gelassen werden.

Bei der Auswertung der codierten (vgl. 4.3) Sprechakte zeigten sich sehr viele Gemein-
samkeiten. In allen Stunden {iberwiegen bei den Schiilern die auf Wissenschaft bezoge-
nen Reaktionen. Beim Lehrer sind es die Aufforderungen, die in der Mehrzahl entweder
unterrichtsorganisatorisch oder ebenfalls auf Wissenschaft bezogen sind. Daraus wurde
geschlossen, daB3 sich das Wissen vor allem aus dem Vorwissen der Schiiler konstitu-
iert; der Lehrer bringt sein Wissen durchgingig nur sehr selten explizit in den Unter-
richt ein. Die genauere inhaltliche Analyse hat jedoch gezeigt, dal es fiir das Unter-
richtsergebnis sehr entscheidende Stellen sein konnen, in denen als Wissensquelle aus-
schlieBlich das Wissen des Lehrers in Betracht kommt. Zum Beispiel war es in A;(1)
die Definition des Teilers, in Cy(2) die Gleichung fiir die Berechnung des Prozentwer-
tes.

Dariiber hinaus wurde untersucht, welcher Art das Vorwissen der Schiiler ist: Ist es ei-
nem Schulwissen zuzuordnen, das heif3t einem Wissen, das mit groBer Wahrscheinlich-
keit aus vorherigem Unterricht stammt, oder ist es Alltagswissen in dem Sinne, daf all-
tagliche, lebensweltliche Vorstellungen aktualisiert werden?'* Mit Ausnahme des Un-
terrichts bei Lehrer B wurde fiir alle Stunden dazu festgestellt, dal das Vorwissen der
Schiiler zum grof3en Teil einem Schulwissen zuzuordnen ist.

Dies fiihrt auf den Aspekt der Geltung verbiirgenden Instanzen. Dadurch, da3 das Vor-
wissen der Schiiler zu einem grofen Teil dem Schulwissen zugerechnet werden kann,
scheiden in diesen Fillen das Subjekt, die subjektiven Erfahrungen des Einzelnen als
Geltung verbiirgende Instanz aus. Es ist zundchst der Schulunterricht, der fiir die Gel-
tung in Anspruch genommen wird. Es hat sich in den Analysen allerdings gezeigt, daf3
zwar die Schiiler aufgefordert werden, ihr Vorwissen in den Unterricht einzubringen, es
dann aber haufig allein dem Lehrer zukommt, aus den Antworten auszuwihlen und die
offizielle Interpretation zur Geltung zu bringen (vergleiche zum Beispiel A; oder D).
Das heil3t, der Lehrer ist es, der dasjenige aus den Antworten der Schiiler auswahlt, was
letztlich im Unterrichtsergebnis zur Geltung kommt.

In einigen Fillen ist das die letzte Geltungsinstanz, die in Anspruch genommen wird (so
zum Beispiel in C; und D), in anderen Féllen wird nachtraglich die Mathematik zur Be-
griindung der so im voraus festgelegten offiziellen Interpretation herangezogen (zum

122 Nur in Klasse B konnten keinerlei Hinweise auf ein Schulbuch festgestellt werden.
' Eine Unterscheidung zwischen Schul- und Alltagswissen kann ohne Langzeitbeobachtungen und
Intensivinterviews immer nur hypothetisch sein.
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Beispiel in C;). Hier zeigte sich auch am deutlichsten das ErarbeitungsprozeBmuster
(Voigt 1984, vgl. auch 3.2).

In einigen Stunden (so vor allem in A3 und E) konnte jedoch auch festgehalten werden,
daB} der Lehrer als Geltung verbiirgende Instanz nahezu ganz zuriicktritt. Hier wurde die
Mathematik ganz explizit in Anspruch genommen, ohne daB3 der Lehrer zundchst die
giiltige Interpretation ausgewdihlt hitte. Der Unterricht zeichnete sich im Gegensatz zu
den anderen Stunden dadurch aus, daB3 sich zu Anfang zwei oder mehr unterschiedliche
Losungen der gestellten Aufgabe gegeniiberstanden, die dann mit mathematischen Mit-
teln tiberpriift wurden. Das fiihrte letztlich zur einzig richtigen und damit zur offiziellen
Losung. Die Richtigkeit dieser Losung wurde hier also allein durch die Mathematik
erklart und nicht erst durch den Lehrer und nachtréglich durch die Mathematik.

Eine Ausnahme zu diesen beiden Vorgehensweisen stellt der Unterricht bei Lehrer B
dar. Auch hier standen sich zwar zwei Vermutungen gegeniiber, doch wurde in der Ana-
lyse festgestellt, daB die Uberpriifung vor allem mit Hilfe des Alltagsverstindnisses und
weniger der Mathematik durchgefiihrt wurde. Dies zeigte sich insbesondere in der Be-
zugnahme zum lebensweltlichen Ausgangsproblem.

Es hat sich also gezeigt, dal dadurch, daB3 das Vorwissen der Schiiler mafigeblich zur
Konstitution des Unterrichtsinhalts beitrdgt, noch nicht gesagt ist, wer die Geltung fiir
das im Unterricht erscheinende Wissen verbiirgt. In allen Stunden, mit Ausnahme des
Unterrichts bei Lehrer B, war es der Lehrer oder die Mathematik, die fiir die Geltung in
Anspruch genommen wurden. Das Alltagsverstidndnis der Schiiler wurde ersichtlich nur
fiir das Unterrichtsergebnis in der Stunde B(1) herangezogen.

6.2 Zusammenfassung unter dem Aspekt der Offnung des Wis-
sens

Die Frage nach den Geltung verbiirgenden Instanzen hingt eng mit dem Grad des Kon-
struktionscharakters zusammen. In den Analysen wurde deutlich, daf3 in den Stunden, in
denen die Mathematik fiir die Geltung in Anspruch genommen wurde, der Konstrukti-
onscharakter zumindest innermathematisch herausgestellt wurde (vgl. Az und A4 oder
E). Diese Stunden zeichneten sich gerade dadurch aus, daB3 die Geltung — vom Lehrer —
in Frage gestellt und das Wissen mit mathematischen Mitteln begriindet wurde. In den
Stunden hingegen, in denen es vor allem der Lehrer ist, der fiir das Wissen einsteht,
finden sich kaum Hinweise darauf, da3 das Wissen eine menschliche Konstruktion mit
bestimmten Mitteln und zu einem bestimmten Zweck ist.

Hinweise allerdings, die einen auBerschulischen oder auBermathematischen Begriin-
dungszusammenhang betreffen, findet man praktisch in keiner der vorliegenden Unter-
richtsstunden. Im Wissen, das im Unterricht konstituiert wird und das im Unterrichtser-
gebnis aufgehoben ist, lassen sich, wenn iiberhaupt (so in B und E), nur Spuren davon
finden, inwiefern es Moglichkeiten und Grenzen der Beherrschung der — auBerschuli-
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schen — Praxis liefert, inwiefern es fiir Schule transformiert wurde. Es ist insofern
,Schulwissen®, das hier konstituiert wurde, denn es hat seinen Sinn und Zweck vor al-
lem im Unterricht selbst. Diese Feststellung schlieft nicht die Mdéglichkeit aus, daf3 die
Schiiler das im Unterricht erworbene Wissen nicht auch in auBerschulischen Zusam-
menhéngen anwenden konnten. Sie ist lediglich so zu lesen, daf} sich im Unterricht
selbst kaum Hinweise auf die spezifischen Mdglichkeiten fiir die Beherrschung der Pra-
xis finden lassen. Diese Moglichkeiten zu entdecken bleibt den Schiilern damit selbst
iberlassen.

Ein weiterer Indikator fiir die Offnung des Wissen waren die Bruchstellen und die Art
und Weise ihrer Aushandlung im Unterricht. Durchgingig hat sich gezeigt, dafl explizi-
te Bruchstellen relativ selten, in einigen Stunden (zum Beispiel A3(2) oder D und E) gar
nicht aufzufinden waren. Fast immer findet man das fragend-entwickelnde Unterrichts-
gesprich, dessen typisches Merkmal unter anderem das Erarbeitungsprozefmuster
(Voigt 1984) ist. Mehrmals wurde darauf hingewiesen, dafl es auch in diesen Unter-
richtsstunden nachzuweisen war. Dieses Interaktionsmuster ist aber gerade so angelegt,
daB es divergierende Interpretationen und Geltungsanspriiche unterdriickt, weil man zu
einer — zumindest oberfléchlich — geteilten Interpretation kommen muB.

In den Stunden, wo sich explizite Bruchstellen fanden, kamen zum Teil offensichtlich
Interpretationsdifferenzen zum Ausdruck. Bei einigen dieser Bruchstellen wurde festge-
stellt, daB3 sie vermutlich auf eine Differenz zwischen alltdglicher und mathematischer
Sichtweise zuriickzufiihren waren (vgl. A;(2) und B). In diesen Féllen wurde das ,Mil3-
verstdndnis‘ (so interpretierten es die Lehrer) zwar thematisiert, es wurde aber dadurch
ausgerdumt, dal der Lehrer die mathematische, das heif3t die offizielle Sichtweise her-
vorhob, erkldrte oder noch einmal wiederholen lie3. An keiner Stelle wurde der Unter-
schied zwischen alltdglichem und mathematischem Denken herausgestellt, indem auf
die Notwendigkeit der mathematischen Interpretation eingegangen wurde (zum Beispiel
indem auf die Notwendigkeit der Widerspruchsfreiheit hingewiesen wurde). Die ma-
thematische Interpretation erlangte damit als einzig mdgliche Geltung. Dall man die
Sache — unter anderen Voraussetzungen zwar — auch anders interpretieren kann, diese
Moglichkeit wurde nicht offengehalten. Die Schiiler waren in diesen Féllen gezwungen,
die mathematische Perspektive einzunehmen, ohne dal} ihre Interpretation der Sache
zumindest prinzipiell erhalten blieb. Die gemeinsame Basis der unterrichtlichen Arbeit
wurde vom Lehrer festgelegt und nicht ausgehandelt.

Andere explizite und auch implizite Bruchstellen, die identifiziert wurden (sehr deutlich
bei Lehrer C) wurden {iberhaupt nicht thematisiert, sondern einfach beiseite geschoben.
Dadurch wurden zum Teil auch weiterfithrende oder korrigierende mathematische Sach-
verhalte ignoriert (vgl. C(3)) oder mathematische Fehlinterpretationen iibersehen (wie
zu Cy(2) ausfiihrlich dargestellt wurde). Auch dieses Verhalten pafit zum Interakti-
onsmuster im fragend-entwickelnden Unterricht. Das Erarbeitungsprozefmuster erlaubt
den Schiilern nur bis zu einem bestimmten Zeitpunkt ihre Interpretationen der Sache in
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den Unterricht einzubringen; sobald der Lehrer die offizielle Interpretation festgelegt
hat, miissen sie sich darauf einlassen (vgl. 5.6.2.2). Auf die Gefahr, da3 Schiiler im Un-
terricht dieses ,Spiel® zwar mitspielen, sich jedoch {ibergangen und nicht ernst genom-
men fithlen, wurde ebenfalls in der Analyse zu C, hingewiesen.

Insgesamt zeigte sich in den Analysen, dafl das Wissen im Unterricht nur ansatzweise
eine Offnung erfihrt. Es fehlen weitgehend direkte Hinweise auf den Konstruktions-
charakter, vor allem fehlen auBerschulische Begriindungszusammenhénge, die verdeut-
lichen konnten, wo Moglichkeiten und Grenzen des Wissens liegen konnten. Weiterhin
wurde darauf aufmerksam gemacht, daf3 es sehr wohl Mdoglichkeiten zum Aufbrechen
der offiziellen Interpretation gibt, diese Moglichkeiten, sofern sie auftauchen, aber nicht
in dem Sinne genutzt werden, da3 abweichende Interpretationen zumindest prinzipiell
erhalten bleiben. Sie werden nicht als Chance genutzt, die Voraussetzungen sowohl fiir
die mathematische Sichtweise als auch fiir andere, im weitesten Sinne alltdgliche
Sichtweisen offenzulegen. Im Unterricht wird die mathematische Interpretation als die
einzig giiltige herangezogen, und nicht geklért, unter welchen Voraussetzungen oder in
welchen Zusammenhingen auch andere Auslegungen der Sache Geltung erlangen und
sinnvoll sein kdnnten.

6.3 Das Bild von Mathematik im Unterricht

Im Kapitel 3.1 wurde ein sogenanntes Strukturgitter fiir den Mathematikunterricht ent-
wickelt, das drei Begriffe festlegte, von denen angenommen wird, das sie die Mathema-
tik als der Teil der gesellschaftlichen Praxis mdglichst vollstdndig beschreiben. Diese
Begriffe wurden dazu genutzt, das im Unterricht erscheinende Bild von Mathematik zu
beschreiben. Die Ergebnisse der vorangegangenen Analysen sollen nun unter diesem
Gesichtspunkt zusammengefaft werden. Es wird also der Frage nachgegangen, ob der
Unterricht gemiB den Kategorien Modell, System und Uberpriifung die gesellschaftliche
Praxis vollstdndig abbildet oder bestimmte Aspekte (eventuell systematisch) auller acht
1aR3t.

Unter dem Aspekt des Modells sollten Hinweise erfalit werden, die auf einen Bezug der
Mathematik zur aulermathematischen oder allgemeiner: zur individuellen Realitdt hin-
deuten. Unter diesem Aspekt werden mathematische Sachverhalte als ein Modell zur
Beschreibung von Bereichen verstanden, die quasi ,unterhalb‘ der Modellebene liegen.
Diese Bereiche kénnen sowohl eine reale Situation erfassen, als auch ein mathemati-
sches Problem auf einer unteren Abstraktionsebene. Im letzteren Fall handelt es sich
dann um ein innermathematisches Modell.

Hinweise auf Mathematik als Modell zur Beschreibung und Bearbeitung auflermathe-
matischer Situationen lassen sich nur in den Stunden der Lehrer B und E finden. In bei-
den Stunden wird aber die Modellierungstatigkeit und das Modell an sich nicht reflek-
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tiert. Eine innermathematische Modellierung wurde in Aj festgestellt (Operatorenmo-
dell). Hier wurde der Modellbildungsprozef3 auch recht ausfiihrlich hervorgehoben.

In allen weiteren Stunden fehlt dieser Aspekt nahezu ganz. Dies ist auch der Fall in der
Stunde von Lehrer D, in der durch die Textaufgabe die Moglichkeit vorhanden gewesen
ware, auf ihn aufmerksam zu machen.

Ein weiterer Begriff, mit dessen Hilfe die Mathematik beschrieben wurde, war der des
Systems. Darunter sollte die Mathematik als ein in sich geschlossenes System von Sét-
zen und Beweisen verstanden werden, das sich einer eigenen Sprache bedient und be-
stimmten formalen Regeln bei der systematischen Erfassung von Sachverhalten folgt.

Dieser Aspekt, das haben die Analysen gezeigt, ist durchgingig in allen Stunden aufzu-
finden, hdufig ist er am stdrksten ausgepréagt. Auffillig ist die Betonung der korrekten
Fachsprache, die man in allen Stunden findet. In fast allen Stunden werden Unterrichts-
ergebnisse in Form eines mathematischen Satzes oder einer Definition festgehalten, die
zuvor hergeleitet oder bewiesen wurden (Ausnahmen sind die Stunden bei den Lehrern
D und E, hier handelte es sich bei den Formeln zur Berechnung von Fliche und Umfang
um eine Wiederholung). Dabei wurde aber nur ganz selten (am ehesten noch bei Lehrer
B) auf die Notwendigkeit dieser speziellen Sprache hingewiesen. Sie darin besteht, daf3
die Sprache mdglichst eindeutig ist und damit eine intersubjektive Verstindigung er-
leichtert. Damit hingt eng die Tatsache zusammen, dal3 eher selten explizit auf die in-
haltliche Bedeutung mathematischer Ausdriicke hingewiesen wurde. In den Stunden bei
Lehrer C wurde das besonders deutlich; hier erschien die Mathematik als ein Sprach-
spiel, das nahezu jeglicher inhaltlicher Bedeutung entbehrte. Implizit erhalten die Sétze
und Definitionen jedoch ihre Bedeutung durch das Anfangsproblem und den Beweis,
sofern ein Beweis im Unterricht durchgefiihrt wurde (zum Beispiel in Aj).

Als dritter Begriff wurde schlieBlich die Uberpriifung genannt. Darunter wurde die kri-
tische Priifung auf (Modell-) Voraussetzungen verstanden, das hei3t das Aufmerksam-
machen auf Voraussetzungen, unter denen die Sédtze oder mathematischen Losungen
gelten, kurz und vereinfacht gesagt: Hinweise darauf, dal die Mathematik nicht frei von
Widerspriichen ist bzw. diese oftmals nur unter Hinzunahme bestimmter Annahmen
ausgeschlossen werden konnen, die wiederum nicht selten erst im nachhinein entwickelt
werden.

Wenn Hinweise auf diesen Aspekt der Mathematik auftauchten, so betrafen sie aus-
schlieBlich die Mathematik als System.'** Aber auch das geschieht relativ selten. In den
Stunden bei den Lehrern C und D tauchte der Aspekt der Uberpriifung praktisch nicht
auf, in A; und A4 nur an ganz wenigen Stellen im Unterricht. In den Stunden, in denen

12 Das liegt natiirlich daran, daB der Aspekt des Modells so selten aufzufinden war. Doch selbst dort, wo
er identifiziert wurde (s.0.), wurden die mathematischen Ergebnisse nicht auf die Ausgangssituation zu-
riickiibertragen und auf ihre Tauglichkeit und Aussagekraft tiberpriift.
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sich zu Anfang unterschiedliche Vermutungen zur Losung der gestellten Aufgabe gege-
niiberstanden (A3, B und E), wurden die ganze Stunde bzw. ein ganzer Unterrichtsab-
schnitt als eine Uberpriifung der Losungsvorschlige interpretiert. Wenn aber nur eine
Losungsmoglichkeit — vom Lehrer — zugelassen wird, scheint sich eine Uberpriifung
vielfach zu eriibrigen.

Es kann daher abschliefend festgehalten werden, daf in den hier analysierten Stunden
die Mathematik vor allem unter dem Aspekt des Systems erscheint. Mathematik als
Modell zur Beschreibung und Bearbeitung auBerschulischer Situationen und Problem-
felder kommt nur selten zur Sprache, und es fehlt die Riickiibertragung der mathema-
tisch gefundenen Ergebnisse. Ein innermathematisches Modell wurde nur einmal nach-
gewiesen. Zum Aspekt der Uberpriifung ergibt sich hingegen ein zweigeteiltes Bild.
Entweder scheint er schon in der Erarbeitung des Unterrichtsergebnisses angelegt zu
sein oder er kommt praktisch nicht vor. Insgesamt wurden in nur drei von neun Unter-
richtseinheiten alle drei Aspekte mehr oder weniger explizit festgestellt (As, B und E).
In allen weiteren Stunden zeigte sich ein eher eingeschrinktes Bild der Mathematik,
dessen Schwerpunkt beim Begriff des Systems lag.

6.4 Zur Aussagekraft der Unterrichtsanalysen

Die zusammenfassende Auswertung hat bereits gezeigt, daBB es beziiglich der hier
zugrunde liegenden MaBstdbe kaum Unterschiede zwischen den dlteren Aufnahmen (A-
C) und den neueren (D und E) festzustellen sind. Weder unter dem Aspekt der Offnung
des Wissens noch beziiglich des Bildes der Mathematik kdnnen aufgrund der Analyse-
ergebnisse sichere Unterscheidungen festgestellt werden. Auch die Ergebnisse zur Her-
kunft und Geltung des Wissens zeigen keine Unterschiede.

Ich méchte im folgenden die deskriptiven Ergebnisse der TIMSS-Video Studie heran-
ziehen, die reprisentativ das Bild heutigen Mathematikunterrichts beschreiben. Wenn
sich im Vergleich der hier zugrunde gelegten Stunden mit den Ergebnissen von TIMSS-
Video wenig Unterschiede belegen lassen, so kann das die Vermutung stiitzen, daf3 es in
der Tat kaum oder keine Unterschiede beziiglich der in dieser Arbeit ausgewerteten
Analysepunkte gibt.

Auf der Grundlage einer grofBen Anzahl von viedeographierten Mathematikstunden der

125 wurde fiir den durchschnittlichen Mathematikunterricht in Deutsch-

8. Jahrgangstufe
land ein sogenanntes ,kulturelles Skript® entwickelt. Es beschreibt den typischen Ver-
lauf einer Mathematikstunde in Deutschland:

,.In Deutschland lassen sich zwei Varianten des modalen Mathematikunterrichts unterscheiden:
— Die Stunde beginnt mit der Durchsicht und Besprechung der Hausaufgaben.
— Es folgt eine kurze Wiederholungsphase.

' Datengrundlage waren Videoaufnahmen einer oder mehrerer Stunden aus 100 8. Klassen. Diese Vi-
deostichprobe ist eine Zufallsstichprobe aus der TIMSS-Hauptuntersuchung (vgl. Baumert 1997, S.216ff)
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— Variante 1: Der neue mathematische Stoff wird im fragend-entwickelnden Unterrichtsge-
spréch, das auf eine einzige Losung hinfiihrt, relativ kurzschrittig erarbeitet und vom Lehrer an
der Tafel dokumentiert.

— Variante 2: Wenn das Thema schon in der vorhergegangenen Stunde vorbereitet wurde, entwi-
ckelt ein Schiiler — unterstiitzt von der Klasse und dem Lehrer — eine Aufgabe an der Tafel.

— Es werden in Stillarbeit dhnliche Aufgaben zur Einiibung des Verfahrens gelost. (Baumert
1997, S.226)

Einzelne Elemente und Faktoren eines solchen Unterrichtsverlaufs werden bei Baumert
(1997, S.226ff) differenzierter betrachtet.'*® So zeigt sich, daB in knapp 60% der vide-
ographierten Stunden das Erlernen mathematischer Fertigkeiten im Vordergrund steht,
mathematisches Verstindnis hingegen nur in annihernd 30%.'*” Das kann im Zusam-
menhang mit dem Ergebnis gesehen werden, daf fast 90% der Zeit in Schiilerarbeits-
phasen fiir die Ubung von Routineprozeduren verwendet wird. Alternative Losungswe-
ge werden relativ selten entwickelt — weder vom Lehrer (ca. 12% der Unterrichtsstun-
den) noch vom Schiiler (ca. 14% der Unterrichtsstunden). Unterrichtsstunden, in denen
Beweise gefiihrt werden, machen weniger als 10% aller Unterrichtsstunden aus (und
man findet sie praktisch nur am Gymnasium). Aufgaben, die durch explizite Hinweise
miteinander verkniipft werden, lassen sich in knapp 40% aller Stunden auffinden. Die
Entwicklung neuer Konzepte kommt dabei deutlich hdufiger vor als das Vorstellen neu-
er Konzepte (durch Schiiler oder Lehrer).

Vergleicht man dieses Skript und die einzelnen Ergebnisse mit den Unterrichtsverldufen
der Stunden der Lehrer A-E, so findet man — trotz einiger Unterschiede — sehr viele
Gemeinsamkeiten: In allen Stunden wird das Unterrichtsergebnis im fragend-
entwickelnden Unterrichtsgespriich erarbeitet. Am Ende steht eine einzige Losung.'*®
Die Erarbeitung erfolgt kurzschrittig, was man unter anderem an der grolen Anzahl von
Aufforderungen des Lehrers und Reaktionen der Schiiler ablesen kann. Die einzelnen
AuBerungen bestehen dabei hiufig nur aus wenigen Worten. In fast allen Stunden findet
man aullerdem Stillarbeitsphasen, in denen der vorher entwickelte Stoff eingeiibt wird.
Eine Anwendung der Konzepte auf andere Sachverhalte findet man nicht. Teilweise
wird die Ubung auf die Hausaufgaben verlegt. Die Besprechung der Hausaufgaben zu
Beginn des Unterrichts findet man vor allem in den Folgestunden der hier analysierten
Unterrichtsstunden.'”

In Bezug auf den ,typischen® Unterrichtsverlauf, so kann man festhalten, ergeben sich
zwischen den élteren Aufnahmen aus den 1970er Jahren und den neueren Aufnahmen

126 Vergl. auch Schiimer 1998, die stirker den japanischen Unterricht in den Vordergrund stellt, wodurch
die Unterschiede und typischen Merkmale des deutschen Mathematikunterrichts noch deutlicher werden.
12" Dieses Ergebnis deckt sich iibrigens nicht mit den Vorstellungen der Lehrer, die im Rahmen der
TIMSS-Hauptuntersuchung befragt wurden. Es besteht bei den befragten Lehrern ,,weitgehend Einigkeit
dariiber ..., daB fiir gute Schulleistungen Memorieren, konvergentes und divergentes Denken sowie Kon-
textunabhéngigkeit bei der Anwendung &hnlich wichtig seien.* (Baumert 1997, S.209)

128 Die einzige Ausnahme ist Stunde E. Hier werden zwei Losungsmoglichkeiten erarbeitet, diese werden
aber nacheinander, deutlich voneinander abgegrenzt entwickelt. Hier wird zweimal die Variante 1 durch-
gespielt.

12 Aus den Unterrichtseinheiten wurden meistens gerade die Stunden ausgewihlt, die als Einfithrung in
ein neues Thema gewertet werden konnten.
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von 1998 keine sichtbaren Unterschiede. Ich vermute, daB3 die einzigen erkennbaren
Unterschiede, wenn iiberhaupt, im behandelten Stoff liegen. So wird zum Beispiel die
Verwendung von Streck- und Stauchmaschinen im Zusammenhang mit der Einfiithrung
des Operatorenmodells, wie es in den Stunden zu A; vorkam, heute wahrscheinlich

nicht mehr so héiufig vorkommen.'*°

Die Stunde B(1) hingegen, in der die Bruchzahlen
mit Hilfe des Groenmodells eingefiihrt wurden, diirfte sich auch von der Sache her

kaum von heutigem Unterricht unterscheiden.

Andererseits, und das deckt sich mit den Ergebnissen der TIMSS-Studie, sind in den
neueren Stunden nur sehr rudimentér Spuren einer Didaktik der Anwendungsorientie-
rung zu finden. Auch in den Stunden D und E wird beispielsweise der Modellbil-
dungsprozel3 gar nicht bzw. nur ansatzweise sichtbar. Die behandelten Aufgaben sind
oberflachlich zwar eher anwendungsorientiert in dem Sinne, dal} sie auf einen auf3er-
schulischen Verwertungszusammenhang hinweisen, dieser Bezug verdeckt aber nicht
die Tatsache, daB3 es im Unterricht vor allem um das sichere Rechnen, um die Einlibung
von Routineprozeduren geht. Es handelte sich um mehr oder weniger eingekleidete'!

Aufgaben.

Wie ist nun die Aussagekraft der Analyseergebnisse fiir den Stand des heutigen Mathe-
matikunterrichts zu bewerten? — Sowohl die Ergebnisse zu Herkunft und Geltung (vgl.
6.1 ) als auch zur Offnung des Wissens (vgl. 6.2 ) zeigen eine recht einheitliche Gestalt
aller analysierten Mathematikstunden. Etwas differenzierter zeigte sich das Bild der
Mathematik in den einzelnen Stunden (vgl. 6.3). Die Unterschiede sind jedoch nicht auf
das Jahr der Aufnahmen zuriickzufiihren, denn sie waren nicht nur zwischen den &lteren
und den neueren Aufnahmen festzustellen. Gleichermalien zeigten sie sich auch bei den
dlteren Aufnahmen insgesamt. Sogar innerhalb einzelner Unterrichtsreihen bei demsel-
ben Lehrer (z.B. bei Lehrer A) ergaben sich Differenzen im Erscheinungsbild der Ma-
thematik im Unterricht. Der Vergleich mit den Ergebnissen der TIMSS-Video Studie
bestétigt daher die Vermutung, da3 sich der Unterricht bei den Lehrern A-C nicht we-
sentlich von den neueren Unterrichtsaufnahmen unterscheidet.

Es liegt daher nahe, die Hypothese zu formulieren, daf sich in der Unterrichtspraxis in
den letzten 25 Jahren nicht viel gedndert hat. Abgesehen von einigen Verdnderungen im
Stoffplan scheint sich beziiglich der Herkunft und Geltung, der Offnung des Wissens
und des im Unterricht reprasentierten Bildes der Mathematik nicht viel getan zu haben.

Folglich kann die Nullhypothese verworfen und die Alternativhypothese angenommen
werden, und zwar nicht nur ausschlieflich fiir die analysierten Stunden. Ich mochte sie
nach dem Vergleich mit den Ergebnissen der TIMS-Studie verallgemeinernd formulie-
ren: Im Mathematikunterricht erscheint ein (systematisch) beschrdnktes Bild der gesell-

130 In den Richtlinien (1993) wird zum Bereich ,Bruchzahlen® allerdings angemerkt, daf3 in ,,Anwendun-
gen ... sowohl das GroBen- als auch das Operatorenmodell beriicksichtigt werden (sollten).* (S.40)
B vgl. FuBnote 120
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schaftlichen Praxis, und eine Offnung des Wissens findet, wenn iiberhaupt, nur ansatz-
weise statt.
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7 Schluf

Die vorliegende Arbeit sollte unter zwei Aspekten gelesen werden: Zunéchst ging es
unter methodischen Gesichtspunkten darum, den von Menck und Wierichs vorgelegten
Ansatz zur Beschreibung und Analyse des Unterrichtsinhalts weiterzufiihren und fach-
didaktisch fiir den Mathematikunterricht zu konkretisieren. Es hat sich gezeigt, dafl die
Analyse des Beziehungsgefiiges, in dem der Unterrichtsinhalt steht, in weiten Teilen auf
den Mathematikunterricht iibertragbar ist. Fachdidaktische Uberlegungen waren vor
allem fiir den Analysepunkt ,Mathematik im Unterricht® notwendig. Es sollte auBerdem
deutlich geworden sein, wie die zusétzliche Codierung der Sprechakte und die quantita-
tive Auswertung derselben die Analyse sinnvoll ergdnzen kann, indem sie auf Beson-
derheiten und Vergleichbares aufmerksam machen und die interpretative Analyse anlei-
ten.

Ein weiterer Schwerpunkt lag in den Analysen selbst. Sie sollten nicht Selbstzweck
sein, sondern auch inhaltlich bedeutsame Ergebnisse liefern. Diese wurden in Kapitel 6

132 e . .
32 fiir die meis-

zusammengefallt und zeigten, dall die in 4.1 aufgestellte Nullhypothese
ten Stunden widerlegt werden konnte. Es konnte dariiber hinaus festgehalten werden,
daf3 es AnlaB3 zu der Vermutung gibt, daB3 sich die Aufnahmen aus den 1970er Jahren
nicht wesentlich von heutigem Mathematikunterricht unterscheiden. Insofern konnte
plausibel gemacht werden, dall die Alternativhypothese vermutlich fiir den ,durch-
schnittlichen’ Mathematikunterricht gilt. Weitere Untersuchungen miifiten dann zeigen,
inwiefern die Ergebnisse wirklich zu verallgemeinern sind. Mit TIMSS-Video steht
vielleicht erstmals eine repriasentative Stichprobe von videographierten und vielféltig
dokumentierten Unterrichtsaufnahmen zur Verfiigung. Es wire wiinschenswert, wenn
diese auch dazu genutzt wiirden, den bislang in empirischen Forschungsarbeiten ver-

nachlissigten Unterrichtsinhalt ndher zu untersuchen.

132 Im Unterricht (in dem dieser Analyse zugrundeliegenden Unterricht) wird auf einen Ausschnitt aus

der gesellschaftlichen Praxis verwiesen, der diese Praxis vollstidndig reprasentiert; und das im Unterricht
erscheinende Wissen wird in dem Sinne gedffnet, daB die Auswabhl fiir den Unterricht sichtbar wird und
unterschiedliche Interpretationsmdglichkeiten erhalten bleiben
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